Zenon ltfoszner

0 EBVTOE) WEASNOSCI KRZYWYCH SFERYCZNYCH

Niniejsza nota poswiecona jest dowodowi pewnych twier-
dzen dotyczacych regularnosci krzywych potozonych na kuli
w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesov/ej E~ i pewnym

zastosowaniom tych twierdzen.

§ 1, Udowodniriy nastepujgce Sierdzenie o charakterze Ilo-
kalnym:
Twierdzenie 1

Jezeli

(1) krzywa C w przestrzeni E~ ma réwnanie paraTtetiycz-
no-wektorowe r =mr(s), gdzie funkcja r(s) jest kia-
sy 02 VI przedziale ! i Axl 0 w kazdym
punkcie tego przedziatu (wobec tych zatozen mozemy
przyja¢, ze parametr s jest diugoscig tuku na tej
krzywej)t

(2) pierwsza krzywizna k(s) krzywej C w punkcie P o

parametrze sg jeet klasy Cl, 0
(3) krzywa C lezy na kuli, ktérej promien oznaczymy
przez e Q,
(4) k( s} * — lub w pewnym otoczeniu punktu s s
7”0
K (s )="“- »

to krzywa C jest klasy C3 w punkcie o parametrze sq.
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Dowdd.» Przyjmujgc, ze poczatek ukitadu odniesienia znajdu-

je sie w érodku kuli, na ktérej lezy krzywa C ,otrzy-~
mujengr
(5) r (s) s ?
a stad
(6) r . 0.
Poniewaz s jest diugosécia tuku na krzywej many
SE. SE. = i
() ds ds *
oraz
2
(8) £ . <4 - 0.
03 as2

R6zniczkujac zwigzek 6 otrzymujemy na podstawie

() ro» 4
ds
Na podstawie (6), (8) oraz okres$lenia iloczynu wekto-
rowego wektory
\
r, a r x
2 » r X

M
ds d

s
sg prostopadte do niezerowego (wobec zatozenia CD) wektora
~ , stanowig wiec liniowo zalezny uktad wektoréw. Wekto-
ry r i r x —£ , jako niezerowe i prostopadte, sa li-
niowo niezalezne, istnieja wiec takie dwie skalarne funk-

cje zmiennej s s [*.(s) i v(s), ze

CHO) 4 . o»[,,E].

ds

Ale wobec (5) i (9)



r.dj
(11) /4 sV __ aa— (const.)
r.r L
Ponadto
2 .
2 2 2
[ k(e) ]2 d5§r2 /*-r+vtr [
da ds
a wiec na podstawie (5), (6), (7) i (11)
()] 1 2 S22
(1" 0 >0 V V
&
wiec
T(s,-ii; 1 [k(s)]2"if .
Na podstawie zatozen (2) i (4) wnioskujeny 2z ostat-

niego wzoru, ze Vv (s) jest funkcjag klasy C1 w punkcie sg.
Stad i z (11) oraz (10) wynika, ze funkcja r (s) jest kla-
sy C3 w punkcie Pg , c.n.o.
Twierdzeniu 1 mozemy nada¢ nastepujaca posta¢ integralna:
Twierdzenie 2
Jezeli krzywa C speitnia zatozenia (1) i (3) twierdze-
nia i oraz
(12) krzywizna Kk (s) krzywej C w kazdym punkcie prze-

dziatu [ot, fi] jest klasy C ,
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to krzywa C jest klasy Cr w niemal kazdym punkcie prze-
dziatu [06, fi] , tzn. zbidér tych punktéw przedziatu [<m($]

w ktérym krzywa C nie cest klasy C3 jest nigdziegesty

w [o¢, (i] ,

Dowdd. Na podstawie zatozenia(12)zbiér Z M (e)[sé[d/i]..c(s) =
« jest zamkniety. W kazdym punkcie zbioru [o¢ fi] \ Z
oraz w kazdym punkcie wewnetrznym zbioru Z krzywa C , na
podstawie twierdzenia 1 , jest klasy C3.Zbi()r U tych pun-
ktow przedziatu [o¢ fi] , w ktéorych krzywa C nie jest kla-
sy G3 zawiera sie wiec w brzegu zbioru Z, Poniewaz brzeg
zbioru zamknietego jest zbiorem nigoziegestym (zob, [ijstr.
38), wiec zbiér U , jako zawarty w zbiorze nigdziegestym,

sam tez jest zbiorem nigdziegestym, c.n.o,

§ 2. Pokazemy, ze zatozenie, iz krzywa C jest sferyczna
jest istotne w twierdzeniach 1 i 2 . Wystarczy w tym cet
lu podac¢ przyktad lerzywej klasy C2 ,  majgcej w kazdym pun-

. L . x/ . . . . .
kcie rézniczkowalng krzywizne , a nie posiadajagcej w zad-
nym punkcie tersji, a wiec nie bedacej klasy C".

Wiadomo, ze istnieje funkcja y(<n o nastepujacych wia-

snosdciach
(13) y (<¥) jest ciggta w przedziale (- —, +—),
+a - or l<r
(14) lira sup ) ) = + 00 dla kazdego 6"
& —» 0 4
(15) V (0) = O.

Wlasnoé'z posiada np* funkcja typu WEIERSTRASSA

cos 4 « podana w pracy [3] na str, 33.
v«l

x/ W ponizszym przyktadzie nawet k s 1.
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Rozwazmy nastepujgce réwnanie rézniczkowe

(16) 0T (<A /1--jgsL.
d<T .
sin v(<f)

gdzie & jest zmienng niezalezng a v”~) szukang funkcja.

Poniewaz funkcja dwu zmiennych <& i v
Y2 (g0
u . V2l
Sin® Vv

jest ciggta w otoczeniu punktu (O’U'gI istnieje taki prze-
dziat [o, 6'0] i taka funkcja v(<3") , ktora speinia roéw-
nanie (16) w tym przedziale. Vfynika stgd w szczegdlnosci,
ze sin v (S') + 0 wprzedziale [0,(lro].

Potézmy r

a7) -

i rozwazny krzywg C o0 nastepujgcych réwnaniach:

=y
X « j cos /[4<™) sin v (0 d*n)
0
(8) y a ( sin /m{.&) sin Y(<") dG",
<r
z » ( cos v(M)d<”, dla £ [O, <],
T N
gdzie v i jj* okres$lone sg zwigzkami (16) i (17).

Udowodnie, ze krzywa C posiada zgdane w przykitadzie
witasnosci.
1) Poniewaz funkcje v i yu posiadajg oiggte pierwsze po-
chodne, wiec krzywa dana réwnaniami (18) jest klasy C2

w [O, 417 .
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2) Nie trudno zawazy¢ przez bezposredni rachunek, ze

« (fcf*(ft ny o [°.«U o

oraz

(20) d2x ' dz Siﬁ v +/gv 1 1w

dffA. & H dn Ids". Ids’, [°- S'o]-

Wynika stad statos$¢ pierwszej krzywizny krzywej C

3) Bezposrednim rachunkiem stwierdzany, ze

(21) & A& m . & sin2 v= yle-),
an d<T ab  d<t ass
na podstawie zwigzku (17)«
Oznaczajgc krotko rownania (18) krzywej C w formie

wektoroY/ej przez r = r(<f) stwierdzamy,®na podstawie (19)

~NwoL - s - - -1 — é -f et - 1

Oznaczajac przez t., t,, t_ kolejne wektory tréjscianu

FRENETA dla krzyv/ej1 8 ,3 many = (;Lrp oraz 12 « d2r
/i t, i '

a vliec 30 L 2 ay *x ar2 . Niech C'A [°- < | oraz

(s'+ h)t [O, Kany

| t3 (ff4&) - t3(57)] .

fe\l . x'&) -W '£d

d6'J<s-2+h  dn2/~ a&+ £ id~/G'a? dr2j S s <
Poniewaz dtugos$¢ wektora jest nieraniejsza od bezwzglednej
Y~artosci jego trzeciej v/spo6irzednej, v;iec na podstawie (21)

otrzymujemy

B S)-BE) 52 [yPS) -yl
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litad na podstawie (14) otrzymujemy

t3 (g*Nn )- t3(<r)

lim sup + 0",

h-+0 |
co Swiadczy o tym (zob. [2] str.132-1337, ze krzywa C
nie posiada torsji w punkcie o parametrze d' , a wiec w
zadnym punkcie, c.n.o.

Pokazemy obecnie, ze zatozenie (4) jest istotne w twier

dzeniu 1 . Rozwazmy bowiem dwie krzywe i 0 na-

stepujacych réwnaniach naturalnych

1 ‘
(22) o sin s dla sE r 'b2]
oyt 1 L 4,
1
sin 5s
n. -2-Tl
(23) V < dla s £ 5 11
t= 5
Poniewaz ic i + w kazdym z tych przedziatéw sga funk-
cjami klasy C - , wiec i krzywe oraz C sa klasy C°°.
Poniewaz krzywizny i torsje obu krzywych Cl1 i C spet-
niajag rownanie
—
odpov/iednio w przedziatach ]I oraz v 01“'
?

wiec (zob, [4]) krzywe te leza na kulach o promieniu 1.
Jak wiadomo réwnania naturalne wyznaczajg krzywa z doktad-

nos$cig do ruchu, mozemy wiec tak dobra¢ krzywe C1 i CQ,
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by

a/ lezaty one na jednej kuli o promieniu 1 ,

b/ punkty na nich o parametrze s = ar pokrywaty sie

ze soba,

c/ styczne do nich w tych punktach byty identyczne.

Oznaczmy przez r~= r”s) i knJs) dla °~= 1,2
odpowiednie réwnania parametryczno-wektorowe i krzywizny
T-k dobranych krzywych C1 i , Przeprowadzajac dla kaz-
dej z krzywych i rozumowanie analogiczne do po-

danego w dowodzie twierdzenia 1, stwierdzamy, ze istnie-

ja takie funkcje skalarne (s) i /™ (s) dlag¢=1, 2,
dla ktérych

dzr/ r dr/ ¥V
(24) ~2~ *A* Tl + v«c[r« *-— e

ds L ds J
(25) (s)s - 1 ( bowiem z a) = M)»
(26) (s) = =] [ Todte

Ale z (22) i (2?) ~ (7") =1 dla oC= 1,2, a stad

i z (26) Vgé(]) = 0 , a vliiec stad na podstawie b) i (25)

many wobec (24)

d2 r.

Z powyzszego i z c¢) wynika, zeTazywa C = Cl1lU ,

gdzie C\ i Cé zostaty dobrane tak, by spg’miaiy warun-

ki (22), (23), a), b) i ¢), jest klasy C w calym prze'
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i*ial ,  natomiast nie posiada (wobec (22) i (23))
oczywiscie torsji w punkcie o parametrze s =~ ,nie jest

wiec w tym punkcie klasy C3.

§ 3» Zauwazmy, ze twierdzenie 1 moze stuzy¢ do osta-

biania zatozen w twierdzeniach klasycznej geometrii réoz-

niczkowej. Zilutrujemy to na przyktadzie. W.BIERNACKI w pod-
reczniku [2] na str.135 dowodzi twierdzenia:

tuk krzywej sferycznej majacy stata krzywizne jest ptaski,
przy zatozeniu, ze rozwazany tuk jest klasy C . Z twier-

dzenia 1 wynika, ze tuk krzywej sferycznej Kkiasy C2 o]

statej krzywiznie /niezaleznie od tego jaka jest ta Kkrzy-

wizna, zatozenie (4) twierdzenia 1 przy sta+3ej krzywiz-

nie bedzie spetnione/ bedzie zarazem klasy C , a wiec,

2
zacytowane twierdzenie jest prawdziwe dla tukow klasy CT.
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RESUME

Sur une propriété des courbes sphériques

On démontre dans cette note les théorémes suivants:

l. Si lI'on suppose que

(€] la courbe C dans |I’espace euclidien a 3 dimensions,
ayant |’ équation paramétrique vectorielle r =r(s), soit de
classe C2 dans |’intervalle [®,P>] et que 8&3 ® 0 en
tout point de cet intervalle,

(2} la premiére courbure Y(s) de la courbe C en un
point de paramétre s™ soit de classe ,

(3) la courbe C soit située sur une sphére, dont le rayon

est désigne par.

(4) K(s ) o~ ou dans un entourage du point s 1)"8)5®
° JO ° >0*
dans ce cas la courbe C est de classe C au point de para-
métre s
li, Si |1’on suppose que la courbe C remplit les suppositions

(1) et (3) et de plus que la courbure W (s) de la courbe C

soit de classe C en tout point de I’'intervalle [°(, /1], dans
ce cas la courbe est de classe en presque tout point de
Inintervalle [o(,/}] , c'est-a-dire 1} ensemble de points de

V intervalle joC./3] ou la courbe n'est pas de classe CJ est
non-dense dans [ot, ft] .

On montre en envisageant la courbe de classe C2, dont
la courbure est constante et qui ne possede de torsion en aucun
point, que la supposition (3) est essentielle dans les théo-
rémes précédents. On montre aussi en citant un exemple conve-

nable que la supposition (4) est essentielle dans le premier
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théorémes. On peut affaiblir au moyen de ce théoréme

certaines suppositions de la régularité dans quelques théo-

remes de la géométrie différentielle classique»

1/

2/

3/

4/

Pe3tome

O HEeKOTOpPOM CBONCTBE CcHepUuYecKUX KpPUBbIX.

3 aoToih paboTe pgoKazaHbl Ccreayloliie TeopeMbl;

Ecnn

kKpuBaa C B 3-MepHOW €eBK/NAOBOM MpoOCTpaHCTBE
nmMeeT BEKTOpPHOe ypaBHeHue r = r(s), rge r(s)
ABNAeTCs Kaacca B npomexyTtke [°M] n
IdsI”~0 B Kago”™ TOUKe 3TOro npomMedxyTKa,
KpnBu3sHa K(pcpmBoi C B TOUKe O MnapamMeTpe SO
AaBndaeTtca knacca Cl,

KpnBasa C pacnono)keHa Ha wape, pagmyc KOTopoWn
ob6o3Haumm 4epeceQ,

K(s )*ar’ wnnm B HEKOTOPO OKPECHOCTM

° >0 1o
TOUKM S .

(o)
TO KpuBas sBNAeTca KpuBol knacca C B Tou-

Ke 0 napameTtpe sQ.

Ecnn kpuBaa ypgosrnietrBopsdaeT ycnosuam 1/ wn 3/

a Takke KpuBusHa k(s) KpuBoii C siBAsieTcs Kacca
-4

Cx B Kaxkgoihi Touke npomexyTka [dC,/3], To 3Ta

KpnBasa AB/ideTCA Kjiacca Ca B nmoutm Ka)Kp'OVI TOY-

ke npomexyTka [@E/43], T.,e. MHOXeCTBO TO4YeK Mpome-

KyTKa [OLEB KoTopomMm KpuBasa C He ecTb Knacca C3,

ABNAETCS HUrge He MAoTHbIM B MNPOMEXyTKe [<E/*]e

C nomowusto npumepa Kpusol knacca C- o
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MOCTOAHHOW KpPWUBWU3HEe, He ob6Magalolleii HM B KaKoii
TOUKe Kpy4dyeHuem,nokKaslblBaeTcs, 4TO ycsnoBue 3/
B BbllleyKa3aHHbIX TeopemMax sIB/ASETCS CYLWEeCTBEHHbIM.
Mopo6bHo ycnosue 4/ ABMASAETCHA CyLWeCTBEHHbIM B
MepBOil ma BbllleyKa3aHHbIX TeEOopeM.

TeopemMbl | U 11 MOryT OblTb MCMOJ/Ib30BaHb
npu ocnabsieHN PperynapHOCTHbIX YC/IOBUI B onpe-
OeNéHHbIX TeopeMmMax Kaccuueckoin andgepeHUuMnanibHOM

reoMmeTpun.



