
Zenon Itfoszner

0 EBVTOEJ WŁASNOŚCI KRZYWYCH SFERYCZNYCH

N in ie jsz a  n ota  poświęcona j e s t  dowodowi pewnych tw ier

dzeń dotyczących re g u la rn o śc i krzywych położonych na k u l i  

w trójwymiarowej p rz e s trz e n i euklidesov/ej E^ i  pewnym 

zastosowaniom ty ch  tw ierdzeń .

§ 1 , Udowo dniriy n astępu jące  S ie r d z e n ie  o charakterze l o 

kalnym:

Twierdzenie 1 

J e ż e l i

( 1 ) krzywa C w p rz e s trz e n i E^ ma równanie pагатеt iy c z -

no-wektorowe r  =■ r ( s  ) ,  gd zie  fu n k cja  r ( s )  j e s t  k ia -
2 л  ćLx* I

sy C v/ p rz e d z ia le  i  ^  0 w każdym

punkcie tego  p rze d zia łu  ( wobec tych  założeń  możemy

p r z y ją ć , że parametr s  j e s t  d łu g o śc ią  łuku na t e j

krzywej) t
( 2 )  pierw sza krzywizna k ( s )  krzywej C w punkcie P o

1 0 
parametrze s q j e e t  k la s y  C ,

( 3 )  krzywa C le ż y  na k u l i ,  k tó re j promień oznaczymy 

przez ę Q,

( 4 )  k (  s }  *  — lub w pewnym otoczen iu  punktu s  s
”  o

к ( s  ) = “ -  »

3
to krzywa C j e s t  k la sy  C w punkcie o parametrze sq.
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Dowód.» Przyjm u jąc, że początek układu o d n iesien ia  znajdu

j e  s i ę  w środku

mujengr

(5 )

k u l i ,  na k tó re j le ż y  krzywa C ,o trz y ~

r  ( s )  s  ?

a s tą d

(6 ) r .  o.

Ponieważ s  j e s t  d łu g o śc ią  łuku na krzywej

(7 ) Ś£. Ś£. =  i 
ds ds *

oraz

( 8 )
2

£  .  < 4  -  0 .
03 as2

mamy

Różniczkuj ąc związek 6 

(9) r  »

otrzymujemy na

Д '

podstawie

ds

Na podstaw ie ( 6 ) ,  ( 8 )  oraz o k re śle n ia  iloczyn u  wekto

rowego wektory

r ,  à  r  x M
, 2  » r  x ds
ds

są  p rostop adłe do niezerowego (wobec za ło że n ia  CD) wektora 

~  , stanow ią w ięc lin iow o zależny układ wektorów. Wekto

ry  r  i  r  x —£  , jak o  niezerowe i  p ro sto p a d łe , są  l i 

niowo n ie z a le ż n e , i s t n i e j ą  więc ta k ie  dwie skalarne funk

c je  zmiennej s  s /* .(  s )  i  v ( s ) ,  że

сю) 4 -  ♦ » [ , , £ ] .
ds

Ale wobec (5 ) i  (9 )
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( 11)

Ponadto

r . d j :

/ 4 s V ____ âa—
r . r <?

(c o n s t .)

,2 .2
d г  d r

2 • 2 
da ds

2 2 2 
/*■ r  + v[ k (e )  ] 2

a więc na podstawie ( 5 ) ,  ( 6 ) ,  (7) i  (11)

tr ■

[ * ( * ) ] “
1

&

2
o^ -  +  V

2 2 
> o V V

więc

T ( s , - i i ;  I  [ k ( s ) ] 2 ' i f  •

Na podstawie założeń  (2 )  i  (4 )  wnioskujeny z o s ta t 

n iego wzoru, że v ( s )  j e s t  fu n k cją  k la s y  C 1 w punkcie sq.

S tą d  i  z (11) oraz (10) wynika, że fu n k cja  r  ( s )  j e s t  k la -  
3

sy C w punkcie Pq ,  c .n .o .

Twierdzeniu 1 możemy nadać n a stęp u ją cą  p o sta ć  in te g r a ln ą : 

Twierdzenie 2

J e ż e l i  krzywa C s p e łn ia  za ło że n ia  (1 ) i  ( 3 )  tw ierdze

n ia  i  oraz

(12) krzywizna к ( s )  krzywej C w każdym punkcie prze

d z ia łu  [ot, fi] j e s t  k la sy  C ,
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to  krzywa C j e s t  k la sy  Cr w niemal każdym punkcie prze

d z ia łu  [06, fi] , tz n . z b ió r  ty ch  punktów p rzed zia łu  [<*■,($]
3

n ie  c e s t  k la sy  C j e s t  n ig d z ie g ę styw którym krzywa C 

w [oć, (i ] ,

Dowód. Na podstawie z a ło ż e n ia (12) z b ió r  Z M ( e )[s é [oL,/j]..c( s ) =*

« j e s t  zam knięty. W każdym punkcie zb ioru  [oć, fi ] \  Z

oraz w każdym punkcie wewnętrznym zb ioru  Z krzywa C , na
3

podstaw ie tw ierdzen ia  1 , j e s t  k la sy  C .Z b ió r  U tych  pun

któw p rzed zia łu  [oć, f i ]  ,  w których  krzywa C n ie  j e s t  k la -  
3

sy G zawiera s ię  więc w brzegu zbioru  Z , Ponieważ brzeg 

zb ioru  zamkniętego j e s t  zbiorem n igoziegęstym  (zob,  [ i j s t r .  

3 8 ) ,  więc z b ió r  U , jak o  zawarty w zb iorze  n igdziegęstym , 

sam te ż  j e s t  zbiorem n igd ziegęsty m , c . n . o ,

§ 2 .  Pokażemy, że z a ło ż e n ie , i ż  krzywa C j e s t  sferyczn a

j e s t  is to tn e  w tw ierdzeniach  1 i  2 .  W ystarczy w tym c e ł
2

lu  podać przykład 1er żywej k la sy  C , m ającej w każdym pun-
x /

k c ie  różniczkow alną krzywiznę , a n ie  p o sia d a ją ce j w żad- 

nym punkcie t e r s j i ,  a więc n ie  będącej k la sy  C " .

Wiadomo, że i s t n i e je  fu n k cja  y(<n o następu jących  wła

sn o ściach

(13) у (<У) j e s t  c ią g ła  w p rz e d z ia le  ( -  — , + —  ),

(14)

(15)

lira sup 
& —»  0

+ à  ) -  r  l<r)

4

в  +  o-o d la  każdego 6^

V (O) = O.

W łasności te  posiada np* fu n kcja  typu WEIERSTRASSAz cos 4 «s' podana w pracy [3] na s t r ,  33 .
v«1

x /  W poniższym p rzy k ład zie  nawet к s  1 .
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Rozważmy n astępu jące  równanie różniczkowe

(16) 0 т ( < Я
d<T

/1 - - j g S L .
s i n  v(<f)

gd zie  &  j e s t  zmienną n ie z a le ż n ą  a v ^ )  szukaną fu n k c ją . 

Ponieważ fu n k cja  dwu zmiennych <5* i  v

U -
У2 (дО
. 2

Sin V
/ ‘Л'Лj e s t  c ią g ła  w otoczen iu  punktu \ 0 , - ^ 7 , i s t n i e j e  ta k i  p rze

d z ia ł  [ o ,  6 'o] i  taka fu n k cja  v(<3") , k tó ra  sp e łn ia  rów

nanie ( 16) w tym p r z e d z ia le . Vfynika s tą d  w sz cz e g ó ln o śc i, 

że s in  v (S ')  +  0 w p rz e d z ia le  [ 0 , ( Г о] .

Połóżmy
(Г 

■(17)

i  rozważny krzywą C o n astępu jących  równaniach:
/■<T/

(18)
x «  j  cos /Ч < ^ )  s in  v ( 0  d*^ )

0

y  a ( s in  /*■{.&) s in  У(<^) dG" ,
<r

z »  ( c o s  v ( ^ ) d < ^ ,  d l a  <3 £ [o, <7* ] ,
л-' ^

gd zie  v i  j j * określone są  związkami (16)  i  ( 1 7 ) .

Udowodnię, że krzywa C p osiada żądane w p rzyk ład zie  

w ła sn o śc i.

1) Ponieważ fu n k cje  v i  yu. p o s ia d a ją  o ią g łe  pierw sze po-
2

chodne, więc krzywa dana równaniami (18) j e s t  k la sy  C 

w [O , <ï J .
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2) N ie trudno za w a ży ć  przez bezpośredni rachunek, że

««> ( f c f * ( f t ! * ( n)2 - 1 • [°. «u •
oraz

(20) d2x ' 

dff^. & H
d z

d ^ I d s ' .

. 2  / dv 1sin V + —
I d s ' ,

1 w[ ° -  S'o]-

Wynika s tą d  s t a ło ś ć  p ierw szej krzywizny krzywej C ,

3) Bezpośrednim rachunkiem stw ierdzany, że

(21) &  .Ą- & ■ . &  s i n 2 v =  y l e - ) ,
d ^  d<T d<5 d<t  d <з

na podstaw ie związku (17)«

Oznaczając krótko równania (18) krzywej C w formie 

wektoroY/ej przez r = r(<f) stwierdzamy,̂ na podstawie (19)

^ w . * -  s - й - - 1 —  ê - f e t - 1-

Oznaczając przez t . ,  t „ ,  t _  k o le jn e  wektory tr ó jś c ia n u
1 2 3  dr d2rFRENETA d la  krzyv/ej C , many = -^p oraz 12 «

a v/ięc t .
■3 "  "1 "  2 ‘  aÿ  *  а*2  •

( s ' + h)t  [O, Капу

| t 3 ( f f 4 & )  -  t 3 (5”)| .

N iech  C'A [°-  < | oraz

| f e \  _  . X ' & )  - W ' £ d
ld 6 ’ J < s - 2 + h d^2 / ^  a & +  £  i d ^ /G 'a ? drf2 j (S' s  <a

Ponieważ d łu gość wektora j e s t  n ieran iejsza od bezwzględnej 

Y^artości je g o  t r z e c ie j  v /sp ółrzędn ej, v;ięc na podstawie (21) 

otrzymujemy

|t3 (tf+S*)- t3(5')| 5? | y f̂ +S) - y{?)|.
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!itąd na podstaw ie (14)  otrzymujemy

lim  sup
h - + 0

t 3 ( g * Л ) -  t 3 ( < r )

l
+ O" ,

co świadczy o tym (z o b . [2 ] s tr .1 3 2 -1 3 3 ^ , że krzywa C 

n ie  posiada t o r s j i  w punkcie o parametrze d '  , a więc w 

żadnym pun kcie , c .n .o .

Pokażemy o b ecn ie , że za ło żen ie  ( 4 ) j e s t  is to tn e  w tw ier 

dzeniu 1 .  Rozważmy bowiem dwie krzywe i  o na

stęp u jących  równaniach naturalnych

(22)

(2 3 )

° 1 !

k -  1 s in  s ‘1Г Ъ ]

ł =  1V.

d la  s  É
L 4 , 2 .

V  <

1
s in  5s 

. ł =  5

d la  s  £ Л .  -2-T l 
2 , 11 '

Ponieważ ic i  ł  w każdym z ty c h  przedziałów  s ą  funk

cjam i k la sy  C -  , więc i  krzywe oraz C są  k la sy  C°°.

Ponieważ krzywizny i  t o r s je  obu krzywych C1 i  C s p e ł

n ia ją  równanie

odpov/iednio w p rze d zia ła ch 1 V O'
. __

1

I oraz
. ? . 1 1 J

więc (zob , [ 4 ] )  krzywe te  le ż ą  na kulach  o promieniu 1 . 

Jak  wiadomo równania n aturalne wyznaczają krzywą z dokład

n o ścią  do ruchu, możemy więc tak  dobrać krzywe C1 i  C0,
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ьу

a /  le ż a ły  one na jed n ej k u l i  o promieniu 1 ,
ЯГЪ / punkty na n ic h  o parametrze s  = ~  pokrywały s ię  

ze sob ą ,

с /  styczn e do n ic h  w tych  punktach były id en tyczn e .

Oznaczmy przez r ^ =  r ^ s )  i  k ^ J s )  d la  °^ = 1,2 

odpowiednie równania parametryczno-wektorowe i  krzywizny 

Т'-.к dobranych krzywych C 1 i  ,  Przeprowadzając d la  każ

dej z krzywych i  rozumowanie analogiczne do po

danego w dowodzie tw ierdzen ia  1, stwierdzam y, że i s t n i e 

j ą  ta k ie  fu n kcje  skalarn e ( s )  i  / ^ ( s )  d lag ć=1, 2, 

d la  k tó ry ch

( 2 4 )

,2 . ,  
d r  / r d г /  i

~ 2 ~  *  A *  Ï I  + v« c [ r «. * - — •
ds L ds J

(25 ) ( s ) s  -  1 ( bowiem z a )  = ^)»

(26)  ( s )  = ± |  [ "  1 ' •

Ale z (2 2 )  i  (2?) ^ ( 7 " )  = 1 d la  oC= 1 , 2 ,  a stąd  

i  z ( 26 ) Vqć( | )  = 0 ,  a v/ięc s tą d  na podstawie b) i  ( 2 5 ) 

many wobec (24)

d2 r .

Z powyższego i  z c ) wynika, że Ta-zywa C = C 1 U , 

gd zie  C i  C z o s ta ły  dobrane t a k ,  by s p e łn ia ły  warun-
\ ć p

k i  (2 2 ) ,  (23) ,  a ) , b)  i  c) ,  j e s t  k la sy  C w całym prze'
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ГяГ бЧЛ
i* ia le  — ’ —  , natom iast n ie  posiada (wobec (22) i  (23))

oczyw iście  t o r s j i  w punkcie o parametrze s  = ^  ,n ie  j e s t

więc w tym punkcie k la sy c3.

§ 3» Zauważmy, że tw ierdzenie 1 może s łu ż y ć  do o s ła 

b ian ia  założeń  w tw ierdzeniach  k la sy czn e j ge o m etrii róż

n iczkow ej. Z ilu tru jem y to  na p rz y k ła d z ie . W.BIERNACKI w pod

ręczniku [ 2 ] na s tr .1 3 5  dowodzi tw ierdzen ia :

łuk krzywej sfe ry cz n e j mający s t a łą  krzywiznę j e s t  p ła s k i ,
3

przy za ło ż e n iu , że rozważany łuk j e s t  k la sy  C .  Z tw ie r -
2

dzenia 1 wynika, że łuk krzywej s fe ry cz n e j ki asy C o 

s t a łe j  krzyw iźnie /n ie z a le ż n ie  od tego  ja k a  j e s t  ta  krzy

w izna, za ło żen ie  ( 4 ) tw ierdzen ia  1 przy s t a ł e j  k rzyw iź-
3

n ie będzie sp e łn io n e / będzie zarazem k la s y  C , a w ięc ,
2

zacytowane tw ierdzenie j e s t  prawdziwe d la  łuków k la sy  С Г .
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RÉSUMÉ

Sur une p ro p r ié té  des courbes sphériques

On démontre dans c e t t e  n ote l e s  théorèmes su iv a n ts :

I .  S i  l 'o n  suppose que

(1) la  courbe C dans l ’ espace euclidien à 3 dimensions, 

ayant l ’ équation paramétrique v ecto rielle  r  =* r ( s ) ,  s o it  de
&
ds Ф  0 enc la s s e  C2 dans l ’ in te r v a lle  [Ф,Р>] e t  que 

to u t p o in t de c e t  i n t e r v a l le ,

(2} l a  première courbure Ук ( s )  de l a  courbe C en un 

p o in t de paramètre s^  s o i t  de c la s s e  ,

( 3 )  l a  courbe C s o i t  s itu é e  su r une sp h ère , dont le  rayon 

e s t  désign e par.

( 4 )  K  ( s  ) Ф ~  ou dans un entourage du p o in t s  î ) ^ 8 )5®
°  JO °  >o*

dans ce ca s  l a  courbe C e s t  de c la s s e  

mètre s  .

C au p o in t de para

l i ,  S i  l ’ on suppose que l a  courbe C rem p lit l e s  su p p o sitio n s

(1 )  e t  ( 3 )  e t  de p lu s  que l a  courbure И ( s )  de l a  courbe C 

s o i t  de c la s s e  C en to u t p o in t de l ’ in te r v a l le  [°(. , / î ] , dans 

ce ca s  l a  courbe e s t  de c la s s e  en presque to u t p o in t de

l^ in t e r v a l le  [o(, / } ]  ,  c 'e s t - à - d i r e  1 } ensemble de p o in ts  de 

V  in te r v a l le  joC.,/3] où l a  courbe n 'e s t  pas de c la s s e  CJ  e s t  

non-dense dans [ot, ft] .

On montre en en visagean t l a  courbe de c la s s e  C2, dont 

l a  courbure e s t  co n sta n te  e t  qui ne possède de to r s io n  en aucun
» 4 +

p o in t , que l a  su p p o sitio n  (3 )  e s t  e s s e n t ie l le  dans l e s  théo

rèmes p ré cé d e n ts . On montre a u s s i  en c i t a n t  un exemple conve

nable que l a  su p p o sitio n  (4 )  e s t  e s s e n t ie l le  dans le  premier
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de ces théorèm es. On peut a f f a i b l i r  au moyen de ce théorème 

c e r ta in e s  su p p o sitio n s de l a  r é g u la r ité  dans quelques théo

rèmes de l a  géom étrie d i f f é r e n t i e l le  c la ss iq u e »

Резюме

О некотором свойстве сферических кривых.

3 этой работе доказаны следующие теоремы;

I .  Если

1 /  кривая С в З-мерной евклидовом пространстве  

имеет векторное уравнение г = r(s), где r(s)  

является класса в промежутке [°^Л] и 

I d s l ^ 0 в каждо^ точке этого промежутка,
2 /  кривизна к(фсривой С в точке о параметре so 

является класса С1 ,

3 /  кривая С расположена на шаре, радиус которой 

обозначим 4 e p e cę Q,

4 /  k(s )*яг’ или в некоторой окресности
°  > 0  1 о

точки s  , о*
то кривая является кривой класса С в точ

ке о параметре sQ.

I I .  Если кривая удовлетворяет условиям 1 /  и 3 /  

а также кривизна k (s) кривой С является класса
-4

Сх в каждой точке промежутка [оС,/3], то эта 

кривая является класса Сэ в почти каждой точ

ке промежутка [oć,/3], т „ е . множество точек проме

жутка [ot,[ь] в котором кривая С не есть  класса С3 ,

является нигде не плотным в промежутке [<£,/*]•
2С помощью примера кривой класса С о
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постоянной кривизне, не обладающей ни в какой 

точке кручением,показывается, что условие 3 /  

в вышеуказанных теоремах является существенным. 

Подобно условие 4 / является существенным в 

первой иа вышеуказанных теорем.

Теоремы I  и I I  могут быть использованы 

при ослаблении регулярностных условий в опре

делённых теоремах классической дифференциальной 

геометрии.


