Zenon Moszner

0 k«V/YMIAROWYCH PLATACH, KTORYCH HIEERPLASZCZY2NY STYCZ1IS
NALEZA DO JEESIEGO PCKU

MV klasycznej geometrii rézniczkowej krzywych w prze-
strzeni euklidesowej n-wymiarowej wiadomo, ze przy odpo-
wiednich zatozeniach o krzywej, przechodzenie wszystkich
prostych stycznych do niej przez jeden staty punkt pocigga
za sobg lezenie tej krzywej na prostej. Hasuwaja sie dwa
kierunki uogdlnienia powyzszego wyniku. Jeden polega na ty*
by rozwaza¢ hiperptaszczyzny k-wyrniarowe (kK liczba natu-
ralna, U k < n-1 ) $cisle styczne do krzywej w kazdym
jej punkcie i z zatozenia przechodzenia tych wszystkich hi-
perptaszczyzn przez staty punkt przy odpowiednich zatoze-
niach regularnosci krzywej, wnioskowa¢ o lezeniu tej krzy-
wej na pewnej hiperptaszczyznie k-wyniiarowej. Uogélnienia-
mi tego rodzaju zajmowatem sie w pracy [3] . Drugi kieru-
nek uogdlnienia polegatby na tym, by krzywg a wiec twor
"jednowymiarowy” zastgpi¢ hiperpcwierzchnig k- wymiarowg
w przestrzeni n- wymiarowej, a proste styczne do Kkrzywej
zastgpi¢ hiperptaszczyznami k-wymiarowymi stycznymi do roz-
wazanej powierzchni. tatwo jednak zauwazy¢, ze przechodze-
nie wszystkich hiperptaszczyzn k-wymiarowych stycznych do
danej hiperpowierzchni k-wymiarowej przez staty punkt nie

musi pocigga¢, nawet przy dowolnej klasie regularnosci hi-
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perpowierzchni, lezenia tej hiperpowierzchni w ptaszczyz-
nie k-wymiarcwej « Przykltadem tego w przestrzeni tréjwymia-
rowej jest powierzchnia takiej czesci stozka obrotowego,na
ktérej nie lezy wierzchotek stozka. Powyzszy negatywny wy*~
nik nasuwa mys$l zastgpienia zatozenia przechodzenia hiper-
ptaszczyzn stycznych przez punkt, a wiec hiperptaszczyzne
zerowymiarowg, zatozeniem przechodzenia tych hiperptasz-
czyzn przez statg hiperptaszczyzne odpowiednio wyzszego od
zera wymiaru. Celem niniejszej noty jest sformutowanie i
uzasadnienie uogélnienia idgcego w tym kierunku.

Rozwazny hiperptat powierzchniowy k-wymiarowy Pi. w n-
wymiarowej przestrzeni euklidesowoj E™ (2~ K™ n-l)w da-

ny nastepujacymi réwnaniami
(A xt » f£ (U™, u2,ee¢s, u”M) gdzie i = 1,2,..,,n.

0 hiperptacie PN wuczynmy nastepujgce zatozenia

(2) funkcje u”, u2,e*e, i) dla i =1,2,...,n sa
klasy Cl1 w pewnym obszarze G - tzn. zbiorze ot-
wartym i spéjnym - zmiennych u”®, u2,..., u”®,

(3) uktad wektorow r..(u”®, ., u”) o skiadowych

f *>f 9f
»eeex dla oM ~est U -
niov/o niezalezny w kazaym punkcie obszaru G , lub co

na jedno wychodzi,

@ macierz sui izl .0 jest w kazdym punkcie obsza-
J j=1,,»,,k

ru G rzedu K -«

Przypadek «k = 1 rozwazytem w pracy [3]-
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Hiperptaszczyzne k-wymiarowg H~A(un”",...,u”) rozpiexa
na wektorach (un, dla j =1,2,...,k zaczepio-
nych w tyra punkcie o (u*,u2,,,*,uk") ptata P~ , ktéremu
odpowiadajg paranietry u”,e.e,u., nazwijmy hiperptaszczy-
zng styczng do ptata w punkcie p

Zat6zmy ponadto, ze

(5) wszystkie hiperptaszczyzny F~(ul,..,,uk) styczne do

ptata P , dla dowolnego uktadu u”,u2,, , 0 nale-

zacego do obszaru G , przechodzg przez oewna k-1l-ny-
o]
miarowag hiperptaszczyzne H .

Udowodnimy nastepujace
Twierdzenie 1

Ptat P~ o réwnaniach (1) spetniajacy zatozenia (2),
(3) i (5) lezy na pewnej hiperptaszczyznie k-wymiarowej.

Dla dowodu wykazemy najpierw stusznos$¢ nastepujacego le

matu.
.
lemat. Jezeli ptat (1) spetnia zatozenia (2) i (3),a H”™-j
jest dowolna hiperptaszczyzng k-l1-wymiarowa, to kazde dwa punk-

ty ptata (1) mozna potgczy¢ krzywag klasy Cl1 lezgca na ptacie

P , majaca stycznqwkazd_ym punkcie i nie bedgcag w zadnym
plénkcie styczng do IS

Dowdd Mematu. tybierzmy na ptacie P~ dowolny punkt p i o-
znaczmy przez Z zbidér tych punktow ptata P , Kktére mozna z

1
punktem p potaczy¢ krzywg klasy C , lezacg na P , majaca
v/ kazdym punkcie styczng i nie bedacg styczng w zadnym punkcie
do Wiech Z bedzie zbiorem parametréw odpowiadajgcych
punktom zbioru Z . Udowodnie, ze zbior Z* jest zamknieto-ot-
W Krzywag nazywamy stycznag do hiperptaszczyzny w pewnym

punk-"e p jezeli wektor styczny do krzywej w punkcie p lezy /
tej hiperptaszczyznie.
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twarty w G .

Przypusémy, ze (u~Tig,...,~ ) L zZ* » Vfykaze,ze istnie-
je takie otoczenie [ punktu (u”,...,”), ktore zawiera sie
w zbiorze Z*. Dobierzmy ukiad odniesienia tak, by hiper-

ptaszczyzna 1 byta rozpieta na wektorach o sktadowych

® B

dla j = 1,2,.*.fk-1, gdzie /tu i dalej/ « 1 dla inj
oraz (8)_' >0 dla i @ j ) 3

Rozwazmy dwa przypadKi

1) punkt p o wsp6irzednych = f. (un, usidla
i =1,2,...,n nie lezy na hiperptaszczyznie H ~, lub
2) punkt p lezy na hiperptaszczyznie 1.

Vf przypadku 1) mamy

[M Ui > 0.
gdyz w przeciwnym przypadku bytoby xi =0 dlai =k,...,n
czyli punkt p lezatby na hiperptaszczyzZznie Istnieje

wiec taki wskaznik m(kim~n), ze fr a i*s*ee>\) =£0, a
stagd wobec ciggtosci funkcji (un,...,~) wobszarze G

istnieje takie otoczenie A punktu (un”ps*#,rl), ze

fm (Ul»** Uk)”™ O W n =
Niech IS M..A) bedzie dowolnym punktem z otoczenia A .
Dla kazd(lej krzywej o réwnaniach wu. = uJ. (t ), gdzie t ¢ /3J],
e

klasy C , taczacej punkty (~,....472) i (~,..., )

x/ Zatozenie to moze pocigga¢ za sobg konieczno$¢ zmiaiy
pierwotnego ukiadu odniesienia,a co za tym idzie zmiane row-
nan ptata P » Poniewaz jednak prawdziwo$¢ twierdzenia 1 i
lematu nie zalezy od doboru ukiadu odniesienia,uczynione za-
tozenie nie jest istotne.Z tego tez wzgledu nie zmieniamy w
dalszym ciggu réwnan ptata.
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(Izn. takiej, ze u.o(oé)t: u. oraz u, dla
o
j » 1,2,»,»,k), lezacej w O i spetniajacej warunek
du. Ct).
Z _A 1 50 dia t6]otfily
j»1 dt

krzywa o rév/naniach
(7) xi »fA(ul (t),..., (1)) xi (t)

spetnia nastepujgace warunki
al/ lezy na ptacie P.

N

b/ jest klasy Cl i spetnia warunek

c/ nie jest w zadnym punkcie styczna do hiperptaszczyzry

~, bov/iem many

........... A(t))*o0 dla t 6 toC,/3] ,

Punkt p mozna z punktem p potgczy¢ krzywag C1 kia-
sy Cl, lezgcg na ptacie P~ | Omajacq styczna Wkajidym
punkcie i nie bedacag w zadnym punkcie styczng do hiperpta*
szczyzny H _1e¢ Oznaczmy przez (a”,#e*fan) wspotrzedne
wektora niezerowego i rownolegtego do prostej P stycznej
do krzywej w punkcie p ¢ Poniewaz prosta P lezy
w k-wymiarowej hiperptaszczysnie stycznej do ptata P w
punkcie p , istnieja taicie state b. dla j =1,2,,e.,k,

ze
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oraz
(9) +  (b3)2>°.

3=1 0
bowiem wektor ( , ¢ ¢, a”) jest niezerowy.

Sposrod krzywych u.3 :u.3(t) taczacych punkty
(ulf... Ujt) i (un,..« IIn) i spetniajacych warunki sfor-

mutowane powyzej wybierzmy takg, dla ktdrej

= b. *
V dt /t=c<. 3
i przy jej pomocy przez rOwnania (7) utwlrzmy Kkrzywa
Krzywa CO, poza warunlcami a), b) i c¢) spetnia wiec
jeszcze warunek
d) styczna do niej w punkcie p'pokrywa sie z prosta Ps
Krzywa C , bedaca sumg mnogosciowg krzywych C i O

1 2

lezy na ptacie PLk . Jest klasy \91 N posiada styczna w

kazdym punkcie, nie jest w zadnym punkcie styczna do hiper-

ptaszczyzny Hk-l i tgczy punkt po z punktem p, kté.re-
mu odpowiadajg parametry (u”®, . , , ¢ Poniewaz punkt
(ul....... v”™) byt dowolnym punktem otoczenia 4 , udowodni-
lismy, ze Acz , €.n,o0.

Przejde obecnie do przypadku 2), w ktérym punkt p le-
zy na hiperptaszczyznie H*_~+ Na podstawie zatozenia (3),

zgodnie z (4), macierz

'2£1i.
"3u. i l,eeeln
3 l’oo.’ K
jest v/punkoie (u.j,,..,u”) rzedu k, Zatézmy, ze rbézny

od zera w punkcie (0", ««,,1”) wyznacznik stopnia K wy-

%! Pu i dalej pochodne obliczane w punkcie °C sa pc-
chodnymi prawostronnymi.
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j<*ty z tej macierzy, utworzony jest z jej K pierwszych ko-
lumn /w pozostatych przypadkach dowdd przebiega analogicz-
nie/ i oznaczny go przez w(u”®, y oy, U?N), Zgodnie z

zalozeniem (2 ) wyznacznik w jest funkcjg ciagta w obsza-

rze G, a stad istnieje takie otoczenie [ punktu
(an,...,nN), ze W-(ulf.,#u ) & O w 1 , Stad dla
(ur ,,,.,u™) nalezacego do 1 mozemy jednoznacznie ze wzgly
du na zmienne ,.Lo,un rozwiktaé uktad révman

(10) Xi = T1(n-1*«" »»unK) dla i = 1,2

otrzymuj gc

(1D u, fij 1 (x™,e»t, k)"
przy czym obraz otoczenia A przez przeksztatcenie (10)
jest obszarem, funkcje sg w A* klasy 1 oraz ich

jakobian jest w A* rézny od zera. Punkt p* o wspo6itrzed-
nych x~.m, x* nalezy do obszaru L* , istnieje wiec ta-
kie otoczenie kuliste A tego punktu, ktére zawiera sie w
A + Oznaczmy przez A obraz otoczenia A przez przek-

sztatcenie (11), Poniewaz przeksztatcenie (11) jest homeoraor-

fizrnem w A*, a wiec iw A , zbior A jest otwarty i
ponadto punkt (ulf.,.,u”~) ¢ O , a wiec [ jest pewnym
/na og6t nie kulistym/ otoczeniem punktu (u”, .Niech
(ul,,,.fiJE) bedzie dowolnym punktem otoczenia [* , Oznacz-
w przez p:)* punkt przestrzeni 0 wspo6trzednych
X, * ~ dla i =1,2,...,k , Punkty p*i p*

nalezg do kulistego otoczenia [ . Niech
Cl » a/\,»»»,an P }bn, ..., maja takie znaczenie jak

w przypadku 1), rozpatrzonym poprzednio, Zauwazmy, ze

£ (/\f>0
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gdyby bowiem » O, to wobec tego,ze wwy-
znacznik w jest w punkcie (u”,.#., TJ®) rézny od zera,

otrzymalibysSmy ze zwigzkéw (8)
bl = b2 = eee = phN =0

Co jest sprzeczne ze zwigzkiem (9).
Jk

Istnieje wiec krzywa 5 o réwnaniach x, = XO.Ct)
dla j =1,2,,** Kk oraz t' z przedziatu [oC, fi] w przes-
trzeni  Xl....... xk, 0 nastepujgcych witasnosciach

a) x.(§06) = x. oraz x.f/3)=x. dla j a 1,2,.»., n,
i j o

b) krzywa C* zawiera sie w A t

c) funkcje x.(t) sa w przedziale [o0S$,/}] klasy Cloraz

+ (~ f > o0 w[[<4J]t
j =1 Vv dt [/
dx. (t)>
d) dla j oa 1,2, %##, K,
dt Jt*cC
dxk (t)
e) @] dla t é ( tft] -
dt
Wobec tego, ze przeksztatcenia (10) i (11) sg wzgle-
dem siebie odwrotne, rownania ptata dla (XN XN, . yXN)
nalezgcego do [ , moga byo przedstav/ione w postaci
X. S X. dla j = 1,2 K ,
O 0
X~z (X1L1leeey xN) y fg (XNy###y xK),...y
ee ¥ A (XiMeee* J “@ (XLFFRRE )

dla j AK: Dyt
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Rozwazny krzywg C,, W przestrzeni 0 nastepuja-

cych réwnaniach

XN = X, (t) dla j =1,2,., K i ot
z przedziatu [a¢,/>] ,

(1), (1) dla j sk +1,..., ni t
zZ przedziatu [oL, (I

Z a) wynika, ze krzywa taczy punkty p i p.
Z b) i postaci réwnanh Kkrzywej wnioskujemy, ze krzy-
wa ta Ie_zy na ptacie 3?K . Na podstawie c) , wobec za’ro_j-
zen uczynionych o ptacie P~ , krzywa C jest klasy G

i posiada styczng w kazdym punkcie. Poniewaz prosta P jest
styczna do ptata P w punkcie p”, wiec uwzgledniajac
fakt, ze w pewnym otoczeniu punktu p ptat P posiada
rébwnania postaci *(12), whnioskujemy o istnieniu takiego u-

ktadu statych b~»,, ., I» ze

oraz

dla j mk+1,...,n.

Ze zvligzkéw tych v/ynika, ze

Wobec d) mamy

—a. dla 3 — 1, »«*k,
dt t d



a stad oraz z (13) dla j =k+ 1,..., ns

Prosta P jest wiec styczna do krzywej w punkcie p.

Z powyzszego oraz z e€), wobec tego, ze w przypadku ?)
prosta P nie moze leze¢ w hiperptaszczyznie 1™ ~, a ta
hiperptaszczyzna rozpieta jest na wektorach o skiadowych
(6), wnosiniy, ze krzywa nie jest w zadnym swym punk-
cie styczna do

Rozwazmy obecnie krzywa C bedacg sumg mnogosciowa Kczy
wych i . Z przeprowadzonego rozumowania i zatozen
o] krzywel ClI wynika, ze krzywa C lezy na ptacie PK-,jesfc
klasy C , ma Vv kazdym punkcie styczng, nie jest w zadnym
punkcie styczna do hiperptaszczyzny 1 i tgczy na pta-

cie punkt pQ z punktem p . Poniewaz p byt punktem pt>

ta odpowiadajacym punktowi (u ,.,.,u,) obszaru. G a punkt
(u ) byt dowolnym punktem otoczenia U punktu
(ulf...,u”™), wiec ACZ , €c.n.o.

Kazdy punkt zbioru Z* nalezy wiec do niego wraz z pet
nym swoim otoczeniem, a stad zbior Z jest otwarty.

Analogicznie dowodzimy, ze zbiér Z jest domkniety w
G tzn,, ze jezeli cigg punktobw pn zbioru Z* zmierza do
pewnego punktu p zbioru G, to p é Z* oraz,ze zbidr
Z nie jest pusty,

Peniewaz G jest z zatozenia obszarem, a wiec zbiorem
spojnym, a jedynymi podzbiorami zamknieto-otwartymi zbioru
spéjnego jest zbidér pusty i on sam,wiec Z = G , Stad w

mnysl okreslenia zbioru Z kazdy punkt ptata P? da sie
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1
aa nim potgczy¢ z punktem pQ krzywag klasy C ,majacg sty*

czng w kazdym punkcie i nie bedaca styczng w zadnym punkcie

do hiperptaszczyzny , Poniewaz punkt pQ byt wybrany
zupetnie dowolnie na ptacie PK , wiec lemat zostat wudo-
wodniony.

Dowdd twierdzenia 1.

Vfybierzmy na ptacie Pk dowolny punkt p nie lezg-
o}

, c
cy na hiperptaszczyznie ~ i dobierzmy uktad odniesie-
nia tak, by
O
1) hiperptaszczyzna ~ byta rozpieta na wektorach o

wspoOtrzednych (6),

2) punkt pQ miat wszystkie wspoétrzedne od K + 1- szej
poczynajgac réwne zeru.

Udowodnimy niewprost, ze ptat P~ lezy w k-wymiaronej
hiperptaszczyznie H”, wyznaczonej przez hiperptaszczyzne
H ~ i punkt po . Przypus¢émy wiec, ze istnieje taki puricc
p, iz peP™ i H~, Oznaczmy przez (x",...")
wspotrzedne punktu p , a przez (x”,...,xn) wspoéirzedne

punktu pl. Zgodnie z poczynionymi zatozeniami

(14) dla j =k+ 1,...,n oraz
(15) > U )2 > o
j=k+1
Na podstawie udowodnionego lematu istnieje taka Kkrzy-
wa Cjlezgca na ptacie}o réwnaniach
x1-f~t), x2 =f2(t),..., xn a~nCt)

takich, ze funkcje *f~(t) sg klasy c¢* w pewnym prze-
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dziale [a,b] , przy czym

-+ w

— [a>*] i
. b H
ktéra tgaczy punkty p i p, a wiec
(16) *fJ.(a):xJ oraz ‘fJ(b): xj dla j a 1,2fo0,d1

i kt(’)ora w zadnym punkcie nie jest styczna do hiperptaszczyz-

ny H~*1 , a wiec

C\ai. (0]
Ifir > dla t

n
@ e[ i@R+e
j=k a =k dt z przedziatu [a,b]-

a 1(t) df2lt) da*f (1)

dt ' dt Y gt jako

Wektor o skiadowych

styczny do krzywej G , lezacej na ptacie , W punkcie
p(t) o wspo6trzednych (4~ (t), fn)) , lezy w k-wy-
miarowej hiperptaszczyznie H~”(t), stycznej do ptata w
punkcie p(t). Poniewaz hiperptaszczyzna (t), zgodnie z
zatozeniem (5), przechodzi przez hiperptaszczyzne ™ ~na
ktérej lezy poczatek ukiadu odniesienia, wiec wektoiy o skia*
dowych (6), na ktérych rozpieta jest hiperptaszczyzna H”™ 7,
wektor o skiadowych (t ) f n() i wektor o sktado-

wy0on Filiilg,,.Jezg wszystkie w hiperptaszczyz-
dt dt
nie HA™t) , sa wiec liniowo zalezne. Stad rzad macierzy jch

wspoétczynnikdéw jest niewiekszy od Kk . Z postaci tej macie

rzy wynika, ze macierz

| ktt), ARFTAS***% £ 1 (t)

d'f. (t) diw  * ) d fn(t)
dt dt dt
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musi by¢ rzedu mniejszego niz 2 , a wiec na podstawie (17)
musi by¢ rzedu doktadnie 1 w caltym przedziale [a,b] « Na
podstawie twierdzenia nastepujgcego

Jezeli funkcje f~x),..., fn(x) sa klasy C w prze-

dziale [a,b] (k liczba naturalna, 17 k$ n-1) i rzad
macierzy
divyf (x) d 10) fgl (X)
dx v=0,1,...,k dx®

o(»1 ,2,a-+o09MN

w kazdym punkcie przedziatu [a,b] v/ynosi P , gdzie p
jest liczbg naturalng mniejszg od n i od k+l1 , to uktad
funkcji f.I,...,fH jest liniowo zalezny w stopniu n-p w
przedziale [a,b], tzn. istniejg state D takie, ze
n
D f~ (x) =0 w [a,b] dla /1 s 1,2,...,n-p
of=l ~
oraz rzad macierzy S//X Joi,sl' ..... N réwny jest n-p,
IX*Af ,** n~p
udowodnionego przeze mnie w pracy [2] , wnioskujemy wiec,
ze istniejg takie state D7 ze
Ne
(18) n Vv (t)sO w [a,b] dla /1 « 1,2,..., n~k ,
vk
oraz

19) rzad macierzy ( ) wynosi n-k.

Potozmy w zwiagzkach (18) t=a. Uwzgledniajac (16) i (14)
otrzymuj eray

D =0 dla /X a 1,2,..»,n-Kk,
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a wiec zwigzki (18) przyjmujg postac

" Dv f (t)=0w fa,b] dla > « 1,2,..., n-k
v*k+l A \%
Dla kazdego t z przedziatu [a,b] wartosci funkcji
‘f, 1Ct),...,f (t) stanowig wiec rozwigzanie ukitadu n-k
rbvman o n-k niewiadomych o wyznaczniku wspétczynnikéw,
wobec (19), réznym od zera. Vfynika stad, ze fy (1) = 0 w

[a,b] dla v=k+ 1,..., n, a wiec wszczego6lnosci
4*v(b) B O dla V 9 K+ 1,ee¢ n |

co jest sprzeczne, wobec (16), z (15)» Otrzymana sprzecz-
nos$¢ konczy dowdd twierdzenia.
Nietrudno zauwazyé¢, ze twierdzenie w pewnym sensie od-

wrotne do udowodnionego jest tez prawdziwe :

Jezeli hiperptat o0 rownaniach (1) spetniajgcych wa-
runki (2) i (3) lezy na pewnej hiperptaszczysnie Kk-wymia-
rowej Hj, , to wszystkie hiperptaszczyzny k-wymiarowe sty-
czne do ptata pokrywaja sie z , a wiec zachodzi
(5), tzn, istnieje taka hiperptaszczyzna ,przez kté-

ra przechodza te hiperptaszczyzny styczne.

Twierdzenie 1 przestaje by¢ prawdziwe, jezeli w jego
zatozeniu (5)Oobni2ymylcho(:by tylko o jeden, wymiar hiper-
ptaszczyzny 1 wspoblnej wszystkim k-wymiarowym hiper-
ptaszczyznom stycznym do ptata P .

Wskazuje na to przyktad hiperptata P 0 roéwnaniach
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/X . a u. dla j a 1f2,o#o0,k-2f
1 0 0
L1 *VistV
(20) \' V'\-1 003\ <
Vi
Ax. =0 dla j B K+ 1,eee¢ n,
gdzie
Ju. ¢ (r-a®, +«) dla j«1,2,...,n oraz j & k-1

¢1) 1 \ 1 E(o, +0.)

Widoczne jest, ze prawe strony rownan (20) sa funk-
1

cjami klasy 0 w obszarze (21), a wiec zatozenie (2)

jest spetnione. Utworzmy dla ptata (20) macierz

/\>fi
c>u. i=1,...,n
j*1,»». K
A 0
0 0 (0}
@) 0'y
sin V cos 1, 0,».»,0

0]
VI 003V “\-1 Sin uk'0*»" *»9

\

V(yznacznik stopnia kK utworzony z elementéw K pierwszych

-un™ N, jest wiec w kazdym

kolumn tej macierzy réwny jest

punkcie obszaru (21), roézny od zera, a stgd macierz ta
jest w kazdym punkcie obszaru (21) rzedu k. Zalozenie (3)

jAst wiec tez spetnione.
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Hiperptaszczyzna k-wymiarowa H”(n?, styczna do
ptata (20) w punkcie, ktéremu odpowiadajg parametry

u. peeen\/ ma réwnania postaci

x ®™mu. + V. dla j = 1,2 2,
o 0 0

k1 >V I3“N +VisinV VI vk cos KK

== —
(23) oog & + 0O -);‘

*Kk - * I | - K A\ »

*k+1 - V o1 + vk-1 T
X. =0 dla J « K+ 2,5, »
gdzie v ""’VK sg parametrami na tej hiperptaszczyznie -
Podstawiajgc do réwnan (23) VO B- u dlaij»1,2,...,k-1
oraz otrzymujemy x. =0 dla j =1,2,..., n, a
stad wnioskujemy, ze punkt pQ o 7/spbtrzednych (0,...,0)
lezy na hiperptaszczyzZnie ,...,un) <ua kaz(lego ukta-
du wulfu2,...,uk Podstawiajac do rownan (23) = 1l-un*
V(.) « u(.) dla j =2,...,k-1 , 0 otrzymujemy X1: 1,
Xh -0 dla j » 2,..., n, a wiec punkt o0 wspotrzed-
nych (1,0,...,0) lezy na hiperptaszczyznie ~(u”,...,u”?).
Podobnie dowodzimy, ze punkty p_,,..,p o0 wspo6trzed-

nych 06" b.,...,c>.O dla j « 2,..., k-2 leza na kazdej

hiperp’rasz?zyznie (un, ... ,u”n). Vfezystldb hiperptaszczyz-
ny stycznoe do ptata (20) przechodzg wiec przez hiperptasz-
czyzne Hk_2 rozpietag na punktach pq, p”™..., pk_2, a p0O
niewaz punkty po,_lpl,.**, pl.(_é) sg Ii%iowo niezalezne(zob>
[1J str.49), wiec hiperptaszczyzna 2 ma wymiar k-2.

Przypus¢my obecnie, ze ptat (20) lezy w tiiperptaszczyz-
i ie k-viymiarowej H”. Wtedy wszystkie hiperptaszczyzny k-

wymiarowe styczne do niego musza pokrywac¢ sie z hiperptasz-
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czyzng « Stad w szczegodlnosci wynika, ze dowolny wek-
tor lezagcy w hiperptaszczyznie stycznej do ptata w dowol-
nym punkcie tworzy z uktadem wektoréw, na ktérych roz-
pieta jest hiperptaszczyzna styczna w dowolnym punkcie q
ptata, uktad k + 1 wektorow liniowo zaleznych.

Rozwazny uktad k + 1 wektorow U sktadajgcy sie z

1) «k wektoréw, ktéorych wspoétrzedne podane sa przez wier-
sze macierzy (22) dla u”~ ~ =1 oraz uk =~» a Vliec
wektoréw, na ktérych rozpieta jest hiperptaszczyzna sty-
czna do ptata (20) w punkcie o parametrach np. u*=0
dla j =1, 2,...,k-2, - 1, ,

2) wektora, ktdorego wspoOtrzedne podane sa przez ostatni
wiersz macierzy (22) dla u» ~ 1 oraz u™ =0 , a
wiec wektora, ktéry lezy w hiperptaszczyznie stycznej
do ptata (20) w punkcie o parametrach np. u. a8 0 dla

i =1,2,..., k=2, 21\ s 0 e

Z przypuszczenia, ze ptat (20) lezy w k-wymiarowej hiper-
ptaszczyznie wynika, ze ukiad U winien by¢ uktadem wekto-
réow liniowo zaleznych, co jest sprzeczne z tym, ze macierz
jego wspotczynnikéw jest rzedu k+1 , bowiem - jak tatwo
stwierdzany przez wypisanie tej macierzy - wyznacznik wy-
jety z k+1 pierwszych jej kolumn jest rézny od zera. O-
trzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze ptat (20) nie lezy w hi-
perptaszczyZznie k-wymiarowej, co mieliSmy wykazac.
Udowodnimy jeszcze nastepujace
Twierdzenie 2
Jezeli ptat o réwnaniach (1) speinia zalozenia

(2) i (3) oraz zatozenie
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1.24) wszystkie hiperptaszczyzny k-wymiarowe styczne do
niego sg do siebie r()wnoleé;’fe, tzn. istnieje k-wy-
miarowa hiperptaczczyzna 11 réwnolegta do wszyst-
kich tych hiperptaszczyzn,

to ptat P~ lezy w pewnej hiperptaszczyznie k- wymiarowe;j.

Dowod

Niech Pg bedzie dowolnym punktem ptata P~ «Dobierz-
my ukiad odniesienia tak, by punkt P miat wspOtrzedne
(0,...,0) i by hiperptaszczyzna H~?, przechodzaca przez

punkt pQ i rozpieta na wektorach o wspoétrzednych

(25) bj , dla j o » 1,2,..., Kk,

@]
byta rownolegta do hiperptaszczyzny . Udowodniny, ze
ptat PN lezy w hiperptaszczyznie . Niech punkt p

bedzie dowolnym punktem ptata i przez (x”,»..,Xxn) oznacz-
cy jego wspoirzedne. Z udowodnionego lematu wynika, ze i-
stnieje krzywa C , klasy Cl1l , lezgca na ptacie PK i
tagczaca punkt pQ z punktem p. Niech réwnania krzywej C

bedg postaci x\ a*f_.(t) dla t z przedziatu [otfi],gdzie

(26) of 4°0 =° °raz *h ke jsl«2,...,n
d"(t) N d«f (t)

Wektor o wspotrzednych m\otte oo " BYcrnY

do krzywej C w punkcie p(t) o parametrze t , lezy w

hiperptaszczyznie stycznej do ptata P w punkcie p(t),
a wiec jest rownolegly do hiperptaszczyzny Wektor ten
tworzy wiec z wektorem o wspoOtrzednych (25) wuktad liniowo

zalezny, a stad

df.(t)

dt = 0 dla t z ¥-,?] oraz j«k+1,,..,n.
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Amkcje *f.(t) dla j =k + 1,*.., n sg wiec state w
u
przedziale [o¢,p] ., a stad na podstawie (26) many
X. :f.BaiAd) =0 dla j » k+1-..., n.
J J d
Punkt p lezy wiec w hiperptaszczyznie , a poniewaz
byt dowolnym punktem pitata ,  mamy C H~,  c¢c.n.o.
| tu odwroécenie twierdzenia 2 jest oczywiscie praw-
dziwe ¢
Jezeli ptat P , spetniajagcy zatozenia (2) i (3), le-

zy VI hiperptaszczyznie k-wymiarowej, to zachodzi (24).
Zauwazmy, ze twierdzenie 2 przestaje by¢ prawdziwe,

jezeli w zatozeniu (24) hiperptaszczyzre k-wymiarowg zas-

stapiuy hiperptaszczyzng o nizszym vymiarze.

Wprzypadku n « 3, K = 2 wskazuje na to przyktad walca

obrotowego, a dla n i kK dowolnego przyktad powierzchni

danej nastepujacymi réwnaniamil

"X, =u. dla & K% 1 i

(

(27) X\ = cos V

vr s“V

- dla 3HK+ZID‘H$

dla u.3 z przedziatu (—60 + ) przy A B1,2feee, k-1
oraz z przedziatu (0[]).

tatwo stwierdzany, podobnie jak w przykitadzie po twier-
dzeniu 1 , ze
1 ptat (27) czyni zados$¢ zatozeniom (2) i (3),
2) ptat ten nie lezy w hiperptaszczyznie k-wymiarowej,

3) hiperptaszczyzng k-1 «wymiarowa, rozpieta na kej pier”
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wszych wektorach jednostkowych uktadu, jest rownolegta do

wszystkich hiperptaszczyzn stycznych do ptata (27).
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RESUME

r les surfaces k-dimensionnelles dont les hyperplans

tangents appartierment a un faisceau

On démontre dans cette note que si tous les hyperplans
tangents k-dimensiomels d’'une surface k-dimensionnelie suf-
fisamment réguliére dans | 'espace euclidien a n dimensions
appartiennent a un faisceau, dans ce cas cette surface est
située sur un hyperplan a kK dimensions.

On montre aussi /au mgyen des exemples/ que ce theorene
cesse d’'etre vrai si | on suppose que les hyperplans tangents

a k-1 dimensions.
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Pe3tome
O K-MepHbIX MOBEPXHOCTHAX, KacaTesibHble
rMNepnnocCKOCTM  KOTOPbIX MNpuHagnexat

O4HOMY MYUYKY.

B pab6oTe poka3blBaeTCs, UYTO eC/NU BCe K-MepHble v
MepnsIoCHrocTM KacaTeflbHble K JOCTAaTOYHO PperyasipHoi

K-MEPHOI MOBEPXHOCTU B N-MEPHON €eBKANAOBOM
npocTpaHCcTBe MNpuHaanexat K OAHOMY MNy4yKy, TO 23Ta
MOBEPXHOCTb /IEXKUT Ha HEKOTOPOM K-MepHOW runep-
MNOCKOCTMW.

Mpumepbl NoJaHHble B paboTe [OKa3biBakT, 4TO Bbille-
yKaszaHHaa TeopemMa nepectaeT OblTb UCTUHHOW, ecnn
B Hel K-MepHble KacaTefibHble TMMNEPNJIOCKOCTUUN 3aMEeHUT

/| k—1 /- MepHbIMU KacaTe/ibHbIMW TUMNEPMNIOCKOCTAMMU.



