
Zenon Moszner

0 k«V/YMIAROWYCH PŁATACH, KTÓRYCH HIEERPŁASZCZY2NY STYCZ1IS 

NALEŻĄ DO JEESJEGO PÇKU

V/ k la sy czn ej ge o m etrii różniczkow ej krzywych w prze­

s tr z e n i euklidesow ej n-wymiarowej wiadomo, że przy odpo­

w iednich za łożen iach  o krzyw ej, przechodzenie w szystk ich  

prostych  styczn ych  do n ie j przez jeden s t a ły  punkt p ociąga  

za sobą le ż e n ie  t e j  krzywej na p r o s t e j .  Hasuwają s ię  dwa 

kieru nki u o g ó ln ien ia  powyższego wyniku. Jeden p o lega  na ty* 

by rozważać h ip erp łaszczyzn y k-wyrniarowe ( к l ic z b a  natu­

r a ln a , U k <  n-1 ) ś c i ś l e  styczn e  do krzywej w każdym 

j e j  punkcie i  z za ło że n ia  przechodzenia ty c h  w szystk ich  hi- 

perpłaszczyzn  przez s t a ły  punkt przy odpowiednich z a ło że ­

n iach  reg u la rn o śc i krzyw ej, wnioskować o le ż e n iu  t e j  krzy­

wej na pewnej h ip erp ła szczy źn ie  k-wyniiarowej.  U ogóln ienia­

mi tego rodzaju  zajmowałem s i ę  w pracy [3 ] .  Drugi k ieru ­

nek u ogóln ien ia  p o lega łb y  na tym, by krzywą a więc twór 

"jednowymiarowy” z a s tą p ić  hiperp cw ierzchnią k -  wymiarową 

w p rz e s trz e n i n -  wymiarowej, a p ro ste  styczn e do krzywej 

z a s tą p ić  hiperpłaszczyznam i k-wymiarowymi stycznym i do roz­

ważanej pow ierzchni. Łatwo jednak zauważyć, że przechodze­

n ie  w szystk ich  h ip erp łaszczyzn  k-wymiarowych styczn ych  do 

danej hiperpow ierzchni к-wymiarowej przez s t a ły  punkt n ie  

musi p o cią ga ć , nawet przy dowolnej k la s ie  reg u la rn o śc i h i-
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perpow ierzchni, le ż e n ia  t e j  hiperpow ierzchni w p ła szczy ź­

n ie  k-wymiarcwej « Przykładem te go  w p rz e s trz e n i trójwymia­

rowej j e s t  pow ierzchnia t a k ie j  c z ę ś c i  s to żk a  obrotowego,na 

k tó r e j n ie  le ż y  w ierzchołek s to ż k a . Powyższy negatywny wy*~ 

n ik  nasuwa myśl z a s tą p ie n ia  za ło że n ia  przechodzenia h ip e r - 

p łaszczyzn  styczn ych  przez punkt, a więc h iperpłaszczyzn ę 

zerowymiarową, założeniem  przechodzenia tych  h ip e rp ła sz - 

czyzn przez s t a łą  h ip erp łaszczyzn ę odpowiednio wyższego od 

zera  wymiaru. Celem n in ie js z e j  noty j e s t  sformułowanie i  

uzasadnienie u o g ó ln ien ia  idącego w tym kierunku.

Rozważny h ip e rp ła t powierzchniowy k-wymiarowy Pi. w n - 

wymiarowej p r z e s tr z e n i euklidesow oj E^ ( 2 ^  к ^  n -  l ) w'  da­

ny następującym i równaniami

( Я  x± »  f ± ( u ^ , u2 ,  • • • ,  u ^ ) gd zie  i  = 1 , 2 , . . , , n .

0 h ip e rp ła c ie  P̂ . uczyńmy n astęp u jące  za ło żen ia

(2)

( 3 )

(4)

fu nkcje  u ^, u2 , •  * • ,  i^ )  d la  i  = 1 , 2 , . . . , n  są

k la s y  C1 w pewnym obszarze G -  tz n . zb iorze  o t­

wartym i  spójnym -  zmiennych u ^, u2 , . . . ,  u^,

układ wektorów r.. ( u^, . ,  u ^ ) o składowych 

f  *>f -Э f

» • • • »  d la  * “  ^e s t  u -  
niov/o n ie za le żn y  w każaym punkcie obszaru G , lub co

na jedno w ychodzi, 

i=1m acierz '5 u i  i = l , , . . , n  
J  j = 1 , , » , , k

j e s t  w każdym punkcie obsza­

ru G rzędu к •

*>
Przypadek к = 1 rozważyłem w pracy [з ]  •
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H iperpłaszczyznę k-wymiarową Н^(и^, .  . . , u ^ )  rozp ięxą 

na wektorach ( u^, dl a j  = 1 , 2 , . . . , k  zaczepio­

nych w tyra punkcie o (u* , u 2 , , , * , u k ') p ła ta  P^ , któremu 

odp owiadaj ą paranie tr y  u ̂ , • .  • ,  u . , nazwij my hipe rp ła sz c  ży­

zną styczn ą  do p ła ta  w punkcie p .

Załóżmy ponadto, że

( 5 )  w szystk ie  h ip erp łaszczyzn y F ^ ( u1 , . . , , uk ) styczn e  do 

p ła ta  P , d la  dowolnego układu u^ , u2 , , , 0^ n a le ­

żącego do obszaru G , przechodzą przez oewną k - 1-л у -
o

miarową h ip erp łaszczyzn ę H. ^.

Udowodnimy n astępu jące

Twierdzenie 1

P ła t  P^ o równaniach (1 ) sp e łn ia ją c y  z a ło ż e n ia  ( 2 ) ,  

(З)  i  ( 5 )  le ż y  na pewnej h ip erp ła szczy źn ie  k-wymiarowej.

D la dowodu wykażemy najpierw  słu szn o ść  n astępu jącego  l e  

matu.
r—'

lem a t. J e ż e l i  p ła t  (1 ) s p e łn ia  z a ło ż e n ia  (2 ) i  ( 3 ) , a  H ^-j 

j e s t  dowolną h ip erp łaszczyzn ą k-1-wymiarową, to  każde dwa punk­

ty  p ła ta  (1 )  można p ołączyć krzywą k la sy  C1 le ż ą c ą  na p ła c ie  

P , mającą styczn ą  w każdym punkcie i  n ie  będącą w żadnym
K ę j

punkcie styczn ą  do ^•

Dowód ^lema tu . tybierzm y na p ła c ie  P^ dowolny punkt p i  o -

znaczmy przez Z z b ió r  ty ch  punktów p ła ta  P , k tó re  można z
1 “

punktem p p ołączyć krzywą k la s y  C , le ż ą c ą  na P ,  mającą 

V/ każdym punkcie styczn ą  i  n ie  będącą sty cz n ą  w żadnym punkcie 

do Wiech Z będzie zbiorem parametrów odpowiadających

punktom zbioru Z .  Udowodnię, że zb ió r  Z* j e s t  za m k n ięto -o t-

Ш/ Krzywą nazywamy sty cz n ą  do h ip erp łaszczyzn y w pewnym 
punk-^e p j e ż e l i  wektor styczn y do krzywej w punkcie p le ż y  ,/ 
te j  h ip e rp ła sz cz y ź n ie .
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tw arty w G .

Przypuśćmy, że ( u ^ T i g , . . . , ^  ) L Z*  • Vfykażę,że i s t n ie ­

je  ta k ie  otoczen ie  Д punktu ( u ^ , . . . , ^ ) ,  k tó re  zawiera się 

w zb iorze  Z * . Dobierzmy układ o d n iesien ia  ta k , by h ip e r - 

p łaszczyzn a  1 b y ła  r o z p ię ta  na wektorach o składowych

(6) ....... Ъ"

d la  j  = 1 , 2 , . * . fk - 1 ,  gd zie  / t u  i  d a le j /  «  1 d la  i^ j
ę i  *) 3

oraz ©_. =» 0 d la  i  Ф j  .

Rozważmy dwa przypadki

1) punkt p o współrzędnych = f . ( u^, us i dl a

i  = 1 , 2 , . . . , n  n ie  le ż y  na h ip erp ła szczyźn ie  H ^ ,  lub 

punkt p le ż y  na h ip erp ła szczyźn ie  1.

Vf przypadku 1) mamy

2)

[ M ui .......... > о .

gdyż w przeciwnym przypadku byłoby xi  = 0 d la  i  = k , . . . , n  

c z y l i  punkt p le ż a łb y  na h ip erp ła szczyźn ie  I s t n ie je

więc ta k i  wskaźnik m ( k i m ^ n ) ,  że f r a i • • • > \ )  =£ 0 ,  a

s tą d  wobec c ią g ło ś c i  fu n k c ji  ( u ^ , . . . , ^ )  w obszarze G

i s t n i e j e  ta k ie  o toczen ie  A punktu ( и ^ рв*#,г1 ) ,  że

f m ( U1»** , , U k ) ^  0 W Л *

N iech  I S  M . . Ą )  będzie dowolnym punktem z o to cze n ia  A .

D la każdej krzywej o równaniach u . = u . ( t  ) ,  gdzie  t ć /3], 
1 _  <] _ J  __ e  J

k la s y  C , łą c z ą c e j punkty ( ^ , . . . , 4 ^ )  i  ( ^ , . . . , 1̂ )

x /  Założen ie  to  może p ociągać za  sobą konieczność zmiaiy 
pierw otnego układu o d n ie s ie n ia ,a  co za tym id z ie  zmianę rów­
nań p ła ta  P » Ponieważ jednak prawdziwość tw ierdzen ia 1 i  
lematu n ie  za le ży  od doboru układu od n iesien ia ,u czy n io n e  za­
ło ż e n ie  n ie  j e s t  i s t o t n e .Z  tego  te ż  względu n ie  zmieniamy w 
dalszym c ią g u  równań p ła t a .
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(Iz n . t a k i e j ,  że u. (oć)  = u.  oraz u . d la
O t )  t) o

j  »  1 , 2 , » , » , k ) ,  le ż ą c e j w Д  i  s p e łn ia ją c e j warunek

> 0  d la  t  6 [ot, fi'] y

krzywa o róv/naniach

( 7 )  xi » f ^ ( u 1 ( t ) , . . . ,  ( t ) )  x i ( t )

sp e łn ia  n astępu jące  warunki

a /  le ż y  na, p ła c ie  P. ,
1 ^

b /  j e s t  k la s y  C i  sp e łn ia  warunek

Z
j» 1

d u . C t )  
__ A___ i

dt

с /  n ie  j e s t  w żadnym punkcie sty cz n a  do h ip erp ła szczyzry  

^,  bov/iem many

...........^ ( t ) ) * 0 d l a  t  6 t o C , / 3 ]  ,

Punkt p można z punktem p p ołą czy ć  krzywą C 1 k ia -
1 0 1 

sy C , le ż ą c ą  na p ła c ie  P^ , m ającą styczn ą  w każdym

punkcie i  n ie  będącą w żadnym punkcie s ty cz n ą  do hiperpła*

szczyzny H. _ 1• Oznaczmy przez ( a ^ , # e* fan) współrzędne

wektora niezerowego i  rów noległego do p r o s te j P sty cz n e j

do krzywej w punkcie p • Ponieważ p ro s ta  P le ż y

w k-wymiarowej h ip e rp ła szczy śn ie  s ty cz n e j do p ła ta  P w

punkcie p , i s t n i e j ą  taicie s t a łe  b.. d la  j  = 1 , 2 , , e . , k ,

że
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oraz

( 9 ) ±  (ь3 ) 2 > ° .
3=1 0

bowiem w ektor ( , •  • • , a^) j e s t  niezerow y.

Spośród krzywych u . = u . ( t )  łą czą cych  punkty 
=  3_ 3

(u 1 f .  .  .  ,Ujt ) i  ( u^, . . •  ,11̂ . ) i  s p e łn ia j ących warunki s fo r ­

mułowane powyżej wybierzmy ta k ą , d la  k tó re j

= ь. *
V dt /t=c<. 3

i  przy j e j  pomocy przez równania ( 7 )  utwórzmy krzywą 

Krzywa C0 , poza warunlcami a ) ,  b) i  c )  sp e łn ia  więc 

je s z c z e  warunek

d) styczn a  do n ie j  w punkcie p" pokrywa s i ę  z p ro stą  P s

Krzywa C , będąca sumą mnogościową krzywych C i  0

le ż y  na p ła c ie  P, j e s t  k la s y  C
1 1 2 

posiada styczn ą  w
Lk * v »

każdym p u n kcie , n ie  j e s t  w żadnym punkcie styczn a  do h ip e r -

p łaszczyzn y Hk-1 i  łą cz y  punkt p o z punktem p ,  któ .re-

mu odpowiadają parametry ( u^, . , , •  Ponieważ punkt 

(u 1...........v^)  b y ł dowolnym punktem o to cze n ia  Д , udowodni­

liśm y , że A c z  , c . n , o .

P rze jd ę  obecnie do przypadku 2 ) ,  w którym punkt p l e -  

ży na h ip e rp ła szczy źn ie  H ,̂_  ̂• Na podstaw ie za ło że n ia  ( 3 ) ,  

zgodnie z (4 ) ,  m acierz
' 2 £ i .  

"Э u . i
3

1 , • • • 1 n 
1 , • • • ,  к

j e s t  v/punkoie ( u . j , , . . , u ^ )  rzędu k , Załóżmy, że różny 

od zera w punkcie ( ü ^ , « « ,  ,1 ^ )  wyznacznik sto p n ia  к wy-

%! Pu i  d a le j pochodne ob liczan e  w punkcie °C są  p c - 
chodnymi prawostronnymi.
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j<*ty z t e j  m acierzy, utworzony j e s t  z j e j  к pierw szych ko­

lumn /w  p o zo sta ły ch  przypadkach dowód p rzeb iega  a n a lo g icz ­

n ie /  i  oznaczny go przez w(u^, , . , . ,  u^.), Zgodnie z

założeniem  (2  ) wyznacznik w j e s t  fu n k cją  c ią g łą  w obsza­

rze G , a s tą d  i s t n i e j e  ta k ie  o toczen ie  Д  punktu 

( ü ^ , . . . , ^ ) ,  że W-(u1 f . , #,u ) Ф 0 w Д ,  S tą d  d la  

(u^ „ , . ,u^ ) należącego do Д możemy jednoznacznie ze wzgly 

du na zmienne , . . . ,u^ rozw ikłać układ rćvmań

(10) Xi  = Г1 ( и-]*«‘ »»ик ) d l a  i  = 1 , 2

u, i 1f j  ( x ^ , e » ł ,
*k) '

otrzymuj ąc

(11)

przy czym obraz

j e s t  obszarem, fu n kcje  s ą  w A* k la sy

jakobian  j e s t  w A *  różny od z e r a . Punkt p *  o w spółrzęd-

Д*

o to czen ia  A przez p rz e k sz ta łc e n ie  (10)
,1

oraz ic h

nych х ^ . м ,  x^ n a leży  do obszaru 

k ie  o toczen ie  k u lis te  

A • Oznaczmy przez A

,  i s t n i e je  więc t a -  

A tego punktu, k tó re  zawiera s ię  w 

obraz o to cze n ia  A przez przek­

sz ta łc e n ie  ( 11 ) ,  Ponieważ p rz e k sz ta łc e n ie  (11) j e s t  homeoraor- 

fizrnem w A * , a więc i w  A ,  z b ió r  Â  j e s t  otw arty i  

ponadto punkt ( u 1 f . , . , u ^ )  ć Д  ,  a więc Д j e s t  pewnym 

/n a  ogół n ie  k u lis ty m / otoczeniem  punktu ( u^ , .N iech

( u 1 , , , . fiJj£') będzie dowolnym punktem o toczen ia  Д* ,  Oznacz-

o współrzędnych 

Punkty p * i  p*

=*
щ  przez p punkt p rz e s trz e n i 

x .  *   ̂ d la  i  = 1 , 2 ,  . . . , k  ,

n a leżą  do k u lis te g o  o to cze n ia  Д  .  N iech

C-l » a^,»»»,an
P } b ^ , . . . , mają ta k ie  znaczenie ja k

w przypadku 1 ) ,  rozpatrzonym poprzednio , Zauważmy, że

£  (^f >  0
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gdyby bowiem » O , to  wobec te g o ,ż e  wy­

znacznik w j e s t  w punkcie ( u ^ , . # . ,  TJ^) różny od z e ra , 

otrzymalibyśmy ze związków (8 )

ь1 = b2 = • • •  = b^ = 0 ,

co j e s t  sprzeczne ze związkiem ( 9 ) .
Jk

I s t n i e je  więc krzywa , o równaniach x . = x . C t )
à j  0

dl a  j  = 1 , 2 , , * * , к oraz t ' z p rze d zia łu  [oC, f i ]  ,w przes­

tr z e n i X l ...........xk ,  o n astępu jących  w łasn ościach

a) x. (o6) = x.  oraz x_. f / 3 ) =  x .  d l a  j  я 1 , 2 , . » . ,  n,
O j  j o

krzywa C *  zaw iera s i ę  w A  t

fu n kcje  x . ( t )  są  w p rze d zia le  [oś,/}] k la sy  C 1oraz

± ( ^ f > o  w [ < 4 J ] t
j  = 1 V dt /

b)

c)

d)

e)

dx. ( t ) > 

d t J t*cC
d la  j  я 1 , 2 , * # # ,  к,

d x k ( t )  

dt
O dl a  t  é ( t ft ] •

Wobec te g o , że p rz e k sz ta łc e n ia  (10) i  (11) są  w zglę- 

dem s ie b ie  odwrotne, równania p ła ta  ,d la  ( х ^ , х ^ , . . . у Х ^ )  

n ależącego do Д , mogą byó przedstav/ione w p o s ta c i

x . s  x . dla j  = 1 ,2 ...........к ,
О о

Х  ̂ =* f j ( (x1 1• • • y x^) у f g  (x^y###y xk ) , . . . y

• • * i ^  (xi » • • • * j “  ® j  (X1 * * * * * \ )

d l a  j  я к + 1 у•••y n#
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Rozważny krzywą C„ w p rz e strz e n i o n a stęp u ją ­

cych równaniach

x̂ . = x . ( t  ) d la  j  = 1 , 2 ,  . ,  к i  t

z p rze d z ia łu  [ać,/>] ,

( t  ) ,  (t))  d la  j  s k  + 1 , . . . ,  n i  t

z p rze d zia łu  [oL, ( l \  ,

Z a) wynika, że krzywa łą czy  punkty p i  p .

Z b) i  p o s ta c i  równań krzywej wnioskujemy, że krzy­

wa ta  le ż y  na p ła c ie  3? .  Na podstaw ie c) , wobec z a ło -
- к -j

żeń uczynionych o p ła c ie  P^ , krzywa C j e s t  k la sy  G 

i  posiada styczn ą  w każdym pun kcie . Ponieważ p ro sta  P jest 

styczn a  do p ła ta  P w punkcie p” , w ięc uw zględniając 

f a k t ,  że w pewnym otoczen iu  punktu p p ła t  P posiada 

równania p o s ta c i ( 12) ,  wnioskujemy o is tn ie n iu  ta k ieg o  u -
* Ф

kładu s ta ły c h  b ^ , , . , , ! ^  , że

i  *  *
a.  — ^  o. — b.  d l a  j  = < , 2 , . . . ,  k ,

J  “  j  J

oraz

d la  j  ■ k + 1 , . . . , n .

Ze zv/iązków tych  v/ynika, że

Wobec d) mamy

d l a 33 — 1, ^ , » « * , k ,
dt  t

— a .
d
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a stą d  oraz z ( 1 3 )  d l a  j  = к + 1 , . . . ,  ns

P ro sta  P j e s t  więc styczn a  do krzywej w punkcie p .

Z powyższego oraz z e ) , wobec te g o , że w przypadku ?) 

p ro sta  P n ie  może le ż e ć  w h ip erp ła szczyźn ie  1!̂  ^ , a ta  

h ip erp łaszczyzn a r o z p ię ta  j e s t  na wektorach o składowych

( б ) ,  wnosiniy, że krzywa n ie  j e s t  w żadnym swym punk­

c ie  styczn a  do

Rozważmy obecnie krzywą C będącą sumą mnogościową кczy 

wych i  .  Z przeprowadzonego rozumowania i  założeń

o krzywej C1 w ynika, że krzywa C le ż y  na p ła c ie  P -,jesfc
 ̂ I К

k la s y  C , ma v/ każdym punkcie s ty cz n ą , n ie  j e s t  w żadnym 

punkcie sty cz n a  do h ip erp łaszczyzn y 1 i  łą cz y  na p ła ­

c ie  punkt p Q z punktem p .  Ponieważ p b ył punktem pł> 

ta  odpowiadającym punktowi (u , .  , . , u , ) obszaru. G a punkt 

(u  ) b y ł dowolnym punktem o toczen ia  Û punktu

(u1 f . . . , u ^ ) ,  więc A C Z  , c . n . o .

Każdy punkt zb ioru  Z* n ależy  więc do n iego  wraz z рел* 

nym swoim otoczeniem , a s tą d  zb ió r  Z j e s t  o tw arty .

A n alo giczn ie  dowodzimy, że z b ió r  Z j e s t  domknięty w
*

G t z n , ,  że j e ż e l i  c ią g  punktów pn zbioru Z zmierza do 

pewnego punktu p zb ioru  G , to  p é Z *  o ra z ,że  zb ió r  

Z n ie  j e s t  p u sty ,

Penieważ G j e s t  z za ło że n ia  obszarem, a więc zbiorem 

spójnym, a jedynymi podzbiorami zam knięto-otw artym i zbioru 

spójnego j e s t  z b ió r  p u sty  i  on sam,więc Z = G ,  Stąd  w 

■nyśl o k re ś le n ia  zb ioru  Z każdy punkt p ła ta  P^ da s ię
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aa nim p ołączyć z punktem pQ krzywą k la sy  C , mającą sty* 

czną w każdym punkcie i  n ie  będącą sty cz n ą  w żadnym punkcie 

do hiperpłaszczyzn y ,  Ponieważ punkt pQ b y ł wybrany

zupełnie dowolnie na p ła c ie  P ,  więc lem at z o s ta ł  udo-
К

wodniony.

Dowód tw ierdzen ia 1 .

Vfybierzmy na p ła c ie  P dowolny punkt p n ie  le ż ą -  
, ck o

cy na h ip erp ła szczyzn ie   ̂ i  dobierzmy układ o d n iesie ­

n ia  ta k , by
O

1) h iperpłaszczyzn a  ̂ b yła  r o z p ię ta  na wektorach o 

współrzędnych ( 6 ) ,

2) punkt pQ m iał w szystk ie  współrzędne od к + 1 - sz e j 

poczynając równe z e ru .

Udowodnimy n iew p ro st, że p ła t  P^ le ż y  w k-wymiaronej 

h ip erp łaszczyzn ie  H^, wyznaczonej przez h ip erp łaszczyzn ę 

H.  ̂ i  punkt po .  Przypuśćmy w ięc , że i s t n i e je  taki puricfc 

p ,  i z  p e P^ i  H^, Oznaczmy przez ( х ^ , . . . ^ )

współrzędne punktu p , a przez ( х ^ , . . . , х п ) współrzędne 

punktu p1 .  Zgodnie z poczynionymi założeniam i

1

(14) 1 h  - 0
d l a  j  = k +  1 , . . . , n  ,  oraz

(15) >  : Ц ) 2 >  o .
j=k+1

Na podstawie udowodnionego lematu i s t n i e j e  taka krzy­

wa C j le ż ą ca  na p ła c ie }o równaniach

x 1 - f ^ t ) ,  x2 = f 2 ( t ) , . . . ,  xn a ^ n Ct)

ta k ic h , że fu n kcje  * f ^ ( t )  są  k la sy  c ”* w pewnym p rz e -
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d z ia le  [a ,b ] , przy czym

±
3-1

k tó ra  łą c z y  punkty p

ь н
i  p , a więc

w [a >*] i

(16) * f . ( a ) = x  oraz 'f  ( b) =  x.
J  J  J  J

dl a  j  я 1 , 2 f oo o 9П

i  k tó ra  w żadnym punkcie n ie  j e s t  sty cz n a  do h ip e rp ła szczy z -
O

ny Hk^ 1 , a więc

(17) è [ ^ i(t)i2 + è
j= k  а j=*k dt

n , \ à i .  (t)]
! rfLnr > 0  d la  t

z p rzed zia łu  [a,b] -

Wektor o składowych
â 1 ( t )  d f 2 l t )

> • • • у
d*f ( t )  1 n jako

w

d t ’  d t d t

styczn y do krzywej G , le ż ą c e j na p ła c ie  , w punkcie 

p ( t )  o współrzędnych ( 4^ ( t ) , ' f n (t) ) , le ż y  w k-w y- 

miarowej h ip erp ła szczyźn ie  H ^ ( t ) ,  s ty cz n e j do p ła ta  

punkcie p ( t ) .  Ponieważ h ip erp łaszczyzn a ( t ) ,  zgodnie z

założeniem  ( 5 ) ,  przechodzi przez h ip erp łaszczyzn ę 11̂  ^,na 

k tó re j le ż y  początek układu o d n ie s ie n ia , więc w ektoiy o skła* 

dowych ( б ) ,  na k tórych  r o z p ię ta  j e s t  h ip erp łaszczyzn a H^_^, 

w ektor o składowych ( t ) f  n (t)) i  wektor o składo­

wy0^  l i l i i 1...........le ż ą  w szystk ie  w h ip erp łaszczyź-» • • • >....Hfa.
dt

są  w ięc lin iow o z a le ż n e . S tą d  rząd m acierzy jch
dt

n ie  H ^ t )  ,

współczynników j e s t  n iew iększy od к .  Z p o s ta c i  t e j  macie 

rzy  wynika, że m acierz

I ktt), ^к+Т^»**** f n(t)
\

d ' f .  ( t )

dt
d ł W * )

dt

d f n ( t )

dt
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musi być rzędu m niejszego n iż  2 , a więc na podstaw ie (17) 

musi być rzędu dokładnie 1 w całym p rze d zia le  [a ,b ]  « Na 

podstawie tw ierdzen ia  n astępu jącego

J e ż e l i  fu n kcje  f ^ x ) , . . . ,  f n (x) są  k la sy  C w p rze­

d z ia le  [a ,b ] (k l ic z b a  n a tu ra ln a , 1 ^  k ś  n-1 ) i  rząd 

m acierzy

d lV)f (x)

dx v=0 , 1 , . . . , k
o ( » 1  ,  2  ,  a •  о 9 П

d l0) fgl (X)

dx°

w każdym punkcie p rze d zia łu  [a ,b ]  v/ynosi P , gd z ie  p 

j e s t  l ic z b ą  n atu raln ą m niejszą od n i  od k+1 , to  układ 

fu n k c ji f . , . . . , f  j e s t  lin iow o zależn y w stop n iu  n -p  w
I H ^

p rzed zia le  [ a , b ] , tz n . i s t n i e j ą  s t a łe  D t a k ie ,  że

n
D f ^  ( x )  = 0  w [a ,b ] d la  /1  я 1 , 2 , . . . , n - p

of =s1 ^

oraz rząd m acierzy ( 'j . . równy j e s t  n -p ,
V /X /  ot, s l  ,  .  .  .  , П

/X*Af ,** ,n ~ p

udowodnionego przeze mnie w pracy [2] , wnioskujemy w ięc,

że i s t n i e ją  ta k ie  s t a łe  D 7, że
№

(18)
v«k 

oraz

^  Vf v ( t ) s 0  w [a ,b ] d la  /1 «  1 , 2 , . . . ,  n~k ,

(19) rząd m acierzy ( ) wynosi n -k .

Połóżmy w związkach (18) t = a .  Uw zględniając (16) i  (14) 

otrzymuj eray
к

D = 0 d la  /X я 1 , 2 , . . » , n - k ,
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a więc zw iązki (18) przyjm ują p o sta ć  

n
DV f  ( t )  =  0 w fa ,b ] d la  >i « 1 , 2 , . . . ,  n -k  . 

▼*k+1 ^  v

D la  każdego t  z p rze d zia łu  [a ,b ]  w a rto ści fu n k c ji 

‘f ,  1C t ) , . . . , ‘f (t) stanow ią więc rozw iązanie układu n -k

róvmań o n -k  niewiadomych o wyznaczniku współczynników, 

wobec (19) ,  różnym od z e r a . Vfynika s tą d , że *fy (t)  =  0 w 

[a ,b ]  d la  v = к + 1 , . . . ,  n , a więc w sz cz e g ó ln o śc i

4*v (b)  в 0 d l a  v я к + 1 , • •  • ,  n ,

co j e s t  sprzeczn e , wobec (16) ,  z (15)» Otrzymana sprzecz­

n ość kończy dowód tw ierd zen ia .

N ietrudno zauważyć, że tw ierdzen ie w pewnym sen sie  od­

wrotne do udowodnionego j e s t  te ż  prawdziwe :

J e ż e l i  h ip e rp ła t o równaniach (1) sp e łn ia ją cy ch  wa­

runki (2) i  (3 ) le ż y  na pewnej h ip e rp ła szczy śn ie  k-wymia- 

rowej Hj, , to  w szystk ie  h ip erp łaszczyzn y k-wymiarowe s ty ­

czne do p ła ta  pokrywają s i ę  z , a więc zachodzi

( 5 ) ,  t z n , i s t n i e je  taka h ip erp łaszczyzn a  , przez k tó ­

rą  przechodzą te  h ip erp łaszczyzn y s ty c z n e .

Twierdzenie 1 p r z e s ta je  być prawdziwe, j e ż e l i  w jego  

za łożen iu  (5) obniżymy choćby ty lk o  o je d e n , wymiar h ip e r -
O 1

płaszczyzn y 1 wspólnej w szystkim  k-wymiarowym h ip e r - 

płaszczyznom  stycznym do p ła ta  P^ .

Wskazuj e na to  p rzykład  h ip e rp ła ta  P o równaniach
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(20)

gd zie

(21)

/ X .  я u . d la  j  a 1f 2 , o # o , k - 2 f
I 0 0

\ . 1  *  V i  s“  V  
\  \"  \ - 1 003 \  <

*t+ i ■ V i
 ̂ х.. = 0 d l a  j  в к + 1 ,  • •  • ,  n .

| u.. ć ( - a®,  + « )  d l a  j « 1 , 2 , . . . , n  oraz j  Ф k-1

1 \_1 É (o, + O.)

Widoczne j e s t ,  że prawe stro n y równan (20) są  fu n k- 
1

cjam i k la sy  0 w obszarze ( 2 1 ) ,  a więc za łożen ie  (2 ) 

j e s t  sp e łn io n e . Utwórzmy d la  p ła ta  (20) m acierz

^>f.i
c>u.

(22)

i = 1 , . . . , n  :
j  * 1 , » ». , k

A 0

о ' ч
0

\

o o o

s i n V cos 1, 0 , ». »,0

V l  003 V  “\ - 1  Sin uk '0 *°»“ *»G/
V(yznacznik sto p n ia  к utworzony z elementów к pierw szych 

kolumn t e j  m acierzy równy j e s t  -u ^  ^, j e s t  więc w każdym 

punkcie obszaru (21) ,  różny od z e r a , a s tą d  m acierz ta  

j e s t  w każdym punkcie obszaru (21) rzędu k . Założen ie (3) 

j ^ s t  więc te ż  sp e łn io n e .
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H iperpłaszczyzna k-wymiarowa Н^( и^, s t yczna do 

p ła ta  (20) w pun kcie , któremu odpowiadają parametry

u. » • • • » V ma równania p o s ta c i

(23)

o
* II u. +

0
V.
0

d la  j = 1 ,2 ■2 ,

*k-1 *  V i 3i“ \  + V i sin V  V i  vk cos uk

*k -

+J
4

raooł—

_
i o 0
 

и

К
* 1

1 v, sin 
к \  »

*k+ 1 -  V •1 + Vk-1 11

X. = 0 d la  j « к + 2,.»., n »

gd zie  v  , . . . , v  są  parametrami na t e j  h ip erp łaszczyźn ie  •
К

Podstaw iając do równań (23) v. в -  u. dla j » 1 , 2 , . . . , k - 1  
0 3

oraz
'k

otrzymujemy х.. = 0 dla j = 1 , 2 , . . . ,  n , a 

pQ o 7/spółrzędnych ( 0 , . . .  , 0)s tą d  wnioskujemy, że punkt 

le ż y  na h ip erp ła szczy źn ie  , . . . , u n) <u-a każ(łego u k ła -

Podstaw iając do równań (23) = 1-u^ *du u l f u2 , . . . , u k

V. « u.
0 0 

X. -  0 dla
Л

0 otrzymujemy x  = 1,
1

, a więc punkt o w spółrzęd-

d la  j  = 2 , . . . , k - 1  , 

j  » 2 , . . . ,  n

nych ( 1 , 0 , . . . , 0 )  le ż y  na h ip erp ła szczyźn ie  ^ ( u ^ , . . . , u ^ ) .  

Podobnie dowodzimy, że punkty p _ , , . . , p  o w spółrzęd-

nych o . ,  b . , . . . , c > .  d la  j  « 2 , . . . ,  k -2  le ż ą  na każdej
<3 i) 0

h ip erp ła szczy źn ie  (u^, . . .  , u ^ ) .  Vfezystldb h ip e rp ła szczy z - 

ny styczn e  do p ła ta  (20) przechodzą więc przez h ip e rp ła sz -
Û

czyznę Hk_ 2 r o z p ię tą  na punktach p q , p ^ . . . ,  pk_ 2 , a p0'

nieważ punkty p ,  p1 , . * * ,  p. 0 są  lin iow o n ie z a le ż n e (z o b > 
о т  к—d o

[1J s t r . 4 9 ) ,  w ięc h ip erp łaszczyzn a  2 ma wymiar k -2 .  

Przypuśćmy o b ecn ie , że p ła t  (20) le ż y  w łiip e rp ła sz cz y ź - 

ï  ie  k-viymiarowej H^. Wtedy w szystk ie  h iperpłaszczyzn y k- 

wymiarowe styczn e  do n iego  muszą pokrywać s i ę  z h ip e rp ła sz -
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czyzną « S tą d  w sz cz e g ó ln o śc i w ynika, że dowolny wek­

to r  le żą cy  w h ip erp ła szczy źn ie  s ty cz n e j do p ła ta  w dowol­

nym punkcie tworzy z układem wektorów, na któ rych  ro z ­

p ię ta  j e s t  h ip erp łaszczyzn a sty cz n a  w dowolnym punkcie q 

p ła ta , układ к + 1 wektorów lin iow o za leżn y ch .

Rozważny układ к + 1 wektorów U sk ła d a ją cy  s i ę  z

1) к wektorów, k tó ry ch  współrzędne podane są  przez w ie r -

sze m acierzy (2 2 ) d la  u^  ̂ = 1 oraz uk = ~ »  a v/ięc 

wektorów, na k tórych  r o z p ię ta  j e s t  h ip erp łaszczyzn a sty- 

czna do p ła ta  (20) w punkcie o parametrach np. u^.= 0 

d la  j  = 1 , 2 , . . . , k - 2 ,  -  1,  ,

2) w ektora, k tórego  współrzędne podane są  przez o s ta tn i

w iersz m acierzy (22) d la  u^ ^  1 oraz u^ = 0 , a 

więc w ektora, k tó ry  le ż y  w h ip erp ła szczyźn ie  s ty cz n e j 

do p ła ta  (20) w punkcie o parametrach n p . u_. я 0 d la  

j  = 1 , 2 , . . . ,  k—2 , я 1* \  s  0 •

Z przypu szczen ia , że p ła t  (2 0 ) le ż y  w k-wymiarowej h ip er­

p ła szczyźn ie  wynika, że układ U w inien być układem wekto­

rów lin iow o zależn ych , co j e s t  sprzeczne z tym, że m acierz 

je g o  współczynników j e s t  rzędu k+1 ,  bowiem -  ja k  łatwo 

stw ierdzany przez w ypisanie t e j  m acierzy -  wy znacznik wy­

ję t y  z k+1 pierw szych j e j  kolumn j e s t  różny od z e r a . 0 -  

trzymana sprzeczn ość dowodzi, że p ła t  (20) n ie  le ż y  w h i­

p erpłaszczyźn ie  k-wymiarowej,  co m ieliśm y wykazać. 

Udowodnimy je sz c z e  n astępu jące

Twierdzenie 2

J e ż e l i  p ła t  o równaniach (1 ) sp e łn ia  za ło żen ia

(2) i  (3 ) oraz za ło żen ie
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1.24) w szystk ie  h ip erp łaszczyzn y k-wymiarowe styczne do 

n iego  są  do s ie b ie  rów noległe, tz n . i s t n i e je  k-w y-
O

miarowa h ip erp łaczc zyzna 11̂  rów noległa do w sz y st- 

k ic h  tych  h ip e rp ła szczy zn ,

to  p ła t  P^ le ż y  w pewnej h ip erp ła szczyźn ie  k -  wymiarowej. 

Dowód

N iech  P q będzie dowolnym punktem p ła ta  P^ «Dobierz­

my układ o d n ie s ie n ia  ta k , by punkt Р m iał współrzędne 

( 0 , . . . , 0 )  i  by h ip erp łaszczyzn a H^, przechodząca przez 

punkt pQ i  r o z p ię ta  na wektorach o współrzędnych

(25) b j , d la  j  » 1 , 2 , . . . ,  k ,

O
b yła  rów noległa do h ip erp łaszczyzn y .  Udowodniny, że 

p ła t  P̂ . le ż y  w h ip erp ła szczyźn ie  .  N iech  punkt p 

będzie dowolnym punktem p ła ta  i  przez ( x ^ , » . . , x n ) oznacz-  

су je g o  w spółrzędne. Z udowodnionego lematu wynika, że i -  

s t n ie je  krzywa C , k la sy  C1 , le ż ą c a  na p ła c ie  P i
К

łą cz ą c a  punkt pQ z punktem p . N iech  równania krzywej С 

będą p o s ta c i  х̂ . a* f _ . ( t )  d la  t  z p rzed zia łu  [ot,fi] , g d z i e

(26) •f Д °0  = °  ° raZ ** *• j s 1 « 2 , . . .  ,n
d ^ ( t )   ̂ d«f ( t )

Wektor o współrzędnych ■ V” " "* , . . . ,  ' '  " в ^УсгпУ

do krzywej C w punkcie p ( t )  o parametrze t  , le ż y  w 

h ip erp ła szczyźn ie  s ty cz n e j do p ła ta  P w punkcie p ( t ) ,  

a więc j e s t  rów noległy do h ip erp łaszczyzn y .Wektor ten  

tworzy więc z wektorem o współrzędnych (25) układ liniow o 

za le żn y , a stą d

d f . ( t )

dt
=  0 d la  t  z У-,?] oraz j « k + 1 , , . . , n .
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A m kcje *f . ( t )  d l a  j  = к + 1 , * . . ,  n są  w ięc s t a łe  w
u

p rze d zia le  [oć ,p]  , a stą d  na podstaw ie (26) many

x . = f . [P) a i  A d )  = 0  d la  j  »  k + 1 - . . . ,  n .
J  J  d

Punkt p le ż y  więc w h ip erp ła szczyźn ie  , a ponieważ 

b ył dowolnym punktem p ła ta  , mamy C  H^, c . n . o .

I  tu  odwrócenie tw ierdzen ia  2 j e s t  oczyw iście  praw­

dziwe •

J e ż e l i  p ła t  P , s p e łn ia ją c y  z a ło ż e n ia  (2 ) i  ( 3 ) ,  l e ­

ży v/ h ip erp ła szczyźn ie  k-wymiarowej, to  zachodzi ( 2 4 ) .

Zauważmy, że tw ierdzen ie 2 p r z e s ta je  być prawdziwe, 

j e ż e l i  w za łożen iu  (24) h ip e rp ła szczy zrę  k-wymiarową z a s -  

s tą p iu y  h ip erp łaszczyzn ą o niższym  vym iarze.

W przypadku n «  3 , к = 2 wskazuje na to  przykład  w alca 

obrotowego, a d la  n i  к dowolnego przykład  pow ierzchni 

danej następującym i równaniami 1

(
'  X. = u . d la «3 e к *• 1 i

(27) x̂ . = cos V

v r  s“  V

II o d l a 3 я к + 21 o o o f n $

dl a u.
3

\

z p rze d zia łu  (— OO, + Oo) przy Д В 1 , 2 f eee,  k-1

oraz z p rze d zia łu (о Д ) .
Łatwo stw ierdzan y, podobnie ja k  w p rzy k ła d zie  po tw ie r­

dzeniu 1 , że

1) p ła t  (27) czyn i zadość założeniom  (2) i  ( 3 ) ,

2) p ła t  ten  n ie  le ż y  w h ip erp ła szczyźn ie  k-wymiarowej,

3) h iperpłaszczyzn ą k-1 «wymiarowa, r o z p ię ta  na k«=-j p ie r"
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wszych wektorach jednostkowych układu , j e s t  rów noległa do 

w szystk ich  h ip erp łaszczyzn  styczn ych  do p ła ta  ( 2 7 ) .

PRACE CYTOWANE

K.BORSUK, Geometria a n a lity cz n a  w n-wymiarach,Mo­

n o g ra fie  Matematyczne, Tom X I I ,  1950.

Z.MOSZNER, Sur le  wronskien e t  l a  dépendance lin é a ­

ir e  des fo n c tio n s , B u l l .S c «m ath., t .8 5  / I 9 6 l / , s t r .  

165 -190 .

Z.MOSZNER, Les p ro p r ié té s  g le b a le s  des courbes dans 

l^esp ace  e u c lid ie n  n-dim ensionnel dont le s  hyper- 

p lan s o sc illa te u rs  ou l e s  hypersphères o sc u la t eurs 

rem p lissen t c e r ta in e s  c o n d itio n s , Zeszyty  Naukowe 

AGH, Rozpravy z . 9 ,  1962, s t r .4 6 .

RÉSUMÉ

r  l e s  su rfa ce s  k -d im en sion n elles  dont le s  hyperplans 

tan gen ts appartierm ent à un fa isce a u

On démontre dans c e t t e  note que s i  tous l e s  hyperplans 

ta n gen ts k -d im e n sio m e ls  d ’ une su rfa ce  k -d im ension nelie  su f­

fisamment r é g u liè r e  dans l ’ espace e u c lid ie n  à n dimensions 

appartiennent à un fa is c e a u , dans ce ca s  c e t t e  su rfa ce  e s t  

s itu é e  su r  un hyperplan a к dim ensions.

On montre a u s s i  /a u  mqyen des exem ples/ que ce theorene 

cesse  d’ e tr e  v r a i s i  l ’ on suppose que le s  hyperplans tangents 

à k-1 dim ensions.

[1]

[2]

[3]
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Резюме

О к-мерных поверхностях, касательные 
гиперплоскости которых принадлежат 

одному пучку.

В работе доказывается, что если все к-мерные ги 

перплоснгости касательные к достаточно регулярной 
к-мерной поверхности в п -мерной евклидовом 
пространстве принадлежат к одному пучку, то эта 

поверхность лежит на некоторой к-мерной гипер­

плоскости.

Примеры поданные в работе доказывают, что выше­
указанная теорема перестает быть истинной, если 

в ней к-мерные касательные гиперплоскостии заменит 

/  к—1 / -  мерными касательными гиперплоскостями.


