Zofia Strzelecka

0 PRACACH MAGISTERSKICH
WYKONANYCH W KATEDRZE GEOMETRII WSP W KRAKOWIE

V/ latach 1958-1963 wykonano w Katedrze Geometrii WSP
w Krakowie, pod kierunkiem doc.dr KRYSTYNY TRYUK 25 prac
magisterskich z geometrii rézniczkowej. Przygotowanie stu-
dentow do podjecia pracy magisterskiej nie byto jednakowe.
W okresie pieciu lat siatka zmienita sie w sposéb zasadni-
czy. Uczelnia przeszta bowiem ze studiow czteroletnich na
piecioletnie. Poczatkowo studenci wykonywali prace w cza-
sie rocznego seminarium magisterskiego, dzi$, zanim stang
sie uczetnikami seminarium magisterskiego /ktdére trwa trzy
semestry/ stuchajg semestrowego wyktadu specjalnego z ¢wi-
czeniami, a nastepnie zdajg kolokwium fakultatywne.

Od roku 1959 uczestnicze w seminarium , prowadze kon-
sultacje, a ostatnio ¢wiczenia do wyktadu specjalnego,» Mo-
gtam wiec dobrze zaobserwowaé¢ trudnosci, jakie napotykali
magistranci i ich poczatkowg nieporadnos¢ przy podejmowa-
niu pracy. Podkresli¢ nalezy, ze wszyscy uczestnicy semi-
narium napisali prace magisterskie i ztozyli z wynikiem po-
zytywnym egzamin magisterski.

Przejde teraz do szczegoOtowej analizy prac magister-
skich. Pewien procent prac magisterskich poswiecony jest

krzywym potozonym na powierzchniach i odwzorowaniom po-



186 -

/derzchni.

Ciekawa w tej grupie jest praca zatytutowana "Powierz-
chnie, ktérych geodetyki i tylko geodetyki spetniaja waru-
nek V7'. Yfanmek W opiewa: Normalne do powierzchni poprowa-
dzone wzdtuz krzywej lezgcej na powierzchni sa roéwnolegte
do statej ptaszczyzny. Praca napisana je3t bardzo przej-
rzyscie i zwiezle /tylko 14 stron/. Autor cytuje kilka de-
finicji i twierdzen, zaczerpnietych z literatury />odkres$*
lic nalezy intucje autora, ktéra pozwolita nu z wielkiego
bogactwa twierdzen geometrii rézniczkowej wybra¢ te, Kktore
doprowadzity go szybko do wyniku/. Odpowiedz na postawione

zagadnienie formutuje w postaci dwu twierdzen.

Twierdzenie 1

*

2
Jezeli 1/ powierzchnia jest klasy C ,

2/ posiada krzywizne GAUSSA rézng od zera w kaz-

dym punkcie,

3/ zbiér geodetyk pokrywa sie ze zbiorem krzywych
lezgcych na powierzchni i spetniajacych waru-
nek VI,

to powierzchnia ta jest sfera.
Twierdzenie 2

Zadna powierzchnia rozwijalna nie spetnia zatozenia 3/
twierdzenia 1.

Praca ta po pewnych przerdbkach i uzupetnieniach zos-
tata wydrukowana w Annales Polon. Math. [6].

Na specjalng uwage zastuguje praca dotyczgca odwzoro-
wan sferyczno konforemnych. Autor podaje warunki koniecz-

ne lub dostateczne na to, by odwzorowanie konforemne byto
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sferyczne lub tez sferyczne konforemnym, Formutuje i dowo-
dzi np, -twierdzenia:

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by odwzorowa-
nie sferyczne powierzchni regularnej klasy C3 nierozwijal-
nej byto jednoczesnie konforemnym jest aby zachodzito jed-
no z dwojga: powierzchnia byta minimalna, albo powierzchnia
byta sferg.

Dowody podanych przez autora twierdzen sa oryginalne i sa-
modzielne, Ciekawe sg zastosowania. Autor podaje przykiady:
zamiast szuka¢ funkcji odwzorowujacych konforemnie powierz-
chnie nierozwijalng poprzez rozwigzywanie uktadéw réwnan
rézniczkowych, mozna /ze wzgledu na prostote rachunkéow/ w
oparciu o uzyskane twierdzenie stosowaé odwzorowanie sfe-
ryczne,, ktéore jest konforemne,

Wpozostatych pracach tej grupy dowody uzyskiwanych
twierdzenn majg charakter czysto rachunkowy. Wyniki tych
prac sa nastepujace:

a/ Otrzymano rownania geodetyk na pseudosferze.na kwa-
drykach, na powierzchniach rozwijalnych i prostokresinych;
badano witasnosci tych geodetyk, np, czy przez rézne rodza-
je odwzorowan powierzchni geodetyki przejda w geodetyKki.

b/ Uzyskano réwnania linii krzywiznowych na powierz-
chniach prostokreslinych.

c/ ‘'«”prowadzono réwnania loksodrom, wzory na ich krzy-
wizny, rozpatrywano np. zagadnienie, kiedy loksodroma jest
jednoczes$nie linig asymptotyczng, geodezyjng badZz krzywiz-
nowa. Wykazano, ze loksodroma na stozku jest linig krzywi-
znowa,

d/ Podano wzory na krzywizne GAUSSA i krzywizne $red-
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nig powierzchni prostolcresinych, wykazano twierdzenie, ze
krzywizna GAUSSA dla tych powierzchni jest niedodatnia, ba-
dano zmiane krzywizn powierzchni przy odwzorowaniu konfo-
remnym /krzywizna powierzchni po odwzorowaniu jako funkcja
krzywizny powierzchni przed odwzorowaniem i funkcji odwzo-
rowujacych/» Podobne badania wykonano dla odwzorowania sfe-
rycznego.

Z pracami dotyczgacymi odwzorowan tgczy sie tematycznie
praca zatytutowana: "Catkowity btad mapy przy znieksztatce-
niach dtugosci pél i katéow"» Jest to praca bardzo obszerna
- dowody na og6t sg cytowane z podrecznikéw kartografii i
geometrii réozniczkowej » Stanowi ona catosciowe opracowanie
zagadnienia i moze by¢ uzyteczna dla geodetéw i nauczycie-
li geografii /nalezy doda¢, ze drugim recenzentem pracy byt
geodetal.

Do drugiej grupy zalicze prace z teorii krzywych. Jedna
z nich bada krawedz zwrotu jednoparametrowej rodziny ptasz-
czyzn. W pracy rozpatrywano rodziny ptaszczyzn tréjscianow
PHENETA i BONNETA.

Itoie prace poswiecone sg kuli i kotu scisle stycznemu,V/
jednej z nich autor otrzymuje prosty zwigzek miedzy krzywi-
zng i torsjag krzywej a krzywizng i torsjg krzywej srodkoéw

kul $cisle stycznych:

X krzywizna i torsja krzywej

X* krzywizna i torsja krzywej Srodkow
Znany ten zwigzek mozna znalez¢ np. u RASZEWSKIEGO [4] ale
autor otrzymat go na innej drodze. Ponadto w pracach tych
znajdujg sie wzory na krzywizne i torsje krzywej Srodkow kop

§cisle stycznych dowolnej dostatecznie regularnej krzywej
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przestrzennej oraz réwnania linii asymptotycznej i geodezyj-
nej. Précz tego sg tam zwiazki miedzy krzywiznami i torsja-
mi dwoéch krzywych, o ktérych wiadomo, ze jedna dla drugiej

jest krzywa srodkow kul $scisle stycznych:

X, - X? - const , pcr = boLU,
gdzie t/ to krzywizna i torsja 3tej krzywej /i « 1,2/.
Dwie studentki zajety sie ewolutami i ewolwentami krzywych

ptaskich i przestrzennych. Po dos$¢ elementarnych rachunkach
otrzymatly zwigzki miedzy krzywiznami krzywej, jej ewoluty i
drugiej ewoluty /ewoluta ewoluty/, podobnie dla ewolwent.

Nastepng grupe stanowig prace z teorii powierzchni. W
pracy traktujgcej o powierzchniach obrotowych o statej roz-
nej od zera krzywienie GAUSSA wyprowadzono rownanie potudni-
ka tej powierzchni /dla powierzchni danej rownaniem uwikta-
nym/, efektywnie rozwigzano réwnania geodetyk, a rownania
linii asymptotycznych doprowadzono do catek eliptycznych.Pru-
ca ta ma charakter kompilacyjny - oparta jest na bogatej
réznojezycznej literaturze. Z ciekawszych pozycji nalezy wy-
liczyé: EISENHARTA, [3] ., BIANCHEEGO, [1] , SCHILL31IGA [5]
i BIEBERBACHA [2]. Inna praca tego dziatu dotyczyta powierz-
chni majacych stata rézng od zera krzywizne $redniag, wypro-
wadzono tu miedzy innymi réwnanie potudnika dla powierzchni
obrotowych /zadanych réwnaniem uwikianym/ o statej réznej
od zera krzywiznie Srednieje

Dalsza praca zajmuje sie cylindroidami czyli powierzch-
niami CATALANA. Autorka wyprowadza réwnanie tej powierzchni
a nastepnie podaje warunek konieczny i wystarczajacy na to,

by powierzchnia

r =acCu)+ irc(u) i u, v parametry
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byta cylindroidem. Autorka podaje rowniez wzory na krzywi-
zne GAUSSA i krzywizne S$Srednig cylindroidow.

Charakter czysto rachunkowy ma praca dotyczgca roéwnan
CODAZZIEGO, Autorka uzyskata tu wzory na krzywizne GAUSSA
jako funkcje symboli CHRISTOFFEIl/a, oraz pewne zwigzki mie-
dzy tymi symbolami,

Do osobnej grupy zalicze prace zatytutowang "Rownoleg-
te przeniesienie wektoréw w sensie LEVT-CIVTTA”, Jest to
praca o charakterze kompilacyjnym - od autora pochodzg pew-
ne szczegOty rachunkowe. Warto$¢ pracy polega na zebraniu i
usystematyzowaniu w taki sposéb materiatu znajdujgcego sie
w literaturze, dotyczgcego réwnolegtego przeniesienia wek-
torow na powierzchni dwuwymiarowej, ze praca ta tworzy
"zgrabnag catos¢é".

Specjalnie interesujgce sa dwie prace wykonane ostat-
nio w Katedrze + Dotyczg one krzywych w ukiadach pseudo —
frenetowskich. Oznaczmy przez wektor normalny gt6-
wny krzywej. P-tym ukitadem pseudo-frenetowskim nazywany u-

ktad trzech wektordow:

V(P> d P> “ ».»

V]( * 52 ) » Xg P 1.2,>.

gdZzio J_v (p)

v tP)a V (p-U V(P)e iiS-lj-—- ; V3@)— Vl(P\/ V2 tP)
X

1 2 2

Wspo6itczynniki rozktadu pochodnych wektoréow v ~p\ v,*p) ,
v ~AP”N na kierunki tych wektorow nazywamy krzywiznami p-
tego rodzaju, /T/g tych oznaczen krzywizny frenetowslcie sg
zerowego rodzaju/. Poniewaz torsjia p-tego rodzaju wyraza

sie wzorem



wiec dla p « 1 torsja zeruje sie nie tylko dla krzywych
ptaskich, ale i dla linii Srubowych. Stad wynika mozliwos¢
nowej klasyfikacji krzywych i wprowadzenia przez analogie
linii Srubowych p-tego rodzaju, tj, takich, 2e<’\* const
Ciekawe sag interpretacje geometryczne np, pseudo-krzywizny

i pseudo-torsiji:

X. =1lim Al. 3- dtugos¢ tuku krzywej
1 ns 'f - kat miedzy wektorami
normalnymi gtownymi

lub

ds

gdzie t oznacza diugos$¢ tuku sferycznej indykatrysy nor-

malnych gtownych

< f Kagt miedzy wektorem bi-

- = 733
normalnym a wektorem
lub
= lim AI - kat miedzy wektorami
AS-», OA S

Uzyskano tu wiele ciekawych twierdzen, miedzy innymi twier-
dzenie: Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,by krzy-
wa byta linig Srubowg k-tego rodzaju jest by istniat Kkie-

runek tworzacy staty kat z pierwszym wektorem k-tego ukiadi
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pseudo-frenetowskiego. Specjalny rozdziat posSwiecony jest
poszukiwaniom krzywej, dla ktorej w kazdym punkcie uktad
frenetowski pokrywa sie z p-tyn /dla pewnego p.'ukfadem pse-
udo-frenetowskim, Wiele miejsca poswiecono pseudo-natural-
nym réwnaniom krzywej.

Jak stad widaé¢, wszystkie wykonane w Katedrze prace do-
tycza zagadnien klasycznej geometrii rézniczkowej,bez préb
ostabiania zatozen regularnosci krzywych i powierzchni.Wa-
chlarz rozpatrywanych zagadnien jest dos$¢ duzy, Yfyniki po-
dane w pracach /z matymi wyjatkami/ jakkolwiek znane w i -
teraturze, otrzymywane byly przez magistrantéw na wtitasnej

drodze.
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RESUME

Les travaux des licenciés réalisés dans la Chaire de

la Géométrie d'Ecole Supérieure Pédagogique a Cracovie.

Dans cet article on a présenté les résultats des plus
intéressants travaux des licenciés, concernant la geometrie
différentielle, réalisés dans la Chaire de la Géométrie
d'Ecole Supérieure Pedagogique a Cracovie en 195S - 63»

Un de ces travaux /un peu modifie/ fut publié [6].

Tous ces travaux concernent la geometrie différentie-
Ile classique. lls appartiennent aux différentes divisions:
a la théorie des courbes, des surfaces et des courbes sur
les surfaces. Les résultats de ces travaux /avec quelques
exceptions/ bien que connus dans la littérature, sont obte-

nus par les étudiants 1} aide de leurs propres méthodes.

Pe 3tome

O mMarncrtepckmx paboTax BbINO/IHEHbLIX Ha
Kathegpe leomeTpum lMeparormnyeckoro MHCTUTYTa
B KpakoBe.

B paHHoOW paboTe npeacTaB/ieHbl Haubonee UMHTepec-
Hble BbIBOAbl U3 Marmcrtepckmx paboT no auddepeHynanb-

HOW reomMeTpumn, BbINO/IHEHHbIX Ha Kaheape reomeTtpun
Meparornyeckoro unHctmutyta B Kpaxose 3a rogbl 1953-63.

OpgHa n3 aTmx pab6boT / nocne nepepaboTKM fONONHEHWI/
6blna HanedaTtaHa [6].
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Bce paboTbl OTHOCATCHA K Kjaccu4yeckom pudgepeH-
UMasibHOW reomMeTpuUMN.

B Hux paspabaTbiBaroTcsa npob6saembl, CBsA3aHHble C
Teopuen KpuBbIX, Teopuew MNOBEPXHOCTU, a TakKxke
Teopueli KPUBbIX, PAacnONIOXKEHHbIX Ha MOBEPXHOCTMW.
3a HeboNbLMMWN MUCKIYEHUAMU pe3ynbTaTbl CTY[EH-
YyeCcKMX paboT n3BecTHbl B finTepaType, OAHAaKO
CTYAEHTbl MNPULWIN K HUM, TMPUMEHSAS COOGCTBEHHble

MeTofbl.



