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0 PRACACH MAGISTERSKICH 
WYKONANYCH W KATEDRZE GEOMETRII WSP W KRAKOWIE

V/ la ta c h  1958-1963 wykonano w Katedrze G eom etrii WSP 

w Krakowie, pod kierunkiem d o c .d r  KRYSTYNY TRYUK 25 prac 

m a gistersk ich  z geo m etrii różn iczkow ej.  Przygotowanie s tu ­

dentów do p o d ję c ia  pracy m a g is te rsk ie j n ie  było jednakowe. 

W o k resie  p ię c iu  l a t  s ia tk a  zm ien iła  s ię  w sposób zasadni­

c z y . U cze ln ia  p rz e sz ła  bowiem ze studiów  c z te r o le tn ic h  na 

p ię c io le tn ie .  Początkowo stu d e n ci wykonywali prace w cza­

s ie  rocznego seminarium m a g iste rsk ie g o , d z iś ,  zanim stan ą  

s ię  uczetnikam i seminarium m agistersk iego  /k tó r e  trwa trz y  

sem estry/ s łu c h a ją  semestrowego wykładu sp ecja ln ego  z ćwi­

czeniam i, a n astępn ie z d a ją  kolokwium fak u lta tyw n e.

Od roku 1959 u cz e stn icz ę  w seminarium , prowadzę kon­

s u l t a c je ,  a o s ta tn io  ćw iczenia do wykładu specjalnego,» Mo­

głam więc dobrze zaobserwować tru d n o śc i, ja k ie  n a p o tyk a li 

m agistran ci i  ic h  początkową nieporadność przy podejmowa­

niu p ra cy . P o d k r e ś lić  n a le ż y , że w szyscy u cz e stn icy  semi­

narium n a p is a li  prace m a g iste rsk ie  i  z ł o ż y l i  z wynikiem po- 

zytywnym egzamin m a g is te r s k i.

P rze jd ę  te ra z  do szczegółow ej a n a liz y  prac m agister­

s k ic h . Pewien procent prac m a g iste rsk ich  poświęcony j e s t  

krzywym położonym na pow ierzchniach i  odwzorowaniom p o-
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/d e r z c h n i.

Ciekawa w t e j  gru p ie  j e s t  praca zatytułow ana "Pow ierz­

ch n ie , k tó rych  geo d e ty k i i  ty lk o  geodety k i  s p e łn ia ją  waru­

nek V7" .  Yfanmek W opiewa: Normalne do pow ierzchni poprowa- 

dzone wzdłuż krzywej le ż ą c e j na pow ierzchni są  rów noległe 

do s t a ł e j  p ła szczy zn y . Praca napisana je 3 t  bardzo p r z e j­

r z y ś c ie  i  zw ięźle / t y l k o  14 s t r o n / .  Autor c y tu je  k i lk a  de­

f i n i c j i  i  tw ierdzeń , za czerp n ię ty ch  z l i t e r a t u r y  />odkreś* 

l i c  n a leży  in tu c ję  a u to ra , k tó ra  p o zw o liła  nu z w ielk iego  

bogactwa tw ierdzeń geo m etrii różniczkow ej wybrać t e ,  k tóre  

doprowadziły go szybko do w yn ik u/. Odpowiedź na postawione 

zagadnienie form ułuje w p o s ta c i  dwu tw ierdzeń .

Twierdzenie 1
* 2 

J e ż e l i  1 /  pow ierzchnia j e s t  k la s y  C ,

2 /  p osiada krzywiznę GAUSSA różną od zera w każ­

dym p u n kcie ,

3 /  z b ió r  geodetyk pokrywa s i ę  ze zbiorem krzywych
«

le żą cy ch  na pow ierzchni i  sp e łn ia ją cy ch  waru­

nek V/,

to  pow ierzchnia ta  j e s t  s f e r ą .

Twierdzenie 2

Żadna pow ierzchnia ro zw ija ln a  n ie  sp e łn ia  za ło żen ia  3 /  

tw ierdzen ia  1 .

Praca ta  po pewnych przeróbkach i  uzupełn ien iach  zos­

t a ła  wydrukowana w Annales P o lo n . Math. [ 6 ] .

Na sp e c ja ln ą  uwagę za słu gu je  praca dotycząca odwzoro­

wań sferyczn o  konforemnych. Autor podaje warunki koniecz­

ne lu b  d ostateczn e na t o ,  by odwzorowanie konforemne było



-  187 -

sferyczne lub  te ż  sferyczn e  konforemnym,, Formułuje i  dowo- 

d zi n p , -tw ierdzenia:

Warunkiem koniecznym i  w ystarczającym  na t o ,  by odwzorowa-
3

n ie  sferyczn e pow ierzchni regu la rn e j k la sy  C n ie ro z w ija l- 

nej było jedn ocześn ie  konforemnym j e s t  aby zach odziło  je d ­

no z dwojga: pow ierzchnia b yła  minimalna, albo powierzchnia 

była  s f e r ą .

Dowody podanych przez au tora tw ierdzeń są  oryginalne i  sa ­

m odzielne, Ciekawe są  zastosow an ia . A utor podaje przykłady: 

zam iast szukać fu n k c ji  odwzorowujących konforemnie powierz­

chnię n ie ro zw ija ln ą  poprzez rozwiązywanie układów równań 

różniczkow ych, można /z e  względu na p r o s to tę  rachunków/ w 

oparciu o uzyskane tw ierdzen ie stosow ać odwzorowanie s f e ­

ryczn e ,, k tó re  j e s t  konforemne,

W p o zo sta ły ch  pracach t e j  grupy dowody uzyskiwanych 

tw ierdzeń mają ch a ra k ter  c z y s to  rachunkowy. Wyniki tych  

prac są  n a stęp u ją ce :

a /  Otrzymano równania geodetyk na p seu d o sferze .n a  kwa- 

drykach, na pow ierzchniach rozw ija ln ych  i  p ro sto k resin y ch ; 

badano w ła sn ości ty ch  geod etyk , n p , czy przez różne rodza­

je  odwzorowań pow ierzchni geo d etyk i p rze jd ą  w g e o d e ty k i.

b /  Uzyskano równania l i n i i  krzywiznowych na powierz­

chniach p ro sto k re śln y ch .

с /  '«'^prowadzono równania loksodrom , wzory na ic h  krzy­

w izny, rozpatrywano n p. za ga d n ien ie , k iedy loksodroma j e s t  

jedn ocześn ie l i n i ą  asym ptotyczną, geodezyjną bądź krzyw iz­

nową. Wykazano, że loksodroma na stożku  j e s t  l i n i ą  krzywi­

znową,

d / Podano wzory na krzywiznę GAUSSA i  krzywiznę śred­
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nią pow ierzchni p rosto lcresin ych , wykazano tw ierd zen ie , że 

krzywizna GAUSSA d la  tych  pow ierzchni j e s t  n ie  d od atn ia , ba­

dano zmianę krzywizn pow ierzchni przy odwzorowaniu konfo­

remnym /krzyw izna pow ierzchni po odwzorowaniu jak o  fu n kcja  

krzywizny pow ierzchni przed odwzorowaniem i  fu n k c ji  odwzo­

row ujących/» Podobne badania wykonano d la  odwzorowania s fe ­

ryczn ego .

Z pracami dotyczącym i odwzorowań łą cz y  s i ę  tem atycznie 

praca zatytułow ana: "Całkow ity b łąd  mapy przy z n ie k sz ta łc e ­

n ia ch  d łu g o śc i p ó l i  kątów"» J e s t  to  praca bardzo obszerna 

-  dowody na ogół są  cytowane z podręczników k a r to g r a f i i  i  

ge o m etrii różniczkow ej » Stanowi ona całościow e opracowanie 

zagadnienia i  może być u żyteczna d la  geodetów i  nauczycie­

l i  g e o g r a f i i  /n a le ż y  dodać, że drugim recenzentem pracy był 

g e o d e ta /.

Do d ru gie j grupy z a l ic z ę  prace z t e o r i i  krzywych. Jedna 

z n ic h  bada krawędź zwrotu jednoparametrowej rodziny p ła sz ­

czyzn . W pracy rozpatrywano rodziny p łaszczyzn  tró jścian ów  

PHENETA i  BONNETA.

Itoie prace poświęcone są  k u li  i  kołu  ś c i ś l e  stycznemu,.V/ 

jed n ej z n ic h  au to r otrzymuje p ro sty  związek między krzywi­

zną i  t o r s ją  krzywej a krzywizną i  t o r s ją  krzywej środków 

ku l ś c i ś l e  styczn ych :

X  krzywizna i  to r s  j a  krzywej 

X *  krzywizna i  to r s  j a  krzywej środków 

Znany ten  związek można zn a leźć  n p. u RASZEWSKIEGO [ 4 ]  a le  

au tor otrzym ał go na innej drodze. Ponadto w pracach tych  

zn a jd u ją  s i ę  wzory na krzywiznę i  t o r s ję  krzywej środków kóp 

ś c i ś l e  stycznych  dowolnej d o sta te cz n ie  regu larn ej krzywej
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p rzestrzen n ej oraz równania l i n i i  asym ptotycznej i  geodezyj­

n e j .  Prócz tego  są  tam zw iązki między krzywiznami i  t o r s ja ­

mi dwóch krzywych, o k tó rych  wiadomo, że jedna d la  d ru gie j 

j e s t  krzywą środków ku l ś c i ś l e  styczn ych :

X,  -  X ? -  const , дС  ̂ = Ъ . U,

gd zie  t /  to  krzywizna i  to r s ja  з- t e j  krzywej / i  «  1 , 2 / .  

Dwie stu d en tk i z a ję ły  s i ę  ewolutami i  ewolwentami krzywych 

p ła sk ich  i  p rzestrzen n ych . Po dość elem entarnych rachunkach 

otrzymały zw iązki między krzywiznami krzyw ej, j e j  ewoluty i  

d ru giej ewoluty /ew o lu ta  e w o lu ty /, podobnie d la  ewolwent.

Następną grupę stanow ią prace z t e o r i i  p ow ierzchn i. W 

pracy tr a k tu ją c e j o pow ierzchniach obrotowych o s t a łe j  róż­

nej od zera krzyw ienie GAUSSA wyprowadzono równanie południ­

ka t e j  pow ierzchni /d l a  pow ierzchni danej równaniem uwikła­

nym/, efektyw nie rozwiązano równania geode ty k , a równania 

l i n i i  asym ptotycznych doprowadzono do c a łe k  eliptycznych.Pru- 

ca ta  ma ch arak ter kom pilacyjny -  oparta j e s t  na bogatej 

różnojęzycznej l i t e r a t u r z e .  Z ciekaw szych p o z y c ji  należy wy­

l i c z y ć :  EISENHARTA, [3 ]  , BIANCHEEGO, [1 ] ,  SCHILL31IGA [ 5 ] 

i  BIEBERBACHA [2 ] .  Inna praca tego  d z ia łu  d o ty czy ła  powierz­

chni mających s t a ł ą  różną od zera krzywiznę śre d n ią , wypro­

wadzono tu  między innymi równanie południka d la  pow ierzchni 

obrotowych /zadanych równaniem uwikłanym/ o s t a łe j  różnej 

od zera krzyw iźnie ś r e d n ie j•

D alsza praca zajm uje s i ę  cylin d roidam i c z y l i  powierzch­

niami CATALANA. Autorka wyprowadza równanie t e j  pow ierzchni 

a n astępnie podaje warunek konieczny i  w ystarcza jący  na t o ,  

by powierzchnia

r  = â  C u ) + i r c ( u )  i u , v parametry
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b yła  cylin d roidem . Autorka podaje również wzory na krzyw i­

znę GAUSSA i  krzywiznę śred n ią  cy lin d roidów .

Charakter c z y s to  rachunkowy ma praca dotycząca równań 

CODAZZIEGO, Autorka u zysk ała  tu  wzory na krzywiznę GAUSSA 

jak o  fu n k cję  sym boli CHRIS TO FFEl/a , oraz pewne zw iązki mię- 

dzy tymi symbolami,

Do osobnej grupy z a l ic z ę  pracę zatytułow aną "Równoleg­

łe  p rz e n ie s ie n ie  wektorów w se n sie  LEVT-CIVTTA” ,  J e s t  to  

praca o charakterze kompilacyjnym -  od autora pochodzą pew­

ne sz cz e g ó ły  rachunkowe. W artość pracy p olega  na zebraniu i  

usystematyzowaniu w ta k i sposób m ateriału  znajdującego s ię  

w l i t e r a t u r z e ,  dotyczącego rów noległego p rz e n ie s ie n ia  wek­

torów na pow ierzchni dwuwymiarowej, że praca ta  tworzy 

"zgrabną c a ło ś ć " .

S p e c ja ln ie  in te re s u ją c e  są  dwie prace wykonane o s ta t ­

n io  w Katedrze • D otyczą one krzywych w układach pseudo — 

fren eto w sk ich . Oznaczmy przez wektor normalny g łó ­

wny krzyw ej. P-tym  układem pseudo-frenetow skim  nazywany u- 

k ła d  trz e c h  wektorów:

V (P> y d 1) y(P>
V1 * v2 » *3

gdZi0 J _ v (p)
v t P ) a V ( p - U  V ( P ) e i i S - I j -------;

1 2 2

W spółczynniki rozkładu pochodnych wektorów v ^ p \  v , ^ p ) , 

v ^ P  ̂ na k ieru n k i ty c h  wektorów nazywamy krzywiznami p - 

tego  ro d z a ju , /т/g ty ch  oznaczeń krzywizny frenetow slcie są  

zerowego r o d z a ju /. Ponieważ to rsji a p -te g o  rodzaju  wyraża 

s i ę  wzorem

p “  1 , 2 , » . »

V (p)- V (PV V t P )
3 1 x 2



więc d la  p « 1 t o r s ja  zeru je  s i ę  n ie  ty lk o  d la  krzywych 

p ła s k ic h , a le  i  d la  l i n i i  śrubowych. S tą d  wynika m ożliwość 

nowej k la s y f ik a c j i  krzywych i  wprowadzenia przez a n alo g ię  

l i n i i  śrubowych p -te g o  ro d za ju , t j ,  ta k ic h , ż e ^ *  co n st
</tp

Ciekawe są in te r p r e ta c je  geometryczne n p , pseudo-krzyw izny 

i  p s e u d o -to r s ji :

,3 -  d łu gość łuku krzywej 

'f  -  k ą t między wektorami 

normalnymi głównymi

Ж  . = lim  A l .  
1 Л s

lub

ds

gd zie  t  oznacza d łu gość łuku sfe ry cz n e j indykatr y sy nor­

malnych głównych

-, = ”33

lub

= lim
AS-».

Al
о д s

<b f  K ąt między wektorem b i -  

normalnym a wektorem

-  k ą t między wektorami

Uzyskano tu  w iele  ciekawych tw ierdzeń , między innymi tw ier­

dzenie: Warunkiem koniecznym i  w ystarczającym  na to ,b y  krzy­

wa była  l i n i ą  śrubową k -te g o  rod zaju  j e s t  by i s t n i a ł  k ie ­

runek tworzący s t a ły  k ąt z pierwszym wektorem k -te g o  układi
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p seu do-fren etow sk iego . Sp e cja ln y  r o z d z ia ł poświęcony j e s t  

poszukiwaniom krzyw ej, d la  k tó re j w każdym punkcie układ 

fren etow ski pokrywa s i ę  z p -ty n  /d l a  pewnego p.'układem pse- 

udo-frenetow skim , W iele m ie jsca  poświęcono pseudo-natural- 

nym równaniom krzyw ej.

Ja k  s tą d  w idać, w szystk ie  wykonane w Katedrze prace do­

ty cz ą  zagadnień k la sy czn e j geo m etrii różn iczkow ej,bez prób 

o sła b ia n ia  założeń  re g u la rn o śc i krzywych i  powierzchni.W a­

ch la rz  rozpatrywanych zagadnień j e s t  dość duży, Yfyniki po­

dane w pracach / z  małymi w yjątkam i/ jakkolw iek znane w l i ­

te r a tu r z e , otrzymywane b yły  przez m agistrantów  na własnej 

drodze.
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RESUME

Les travaux des l ic e n c ié s  r é a l is é s  dans l a  Ch aire de 

l a  Géométrie d 'E co le  Supérieure Pédagogique à C ra co v ie .

Dans c e t  a r t ic le  on a présen té le s  r é s u lt a t s  des p lu s 

in té re ssa n ts  travaux des l i c e n c i é s ,  concernant l a  geom etrie 

d i f f é r e n t i e l l e ,  r é a l is é s  dans l a  Chaire de l a  Géométrie 

d 'E co le  Supérieure Pedagogique à Cracovie en 195S -  63»

Un de ces travaux /u n  peu m o d ifie / fu t  p u b lié  [ б ] .

Tous ces  travaux concernent l a  geom etrie d if f é r e n t ie ­

l l e  c la s s iq u e . I l s  appartiennent aux d if fé r e n te s  d iv is io n s : 

à l a  th é o rie  des cou rb es, des su rfa ce s  e t  des courbes su r 

le s  s u r fa c e s . Les r é s u lt a t s  de ces  travaux /a v e c  quelques 

e x ce p tio n s/ bien  que connus dans l a  l i t t é r a t u r e ,  son t obte­

nus par le s  é tu d ia n ts  1} aide de le u r s  propres méthodes.

Ре зюме

О магистерских работах выполненых на 

Кафедре Геометрии П едагогического института 

в Кракове.

В данной работе представлены наиболее интерес­
ные выводы из магистерских работ по дифференциаль­

ной геометрии, выполненных на Кафедре геометрии 
Педагогического института в Kpaxose за годы 1 9 5 3 -6 3 .

Одна из этих работ /  после переработки дополнений/ 
была напечатана [ б ] .
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Все работы относятся к классической дифферен­

циальной геометрии.

В них разрабатываются проблемы, связанные с 

теорией кривых, теорией поверхности, а также 
теорией кривых, расположенных на поверхности. 

За небольшими исключениями результаты студен­

ческих работ известны в литературе, однако 
студенты пришли к ним, применяя собственные 

методы.


