
Stefan Тора

PEWNA NOWA METODA ROZWIĄZYWANIA вбшГЛХГ FUNKCYJNYCH 
UOGÓINICNEJ FUNKCJI PSEUDO-JSaîO RO H iEJ I  FUNKCJI 

PRAWIE-  JEHIOROШ E J WPROWADZONYCH PRZEZ V .A LA C l'ego

Wstęp,

P o ję c ie  fu n k c ji  jednorodnej.wprowadzone przez L,EULERA 

/1 7 5 5 , 1768, 1 7 7 0 /, a n astępn ie  rozw ijane przez C.IîALPHEMA 

/ 1 9 1 1 /  [ l i  oraz A , F A V R E / 1 9 1 7 /  [2] ,  s t a ło  s ię  p rzed -

miotem szeregu prac V.ALACI*ego / 1 9 2 3 ,1 9 4 3 , 1 9 5 0 , 1 9 5 2 ,1 9 5 ^

[ 3 ] .
Dotychczasowy rozwój tego  p o ję c ia  można przedstaw ić na* 

s tę p u ją c o . Kamy najpierw  fu n kcje  jedn orodn e,które  i s t n ia ły  

przed V ,A LA CI#m, noszące nazwę k lasycznych  fu n k c ji  jed n o - 

rodnych. Są  n im i: 1 /  k lasyczn a  fu n k cja  jedn orodn a,2 /  kia* 

syczna fu n k cja  pozytywnie jednorodna, 3 /  k lasyczna fu n k cja  

pozytywnie jednorodna rzędu /* . • K lasyczne fu nkcje  jedno

rodne u o g ó ln ił  V.ALACI wprowadzając tak zwane 4 /  fu nkcje  

pseudo-jednorodne, 5 /  uogólnione fu n kcje  pseudo-jednorodne 

oraz 6 /  fu n kcje  praw ie-jednorodne.

Przytoczymy d e f in ic je  wymienionych pojęć/podajem y s f o r 

mułowanie od razu d la  n zmiennych n ie z a le ż n y c h /.3̂  

D e f in ic ja  1 .  Funkcję (x1, . . .  ,x^ ) nazywamy k lasyczn ą

x /  Będziemy mówić jed y n ie  o fu n kcjach  rzeczyw istych  
zmiennych rzeczy w isty ch .



-  196  -

fu n k cją  jednorodną, j e ś l i  sp e łn ia  ona równanie funkcyjne

( i )  'f ( t x 1 f . . . t txn) = t  (x1 , . . . , x n )

d la  w sz elk ich  x  = ( x „ , . . • , x  ) i  t  .v i » « » n

D e f in ic ja  2 .  Funkcję f  (x^, . , . ,x^) nazywany k lasyczn ą funk- 

c ją  pozytywnie jednorodną, j e ś l i  sp e łn ia  ona równanie funk

cyjn e (1) d la  w sz e lk ich  x oraz t  >  0 ,

D e f in ic ja  3 * Funkcję f  (х^, . ,х^) nazywamy k lasyczn ą fimk- 

c j ą  pozytywnie jednorodną rzędu yu , j e ś l i  sp e łn ia  ona rów- 

nanie funkcyjne

(2 ) ‘f ( tx1 , . . .  , t x n) = ‘f  Ц ........... xn)

d la  w sz e lk ich  x i  t  >  0 , gd zie  /»> j e s t  dowolną s ta 

ł ą  zadaną.

D e f in ic ja  4 ,  Funkcję ^ (x1, . , « , x ^ ) nazywamy fu n k cją  pse

udo-jednorodną, j e ś l i  sp e łn ia  ona równanie funkcyjne

(3 ) 4* ( t  t  xia) = ^  ^ ( x i » » » #*xn )

d la  w sz elk ich  x i  t  >  0 , gd zie  s t a łe  , yU. są

dane.

D e f in ic ja  5 ,  Funkcję f ( x 1, . , . ,x^) nazywamy uogólnioną 

fu n k c ją  pseudo-jednorodną, j e ś l i  s p e łn ia  ona równanie fu nk-

cyjne

(4) 'f  (f^  ( t ^ , , , ,  , ^ ) х ,| , ,  , , ,

-  F ( t 1 , • •  • , t e  ) i  (x1 , . , . , x n ) (m n )

d la  w sz elk ich  x i  t  ** ( t ^ f , , , , t  ) é T , gd zie  T

j e s t  wspólnym obszarem o k re ślo n o śc i danych funkcyj f \  , F # 

•
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D e fin ic ja  6 .  Funkcję (х^, . . .  ,х^) nazywamy fu n k cją

praw ie-jednorodną, j e ś l i  s p e łn ia  ona równanie funkcyjne

15) ^11^1 »• • • , t  )+ x „ , • J  + x ) -* m 1 * я +  n '

F ( t „ , . . . , t  ) (x„
* * * * ,Xn ^

( m n )
1 1* * m ; '  1

x  oraz t  (  T , gd zie  T j e s t wspólnym

obszarem o kred lon ości danych funkcyj f  , p  „

J e s t  w idoczne, że równanie ( 3 )  j e s t  szczególnym  przy™ 

padkiem równania ( 4 ) »  D latego  te ż  odtąd zajmować 3 ię  bę

dziemy jed y n ie  równaniami (4) i  ( 5 ) .  Okazuje s i ę ,  że rów

nania te  n ie  d la  w szelk ich  funkcyj f^  ,  F p o sia d a ją  roz

w iązania. V .ALACI, w swoich p racach , rozw iązuje równania 

funkcyjne (4 ) i  15) /c z y n i to  d la  n =  3 /  d la  następu

jących  podstaw ień:

А . V/ przypadku równania (4 ) :

f .  ( t . . , • . . , t  1* t.. » » . t  , l i  ~ 1 , . . . , n )  (m n)
i i  m i  m

/*•-. fX
F ( t _ , . . . , t  )= t .  . . . t  t f c T  = { t ; t > o ,  ( j = 1 , . . . ,m)}I D 1 П .i 9

gd zie  s t a łe  , u .  są  dane.

В . V/ przypadku równania ( 5 ) :

f il t 1..........t « M L l V ' —+*imt m "

* < * i. . . . « J - Л 1 — л ! 1 t l î

1 , . . . , n )  (m n)

= { t s t .  dowolne (j=1,...,m  )|
D

gd zie  s ta łe  .  / “ -a =■ 0 s ą  dane.

Równania (4 )  i  (5 ) przy podstaw ieniach,odpow iednio^Л i  

3 p o sia d a ją  rozw iązan ia . Czy jednakże oprócz funkcyj wy
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m ienionych pod A i  B n ie  i s t n i e j ą  je sz c z e  in n e , przy 

których  odpowiednie rów iania (4 ) i  ( 5 ) p o sia d a ły  by roz

w iązania -  tego  dotąd n ie  wiadomo.  V.ALACI problemu powyż

szego w ogóle  n ie  rozw aża. I  my, w t e j  p ra cy , n ie  będziemy 

3 ię  tym problemem zajm ow ali.

Celem n in ie js z e j  pracy j e s t  przedstaw ien ie pewnej no

wej metody z n a le z ie n ia  ogólnych rozwiązań równań fu n kcyj

nych (4) i  (5 )  z odpowiednimi podstawieniam i A i  B .Ja k  

zobaczymy metoda t a  j e s t  elem entarna i  ła tw ie js z a  w s to s o 

waniu od metody ALACI^ego. Ponadto ma ona tę  ważną z a le t ę ,  

że d o sta rcza  ogólnych rozwiązań w k la s ie  funkcyj całkiem  

dowolnych, gdy tymczasem metoda ALACI^ego daje  rozw iązania 

w k la s ie  funkcyj różniczkow alnych. Metoda A LA CI^ego,stoso

wana do równania (4 ) ,  w zględnie ( 5 ) ,  p olega  na sprowadze

n iu  danego równania funkcyjnego do odpowiadającego mu u kła

du równań różniczkowych cząstkow ych lin iow ych  1 -g o  rzędu ib  

jedn ą fu n k cję  niewiadomą, k tó rą  j e s t  szukana fu n k cja  jedno

rodna /u k ła d  ten  j e s t  odpowiednikiem znanego równania róż

niczkowego EULERA d la  k la sy czn e j fu n k c ji  je d n o r o d n e j/.Z c a ł- 

lcowanie tego  układu /z r e s z t ą  n ie  ta k ie  p r o s te /  daje  rozwiąż 

zanie równania (4 )  w k la s ie  funkcyj różniczkow alnych.M eto- 

da nowa n ie  k o rzy sta  z równań różniczkowych i  ma ch arakter 

a lg e b r a ic zno-geome try cz n y .

V .A LA CI, przy rozwiązywaniu równania ( 5 ) ,  n ie  zauważa 

głęb o k iego  związku pomiędzy tym równaniem a równaniem ( 4 ) .  

Okazuje s i ę ,  że równanie (5 )  d aje  s ię  w łatw y sposób sp ro - 

Y/adzić do równania (4 )  i  tym samym n ie  ma potrzeby bezpoś

redniego rozwiązywania tego  równania. Je g o  rozw iązanie moż

na bowiem otrzymać z rozw iązania równania ( 4 ) .
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Kawa metoda ma sz e ro k i zakres zastosow ań. Równania (4 ) 

i  ( 5 )  można znacznie u o g ó ln ić  / i  to  w spólnie u o g ó ln ić / i ,  

ja k  s ię  okazało , ta  nowa metoda pozwala w stosunkowo łatwy 

sposób rozw iązać otrzymane nowe równanie fu n k cyjn e . Zagad

nieniem tym zająłem  s ię  w osobnych p racach . U o gó ln ien ia , o 

których  mowa, w iążą s ię  na przykład  z równaniami fu n k cyj

nymi komitant obiektów geom etrycznych.

Ponadto ze względu na i s t n ie ją c y  związek pomiędzy rów

naniami funkcyjnym i wzmiankowanego typu a układami równań 

różniczkowych cząstkowych lin iow ych  1 -g o  rzędu z jedną 

fu n kcją  niewiadomą można stosow ać te  pierw sze równania do 

o sta tn ic h  z wyraźną k o r z y ś c ią ,

I • Ogóln e__r o z w ią z ^ ie  ró v m ffiia _U ) z podstaw ieniam i A__ w

m iejsee _ fu n k cy j__•

Po dokonaniu zaznaczonego podstaw ienia A równanie (4  ) 

przyjmuje p osta ć

(4 ' ) f U ? 1 . . .
+ oC1m . m1 

m X1»***»

0C \
t “ “  V - . . .  Tijjj X ) -

Ч и^ (х 1..... xn )
(m c  n;

gdzie s ta łe  _ oraz jx  są  dane, x = ( x 1 , . . . ,  xn) fe An

oraz t  » ( t | , M i , t  ) i  T przy czym A^ oznacza n-w y- 

miarową p rze strze ń  arytm etyczną a T j e s t  określone przez

T = { t  : t .  0 ( j  = 1 , . . . ,  m)].
J

Przy pomocy funłęcyj wewnętrznych lew ej stro n y  równania 

(4*)utwórzmy tran sform ację

= -fcn . . .  t n x± x ,y  4 лп ( i  1 , . , . ,  n ) ,
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gd zie  t  j e s t  paramétrera, p r z e k s z ta łc a ją c ą  A^ w s ie b ie .

Powyższe p rz e k sz ta łc e n ia  tworzą m-parametrową grupę 

p rz e k sz ta łc e ń , co łatw o spraw dzić.

Zacytujem y te ra z  pewne p o ję c ia  pom ocnicze.

N iech  dana będzie grupa tra n sfo rm a cji

( 7 )  y  -  f ( x , t )  x ,y  fc X t  t  T

gd zie  t  j e s t  parametrem.

D e f in ic ja  7 .  Obszarem tranzytyw ności grupy tra n sfo rm a cji 

( 7 ) nazywamy z b ió r  określony przez (p a tr z  [4 ] )

Ex ■ { y  5 \ (y = t  ( x , t ) ) }

gd zie  x j e s t  u sta lo n e  /można by mówić o obszarze tranzy

tyw ności odpowiadającym punktowi x / .

Znana j e s t  n astęp u jąca  w łasność obszarów tranzytywnoś

c i  s każde dwa obszary tranzytyv/ności są  albo id e n ty c z n e ,a l

bo r o z łą cz n e . Wynika to  s tą d , że r e la c ja  R określona w 

zb iorze  X przez

x R y  — {  3 (y  »  f  l x , t ) ) J

j e s t  równoważnością, co n ie  trudno spraw dzić.

D e f in ic ja  8 .  Każdy z b ió r  położony w X i  zbudowany wyłą

czn ie  z obszarów tran zytyw n ości, nazywamy w iązką obszarów 

tranzy tywnośc i .

D e f in ic ja  9 .  Maksymalną wiązkę w łókien transytyw nych, cży

l i  san z b ió r  X , nazywamy p rz e s trz e n ią  przedstaw iana gru

py tra n sfo rm a cji ( 7 ) .

J e ś l i  fu nkcje  f ( x , t )  grupy tra n sfo rm a cji ( 7 )  są  dos

ta te c z n ie  regu la rn e , to  można mówić o wymiarze obszarów tran 

zytyw n ości, jak o  po p ro stu  o wymiarze zbiorów , którym i są
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te  obszary tran zytyw n o ści/ n ie  będziemy tego  p o ję c ia  pre

cyzować, gdyż d la  naszych celów  okaże s ię  to  z b y te c z n e ./ 

D e fin ic ja  10 ,  Y/iązkę obszarów tranzytyw ności o jednakowym 

wymiarze nazywany wiązką jednorodną.

D e fin ic ja  11.  Z b ió r  W , położony w u sta lo n e j wiązce V/ 

o w ła sn o ści, że z każdym obszarem tranzytyw ności t e j  wiąz

k i  posiada dokładnie jeden punkt w spólny, nazywany genera

torem te jż e  w ią z k i.

D e fin ic je  10, 11 są  p ropozycją  a u to ra .

Zwróćmy uwagę na t o ,  że równanie ( 7 ) ,  gd zie  x j e s t  

u sta lon e a t  zmienne, można /zgo d n ie  z d e f in ic ją  obszaru 

tran zytyw n ości/ uważać za równanie obszaru tranzytyw ności, 

odpowiadającego punktowi x •

Powracamy te ra z  do równania (4*).

Ponieważ fu n kcje  w ystępujące po prawych stro n a ch  rów

nali (6 )  s ą  w ysokiej k la sy  r e g u la r n o śc i, p rzeto  będzie noż

na mówić tu ta j  o wymiarze obszarów tranzytyw ności grupy 

tra n sform a cji przez te  równania ( 6 )  o k r e ś lo n e j. Przy u s ta 

lonym x równania (6 )  p rzed sta w ia ją  po p ro stu  pewną p o- 
x /

w ierzch n ię, k tó r e j wymiar zależny j e s t  od punktu x  oraz 

s ta ły c h  oi . . /mówiąc dokładniej od rzędu m acierzy |oC . . | / .
i  j it)

Zwróćmy obecnie uwagę na n a stęp u ją cy  f a k t ,  w ynikający

bezpośrednio z przedstaw ionej a n a lizy  i  in te r p r e ta c ji  funk*

cy j wewnętrznych, w ystępujących po lew ej s tr o n ie  równania

funkcyjnego (4 '):

x /  In te r p r e ta c ja  ta  wymaga p r z y ję c ia +ł że Л j e s t  n - 
wyniarową p rz e s trz e n ią  euklidesow ą, a A zbiorem m-wymia- 
rowej p rz e strz e n i eu k lid eso w ej, co nożna"uczynić n ie  powo
dując obniżenia w a rto ści i  i s t o t y  rozważań.
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J e ś l i  znana j e s t  w artość rozw iązania Ч(эс) równania 

(4' )  w ja k im  punkcie pow ierzchni /o b sza ru  tronzytyw ności/ 

o równaniach ( 6 ) f wówczas w p o zo sta ły ch  punktach t e j  po

w ierzchni w a rto śc i tego  rozw iązania są  ju ż  jednoznacznie o- 

k re ś lo n e . Oznacza t o ,  że j e ś l i  znalibyśm y w a rto ści rozw ią

zan ia  równania funkcyjnego (4*), zadanego na u sta lo n e j 

wiązce obszarów tran zytyw n ości, d la  x n ależących  do ge

n eratora  t e j  w ią z k i, wówczas w a rto ści tego  rozw iązania w 

p o zo sta ły ch  punktach w iązki są  wyznaczone jedn oznacznie .

Pakt powyższy stanow i główną myśl nowej metody rozwią

zywania równania funkcyjnego typu (4 ') .

S t  rule tura rachunkowa nowej metody wymaga jednakże tego, 

by dane równanie funkcyjne rozpatrywać najpierw  na poszcze

gólnych  maksymalnych wiązkach jednorodnych i  następnie uzy

skane w ten  sposób rozw iązania częściow e sumować mnogościo

wa.

D e f in ic ja  13.  J e ś l i  dane są  fu n kcje  f C x )  oraz y ( y ) ,  

określone odpowiednio na zb iorach  rozłączn ych  X oraz '£ , 

wówczas fu n k cję  ^  ( z ) określon ą na zb iorze  X и у  na

s tę p u ją c  os

4  IZ) d la z é X

(Z ) d la z é Y

nazywany sumą mnogościową funkcyj danych i  oznaczamy sym- 

bólem ( z ) U у  ( z ) .

D e f in ic ja  13 j e s t  propozycją  a u to ra .

Aby n ie  komplikować zagadnienia umówimy s i ę ,  że rozw ią

żemy równanie (4‘ ) je d y n ie  na zb iorze  X określonym przez 

i 8 ) X = { x : x i # 0  ( i  = 1 , . . . ,  n)j  ,
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który to  z b ió r , ja k  łatw o spraw dzić, j e s t  w iązką obszarów 

tranzytyw ności i  to  w iązką jednorodną /względem grupy trans

form acji (6  ) .

N ie otrzymamy więc pełnego rozw iązania równania (41) ,z a 

danego w c a łe j  p rz e s trz e n i , a le  to  n ie  lu a iie jsz y  war

to ś c i  p racy , gdyż vr n ie j  zam ierzyliśm y pokazać jed yn ie  me

to d ę , k tó ra  mogła by doprowadzić do uzyskania tego  pełnego 

rozw iązania . J e ś l i  zobaczymy ja k  d z ia ła  metoda w przypadku 

równania (4 1 ) zadanego na zb iorze  X , wówczas n ie  trudno 

będziemy j ą  m ogli p rzen osić  na równanie ( 4 ( ) rozpatrywane 

na innych wiązkach obszarów tran zytyw n ości, gdyż w przypad

ku, gdy k tó re ś  *k j e s t  zerem równanie ( 4) przechodzi auto

matycznie na podobne rów nanie, a le  rozpatrywane w p rzes

trz e n i arytm etycznej o niższym nymiarze n iż  n . Do tego 

równania można będzie stosować powyższe rozumowanie od no

wa i t d .

P rzystęp u jąc do rozwiązywania równania funkcyjnego (41)

na zb iorze  X możemy z a ło ż y ć , że s t a łe  oC. .  w nim v y s -
_ ,

tępu jące s p e łn ia ją  warunek

( 9 ) rząd  i II = m ,

gdyż w przeciwnym przypadku można by było wprowadzić nowy 

parametr t '  o m n iejszej i l o ś c i  składovych, przy którym 

nowe s ta łe  4 j* , s p e łn ia ły  by warunek ( 9 ) /  to  zna

czy m acierz \\c(y y  \l była by maksymalnego r z ę d u /.

Przy za łożen iu  (9 )  obszary tranzytyw ności grupy tra n s

fo rm a cji ( 6 ) ,  odpowiadające punktom x należącym do zb io 

ru X , są  m-wym.iarowyni pow ierzchniam i.

Zb iór X j e s t  więc wiązką jednorodną obszarów tran zy

tyw ności.
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Generatorem X t e j  w iązki X może być na przykład 

(n-m ) -wymiarowa pow ierzchnia o równaniach parametrycznych

( Ю) f  Z3 i1
(3
1 in-m

X . Я c . s„ o 9 e S
X X 1 n-m

l i  50/3
'  i k

Я  co n st
U -

sgn x.

i  *  1 , . . . ,  n \  

к = 1 , .  .  * ,  n-m/ ,

gd zie  s  é S , przy czym S j e s t  określone przez

( 1 1 )  S =. ( s  : s^  0 (k «  1 , . * . ,  n-m)j.

Zgodnie z d e f in ie j  ą wymiaru powierzchni musimy o s ta 

ły ch  / 3 ^  z a ło ż y ć , że

rząd II/4 ik И " n_m

a zgodnie z d e f in ic ją  gen era tora , że

(12) rząd ||«.ц , /3i k | = П ,

gdyż tran sform acja

0 3 ) y i i
. ‘’‘'im P  i1 ^in-m

X s, ••• sШ  1 n—Ш

( i  = 1 » • • • »  n )

y é X t t l  s f e S

musi być in te g r a ln ie  odw racalna.

Znajdźmy tran sform ację  odwrotną do tra n sfo rm a cji (13)» 

Ponieważ Sgn x± = sgn  У. ♦ więc równania (13) możemy 

zanotować w p o s ta c i

(14)
i1 .°4m ^ i1

t s , • •  •
m 1

/?.' m-m sn-m ( i  = 1 , . . * ,  n )

Logarytmując obustronnie równania (1 4 )  otrzymujemy

(.5 ) oC. „ l n t .  + . . . +  oć. l n t  + /3 I n s  + . . . +  /3 łn s  
i1 1 xm m ' x1 1 ' xn-m n-m

и ln|y^| ( i  = 1 , . . . ,  n ) .
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Układ równań (15) na niewiadome l n t . ,  In s. j e s t  u k ła -
0 ^

dem liniowym oramerowskim /p a tr z  za ło żen ie  (1 2 )^ Je g o  r o z -  

wiązanie zanotujmy sym bolicznie w p o s ta c i

(16) l n t  . =S
i

n

2 Z Si J ( j  = 1 ,  • • • ,  m )
o i  />

n
ln s , = к z :

i /1
(k = 1 , . . . , n - m )

gdzie s ta łe  b  _  » ^ ik  jednoznacznie określonym i funk

cjam i danych s ta ły c h  oC.
i0 ik  *

(17)
b i  j

*j s|yll
i i nÓ

•••|yn l

i i^ 1k . Л nk
sk “ N —  |yj

gdzie h i  ’ h i Ы  s i k '

Ze wzorów (16) otrzymujemy w końcu, że

( j  P 1 , •  • • ,  m)

(k = l , . . . , n - m ) ,

cjam i łatwo dającym i s ię  wyznaczyć.

H iech te ra z  fu nkcja  ^ ( x ) ,  s p e łn ia ją c a  równanie funk

cyjne (4' )  na zb iorze  X , przyjm uje swe т/a r t o ś c i  na gene

ratorze  X o równaniach (10) według wzoru

^1n-m r P  n1 ^nn-m l
(ia)'f(s)s1 • . .s n_Q ^ nst •••sn-o  l~

- ♦ £ ( s 1 ........... sn -m ) s f c S -

gdzie  fu n k cja  są  znane. Symbol ф£ oznacza układ fu n k - 

cyj i  rozumiany j e s t  w n astęp u jący  sposób г każdemu ciągow i 

znaków E s  Ł n ) odpowiada na o gó ł inna funk

c j a ,  przy czym każda j e s t  określon a na S .  Funkcyj tych  
n i

je s t  więc 2 .
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J e ś l i  te ra z  do równania ( 4 ' )  wstawimy w m iejвсе x pra

we stro n y  równań (10) i  uwzględnimy wzory (13) oraz ( 1 8 ) ,  

wówczas otrzymany ^

^  ( У 1#. . . , У П ) = t ^ . . .

skąd o sta te c z n ie  wobec wzorów (17) кany

0 9 )  f  (У -,........... Уп )  -

- W ” *|y0 l Ф£ (ly i f
m <.

gd zie  Л . = ^  . .
x f a  ià 0

Ilożna s ię  przekonać, drogą elem entarnych p r z e lic z e ń ,ż e  

fu n k cja  Ф ( у )  , określon a wzorem ( 1 9 )» sp e łn ia  równanie 

( 4 ‘) na zb iorze  X /w  równaniu (41) n a le ż a ło  by zm ienić 

najpierw  oznaczenia z x na у /  d la  dowolnie p r z y ję te j fu 

n k c ji  .  îÿm samym wzór ( 1 9 ) o k re śla  ogólne rozwią

zanie równania funkcyjnego (4 ') w k la s ie  funkcyj całkiem  

dowolnych. Widzimy, że w a rto śc i rozw iązania mogą być 

przyjmowane na gen eratorze  całkiem  dow olnie.

Zwróćmy je s z c z e  uwagę na t o ,  że wynik (19 ) j e s t  w grun

c ie  rzeczy  n ie za le żn y  od sposobu dobrania generatora ( 1 0 ) ,  

to  znaczy, że k la s a  funkcyj określonych wzorem ( 1 9 )  j e s t  

n ie za le żn a  od s ta ły c h  .

Powyższe p r z e lic z e n ia , na drodze których  zn aleziono ro

zw iązanie równania ( 4 ł) na zb io rze  X , wymagają za łoże

n ia , że m <  n , o i l e  z a le ż a ło  by nam na p r z e jr z y s to ś c i  

opisanego modelu geom etrycznego. Za ło żen ia  tego  jednakże 

n ie  c z y n iliśm y , gdyż schemat obliczeniow y utrzymuje s ię  ró 

wnież i  w przypadku ra =  n .  Trzeba go jed y n ie  /ów  schemaV

$  n1 i J»1n-m . 1 nn-ra
I »« ...| у 11 ...| y n|
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^wddać odpowiedniej i n t e r p r e t a c j i ,  a m ianow icie: ponieważ 

zb ió r  X , określon y wzorem ( 8 ) ,  j e s t  w tym przypadku ob

szarem tran zytyw n ości, p rze to  je g o  gen erator  musi być zb io 

rem zero-wymiarowyra,  Aby go uzyalcać w ystarczy prawe stro n y  

równań (10) z a s tą p ić  samymi sta ły m i ,  V» e fe k c ie  koń

cowym uzyska s i ę  znów v/zór (1 9 ) ,  w którym funkcje na

le ż y  rozumieć jako  s t a ł e .

D la uzyskania zgodności oznaczeń d la  zmiennych n ie za 

leżn ych , wy stęp u ją cych  v/e v/zorze ( 19) oraz w równaniu (4 ł), 

zanotujmy rozw iązanie (19) równania (4')w oznaczeniach p ie r 

wotnych, to  znaczy w m ie jsce  у  podstawmy tam x .

Ogólne rozw iązanie równania funkcyjnego (4') na zb io 

rze X , określonym przez ( 8 ) ,  w k la s ie  funkcyj dowolnych 

ma p ostać

gdzie  oraz ^  ^  są  łatwymi do wyznaczenia/w r a z ie  po

trz e b y / jednoznacznymi funkcjam i s ta ły c h  oraz

/3 a funkcje ф są  dowolnymi funkcjam i o polu  3
1K £

/p a tr z  wzór (11)/,

I I ,  Ogólne rozw iązanie równania ( 9 )  z podstawieniam i В v/ 

m iejsce funkcyj , P .

Uwzględniaj ąc wzory Б możeny równanie (5 )  p rzep isać 

V/ p o s ta c i

( 5 'H ( c<-nt 1 ot1nt m+ х « , ,  , , , o 6 1t 1+ , , , +   ̂ +* ’  ml 1 nm m

t ,  t
m

Л  —  Л п

gdzie x €. A , t  €. A
n* m

■?(x 1........... * n )

a dane s ta łe  oC. oraz M. 
~3

s p e ł -
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n i a j ą  warunki
/ * . >  0 ( j  * 1 , . . . ,  m)

oraz

rz-ld ||*ц I . B

/o s t a t n i  warunek j e s t  p r z y ję ty  ja k o  z a ło ż e n ie , mające uza

sadn ien ie  identyczne do podanego w ro z d z ia le  I  d la  s ta 

ły ch  , w ystępujących w równaniu ( 4 * ) / .  Symbole

oraz A  ̂ ozn aczają  odpowiednio n oraz mrwymiarową prze

s trz e ń  arytm etyczną.

Do otrzymania rozw iązania równania funkcyjnego (5) moż

na by było  zastosow ać, bez najm niejszego tru d u , metodę opi

saną w ro z d z ia le  I .  Jedn akże, ja k  s ię  o kazu je , będzie go 

można uzyskać o w ie le  s z y b c ie j .  Zauv/ażmy m ianow icie,że na

s tę p u ją ca  tran sform acja

ln y ± »

(20) lnu., a t_. . . . .
i) i)

Ч '  (y1...........y „)“ ' f ( l “ y , , . . . , l n y n ) ( i = 1 , ( J  = 1 ...........и)

ъ  - хъ

przeprowadza równanie (5*) w równanie

(2 1 )  4» (u*
*-ł! u °*n1

— um
u

n

* 1
V ( y , ........... ya1

um )

nm \ 
u у  I 1 n

gd zie  u . > 0 ,  y é У przy czym z b ió r  У j e s t  określony 

przez
f  -  { y  : y t  >  0 ( i - 1 , .  • . ,  n)^ •

Równanie funkcyjne (2 1 ) na fu n kcję  S' j e s t  identyczne
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pod względem stru k tu ry  z równaniem (4*), Równania te  ró żn ią  

s ię  jedyn ie  zb ioram i, na k tórych  są  zadane. Z b ió r  Y  j e s t  

wiązką jednorodną obszarów traaazytywnosci odpowiedniej gru

py tra n sfo rm a c ji, będącą c z ę ś c ią  w iązki X ,  o kreślon ej 

przez (3  ) /o c z y w iśc ie  o i l e  zachodzi zgodność odpowiednich 

s t a ły c h / .  D z ię k i temu d la  wynotowania wzoru na ogólne roz

w iązanie równania ( 2 1 )  będzie można sk o rz y sta ć  ze wzoru (19) 

przy czym -  ja k  łatwo sp o strzec  -  w m ie jsce  ca łe go  zbioru  

funkcyj , tam w ystępujących , otrzymamy obecnie ty lk o  

jedną fu n k c ję , odpowiadającą przypadłe ow i, gdy b = * ( 1 , . , , , 1 ) .  

Po zastosowaniu tra n sfo rm a cji (20) otrzymujemy więc natych

m iast ogólne rozw iązanie zadanego równania ( 5')»
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SUMMARY

A new method o f  s o lv in g  the fu n c tio n a l equation s o f 

the "g e n e ra liz e d  pseudo-homogeneous’1 fu n ctio n  and the 

"semi-homogeneous" fu n ctio n  introduced by V .A la c i .

L et A denote the n-dim ensional a r ith m e tic a l r e a l 
n +space and A^ be the s e t  o f  t h i s  space which i s  the geo

m e tr ic a l p lace  o f  the p o in ts  w ith  p o s it iv e  c o o rd in a te s .

The fu n c tio n  ) i s  c a l le d  the c la s s i c a l

homogeneous fu n ctio n  i f  i t  i s  a s o lu tio n  o f  the fu n ctio n a l 

equ ation  ( 1 ) ,  g iven  in  the s e t  A^ x A^ fo r  ( x ,  t ) ,

V .A la c i  has ge n e ra lize d  t h is  n o tio n . Hé in tro d u ce s , 

in s te a d  o f  the equation  ( l ) ,  the equation  ( 4 )  or ( 5 )  g i 

ven in  the s e t  X x T , where X C  A , T C  A ; fu n ctio n s 

f » ( f ^ , * . . , f  ) end F ,  w ith  the domain T , are g iv e n .

The s o lu tio n s  o f  the equ ation  ( 4 )  or ( 5 )  are c a lle d  the 

"gen e ra lize d  pseudo-homogeneous" fu n ctio n s  o r the "sem i- 

homogeneous" fu n c tio n s , r e s p e c t iv e ly .
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The equation s (4 )  and (5 )  nay n ot have s o lu tio n s  i f  

fu n ctio n s f  and P are a r b itr a r y . V .A la c i  s p e c if ie s  these 

equations in to  the forms (4' ) and (5 ') ,  r e s p e c t iv e ly , which 

have the s o lu t io n s ; the equ ation  (4ł )  i s  g iven  in  A^ x A*m
and (5 ' )  one in  A x A .

V .A la c i  g iv e s  general s o lu t io n s  o f  the equ ation s ( 4 ' )  

and (5 ' )  in  the c la s s  o f  fu n c tio n s  o f  the r e g u la r ity  C1 .

H is method i s  based on the d if f e r e n t ia l  e q u a tio n s.

The p resen t paper g iv e s  a new method o f  s o lv in g  the 

fu n ctio n a l equ ation s ( 4 ' )  and ( 5') , which can be named a lg e 

b ra ic  -  geo m etrica l one. Hy t h is  method we can fin d  the ge

n eral s o lu tio n s  o f  the above mentioned equation s in  the s e t  

o f a rb itra ry  fu n c tio n s .

In  t h is  paper we p resen t only the s o lu tio n  o f the equ

a tio n  ( 4 ' )  given  in  the s e t  X x  A ,  where X i s  d efin ed  

by ( 8 ) .  Th is s o lu tio n  has the form (1 8 1) , where ф , deno

te s  the s e t  o f  a rb itra r y  fu n c tio n s , £ ; (&i» . . . , £  nb  =

= sgn x ^ , and th e  co n sta n ts  A ^, Ц ^  depend on the 

co n sta n ts  / t . , ai. . .  We a ls o  show th a t the equ ation s ( 5 1) can 

be transformed by the transform at ion  (19 ) in to  the equation 

o f  the type ( 4 ‘) .

Резюме

Новый метод решения функциональных уравнений 

для псевдооднородных и квазиоднородных 

функций введенных З .Алацом.

Пусть Ад оьозначает п -  мерное действительное
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. +пространство и Ап его  подмножество состоящее 

из тех точек, все координаты которых положитель

ны. Функция называется классической однород
ной функцией, если она удовлетворяет функциональ

ному уравнению / 1 /  заданному на множестве А ^х А .. 

Это понятие обобщённое В.Алацом, который вместо 

уравнения / 1 /  взял в рассмотрение уравнения / 4 /  

и / 5 /  заданные на множестве X х Т где ХСА  ̂ ,

ТСА^ и функции f  и Р заданы, ^ешения уравнений 

/ 4 /  или соответственно / 5 /  называются обобщенны

ми псевдооднородными /или соответственно полуквязи 

однородными/ функциями.
Уравнения / 4 /  и / 5 /  обладают решениями не 

для всех f и Р .  З.Алаци выискал обладавшие 

решениями уравнения вида / 4 /  и / 5 / .  Эти уравнения 

заданы соответсвенно на множествах А х А* и^ XX 1.1
А х А .  . Затем В.Алаци находит бесконечно диффе- 

п ш
ренцируемые решения пользуясь переходом к диффе
ренциальным уравнениям.

В нашей работе изложен метод решения функци

ональных уравнений / 4 1/  и / 5 /  которых должен назы
ваться -  по нашему предположению -  алгебрачески  

геометрическим. По этому методу мы ищем решения 

упомянутых уравнений, не делая никаких предполо

жений относительно регулярности. Здесь дано только 

решение уравнения / 4 /  определённое на множестве 

X х А;п , где X задана формулой / 8 /  . Это реше

ние даётся формулой / 1 8  /  где обозначает  

множество действительных функций на А* ,



2 1 3  -

£ = ( £ , , . . . , Ł n) » Łi = S g n x .  и параметры Ài  и ? ik
зависят от констант уi. . . Доказывается

. о Ч
тоже, что преобразование / 1 9 /  переводит уравнения 

/Ъ'/ в уравнения вида /4 ' / .


