Stefan Topa

PEVWINA NOWA METODA ROZWIAZYWANIA sowr/IXI FUNKCYJNYCH
UOGOINICNEJ FUNKCJI PSEUDO-JSaifOROHIEJ | FUNKCIJI
PRAWIE- JEHIOROLUEJ WPROWADZONYCH PRZEZ V.ALACI'ego

Wstep,

Pojecie funkcji jednorodnejwprowadzone przez L,EULERA
/1755, 1768, 1770/, a nastepnie rozwijane przez C.TALPHEMA
/1911/ [l oraz A,FAVRE/1917/ [2], stato sie przed-
miotem szeregu prac V.ALACl*ego /1923,1943,1950,1952,195"

[3].

Dotychczasowy rozw0j tego pojecia mozna przedstawi¢ na*
stepujaco. Kamy najpierw funkcje jednorodne,ktdre istniaty
przed V,ALACI#m, noszace nazwe klasycznych funkcji jedno-
rodnych. Sg nimi: 1/ klasyczna funkcja jednorodna,2/ kia*
syczna funkcja pozytywnie jednorodna, 3/ klasyczna funkcja
pozytywnie jednorodna rzedu /*. ¢ Klasyczne funkcje jedno-
rodne uogd6lnit V.ALACI wprowadzajgc tak zwane 4/ funkcije
pseudo-jednorodne, 5/ uogélnione funkcje pseudo-jednorodne
oraz 6/ funkcje prawie-jednorodne.

Przytoczymy definicje wymienionych poje¢/podajemy sfor-
mutowanie od razu dla n zmiennych niezaleznych/.3®

Definicja 1. Funkcje (x1,... ,x™) nazywamy klasyczng

x/ Bedziemy moéwic¢ jedynie o funkcjach rzeczywistych
zmiennych rzeczywistych.
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funkcjag jednorodna, jes$li speinia ona réwnanie funkcyjne

(i) f (tx1f...ttxn) = t (x1,...,xn)
dla wszelkich x :()(-,,». «® »Xn) it
Definicja 2. Funkcje f (x*,.,.,x") nazywany klasyczng funk-

cja pozytywnie jednorodng, jes$li spetnia ona rownanie funk-
cyjne (1) dla wszelkich x oraz t > 0,

Definicja 3* Funkcje f (x*, . ,x) nazywamy klasyczng fimk-
cja pozytywnie jednorodnag rzedu yu, jes$li spetnia ona réw-

nanie funkcyjne

(2) F(tx1,... txn)=  F L xn)
dla wszelkich x i t > 0, gdzie /> jest dowolng sta-
ta zadana.

Definicja 4, Funkcje " (X1,.,«,x”) nazywamy funkcja pse-

udo-jednorodnag, jes$li speitnia ona rownanie funkcyjne

(3) 4 (t t Xi@)= N N (Xi»»»#*XN)

dla wszelkich x i t > 0 , gdzie state , yuU. sa
dane.

Definicja 5, Funkcje f(x1,.,.,x") nazywamy uogoblniona

funkcjg pseudo-jednorodng, jesli spetnia ona réwnanie funk-

cyjne
(4) LGN APFFENAD DY [P

- F(tl,eee te )i (x1,.,.,XxnN) (m n)
dla wszelkich x it (t~f,,,t ) € T , gdzie T

jest wspolnym obszarem okres$lonosci danych funkcyj f\ |, F#
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Definicja 6. Funkcje (XN, ... xN) nazywamy funkcja

prawie-jednorodng, jes$li spetnia ona rownanie funkcyjne

15) ALIAL peee it ) Xyt L r Xn) ]
F itI*’"' ’*tm? (X’l****,Xn n (m n)
X oraz t ( T, gdzie T jest wspdolnym

obszarem okredlonosci danych funkcyj f ,p .,

Jest widoczne, ze rOéwnanie (3) jest szczegdlnym przy™
padkiem réwnania (4)» Dlatego tez odtad zajmowac 3ie be-
dziemy jedynie réwnaniami (4) i (5). Okazuje sie, ze row-
nania te nie dla wszelkich funkcyj f~ , F posiadajg roz-
wigzania. V.ALACI, w swoich pracach, rozwigzuje réwnania
funkcyjne (4) i 15) J/czyni to dla n = 3/ dla nastepu-
jacych podstawien:

A. V przypadku réwnania (4):

f.i (it..,'..,tml it.. »».tm i~ 1,...,n) (m n)

[e-. X
F (tf""‘tD): t.1 ...tI_I tfcT :{t;t>o,(j:1,...,m)}9
gdzie state , u. sg dane.

B. V przypadku rownania (5):

1,...,n m n
filtl..... t« M LIV ' '—+*imtm ) ( )

* ek . _ T ={tst. dowolne (j=1,...m
<Hl.o«-T1—=nll 7 ={tsty { )l
gdzie state . /“-a =0 sg dane.

Roéwnania (4) i (5) przy podstawieniach,odpowiednio™/ i

3 posiadajg rozwigzania. Czy jednakze oprécz funkcyj wy-
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mienionych pod A i B nie istniejg jeszcze inne, przy
ktérych odpowiednie réwiania (4) i (5) posiadaty by roz-
wigzania - tego dotad nie wiadomo. V.ALACI problemu powyz-
szego w ogOle nie rozwaza. | my, w tej pracy, nie bedziemy
3ie tym problemem zajmowali.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie pewnej no-
wej metody znalezienia ogo6lnych rozwigzan réwnan funkcyj-
nych (4) i (5) z odpowiednimi podstawieniami A i B.lak
zobaczymy metoda ta jest elementarna i tatwiejsza w stoso-
waniu od metody ALACI™ego. Ponadto ma ona te wazng zalete,
ze dostarcza ogolnych rozwigzan w klasie funkcyj catkiem
dowolnych, gdy tymczasem metoda ALACI™ego daje rozwigzania
w klasie funkcyj rézniczkowalnych. Metoda ALACI™ego,stoso-
wana do rownania (4), wzglednie (5), polega na sprowadze-
niu danego réwnania funkcyjnego do odpowiadajgcego mu ukta-
du réwnan rézniczkowych czgstkowych liniowych 1-go rzedu ib
jedna funkcje niewiadomg, ktérg jest szukana funkcja jedno-
rodna /uktad ten jest odpowiednikiem znanego rownania roz-
niczkowego EULERA dla klasycznej funkcji jednorodnej/.Zcat-
Icowanie tego ukiadu /zresztg nie takie proste/ daje rozwigz
zanie roéwnania (4) w klasie funkcyj rézniczkowalnych.Meto-
da nowa nie korzysta z rownan rézniczkowych i ma charakter
algebraiczno-geometryczny.

V.ALACI, przy rozwigzywaniu réwnania (5), nie zauwaza
gtebokiego zwigzku pomiedzy tym réwnaniem a réwnaniem (4).
Okazuje sie, ze rownanie (5) daje sie w tatwy sposéb spro-
Y/adzi¢ do réwnania (4) i tym samym nie ma potrzeby bezpos-
redniego rozwigzywania tego réwnania. Jego rozwigzanie moz-

na bowiem otrzymaé z rozwigzania rownania (4).



- 199 -

Kawa metoda ma szeroki zakres zastosowan. Réwnania (4)
i (5) mozna znacznie uogo6lni¢ /i to wspélnie uogd6lnié¢/ i,
jak sie okazato, ta nowa metoda pozwala w stosunkowo tatwy
spos6b rozwigza¢ otrzymane nowe réwnanie funkcyjne. Zagad-
nieniem tym zajgtem sie w osobnych pracach. Uogélnienia, o
ktérych mowa, wigzg sie na przykiad z réwnaniami funkcyj-
nymi komitant obiektow geometrycznych.

Ponadto ze wzgledu na istniejgcy zwigzek pomiedzy row-
naniami funkcyjnymi wzmiankowanego typu a ukiadami rownan
ré6zniczkowych czastkowych liniowych 1-go rzedu z jedna
funkcjg niewiadoma mozna stosowac te pierwsze réwnania do

ostatnich z wyrazng korzyscia,

I« Ogolne__rozwigz”ie rovmffiia_U) z podstawieniami A__w

miejsee_funkcyj_ -

Po dokonaniu zaznaczonego podstawienia A rownanie (4 )

przyjmuje postac

' +0C1rn . nﬂ. (..r.“ll \
(4 fU 2 1. m  Xlp**y co W X)) S
U ™M (x1l..... xn) (mc n;
gdzie state _ oraz jx sg dane, x =(x1,..., xn)f An
oraz t »(t],Mi,t )i T przy czym A" oznacza n-wy-

miarowg przestrzen arytmetyczng a T jest okre$lone przez

T ={t : tj 0 (j =1,..., m)

Przy pomocy funiecyj wewnetrznych lewej strony réwnania

(4*)utwdrzmy transformacje

= fn ... tn X+ X,y 4 nn (i 1,.
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gdzie t jest paramétrera, przeksztatcajacg A" w siebie.
Powyzsze przeksztatcenia tworza m-parametrowg grupe
przeksztatcen, co tatwo sprawdzic.
Zacytujemy teraz pewne pojecia pomocnicze.

Niech dana bedzie grupa transformacji
(7) y - f(x,t) x,y ft X t t T

gdzie t jest parametrem.

Definicja 7. Obszarem tranzytywnos$ci grupy transformacji

(7) nazywamy zbiér okre$Slony przez (patrz [4])

Ex m{y 5 \ (y =t (x,t))}

gdzie x jest ustalone /mozna by méwié¢ o obszarze tranzy-
tywnosci odpowiadajgcym punktowi x/.

Znana jest nastepujgaca witasnos¢ obszaréw tranzytywnos-
cis kazde dwa obszary tranzytyv/nosci sg albo identyczne,al-
bo roztgczne. Wynika to stad, ze relacja R okreslona w
zbiorze X przez

X Ry — { 3 (y » flIxt))]
jest réwnowaznoscia, co nie trudno sprawdzic.
Definicja 8. Kazdy zbidor potozony w X i zbudowany wylg-
cznie z obszaréw tranzytywnosci, nazywamy wigzkg obszarow
tranzytywnosci .
Definicja 9. Maksymalna wiazke wiokien transytywnych,czy-
li san zbi6ér X , nazywamy przestrzenig przedstawiana gru-
py transformaciji (7).

Jesli funkcje f(x,t) grupy transformacji (7) sa dos-
tatecznie regularne, to mozna moéwi¢ o wymiarze obszaréwtran-

zytywnosci, jako po prostu o wymiarze zbioréw, ktérymi sg
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te obszary tranzytywno$ci/ nie bedziemy tego pojecia pre-
cyzowaé, gdyz dla naszych celow okaze sie to zbyteczne./
Definicja 10, Yliazke obszar6éw tranzytywno$ci o jednakowym

wymiarze nazywany wigzka jednorodna.

Definicja 11. Zbior W, potozony w ustalonej wigzce V
o wtasnosci, ze z kazdym obszarem tranzytywnos$ci tej wiaz-
ki posiada doktadnie jeden punkt wspélny, nazywany genera-
torem tejze wigzKki.

Definicje 10, 11 sg propozycjag autora.

Zwréémy uwage na to, ze réwnanie (7), gdzie x jest
ustalone a t zmienne, mozna /zgodnie z definicja obszaru
tranzytywnosci/ uwaza¢ za réwnanie obszaru tranzytywnosci,
odpowiadajgcego punktowi Xx e

Powracamy teraz do réwnania (4%).

Poniewaz funkcje wystepujace po prawych stronach réw-
nali (6) sa wysokiej klasy regularnosci, przeto bedzie noz-
na mowié¢ tutaj o wymiarze obszarow tranzytywnosci grupy
transformacji przez te réwnania (6) okres$lonej. Przy usta-
lonym x réwnania (6) przedstawiajg po prostu pewna po-
Wierzchnie,X/ ktérej wymiar zalezny jest od punktu Xx oraz

statych oil_j. /méwigc doktadniej od rzedu macierzy |o(;I 1.

f)

Zwréémy obecnie uwage na nastepujacy fakt, wynikajgcy
bezposrednio z przedstawionej analizy i interpretacji funk*
cyj wewnetrznych, wystepujacych po lewej stronie rdéwnania

funkcyjnego (4"):

x/ Interpretacja ta wymaga przyjecia+tze jest n-
wyniarowg przestrzenig euklidesowg, a A zbiorem m-wymia-
rowej przestrzeni euklidesowej, co nozna"uczyni¢ nie powo-
dujac obnizenia wartosci i istoty rozwazan.



- 202 -

Jes$li znana jest warto$¢ rozwigzania 4(ac) réwnania
(4') w jakim punkcie powierzchni /obszaru tronzytywnosci/
o réwnaniach (6)f wowczas w pozostatych punktach tej po-
wierzchni wartosci tego rozwigzania sg juz jednoznacznie o-
kreslone. Oznacza to, ze jes$li znalibySmy wartosci rozwia-
zania réwnania funkcyjnego (4*), zadanego na ustalonej
wigzce obszaréw tranzytywnosci, dla x nalezacych do ge-
neratora tej wiagzki, wowczas wartosci tego rozwigzania w
pozostatych punktach wiazki sg wyznaczone jednoznacznie.

Pakt powyzszy stanowi gitéwng mysl nowej metody rozwiag-
zywania rownania funkcyjnego typu (4').

Struletura rachunkowa nowej metody wymaga jednakze tego,
by dane réwnanie funkcyjne rozpatrywac¢ najpierw na poszcze-
golnych maksymalnych wigzkach jednorodnych i nastepnie uzy-
skane w ten spos6b rozwigzania czesciowe sumowa¢ mnogoscio-
wa.

Definicja 13. Jes$li dane sa funkcje fCx) oraz y(y),
okreslone odpowiednio na zbiorach roztgcznych X oraz £ ,
wowczas funkcje N (z) okreslong na zbiorze X ny na-

stepujac os
4 12) dla z ¢ X
(Z2) dla z é Y

nazywany sumag mnogosciowa funkcyj danych i oznaczamy sym-
bolem (z) Uy (2)

Definicja 13 jest propozycja autora.

Aby nie komplikowaé¢ zagadnienia umoéwimy sie, ze rozwig-
zemy réwnanie (4‘) jedynie na zbiorze X okreslonym przez

i8) X={x:xi #0 (i =21,..., nj,
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ktory to zbidr, jak tatwo sprawdzi¢, jest wigzkg obszaréw
tranzytywnos$ci i to wigzka jednorodng /wzgledem grupy trans-
formacji (6) .

Nie otrzymamy wiec petnego rozwigzania réwnania (41),za-
danego w catej przestrzeni , ale to nie luaiiejszy war-
tosci pracy, gdyz wniej zamierzyliSmy pokaza¢ jedynie me-
tode, ktéra mogta by doprowadzi¢ do uzyskania tego peitnego
rozwigzania. Je$li zobaczymy jak dziata metoda w przypadku
rObwnania (41) zadanego na zbiorze X , woOwczas nie trudno
bedziemy jg mogli przenosi¢ na rownanie (4() rozpatrywane
na innych wigzkach obszaréw tranzytywnos$ci, gdyz w przypad-
ku, gdy ktéres *k jest zerem réwnanie (4) przechodzi auto-
matycznie na podobne réwnanie, ale rozpatrywane w przes-
trzeni arytmetycznej o nizszym nymiarze niz n . Do tego
rownania mozna bedzie stosowac¢ powyzsze rozumowanie od no-
wa itd.

Przystepujagc do rozwigzywania rownania funkcyjnego (41)

na zbiorze X mozemy zatozy¢, ze state oC.. wnim vys-

tepujace spetniajg warunek

(9) rzad i m = m,

gdyz w przeciwnym przypadku mozna by byto wprowadzi¢ nowy
parametr t' o mniejszej ilosci sktadovych, przy ktérym
nowe state 4j* , speiniaty by warunek (9)/ to zna-
czy macierz We(y y byta by maksymalnego rzedul/.

Przy zatozeniu (9) obszary tranzytywnos$ci grupy trans-
formacji (6), odpowiadajace punktom x nalezgcym do zbio-
ru X , sa m-wym.arowyni powierzchniami.

Zbi6ér X jest wiec wiazkag jednorodng obszaréw tranzy-

tywnosci.
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Generatorem X tej wigzki X moze by¢

na przyktad
-wymiarowa powierzchnia

(n-m)

0 roéwnaniach parametrycznych
(KO) X. 9 ]:: szall 9 tn-m sgn x
X x 1 °7%%nm g '
i 1,..., n \
13 " const LY
1

u K.= 1,..*, n-m/,

gdzie s é S , przy czym S

jest okre$Slone przez
(11) S = (s : s"

0 (k « 1,.*., n-m)j.

Zgodnie z definiej g wymiaru powierzchni musimy o

sta-
tych /37~ zatlozy¢, ze
rzad nAik n - nm

a zgodnie z definicjg generatora, ze

(12) rzad lH«w , /3ik] =1N,

gdyz transformacija

Cim Pil... Nin-m
03) yi i X Sn Rl
(i = 1»eee» n)
y é X ttl sfeS
musi by¢ integralnie odwracalna.
Znajdzmy transformacje odwrotng do transformacji (13)»

Poniewaz Sgn xz =

= sgn Y. ¢ wiec réwnania (13) mozemy
zanotowac¢ w postaci

i1 cam i1 Pmem .
(14) t S Shim (i =1,..*, n)

Logarytmujgc obustronnie réwnania (14) otrzymujemy

+ + of + + +
(.5) OCiI’Int'l oc).(mlntm {3)(1Ins1 {3xn-m n-m
n Injy™| (i = 1,...
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Uktad réwnan (15) na niewiadome Into, Ins.A jest ukta-
dem liniowym oramerowskim /patrz zatozenie (12)"Jego roz-

wigzanie zanotujmy symbolicznie w postaci

n
(16) Int6 S 27 SilJ (J = 1,000, m)
i/>
n
Ins,K = 5 - (k = 1,...,n-m)
i/l
gdzie state b_» ~ik jednoznacznie okreslonymi funk-
cjami danych statych OCiO ik *
Ze wzoréw (16) otrzymujemy w koncu, ze
bij Lz
i i nO . ..
(17) *j Sly” o.olynl (J P 1! 1 m)
i inNk . JTnk _ )
sk “N . ij (k l,....,.n-m),
gdzie . o oh bl sik'

cjami tatwo dajagcymi sie wyznaczyc.
Hiech teraz funkcja "(x), spetniajgca réwnanie funk-
cyjne (4') na zbiorze X , przyjmuje swe Tartosci na gene-

ratorze X o0 réwnaniach (10) wediug wzoru

.. Aln-m r P ni “nn-ml
(ia)'f(s)sl +..snQ Anst  eeesno I~
- ¢ £ (sl..... sn-m) sfcS -
gdzie funkcja sg znane. Symbol ¢f oznacza uktad funk-
cyj i rozumiany jest w nastepujacy sposObr kazdemu ciggowi
znakow Es £n) odpowiada na og6t inna funk-

cja, przy czym kazda jest okreslona na S. Funkcyj tych

jest wiec 5“.
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Jesli teraz do réwnania (4') wstawimy w miejBce X pra-
we strony rownan (10) i uwzglednimy wzory (13) oraz (18),
woéwczas otrzymany n

A(YL#.. YD) = AL

skad ostatecznie wobec wzorow (17) kany

09) f Y- yn) -
$nl i  J»ln-m . 1nn-ra
-W ” *IyOI ch(Iylf | ))((...Iyll Iynl
m <
gdzie n. = =~
X fa ia 0

llozna sie przekonaé, drogg elementarnych przeliczen,ze
funkcja ®(y) , okresSlona wzorem (19)» spetnia réwnanie
(4') na zbiorze X /w réwnaniu (4) nalezato by zmienicé

najpierw oznaczenia z x na y/ dla dowolnie przyjetej fu-

nkcji . ym samym wzér (19) okresla og6lne rozwig-
zanie rownania funkcyjnego (4') w klasie funkcyj catkiem
dowolnych. Widzimy, ze wartosci rozwigzania moga by¢

przyjmowane na generatorze catkiem dowolnie.

Zwréémy jeszcze uwage na to, ze wynik (19 ) jest w grun-
cie rzeczy niezalezny od sposobu dobrania generatora (10),
to znaczy, ze klasa funkcyj okreslonych wzorem (19) jest
niezalezna od statych

Powyzsze przeliczenia, na drodze ktérych znaleziono ro-
zwigzanie rownania (4%) na zbiorze X , wymagaja zatoze-
nia, ze m< n , o ile zalezato by nam na przejrzystosci
opisanego modelu geometrycznego. Zatozenia tego jednakze
nie czyniliSmy, gdyz schemat obliczeniowy utrzymuje sie ro-

wniez i w przypadku ra = n . Trzeba go jedynie /6w schemaV
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~wdda¢ odpowiedniej interpretacji, a mianowicie: poniewaz
zbiér X , okreslony wzorem (8), jest w tym przypadku ob-
szarem tranzytywnos$ci, przeto jego generator musi by¢ zbio-
rem zero-wymiarowyra, Aby go uzyalca¢ wystarczy prawe strony
rownan (10) zastgpi¢ samymi statymi , W efekcie kon-
cowym uzyska sie znéw v/zér (19), w ktéorym funkcje na-
lezy rozumie¢ jako state.

Dla uzyskania zgodno$ci oznaczen dla zmiennych nieza-
leznych, wystepujacych vie v/izorze (19) oraz w réwnaniu (41),
zanotujmy rozwigzanie (19) réwnania (4)w oznaczeniach pier-
wotnych, to znaczy w miejsce y podstawmy tam X

Ogdélne rozwigzanie rownania funkcyjnego (4') na zbio-

rze X , okre$lonym przez (8), wklasie funkcyj dowolnych
ma postac

gdzie oraz ~ N sg tatwymi do wyznaczenia/w razie po-
trzeby/ jednoznacznymi funkcjami statych oraz

/3 1K a funkcje ct)£ sg dowolnymi funkcjami o polu 3

/patrz wzor (11)/,

Il, Ogdblne rozwigzanie réwnania (9) z podstawieniami B V
miejsce funkcyj , P.

Uwzgledniaj gc wzory B mozeny réwnanie (5) przepisac

V/ postaci
1 -~ N
(5'H (c<nt 1 otlntmr X«,, ,,,0 6m|1t}+,,,+ .
t, t
m
N — NIn ®m?(x1...... *n)

gdzie x € An*‘ t € Am a dane state oC oraz M. spet-
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niajg warunki
/*.>0 (g *1,..., m)

rz-id Iml .B

/ostatni warunek jest przyjety jako zatozenie, majgce uza-

oraz

sadnienie identyczne do podanego w rozdziale | dla sta-
tych ,  wystepujgcych w réwnaniu (4*)/. Symbole
oraz A~ oznaczajg odpowiednio n oraz mrwymiarowg prze-
strzen arytmetyczna.

Do otrzymania rozwigzania réwnania funkcyjnego (5) moz-
na by byto zastosowaé, bez najmniejszego trudu, metode opi-
sang w rozdziale 1. Jednakze, jak sie okazuje, bedzie go
mozna uzyska¢ o wiele szybciej. Zauv/azmy mianowicie,ze na-

stepujaca transformacja

Inyt »

(20) Inu.l,) a t_l.)

4" (yl.... V) f(1“y,,....Inyn) (i=1, (3 =1 )]
b - Xb

przeprowadza réwnanie (5*%) w réwnanie

. *-Hu °*n1l nm \
(21) 4> (u —um u y I1

gdzie wu. >0, y é Y przy czym zbior Y jest okreslony
przez
f -{y : yt>20 (i-1,.., MmN e

Rownanie funkcyjne (21) na funkcje S' jest identyczne
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pod wzgledem struktury z réwnaniem (4*), Réwnania te rdzniag
sie jedynie zbiorami, na ktérych sa zadane. Zbiér Y jest
wigzkg jednorodng obszaréw traaazytywnosci odpowiedniej gru-
py transformacji, bedacg czescig wiagzki X , okreslonej
przez (3 ) /oczywiscie o ile zachodzi zgodno$¢ odpowiednich
statych/. Dzieki temu dla wynotowania wzoru na ogoélne roz-
wigzanie rownania (21) bedzie mozna skorzysta¢ ze wzoru (19)
przy czym - jak tatwo spostrzec - w miejsce catego zbioru
funkcyj , tam wystepujgcych, otrzymamy obecnie tylko
jedng funkcje, odpowiadajgca przypadteowi, gdy b =*(1,.,,,1).
Po zastosowaniu transformacji (20) otrzymujemy wiec natych-

miast ogd6lne rozwigzanie zadanego réwnania (5")»
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SUMMARY

A new method of solving the functional equations of
the "generalized pseudo-homogeneous’l function and the

"semi-homogeneous"” function introduced by V.Alaci.

Let A denote the n-dimensional arithmetical real
space and nAf‘ be the set of this space which is the geo-
metrical place of the points with positive coordinates.

The function ) is called the classical
homogeneous function if it is a solution of the functional
equation (1), given in the set A" x A~ for (x, t),

V.Alaci has generalized this notion. Hé introduces,
instead of the equation (1), the equation (4) or (5) gi-
ven in the set X x T, where XC A, TC A ; functions
f»(f~,*..,f ) end F, with the domain T, are given.
The solutions of the equation (4) or (5) are called the

"generalized pseudo-homogeneous" functions or the "semi-

homogeneous" functions, respectively.
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The equations (4) and (5) nay not have solutions if
functions f and P are arbitrary. V.Alaci specifies these
equations into the forms (4') and (5'), respectively, which
have the solutions; the equation (4%) is given in A™ x Ar’;q
and (5') one in A x A .

V.Alaci gives general solutions of the equations (4')
and (5') in the class of functions of the regularity C1.
His method is based on the differential equations.

The present paper gives a new method of solving the
functional equations (4') and (5'), which can be named alge-
braic - geometrical one. Hy this method we can find the ge-
neral solutions of the above mentioned equations in the set
of arbitrary functions.

In this paper we present only the solution of the equ-
ation (4') given in the set X x A, where X is defined
by (8). This solution has the form (183, where ¢, deno-
tes the set of arbitrary functions, £ ;(&i»...,£ nb =

= sgn x”, and the constants A", U~ depend on the
constants /t., ai. .. We also show that the equations (51 can

be transformed by the transformation (19) into the equation

of the type (4.

Pe3tome

HoBbIi MeTon peleHus QYyHKUMOHa/IbHbIX YpaBHEHUN
AN NCeBAOOAHOPOAHbLIX U KBasmMogHOPOAHbIX
hyHKUMIA BBeAeHHbIX 3 .Anauom.

MycTb A OobO3Ha4yaeT n- MEPHOe AeliCTBUTENIbHOE
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MPOCTPaHCTBO W” An ero MOOMHO>XECTBO coOcTosLee

M3 Tex TOo4UekK, BCe KOoopAMHaTbl KOTOPbIX MNO/NOXKUTEb-
Hbl. ®PYHKUUSA Ha3blBaeTCHA KJjlaCCMYeCcKOoW ofgHOopoS-
HOM YHKUMENW, ecnnm OHa yaoBneTBopsaeT (yHKUMOHarb-
HOMY ypaBHeHUtO /1 / 3agaHHOMY Ha MHOXXecTBe A~MNXA..
OTO NoHATUEe 0606WEHHOe B.Anayom, KOTOpPbIi BMECTO
ypaBHeHUa /1 / B3dn1 B paccMoTpeHue ypaBHeHusa /4 /
n /5/ 3apaHHble Ha MHoXecTBe X X T rge XCA™
TCAN n pyHKumn f m P 3agaHbl, "elleHUsl ypaBHEHWUN
/4] wnnn cooTBeTCcTBEHHO /5 / Ha3biBaTCA 0000WEHHbI-
M/ MCEBAOOAHOPOAHBLIMU /NN COOTBETCTBEHHO MOJIYKBSA3U
ogHopoAgHbIMU/ YHKUUSAMN.

YpaBHeHusa /4] wn /5/ ob6napgarT peLleHUSMU He
ona scex fwu P. 3.Anauun Bbiuckan ob6ragaBLUve
peweHnsmMn ypaBHeHua Buga /4/ wn /5/. 2Tn ypaBHeHUd

3ajaHbl LOOTBETCBEHHO Ha MHOXecTBax ,%« X A’J"_,L 7

An XALu . 3arem B.Anauynm HaxoauT OecKOHe4YHO Aauddge-
peHuupyeMble peLleHUs NoJib3yAcb MepexonomMm K audde-
peHUVA/IbHBIM YPaBHEHUSAM.

B Haweli pab6oTe WM3/I0)KEH MeTO[ pelleHus QyHKLUMN-
OHas/lbHbIX ypaBHeHUW /41 wn /5/ KOTOpbIX AO0O/MKEH Ha3bl-
BaTbCsA - MO Hawemy MpearnosioKeHU - anrebpadecku
reomeTpuyeckum. o sTomMy MeToAYy Mbl ULLEM peLLEHUS
YNOMSAHYTbIX YypaBHEHUN, He penass HUKaKuxX npeanosio-
XKEHUI OTHOCUTEJSIbHO PEeryssspHoOCcTU. 34ecb AaHO TOJIbKO
pewleHue ypaBHeHUA /4 / onpepenéHHoe Ha MHOXeCTBe
X x An , rge X 3apgaHa d¢opMyJsioii /8 . 3To pele-
Hne paéTtcsa dopmynon /18 / rpae o6o3Ha4vaeT

MHO>XECTBO AeNCTBUTENbHbIX (QYHKUWA Ha A*
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£ =(£,,...,£n) » Lti= Sgnx. u napameTpbl Ai u ?ik
3aBUCAT OT KOHCTaHT VYi. -. Joka3bliBaeTcH
. 0 Y
TOoXe, 4TO npeobpasoBaHume /19/ nepeBognT ypaBHEHUS

/b"/ B ypaBHeHnusa Buga /4°'/.



