
Eugeniusz Wsrhnicki

O PBVÆÎYOH YfŁASKOŚCJACH 1Ю2Ш£2А1ч KONANIA. 

Д 2ц(Х)->- С4 Д и ( Х )  =* С

1 ,  V/ pracach [ i ] ,  [ 2 ] podany j e s t  wzór na w artość 

śred n ią  d la  rozwiązań równania polibarw on iczn ego, zaś w ;лet

n o g r a f i i  [3 ] podany j e s t  wzór na w artość śred n ią  di a roz

wiązań równania

Д и ( Х )  + G u (X )=  0 ,  C -  s t a ła  

W n in ie js z e j  pracy podamy efektywny wzór na w artość 

śred n ią  d la  rozwiązań równania

(1 ) Д2и (Х )+  С4 Д u (X )=  0 ,  C -  s ta ła  różna od ze

ra*

2» Podamy te ra z  wzory i  d e f in ic je  p z których  będzieny

k o r z y s ta ć . Przez J  (x )  będzieią/ oznaczać fu n kcje  EESSELA
P

pienr/szego rodzaju  o in d ek sie  p tzn» fu n k cję

(2 ) J  ( x ) «
P

У м Г ( ? )

m=o P(m+1) .

p+2m

Г (р+им-1)

D e f in ic ja  1 .  Funkcję u (x^, , . . ,  x )«  u(X)  określon ą w 

obszarze n-wymiarowyra G nazywamy 3 Д -  różniczkow alna je  

ż e l i  pochodne

c)u(x1, . , . ,  xn)  ̂ Ъ  u (x̂  ) ч  > ) )

Э х , x,
są  c ią g łe  w G, d la  ł.*»1 , » « o jO ®
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Д Р -  różniczkow alną (p > 1 ) ,  j e ż e l i  j e s t  Д р"'1 -  r ó ż n ic z - 

kowalną w G i  fu n kcja  Д р“ ^и(х) j e s t  Д -  r ó ż n ic z k O Y /e .ln a  

w G .

D e f in ic ja  2 » N iech  u ( X )  będzie fu n k cją  określon ą w o - 

bszarze G . Y /artością  śre d n ią  fu n k c ji  u(X)  na powierzchxi 

k u li  K (R ,X o) nazywamy fu n k cję

(3 )

gd zie

m (r , x -u).

f i n
R n-1

u(X)dS

IK (R ,X o)

n
2 ( W  f

r ( f )

Tw ierdzenie A« J e ż e l i  fu n kcja  u (X )  j e s t  Д р -  r ó ż - 

niczkow alna (p à  1) w obszarze G p rz e s trz e n i E11-  wów

cza s d la  każdej k u l i  K (R ,X ') C  G

3-1
(4 )

gd zie

(5 )

M(R,X,u)n 5 ^  a R2 i  Д 1и(Х) + Q , 
n , i

л .n , i

1 d la  i  e o 
.............1.............

2 i !  n ( n + 2 ) , . , ( n + 2 i - 2 )
d la  i  *  1

(6) Q 1

n 4p- 1 (P- 1 ) ! 2
APu (Y) ^ R M = £ l Ł > 3

К(И,Х)
n+2p-3

p-1

dsdV.
Y*

r  = <?(X,Y)
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R esztę  Q można przez zastosow anie tw ierdzen ia  o w a rto ści 

śred n ie j d la  c a łe k  w ielokrotn ych  p rzedstaw ić w sposób n a stę 

pu jący: i s t n i e je  punkt ^  ć K (R ,X)  t a k i ,  że

(7) «  = an,p  RÎP û P» [ S )  •

Dowód te g o  tw ierdzen ia  podany j e s t  w pracy [2 ] .  D la n = 3, 

R.COURANT i  D.HILESRT w [3 ] podają  powyższe tw ierdzen ie 

przy

«  “  \ \ \  A ”u m  dV
К (R,X)

3* Weźiąy pod uwagę rozw iązania równania Ц ) w pewnym 

obszarze G С  E11.  Funkcja u (X )  będąca rozwiązaniem tego 

równania j e s t  w każdym punkcie obszaru G a n a lity c z n a  oraz

(8 )  A Vu (X ) = ( - l ) V" 1 c 4 ( v ” 1) Д и ( Х ) ;  v = 1 , 2 , . . .  

Zbadajmy tera z  zb ieżn ość szeregu

(9) 2  an i  r2± A 1 “ (x ) .
i= 0  *

Na podstawie tw ierdzen ia  A i s t n i e je  punkt 6 K ( R , X ) C G  

t a k i ,  że

p-1 2 i  i  2p p ,t__, »
K ( R X u ) a  V  a . R A  u (X )+  a R A  u  h  

*i ^ j  n , i  n ,p  '

K o rzy sta ją c  ze związku (8 )  otrzymujeny

P*"̂  0± ■!
M (R ,X ,u) = 2 1  a R*1 A  U ( X )  + 

i= o  *
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Gdy p dąży do n ieskoń czon ości to  o s ta tn i  sk ład n ik  dąży 

do s e r a , zatem

M(Rfx,u) *  S  an i  R2 l A i u (x ).
i= o  n,:L

Na podstaw ie (8 )  otrzymujemy

Д и О О  2 нM(R,X,u)  = u ( X ) -  Z H f a  A c 2 R )2 1 .
C4 i -1  11,1

Wyrażamy te ra z  sumę szeregu  w ystępującego w powyższym zwią

zku przez fu nkcje  BESSELA pierw szego r o d z a ju ,

1 2 3 4 5
Przyjmujemy n =» 2p +  2 , gd z ie  P “  °»  Ô * 2 * 2 * 2 ’ 2 * • • • •  

Otrzymujemy

2  ( - 1 Ï1 a . ( c 2^ 1 = 2 ■  Rjf i -------------
i«1  * i=1 2 i !  n (n + 2 ) . . . ( n + 2 i - 2 )

V  (- i ) 1 ^ 2 r )21 У  (-i ) 1 ^ 2 r)21
_  = A  j  V ' Y"r " 1 •

i=1 2 i !  (2p+2) • • •  (2p+2i) i=1 2 i i  2 (p+1). .  ф + i)

K o rzy sta ją c  z w łasn ości fu n k c ji  BESSELA. otrzymujemy

W ten  sposób otrzymujemy

Twierdzenie 1 ,  J e ż e l i  fu n k cja  u (X )  j e s t  w obszarze G 

rozwiązaniem równania (1 ) to  d la  każdej k u l i  K (R,X)  C  G
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(10) M(R,Xfu )=  u (X )+  - - 4 }X-)| [ i  -

22 r ( f ) J n / C2R>
______________ 2 - 1

£ t4
(o2r ) 2

Ze wzoru (10) w ynikają n astęp u jące  w n iosk i:

Wniosek A.  J e ż e l i  u (X )  j e s t  rozwiązaniem równania (1 ) 

w obszarze G , to  d la  każdej k u li  K ( R , X ) C G

S L  H*
(11) M  u ( Y ) d V  

К (R ,X )  n
u (X )  +

p ? “ 1-
n 2 P fi№ (c 2r )

ü n RnA u ( X ) f l  l 2 , f

o4 U  " n
2_\2(o2r )

Dowód. D la  każdej k u li  K ( r , X ) C K ( R , X ) C G

^  u (Y )  dS s  Я  r11” 1 u ( X )  + 
I K ( r , X )  n

- й п А ц ( х )

n n .
2 , 2 ’ 1

r  2

n-1
r ( f ) J n . | ° 2 r ) '

1-2

Całku jąc obie stro n y  p on iższe j rów ności względem r  od 0 

do R , otrzymuj еиу

K ( E ) u l ï ) 4 ï  -  u «  +

Д и ( Х )  5  
+ :—  n

C4

] f  2
n

*  * t t f )
7 - W n \  R n

 ̂ r 2 (C2r )d r
C»

- 2

a le
R n  n

5 r 2 J n (C2r )d r  -  R2 J n (C2R )

t - 1
n
2
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1r ( f ) j a (c2R) ,  i 
2 

n

( o2r )2 J  I

Wniosek B,  J e ż e l i  fu n k cja  u (X )  j e s t  rozwiązaniem rów~ 

nania (1 ) w obszarze G oraz d la  P é G  j e s t  u (P )=  Ди ( P )  

= 0 t o  w każdej k u li  K ( R , P ) C G  fu n kcja  u (X )zm ienia znak 

o i l e  n ie  j e s t  w t e j  k u li  tożsamościowo równa zeru .

Dowód, S to su ją c  wzór (11) otrzymujemy

\ \ \  и (X ) dV «  0 
К ( R , P )

u
к ( k t f  W ™ - — —  + 

Sln вРД и (х)

n
.2

1
n

Zatem u (X )  musi zm ieniać znak w K ( R , P ) ,

Tw ierdzenie 2 ,  J e ż e l i  u (X )  j e s t  rozwiązaniem równa

n ia  (1) w obszarze G to  d la  każdej k u li  (K R , X ) C G
n

(12 ) U (R#X ,  A u )«  A u (X )

2 2 r ( f ) J n , ( ° 2 r )
г -  1 

a .  1 

( 0 2H)2

Dowód,  Równanie (1 ; j e s t  o czyw iście  równoważne równaniu

Д [ Д  и (X )  + С4 и ( X ) ] -  0

więc fu n k cja  Д и ( Х ) +  C4 u (X )  j e s t  fu n k cją  harmoniczną, za

tem d la  każdej K(R,X)  CG

1

Я  H * '1 n

^  [Au (Y) + C4u (Y )]d S  » A u ( X ) +  C4u ( X )  

Ж  (R ,X )
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c z y l i

M(R,X,  A u ) =  Д и (Х )+  C4u ( X ) -  C4 M(R,X ,u)  

Uw zględniając (10) otrzymujemy

22 , (° 2 r )

M(R,X,  Д и )  -  Д и ( Х )  ------------------------- --- -------------------------
— _  1

( с 2н )2

Otrzymujemy s tą d  n astępu jące w nioski

Wniosek Л.  J e ż e l i  u ( X )  j e s t  rozwiązaniem równania (1) 

w obszarze G , to  d la  każdej k u li  K ( R ,X )  C  G

, f 22 " W ) £  J  (c2B )
( r r 1 V 2 / n n 4 '

(13) ) } )  u (Y ) dV -  Ди(Х)
K (R ,X )

Wniosek B .  J e ż e l i  u ( X )  j e s t  rozwiązaniem rów nania(1) 

w obszarze G oraz Д и ( Р )  = 0 d la  P ć- G,  to  w każdej 

k u li  K ( R , P ) C G  fu n kcja  Л u ( X )  zm ienia znak o i l e  n ie  

j e s t  w n ie j  tożsamościowo równa ze ro .

Dowody obu wniosków są  an alogiczne do dowodów wniosków z 

tw ierdzenia 1 .

Wniosek C .  J e ż e l i  u(X ) j e s t  rozwiązaniem równania

(1 ) w obszarze G , to  d la  każdego punktu P 6 G , ta k ie -  
Л )go że ^ ( P , P G ) > ~  gdzie j e s t  najmniejszym dodat

nim miejscem zerSwym fu n kcji J n (X ) is tn ie je  K (R ,P )C g ,

2

ta k a , że Д и ( Х )  zm ienia znak w K ( R , P )  a lbo j e s t  w niej 

tożsamościowo równa z e ro .

Dowód wynika ze związku (13)»

___________ 2

( c 2r ) 2
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Twierd zen ie  3 » J e ż e l i  fu n k cja  u (X )  sp e łn ia  warunki 

1° j e s t  określon ą w domkniętymi obszarze ograniczonym G,

2 ° j e s t  rozwiązaniem równania (1 )  w G , 3 ° i s t n i e je  punkt

Xq wewnątrz G , ta k i  że u (Xq) j e s t  кзезет górnym (d o l

nym) fu n k c ji  u ( X )  w G ,  4°  Д  u ( X j ^  0 [i)u (X Q) ^  o ] , to  

u (X )  j e s t  fu n k cją  s t a łą  w G . W dowodzie rozważymy dwa 

przypadki?

A» J e ż e l i  Д  u (Xq ) > 0 £^ u (Xq) < o]  , t o  nierówność ta  za

chodzi w pewnym otoczen iu  0 (X q) punktu Xq • Funkcja u (X )  

j e s t  więc w 0 (Xq ) fu n k cją  podharmoniczną /nadharmoniczną'' 

oraz u (X )  o sią g a  kres górny /d o ln y / w 0 (X^ ) zatem musi

być fu n k cją  stałą®

B® J e ż e l i  A u (Xq ) *  O to  przez Ko (R,Xq ) oznaczamy kulę 

zawartą w G o środku X i  promieniu R ,  w k tó re j 

u ( X ) ^  u (Xq) [ u ( X ) è  u (Xq)] « Przypuśćmy, że i s t n i e je  punkt 

Х Ч  К t a k i ,  że

u ( x ' ) < u ( X o ) [ u ( x ' )  > u ( X o ) ]

Nierówność t a  j e s t  słu szn a  w pewnym otoczen iu  punktu X * , od

znaczany w ięc przez K* k u lę  o promieniu R* ,współśrodkową 

z k u lą  Kq , k tó re j pow ierzchnia Ж * przechodzi przez X*. 

Zachodzi wtedy nierówność

M [ u ( X ) -  u(X ) ]  dS <  0 [  \ \  u ( X j -  u(X ) ] d S ^ O  • 
Ж* °  Ж '  0

A le z d ru gie j stro n y  wobec z a ło ż e n ia , że u {X ) j e s t  rozwią

zaniem równania (1 )  w ynika, że
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K o rzy sta ją c  z te g o , że A  u (Xq) = 0 otrzymujemy sp rzecz

n o ść , c z y l i  w Kq ,  u (X )  j e s t  fu n k cją  s t a ł ą ,

W przypadku A i  Б w ykazaliśm y, że i s t n i e je  obszar zawar

ty  w G , w którym t a  fu n k cja  j e s t  s t a ł a 3 Funkcja u (X )jest 

fu n k cją  a n a lity cz n ą  w G , zatem musi być s t a łą  v/ G,

PRACE CYTOWANE

[1] N .HICOLESCp, Les fo n c tio n s  poly harmoniques, P a r is  1936.

[2] W,WALTER, M itte lw e tsa tz e  und ih re  Verwendung zur

Losung von Randwertaufgaben, Ja h re sb e - 

r ic h t  der Deustchen Matheraatiker V e r e in i -  

gung, S tu ttg a r d  1957*

[3 ] R.COURANT, D.HILBERT, Metody m atem aticzeskoj f i z i k i ,

t . I I ,  Moskwa 1951.

[ 4 ]  G . TOŁSTOW, S z e r e g i FOUR TF,RA, Warszawa, Р Ш , 1954»

[ 5 ]  M.KRZYŻARSKI, Rôvmania różniczkowe cząstkowe rzędu dru

g ie g o , c z ę ś ć  I ,  Warszawa, Р Ш , 1957*



-  224 -

RESUME

De c e r ta in e s  p ro p r ié té s  des s o lu tio n s  d 'éq u a tio n

Д 2 u(X) + С4 Д и (Х )»  0

Dans c e t t e  n ote l 'a u t e u r  con sid ère  l a  v a le u r  moyenne 

de l a  fo n c tio n  sur l a  sph ère , c .a ,d .  1 "expression

M (F,X ,u)
S U ?

u(Y ) d S , où Л
2 l f T )

n

iK (R ,X )
n r ( i )

L 'a u te u r  demontaż deux tlieorenes su iv a n ts :

1 .  S i  l a  fo n c tio n  u (X ) dans le  domaine G , e s t  l a  so lu 

t io n  de Inéquation  Д :' u (X )+  С^Ли(Х)«* 0 ,  

en ce ca s  -  l a ,  pour chaque sphère K (R ,X ) C . G

M (R ,X ,u ) = u (X )+ 1 -

2 2 " 1f1( f ) J n
_ __________________  ? ~

a - 1
( A ) 2

où J  (X )  e s t  l a  fo n c tio n  de b essel d"index ~  ~ 1 ,
Ü - .  i 22

2 , S i  l a  fo n c tio n  u (X ) dans le  domaine G e s t  la  so lu 

t io n  d /éq u ation  A 2 u (X )+  0 ^ A u [X )«  0 ,  

en ce ca s  -  l a ,  pour chaque sphère K ( R ,X ) C  G

J - 1

П И ъ .  ,<A l

(c 2r )
I -

M (R ,X , Д  u)= A u (X )
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En consequence dans ces  théorèm es, 1 ^auteur démontre quel

ques c o r o lla ir e s  au s u je t  du changement de s ign e  de l a  so

lu tio n  de Î J equation  c i  -  d essu s, ou du changement de sign e  

de la p la c ie n  de c e t te  s o lu t io n , a in s i  que l e  théoi^me suivante

3 . S i

a/  u (X ) e s t  d e f in i  dans le  domaine ferme e t  borné G , 

b / u CX) e s t  une s o lu tio n  de l i q u a t i o n  è  u (X )+  С4 Д и (Х )«  

с /  i l  e x is te  le  p o in t Xq a ^ i n t é r i e u r  de G , t e l l e  que

u(X ) *  sup u(X) Гu(X )s= in f  u(X) 1 ,
0 x é  G 0 x  fc G J

dJ Д и (Х о) > 0  [ ^ u ( X Q) — o],

a lo r s  u (X ) я con st en chaque p o in t du domaine G .

Резюме

Некоторые свойства решения уравнения 

Д 2 и (х )  + с4Ди ( х ) = о

В этой работе автор рассматривает среднее значе

ние функции на сфере, т ,  е .  выражение п

К ( Я Д ,» ) -  - - - к -  №  ; ' » ) ds г д в  -  - ~ S r  •
FK(R,X) ‘ \ 2  )

При этом автор доказывает две следующие теоремыг

1 /  Если функция и( х)  в области G является
2 4-решением уравнения Д и(х) + (ГД и(х) = 0
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то для- любого шара K(R,X)c g

M(R,X,u)- u(X)+
CT

1 -
4 - 1

где J.

I -1

[ c 4 ] 2

есть  функцией Бесселя с индексом ~  - 1«

2 /  Если функция и(Х) в области G является решением
л А

уравнения Д и(Х) + СГДи(Х) = О 

то для любого шара K(R,X) с  G

M(R,X, Л u) а Д u(X)
n i

(а 2н ) 2
Ha основании этих теорем автор делает несколь

ко выводов, касающихся изменений знаков решений 

вышеуказанного уравнения, изменений знака лапла- 

сиона этих решений, а также приводит следующую 

теорему:

Если

а /  и(Х ) определена в замкнутой и ограниченной 
области G,

б /  и(Х) является решением уравнения

Д 2и(Х) + С4 Д и(х) = 0  в области G , 
в /  существует такая точка XQ внутри g » что

u(XQ)= sup u(X)f £ u (Xq) = i n f  u(X)j,
Xé G xe g

г /  Д  u(XQ) > 0  , [ Д и ( х 0] $ o ] ,

to u(X)=const в области G •


