Eugeniusz Wsrhnicki

O PBVAIYOH YftASKOSCIACH 1HO2LLE2A14 KONANIA.
O2u(X)->- C44An(X) =C

1, VM pracach [i], [2] podany jest wz6r na wartosc
Srednig dla rozwigzan rownania polibarwonicznego, za$ w et
nografii [3] podany jest wzOr na warto$¢ Srednig dia roz-
wigzan rownania

An(X) + Gu((X)= 0, C - stata

Wniniejszej pracy podamy efektywny wzOor na wartosé

Srednig dla rozwigzan réwnania
) L2n(X)+ c44 u(X)= 0, C - stata rézna od ze-
ra*
2» Podamy teraz wzory i definicje p z ktéorych bedzieny

korzysta¢. Przez J (x) bedzieia/ oznacza¢ funkcje EESSELA
P

pienr/szego rodzaju o indeksie p tzn» funkcje

p+2m
Y wmTI (?)
(2) J (X)«
P m=0 P(m+1) . [ (p+um-l)
Definicja 1. Funkcje u(x®,,.., X )« u(X) okres$long w

obszarze n-wymiarowyra G nazywamy3 [ - roézniczkowalna je

zeli pochodne

cu(xl,.,., xn) ~* b ul)u >) )
29X, X,
sg ciagte w G, dla %1, »«0jO®
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O P - rézniczkowalng (p >1), jezeli jest Ap"1l - rdéznicz-
kowalng w G i funkcja AOp“™n(x) jest [, - rézniczkOY/e.lna
w G .

Definicja 2» Niech u(X) bedzie funkcjg okre$long w o-
bszarze G. Y/artoscig Srednig funkcji u(X) na powierzchxi

kuli K(R,X0) nazywamy funkcje

(3) m(r,x -u). o n-1 u(X)ds
fin IK (R,X0)
gdzie
2(W
n
r(f)
Twierdzenie A« Jezeli funkcja u(X) jest Op - roz-

niczkowalna (p a 1) w obszarze G przestrzeni EIL wow

czas dla kazdej kuli K(R,X) C G

31
(4) M(R,X,u)n 5~ an i R2i O 1n(X) + Q ,
gdzie
ldlai eo

(5) N . e Lo dla i *1

n.t 2 il n(n+2),.,(n+2i-2)

p-1

1 ARM =£1L >3

© 0 APu(Y) i2pa dsdv.,

n 4p- 1(P-1)!'2 K(1,X)

r = <?(X,Y)
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Reszte Q mozna przez zastosowanie twierdzenia o wartosci
Sredniej dla catek wielokrotnych przedstawi¢ w sposdb naste-

pujacy: istnieje punkt ~ ¢ K(R,X) taki, ze
(7 « = an,p RIP aP»[S) =«

Dowdd tego twierdzenia podany jest w pracy [2]. Dla n = 3,

R.COURANT i D.HILESRT w [3] podaja powyzsze twierdzenie
przy

« W\ A”um oV
K (R.,X)

3* Wezigy pod uwage rozwigzania rownania L) w pewnym
obszarze GC E1L Funkcja u(X) bedaca rozwigzaniem tego
rOwnania jest w kazdym punkcie obszaru G analityczna oraz
(8) AVUu(X) =(-1)V"1 c4(v”1) An(X); v =1,2,...

Zbadajmy teraz zbieznos$¢ szeregu

(9) 2 an i r2x Al “ (x).
i=0 *
Na podstawie twierdzenia A istnieje punkt 6 K(R,X)CG
taki, ze
p-1 2i i 2p p gt o, »
K(RXu)a . a , R A uX)+ a R A u h
A n,i n,p

Korzystajac ze zwiazku (8) otrzymujeny

prn O+ o
M(R,X,u)=21 a R*1 A U (X) +
i=o *
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Gdy p dazy do nieskonczonosci to ostatni sktadnik dazy

do sera, zatem

M(Rfx,u) * S ani R2IAiu(x).
i=o n,L

Na podstawie (8) otrzymujemy
M(R.X,u) = u(x)- A"nO0 2 H . aAc2R)21.
C4 i-1 111

Wyrazamy teraz sume Sszeregu wystepujgcego w powyzszym zwig-

zku przez funkcje BESSELA pierwszego rodzaju,

1 2 3 4 5
Przyjmujemy n = 2p + 2, gdzie P “ °» O*2*2*2’' 2 *eeee
Otrzymujemy
2 (-111a (c221=2m Y] e — —
i<l * i=1 2 i! n(n+2)...(n+2i-2)
\% -1)1" 2 r)21 Yy =i)1" 2 )21
- () ) = Aj V(‘)Y"r") 1
i=1 2 i! (2p+2) ee* (2p+2i) i=1 2 ii 2 (ptl)..d +i)

Korzystajgc z wtasnosci funkcji BESSELA. otrzymujemy

W ten spos6b otrzymujemy

Twierdzenie 1, Jezeli funkcja u(X) jest w obszarze G

rozwigzaniem réwnania (1) to dla kazdej kuli K(R,X) C G
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22 r(f)Jn / C2R>
2 -1

(10) M(R,Xfu)= u(X)+ --4}X)| [i - ———— 4
£ t
(o2r)2
Ze wzoru (10) wynikajg nastepujgce wnioski:
Whniosek A. Jezeli u(X) jest rozwiazaniem réwnania (1)

w obszarze G , to dla kazdej kuli K(R,X)CG

SL H*
(12) M u(Y)dv u(X) +
K (R,X) n
n E?"leIM (c2r)
U n RNAu(X)fl 12,f
o4 u " \r21
(og'r—)

Dowéd. Dla kazdej kuli K(r,X)CK(R,X)CG

n u(Y) dS s 4 ri’1 u(X) + n
IK(r,X) n ,

WAL (X) - r (f)Jn.]°2r)’

1-2

Catkujac obie strony ponizszej rownosci wzgledem r od O

do R, otrzymujeny

K(E)uli4i - u« +
7-W n\ R n
*rttf
An(X) s ]nf 2 _2) Nor2 (C2r)dr
C4 C»
ale
Rn n
5r21Jn (C2r)dr - R2 JH(CZR)

t - 1 2
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K(ktfw ™ - — —

2 : .
P u(x) 1 ]r(f)j%(CZR) , |
(o2r)2 J |

Whniosek B, Jezeli funkcja u(X) jest rozwigzaniem row-~
nania (1) w obszarze G oraz dla PéG jest wu(P)= AOwn (P)
= 0 to w kazdej kuli K(R,P)CG funkcja u(X)zmienia znak
o ile nie jest wtej kuli tozsamosciowo réwna zeru.

Dowdd, Stosujgc wzér (11) otrzymujemy
‘W m (X) dvV « 0
K (R,P)
Zatem u(X) musi zmienia¢ znak w K(R,P),

Twierdzenie 2, Jezeli u(X) jest rozwigzaniem réwna-

nia (1) w obszarze G to dla kazdej kuli (K R,X)CG

n

22r(f)Jn ,(°2r)

(12) U (R#X, Au)« Au(X) r- ;'
1
(02H)2

Dowdd, RoOwnanie (1 ; jest oczywiscie réwnowazne rdéwnaniu
O[4A v (X) + C4 n (X)]-0

wiec funkcja Owu(X)+ C4 u(X) jest funkcjag harmoniczng, za-
tem dla kazdej K(R,X) CG

1 N [Au (Y) + C4u(Y)]dS »Au(X)+ Cau(X)

AaH" L % (R X)



- 221 -

czyli
M(R,X, Au)= Aun(X)+ C4u(X)- C4 M(R,X,u)

Uwzgledniajgc (10) otrzymujemy

22 . (°2r)
M(R,X, An) - Au(X) —

(c2H)2

Otrzymujemy stgd nastepujace wnioski
Whniosek J1. Jezeli u(X) jest rozwigzaniem réwnania (1)

w obszarze G , to dla kazdej kuli K (R,X) C G

,f22 "W )£ 1 (c2B)

(rr 1Vv2/ n n4
2
(13) )} u((Y)dv - An(X)
K(R,X)
(c2r)2
Whniosek B. Jezeli u(X) jest rozwigzaniem réwnania(l)

w obszarze G oraz Awn(P) = 0 dla P ¢ G, to w Kkazdej
kuli K(R,P)CG funkcja J1 u(X) zmienia znak o ile nie
jest wniej tozsamos$ciowo rdwna zero.

Dowody obu wnioskéw sg analogiczne do dowoddéw wnioskow z

twierdzenia 1 .

Whniosek C. Jezeli u(X) jest rozwigzaniem rdéwnania
(1) w obszarze G , to dla kazdego punktu P 6 G, takie-
go ze ’\(P,PG)Q—z gdzie jest najmniejszym dodat-

nim miejscem zerSwym funkcji Jn(X) istnieje K(R,P)Cg,
2

taka, ze Awn(X) zmienia znak w K(R,P) albo jest w nigj

tozsamosciowo réwna zero.

Dowdd wynika ze zwiazku (13)»
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Twierdzenie 3» Jezeli funkcja u(X) spetnia warunki
1° jest okre$long w domknietymi obszarze ograniczonym G,
2° jest rozwigzaniem réownania (1) w G, 3° istnieje punkt
Xg wewnagtrz G, taki ze u(Xqg) jest k3e3eT gornym (dol-
nym) funkcji u(X) w G, 4° Ju(Xj™ 0[H)u(XQ ~ o], to
u(X) jest funkcjg statg w G. W dowodzie rozwazymy dwa
przypadki?
A» Jezeli [u(Xq)>0 £2u(Xq)<o], to nierébwno$¢ ta za-
chodzi w pewnym otoczeniu 0(Xqg) punktu Xqg ¢ Funkcja u(X)
jest wiec w 0(Xqg) funkcjg podharmoniczng /nadharmoniczng"
oraz u(X) osiaga kres gorny /dolny/ w O0(X~) zatem musi
by¢ funkcjg stata®
B® Jezeli Au(Xq) * O to przez Ko(R,Xq) oznaczamy kule
zawartg w G o0 Srodku X i promieniu R , w ktérej
u(X)™ uXg)[u(X)é u(Xq)] « Przypusémy, ze istnieje punkt
XYy K taki, ze

u(x')<u(Xo) [u(x") >u(Xo)]

Nierownos¢ ta jest stuszna w pewnym otoczeniu punktu X*, od
znaczany wiec przez K* kule o promieniu R* ,wspotsrodkowg
z kula Kqg, ktérej powierzchnia >* przechodzi przez X*.
Zachodzi wtedy nieréwnos¢
M[u(X)- u(X)] dsS < 0 [ \\ u(Xj- u(X)] ds~ro -
K* ° X! 0
Ale z drugiej strony wobec zatozenia, ze u{X) jest rozwia-

zaniem rownania (1) wynika, ze
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Korzystajac z tego, ze A u(Xq) =0 otrzymujemy sprzecz-
nos¢, czyli w Kqg, u(X) jest funkcjg stata,

Woprzypadku A i b wykazaliSmy, ze istnieje obszar zawar-
ty w G, w ktorym ta funkcja jest stata3 Funkcja u(X)jest

funkcjg analityczng w G , zatem musi by¢ statg Vv G,
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RESUME

De certaines propriétés des solutions d'équation

A2 u(X)+ C440n(X)» 0O

Dans cette note l'auteur considere la valeur moyenne

de la fonction sur la sphére, c.a,d. 1l"expression

n

21£T)
M (F,X,u) u(y ) ds, ou /1

? .
SU s n r(i)
iK(R,X)
L'auteur demontaz deux tlieorenes suivants:
1. Si la fonction u(X) dans le domaine G, est la solu-
tion de Inéquation O uX)+ CMIn(X)«* 0,

en ce cas - la, pour chaque spheére K(R,X) C. G

22" 1f1(f)Jr’1?

M (R,X,u) = u(X)+ 1- - T
a-1

(A )2

ou J (X) est la fonction de bessel d"index ~ ~ 1,
li i 2
2, Si la fonction u(X) dans le domaine G est la solu-

tion d/équation A2 u(X)+ 0MAu[X)« 0,

en ce cas - la, pour chaque sphere K (R,X)C G
J -1
0 <A |

MR, X, A u)= Au(X)
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En consequence dans ces théoremes, 1”7auteur démontre quel-
ques corollaires au sujet du changement de signe de la so-
lution de TJequation ci - dessus, ou du changement de signe
de laplacien de cette solution, ainsi que le théoi“me suivante
3. Si
al u (X) est defini dans le domaine ferme et borné G,
b/ u CX) est une solution de liguation & u(X)+ C4 4An(X)«
c/ il existe le point Xg a ~intérieur de G, telle que

u(X )= sup u(Xx) FuX )= inf u(X)1,
0 xé G 0 x tG J

dJ  Aun(Xo)>0 [fu(XQ — o],

alors u(X) a const en chaque point du domaine G.

Pe3rome

HekoTopble cBoOWCcTBa pelleHnss ypaBHeEHUS

02 n(x) + c4n (x) = 0

B aToii pa6oTe aBTOp paccmMmaTpuMBaeT cpegHee 3Haue-

HMe (YHKUMM Ha cdepe, T, €. BbIpa>KeHNe n
K@A4L,»)- ---kK - Ne ;'» ) ds rose . -~ Sr .
FK(R,X) “\2)

Mpn aTom aBTOp AOKa3blBaeT ABe criefytolie TeopeMbIr
1/ Ecnn dyHKUnA n(x) B obnactun GsaBnsercH

peLleHmnemMm ypaBHEHUSA ,Ll,2 n(x) + (?‘,ﬂ, nx)= 0
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TOo pnis- noboro Lwapa K(R,X)c g

M(R,X,u)- u(X)+ 1 -
CT 4 -1
[c4a ] 2

rope J. ecTb (yHKuueln Beccensa ¢ umHaekcom ~ - Ik

1 -1

2/ Ecnn dyHkuma wun(X) B 26naCTm GaBnsdeTCcs peLleHnem
n
ypaBHeHuna O u(X) + crgu(X) = 0O
TO pgna nwboro wapa K(R,X) ¢ G

M(R, X, Nu) a Au(X) ni

(a2n) 2
Ha ocHoBaHMM 3TUX TeOopeM aBTOp AenaeT HECKO/b-

KO BbIBOAOB, KacaloWMXcsd U3MEHEHUWN 3HAKOB peLueHnn
BblLLUEYKAa3aHHOINo ypaBHEHWSA, WU3MEHEHUI 3Haka fansna-
CMOHa 3TUX peLleHUnn, a TakkKe MNpPUBOAUT CreaytoLLyto
Teopemy:
Ecnn
al/ wn(X) onpegeneHa B 3aMKHYTOW W OrpaHuW4YeHHON
o6bnactn G,
6/ wn(X) <aBnseTca pelleHMeEM ypaBHeHUs
O2n(X) + &4 4 n(x) =0 B ob6nactum G ,
B/ cyuiecTByeT Takasa Toudka XQ BHYTpU g» 4TO

u(XQ)= sup u(X)f Eu(Xg)= inf u(X)j,
Xeé G Xe g

r/ ] u(XQ >0 , [in(x0] $0],
to u(X)=const B o6nactu Ge



