
Adam Wachułka

O WARUNKACH WYSTARCZAJ4CYCH OSCÏLACYJÏÏOŚCI NIEZEROWYCH 
ROZWIĄZAŃ PEWNYCH RÓWNAŃ ELIPTYCZNYCH

1® W pracy t e j  podamy warunki w ystarczaj ące o s c y la c y j-  

n o śc i niezerowych rozwiązań równania

11 ) a 11UL (x ,y )+  2ai2 Uiw (X ,y )+  a22Uw (x ,y )+  V x (x ’ y )  +

+ b u' (x ,y )+  p (x ,y )u C x -,y )
<У

gdzie  a1-]*a i 2 »a22 ’ b1’ b2 są  s t a ł yin i» zaś Р (Х»У) Ó est 
fu n kcją  k la sy  C ° w nieograniczonym  obszarze D o do«

p ełn ien iu  CD ograniczonym. Zakładamy, że forma kwadrat0= 
2 2

wa + 2  а12И  + а22^ j e s t  dodatnio określona®

Przyjmujemy d e f in ic ję  o sc y la c y jn o ś c i niezerowego roz­

w iązania równania ( 1 ) ja k  w pracy [ 1] .
2

D e fin ic ja  .  Funkcję u (x ,y )  k la sy  C będącą n ie z e - 

rowym rozv/iązanien równania (1 ) w pewnym obszarze n ie  ogra­

niczonym D o d opełn ien iu  CD ograniczonymi nazywamy roz­

wiązaniem oscylacyjnym , j e ż e l i  u (x ,y )  zeru je  s ię  w con aj- 

mniej jednym punkcie zewnętrza każdego k o ła  i  zera fu n k c ji  

u (x ,y )  n ie  w yp ełn ia ją  obszaru dwuwymiarowego.

Podamy te ra z  pewne tw ierdzen ia  z pracy [2 ]  , [ 3 ]  , z

których  będziemy k o r z y s ta ć .
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Twierdzenie 1 .  [2 ]  J e ż e l i  fu n k cja

(1a )

sp e łn ia  v/arunek

m (r) = min p (x ,y )  d la  0 <  r  ^  r
2 2 2 °  

x + y  = r

lim  apr

Y*

У m ( t  ) dt

albo t a  gra n ica  aproksymatyvma n ie  i s t n i e j e ,  to  każde n ie -  

zerowe rozw iązanie równania

(2) A u (x ,y )  + p (x ,y )  u (x ,y )

k la sy  C v/ D j e s t  o sc y lu ją ce  w D • 

Tw ierdzenie 

s p e łn ia  vrerunki

Tw ierdzenie 2 ,  [ 3 ]  J e ż e l i  fu n k cja  m (r) d la  C k r ^ r

1' m (r)+ — ~  ^ 0 ,  2° lim  i n f  r  \  n ( t )  dt >  0
. r  ~  r4r

to  każde niezerowe rozv/iązanie równania ( 2 )  j e s t  o sc y lu ją ­

ce y/ D.

3* Udowodnimy te ra z  tr z y  lem aty .

Lemat 1 .  J e ż e l i  u (x ,y )  j e s t  niezerovym rozwiązaniem rów- 
" 2

nania (1 ) k la sy  C w pewnym obszarze nieograniczonym  D 

o dopełn ien iu  ograniczonym CD, to  1° fu n kcja

( 3 ) v ( x ,y )  = ex p ( -r x  -  t y ) .  u (x ,y )  ,

gd zie

( 4 ) Г a
b a  — Ъ a 

1  2 12 1 22
2 2a„ . ći — 3 4rt

11 22 12

1  Ь1 12 ~ b2 11
2 2 

а 11 22 “  а 12

j e s t  niezerowym rozwiązaniem k la sy  C w D równania

( 5 )  a 11Vxx:(X ,y )+  2 a l2 Vi y U ,y ) +  a22Vy y CX ,y)+  p -fx »y) У (Х »У)
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gdzie р ^ х .у ) »  p (x ,y )  + С , C -  s t a ł a ,

2° zb iory  m iejsc zerowych fu n k c ji  u (x ,y )  i  v (x ,y )  są  

id en ty czn e , ,

Dowód, Druga c z ę ść  te z y  wynika wprost z o k re śle n ia  

fu n k c ji v (x ,y )  (3 ) « D la  dowodu pierw szej c z ę ś c i  te z y  s t o ­

sujemy tran sform ację  (3) do równania ( 1 ) .  Po o b licz e n iu  od­

powiednich pochodnych i  po podstaw ieniu do równania ( 1 ) i  po­

d z ie le n iu  przez czynnik exp ( -  rx  -  t y )  otrzymujemy

(6) a l1V£ x (X,y)+ 2al2Vî y (x»y) + a 22Vyy tx *y) +

+ (2 a ^ r  + 2a12t  + b ^  v ^ (x ,y )  + (2 a ^ r  + 2 a ^ t  + b ^ x , y )  +

ł ^ ^ r N -  2a1£r t  + a22t 2+ b^r + bgt + p (x ,y )]  v ( x ,y )  = 0

Uw zględniając ( 4 )  otrzymujemy

(7) al1VicCX’y)+ 2a12V^ (x»y)+ a22Vyy(X,y)+[2 + b2t} +

+ P (x ,y )]  v (x ,y )» 0

albo przyjm ując

( 8 )  “ ( ^ r  + b2t ) »  “  — 3—
- a ^ b ^ 2 -  2a. b b_ + a b 2 

12 1 2 22 1

а 11а22 “  а 12

oraz p ( x ,y )  + C = p 1 ( x , y )

otrzymujemy równanie ( 5 ) ,  k torego  niezerovym rozwiązaniem
2

j e s t  fu n k cja  v ( x ,y )  k la sy  C w D c .b .d .o .

Lemat 2 , J e ż e l i

a12 ^

t g  2 f
2a

12

а 11 “  a22

( 9 )

(10)

0
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(11) x = j  c o s f  + ^ s i n  <f

(12) A = f [ a , ,  + a22

(13) 0 “ [2  a11 + a22

,  У * -  \  s in 'f  + i c o s  i

( H )  V ( J , 'łj) = v (| co s  f  + Ц s in  *f , - 1 s i n f  + ^  cos )

to  1° fu n k cja  j e s t  niezerowym rozwiązaniem k la -
2

sy  С w pewnym nieograniczonym  obszarze D  ̂ o dopełn ie­

n iu  CD  ̂ ograniczonym równania

(15) Avj'( ( j , i i )  + w ; , ( b i )  +  p2( i . i ) v ( b i )  - o

2° zb io ry  m iejsc  zerowych fu n k c ji  v (x ,y )  oraz V ( ^ ,^ )  są  

identyczne z dokładnością  do obrotu o k ąt *f oraz zb iory D 

i  D  ̂ i  ic h  d op ełn ien ia  CD i  CD  ̂ są  identyczne z do­

k ła d n o śc ią  do obrotu o k ą t f  •

Dowód: Druga c z ę ść  te z y  wynika wprost z tra n sfo rm a cji 

(.11) oraz (14) tz n . z obrotu o k ą t f  •

D la dowodu p ierw szej c z ę ś c i  te zy  zastosujem y transform ację 

(1 1 ) do równania (5 )«  Po o b licz e n iu  odpowiednich pochod­

nych, podstaw ieniu do równania i  po uwzględnieniu (14)oraz 

przy oznaczeniu

P.,( jc o s  i  -  T s in  f  , -  j s in  f  + 4  c o s f )=  P2 ( M )

otrzymujemy równanie (1 5 ) , k tórego  niezerowym rozw iąza- 
2

niem k la sy  C w D1 j e s t  fu n k cja  V ( j ,^ )  c .b .d .o *

Lemat 3 . J e ż e l i

(16 ) j a  YÂ1 £ 1 Л Ф  ^  

(1 7 ) V ( V a ] , ^ )  = V ( j  , 4 )
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to  1° fu n k cja  v(£ , 'rç) j e s t  niezerowym rozwiązaniem k la -
2

sy C w obszarze n ie  ogranie z onym o d opełn ien iu  ogra­

niczonym CD2 równania

da) Vff (] ,ij) + v ^ ( b ł )  + р3(1й )т ( И ) - о

2° zb iory  m ie jsc  zerowych fu n k c ji  V Ц ) oraz V ( | ^ )

odwzorowują s ię  na s ie b ie  w sposób jednoznacznie odwracalny.

Dowód: Druga c z ę ść  te z y  wynika z tra n sfo rm a cji ( 16)« Is ­

to tn ie  d y la ta c ja  (1 6 ) p rz e k sz ta łc a  z b ió r  m iejsc zerowyoh fu n - 

kej i  V (| , ) v/ z b ió r  m iejsc  zerowych fu n k c ji  V v/

sposób jednoznacznie odw racalny. To samo dotyczy zbiorów D̂  

i  zb ioru  p rzekszta łcon ego  ,  przy czym zb ió r  CD^ j e s t  

zbiorem ograniczonym.

D la dowodu c z ę ś c i  p ierw szej te z y  stosujem y transformację

(1 6 ) do równania ( 1 4 ) .  Po o b licz e n iu  odpowiednich pochod­

nych, po podstaw ieniu ic h  do równania (14 ) , po p r z y ję c iu  

oznaczenia

P2^ f £ ] ,V C 4 ) =  p3 ( j ,  Ą )

otrzymujeny równanie (18) , k tórego  niezerowym rozw iąza-
2 ____

niem k la sy  C w D2 j e s t  fu n k cja  V f j , ^ )  c .b .d .o .

4 .  Udowodniny te ra z

Twierdzenie 3 . J e ż e l i  fu n k cja  m (r) określona wzorem

(1a) sp e łn ia  warunki tw ierdzen ia  1 , to  każde niezerowe ro-
2

związanie u (x ,y )  równania (1) k la sy  C w obszarze D n ie ­

ograniczonym o d opełn ien iu  CD ograniczonym j e s t  o sc y lu ją ­

ce w D ,

Dowód: J e ż e l i  z a ło ż e n ia  tw ierdzen ia  3 są  sp e łn io n e ,

to  na podstawie tw ierdzen ia  1 , fu n k cja  V ( l ,  rj )  będąca
* p

rozwiązaniem niezerowym równania (1 8 ) k la sy  C w obsza-
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rze j e s t  o sc y lu ją c a  w D^. Na podstawie lematów 1,

2 ,3  fu n k cja  u ( x ,y )  będąca niezerowym rozwiązaniem rów-
2

nania (1) k la sy  C w D j e s t  rozwiązaniem oscylującym  

w D .

W an alogiczny sposób udowadnia s i ę

Twierdzenie 4 » J e ż e l i  fu n kcja  m (r) określona wzorem

(1 a )  s p e łn ia  warunki tw ierdzen ia  2 , to  każde niezerowe
2

rozw iązanie równania ( 1 ) ,  u (x ,y )  k la sy  C w obszarze n ie ­

ograniczonym D o dopełn ien iu  CD ograniczonym j e s t  oscy­

lu ją c e  w D ,

IX

V/ te j  c z ę ś c i  pracy podamy warunki w ystarczające  o sc y la - 

c y jn o ś c i  niezerowych rozwiązań równania

(2 0 ) Д и (х ,у )+  a (x )u ' (x ,y )  + b ( y ) u '( x ,y ) +  p (x ,y ) .u (x ,y )  = 0
x j

1
gd zie  a (x )  oraz b (y ) są  funkcjam i k la sy  C na c a łe j 

p ła sz c z y ź n ie .

Udowodnimy najp ierw  n astępu jący  

Lemat 4 .  J e ż e l i  u (x ,y )  j e s t  niezerowym rozwiązaniem rów- 

nania

(20) k la sy  C* 2 na c a łe j  p ła sz c z y ź n ie , to  1° funkcja

(21) v ( x ,y )  => e x p (- j  a ( t )  d t + ^ b ( s )  d s l )
L o o J

2
j e s t  niezerowym rozwiązaniem k la s y  C na c a łe j  p ła szczy ź­

n ie  równania

(2 2 )  A v  ( x ,y )  + p .,(x ,y )  v ( x ,y )  = 0

gd zie

(2 3 )  P .,(x ,y )=  р ( х ,У ) -  j [ a 2 (x )+  b2( y ) -  ( a'(x) + b'(y))]
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2 zb iory  m ie jsc  zerowych fu n k c ji  u lx ,,v ) oraz v ( x ,y )  

są  id en tyczn e .

Dowód; Druga c z ę ść  te z y  wynika v/prost z tra n sfo rm a cji 

( 2 2 ) .  D la dowodu pierw szej c z ę ś c i  te zy  zastosujem y tra n s­

form ację (2 2 )  do równania ( 2 0 ) ,  Po o b licz e n iu  odpowied­

n ich  pochodnych i  podstaw ieniu ic h  do równania (2 0 ) o trz y ­

mujemy po p rz y ję c iu  (23) równanie ( 2 2 ) ,

Udowodnimy teraz

Twięrdzenie 5,  J e ż e l i  fu n k cja  m (r) określon a wzorem

(1a) sp e łn ia  warunki tw ierdzen ia  1 , to  każde niezerowe ro-
2

związanie równania (2 0 )  k la s y  0 na c a łe j  p ła szczy źn ie  

j e s t  o scy lu ją ce  na c a łe j p ła sz c z y ź n ie .

Dowód : Z twie rdzen ia  1 wynika, że fu n k cja  v ( x ,y  ) 

j e s t  oscylująpym  rozwiązaniem równania ( 2 2 )  na c a łe j  p ła sz ­

cz y ź n ie , Z lematu 4 -go  wynika iden tyczn ość zbiorów m iejsc  

zerowych fu n k c ji  u (x ,y )  i  v ( x ,y ) ,  Y/obec tęgo fu n kcja  

u (x ,y )  będąca niezerowym rozwiązaniem równania (2 0 ) j e s t  

o scy lu ją ca  na c a łe j p ła szczy źn ie  c ,b ,d ,o .

V/ an alogiczn y sposób można udowodnić

tw ierdzenie 6 ,  J e ż e l i  fu n k cja  m (r) sp e łn ia  warunki

tw ierdzenia 2 , to  każde niezerowe rozw iązanie u (x ,y ) rów-
2

nania (20) k la sy  C na c a łe j  p ła szczyźn ie  j e s t  na n ie j 

o scy lu j а се .

PRACE CYT0Y//JIE

[1 J F,BARA1ÏSKI, 0 w łasn ościach  o scy la cy jn y ch  i  l in ia c h  wę­

złów rozwiązań pewnych równań różniczkowych czą stk o ­

wych typu e lip ty c z n e g o , Prane K a t . t . V I I  / 1 9 6 2 / , s t r ,? 1 - 9 6 e
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[ г ]  С .OLECH, Z.O PIA L, T,¥/AŻ3\¥5KI, Sur l e  pro Ы  brnę d 

l l a t i o n  des in té g r a le s  de 1 équation  y" + g(t)y 
B u l l • Асad• P o lon. S c i •5  /1 9 5 7 / ,  s t r .6 2 1 -6 2 6 .

[ 3 ]  E .H ILLE, IT o n o sc illa tio n  theorem®, Trans».'.ner. 

S e c .64 /1 9 4 8 / ,  s t r . 2 3 4 -252 .

o śc i 

= 0

I.ath
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SUMMABY

Some s u f f ic ie n t  c o n d itio n s  fo r  the o s c i l la t o r y  behaviour o f  

non t r i v i a l  s o lu tio n s  o f  c e r ta in  e l l i p t i c  equations .

The non t r i v i a l  s o lu tio n  o f  the e l l i p t i c  equation

( O  al l Uooc(X ,y ) + 2a L2Ui y (X ,y ) + a22Ui y lX ,y )  +

+ b1ux^x»y) + b2Uy (x»y) + Р(х»У)и1х»У) = 0

a]L1, a1 2 , a22* bi*  b2 boeing co sta n s ,

i s  ca lled , o s c i l la t i n g  in  the domain D fo r  which the com-
o

piementa ry  domain CD i s  bounded i f  : 1 u (x ,y )  = 0  a t  

one p oin t a t le a s t  on the e x te r io r  o f  every c ir c le

2° the zeros o f u (x ,y )  do n ot f i l l  any domain.

Let
2 2 2

m (r) = min p (x ,y )  fo r  x + у  = r  , r >  r Q =- 0

The author proves the fo llo w in g  theorems:

Theorem 1 .  I f

r
lim  apr j  m ( t  ) d t = * з  

r-*-®* r о

l im it  does not e x i s t ,  then every non t r i v i a l  s o lu -  

the equation  (.1) i s  o s c i l la t i n g  in  the domain

or t l i i s

tio n  o f 
2 2 

Уx +



-  2 3 6  -

Let

Pj_Uc»y>" ? ( x ,y ) -  ^ [ a ‘r'(x )+  b2( y ) ] -  ~  [ ( a ‘ (x> + b '( y )  ]

т ^ ( г )  « min рл ( х ,у )  fo r  х + у 2 -  х с- § г  > г  =- О ,

i, .р ( х ,у ) ,  а (х ,)  Ь (у )  boeing continuos

fu n ctio n s f o r  a l l (x ,y  )

ïh e cre a  2 , I f

lim  apr 5 "L
m ( t )  dt =

Г -*  r о

or t h is  l i m i t  does n ot e x i s t ,  then every non t r i v i a l  so lu ­

tio n  o f  the equation

(2 )  u (x ,y )+  a (x )u ' (x ,y )  + b l y ) u '( x ,y ) +  p 'x ,y )  u ( x ,y )  =0
л О

i s  o s c i l la t i n g  in  whole p la n .

Резюме

0 достаточных условиях осциллирована  

ненулевых решений некоторых эллиптических 

уравнений.

Ненулевое решение и( х, у )  эллиптического уравнения

(О а11 Ux x ^ x,y) + 2а12 uxy (х,у) + а22 Uyy^X,y) + V x < X’y) + 

+ Ь2 и 'Д х .у ) + р (х ,у )  и (х ,у )  »  0
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aik * bi константы
называется осциллирующим в неограниченной области, 

дополнение которой CD ограниченно если 1 °  

и (х ,у ) = 0  по крайней мере в одной внешней точке 

каждого круга, 2 °  нуля функции и/ х , у /  Не выпол­

няют никакой области.

Пусть П (г )  = min р (х ,у )  , г  r Q >  0 .

Автор доказывает следующие теоремы:

Теорема 1 . Если г
lim  apr j  m Ct)dt = «>=> 

г о

или этот аппроксимативный предел не существует

тогда каждое ненулевое решение уравнения ( 1 )
2 2 2является осциллирующим в области х + у ;=» rQ • 

Пусть

?1 ( х , у )  = р ( х , у )  -  \ [а 2(.х) + Ь2 С у)] -

- \ [ аЯх) + Ъ(у)] ,
р ( Х , у )  , а(х) , ъ'(у) непрерывные 

функции на целой плоскости,

n ^ r )  = min р ^ х .у )  , r ^ r Q > 0

2 2 2х + у = г
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Теооема 2 .  Если------ г

lim  арг \  m ^ t jd t  =■
Г -> о о  '

Г
О

или этот аппроксимативный предел не существует 

тогда каждое ненулевое решение уравнения

(2 )  Д u (x ,y )  + а ( .х )и '(х ,у )  + Ъ (у)и ' (х ,у )  + р (х ,у )  u(aery)

является осциллирующим на целой плоскости*


