Adam Wachulka

O WARUNKACH WYSTARCZAJACYCH OSCILACYJITOSCI NIEZEROWYCH
ROZWIAZAN PEWNYCH ROWNAN ELIPTYCZNYCH

I® Wpracy tej podamy warunki wystarczajgce oscylacyj-

nos$ci niezerowych rozwigzan rownania

1) alluL (x,y)+ 2ai2Uiw(X,y)+ a22Uw (x,y)+ V x (X'y) +

+ b u;y(x,y)+ p(x,y)uCx-,y)

gdzie al-]*ai2»a22'b1'b2 sg statyini» za$ P(X»Y) Oest
funkcjg klasy C° W nieograniczonym obszarze D o do«

petnieniu CD ograniczonym. Zakiadamy, ze forma kwadratO=
wa 2 +2 al2n + 6122’\2 jest dodatnio okreslona®

Przyjmujemy definicje oscylacyjnos$ci niezerowego roz-
wigzania réwnania (1) jak w pracy [1].

Definicja . Funkcje u(x,y) klasy C bedacg nieze-
rowym rozv/igzanien réwnania (1) w pewnym obszarze nieogra-
niczconym D o dopetnieniu CD ograniczonymi nazywamy roz-
wigzaniem oscylacyjnym, jezeli u(x,y) zeruje sie w conaj-
mniej jednym punkcie zewnetrza kazdego kota i zera funkcji
u(x,y) nie wypetniajg obszaru dwuwymiarowego.

Podamy teraz pewne twierdzenia z pracy [2] , [3] , z

ktéorych bedziemy korzystac.
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Twierdzenie 1. [2] Jezeli funkcja

(1a) m(r) = min p(x,y) dla o<r ~r
X +y =7r )
spetnia v/arunek Y¢

lim apr y m(t) dt

albo ta granica aproksymatyvma nie istnieje, to kazde nie-

zerowe rozwigzanie rownania

@) A u(x,y) + p(xy) u(xy)
klasy C v/ D jest oscylujgagce w D -
Twierdzenie 2, [3] Jezeli funkcja m(r) dla Ckr~r

spetnia vrerunki

1 m(r)+ —~ ~0, 2° lim inf r\ n(t) dt > 0

r -~ r
4r

to kazde niezerowe rozv/igzanie rownania (2) jest oscyluja-
ce y D.

3* Udowodnimy teraz trzy lematy.
Lematul. Jezeli wu(x,y) jest niezerovym rozwigzaniem réw-
nania (1) klasy C2 w pewnym obszarze nieograniczonym D

o dopeinieniu ograniczonym CD, to 1° funkcja

(3) v(x,y) = exp(-rx - ty). u(xyy) ,
gdzie
b a —b a
r 1 2 12 1 22 1 bl 12 ~ b2 11
) 2, 6 24,
11722 {& all 22 “ al2

jest niezerowym rozwigzaniem klasy C w D rdéwnania

(5) alivxx:i(X,y)+ 2 al2ViyU,y)+ a22WyCX,y)+ pHdk»y) Y (X»Y)
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gdzie p~x.y)» p(x,y) + C , C - stata,

2° zbiory miejsc zerowych funkcji u(x,y) i v(x,y) sa
identyczne,

Dowdd, Druga cze$¢ tezy wynika wprost z okreslenia
funkcji v(x,y) (3) « Dla dowodu pierwszej czes$ci tezy sto-
sujemy transformacje (3) do réwnania (1). Po obliczeniu od-
powiednich pochodnych i po podstawieniu do réwnania (1)i po-

dzieleniu przez czynnik exp (- rx - ty) otrzymujemy

(6) allVEX(X,y)+ 2al2My (x»y) + a22Wy tx?*y) +
+(2 a™r + 2al2t + bAvA(X,y)+ (2 a”™r + 2a™~t + brx,y)+
AN rN - 2alfert + a22t2+ b~r + bgt + p(x,y)] v (x,y)= 0

Uwzgledniajagc (4) otrzymujemy

(M allvVicXy)+ 2al2™ (oy)+ a2Wy (X, y)+H[2 + b2t} +

+ P(x,y)] v(x,y)»0
albo przyjmujac
-a~b”~2 - 2a,,b,b, + a,,b,2

(8) “(“r + b2t)» “ — 3 127172 221
alla22 “ al2
oraz p (x,y) + C =pl(x,y)

otrzymujemy rdéwnanie (5), Kktorego niezerovym rozwigzaniem

jest funkcja v (x,y) klasy C w D c.b.d.o.

Lemat 2, Jezeli

(9) a12 ~ 9 0a

(¢10)) tg 2 F 12
all “ a22
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(11) X =j cosf +~sin <, Y *-\ sin'f +icos i

(12) A=Fra, + a2
(13) 0“[2 all + a22
(H) V(J ,'§) = v(Jcosf + LU sin*, -1sinf+ ~ cos )
to 1° funkcja jest niezerowym rozwigzaniem kla-

sy C W pewnym nieograniczonym obszarze D" o dopeinie-
niu CD" ograniczonym réwnania
(15) Avj'( (j,ii) +w ;,(bi) + p2(i.i)v(bi) -o
2° zbiory miejsc zerowych funkcji v(x,y) oraz V(~,M) sa
identyczne z doktadnoscig do obrotu o kat *f oraz zbiory D
i D i ich dopetnienia CD i CD™ sag identyczne z do-
ktadnoscig do obrotu o kat f -

Dowdd: Druga czes$¢ tezy wynika wprost z transformacji
(11) oraz (14) tzn. z obrotu o kgt f -
Dla dowodu pierwszej czes$ci tezy zastosujemy transformacije
(11) do réwnania (5)« Po obliczeniu odpowiednich pochod-
nych, podstawieniu do réwnania i po uwzglednieniu (14)oraz

przy oznaczeniu
P,(jcos i - T sinf , -jsinf + 4 cosf)= P2(M )

otrzymujemy r(’)zwnanie (15), ktoérego niezerowym rozwigza-
niem klasy C w D1 jest funkcja V(j,») c.b.d.o*

Lemat 3. Jezeli

(16 ) ja YA1£ 1n o A

(17) V(Val .~ ) =V( .4)
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to 1° funkcja Vv(E, 'r¢) jest niezerowym rozwigzaniem kla-
2
sy C w obszarze nie ograniezonym o dopetnieniu ogra-

niczconym CD2 rdéwnania
da) ME(] i) +v2A(bt) +p3(Lii)r (N ) -0

2° zbiory miejsc zerowych funkcji V L) oraz V(] )
odwzorowujag sie na siebie w spos6b jednoznacznie odwracalny.

Dowdd: Druga czes$¢ tezy wynika z transformacji (16)«ls-
totnie dylatacja (16) przeksztatca zbior miejsc zerowyoh fun-
keji V(] , ) Vv zbiér miejsc zerowych funkcji V i
spos6b jednoznacznie odwracalny. To samo dotyczy zbiorow D®
i zbioru przeksztatconego ,  przy czym zbiér CD» jest
zbiorem ograniczonym.

Dla dowodu czes$ci pierwszej tezy stosujemy transformacje
(16) do réwnania (14). Po obliczeniu odpowiednich pochod-
nych, po podstawieniu ich do réwnania (14 ), po przyjeciu

oznaczenia
P2AfE],VC4)= p3(j, A)

otrzymujeny rownanie (18) , KktOrego niezerowym rozwigza-
niem klasy C2 w D2 jest funkcja VTj,~) c.b.d.o.

4. Udowodniny teraz

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja m(r) okresSlona wzorem
(1a) spetnia warunki twierdzenia 1, to kazde niezerowe ro-
zwigzanie u(x,y) rownania (1) klasy C2 w obszarze D nie-
ograniczconym o dopetnieniu CD ograniczonym jest oscylujg-
ce w D,

Dowdd: Jezeli zatozenia twierdzenia 3 sg spetnione,
to na podstawie twierdzenia 1 , funkcja V(I*, rj) bedaca

rozwigzaniem niezerowym réwnania (18) klasy C w obsza-
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rze jest oscylujgca w D”. Na podstawie lematéow 1,
2,3 funkcja wu(x,y) bedgca niezerowym rozwigzaniem row-
nania (1) klasy C2 w D jest rozwigzaniem oscylujgcym
w D .

W analogiczny sposéb udowadnia sie

Twierdzenie 4» Jezeli funkcja m(r) okreslona wzorem
(la) spetnia warunki twierdzenia 2, to kazde niezerowe
rozwigzanie réwnania (1), u(x,y) klasy C2 w obszarze nie-
ograniczconym D o dopeinieniu CD ograniczonym jest oscy-

lujace w D ,

IX

V/ tej czes$ci pracy podamy warunki wystarczajgce oscyla-

cyjnosci niezerowych rozwigzan réwnania
(20) Awn(x.y)+ a(X)U'X(x,y)+ b(y)uj'(x,y)+ p(x.y).u(xyy) = 0

gdzie a(x) oraz b(y) sa funkcjami klasy C1 na catej
ptaszczyznie.

Udowodnimy najpierw nastepujacy
Lemat 4. Jezeli u(x,y) jest niezerowym rozwigzaniem row-
nania
(20) klasy C2 na catej ptaszczyznie, to 1° funkcja
(21) v (x,y) > exp(- j a(t) dt +7~b(s) dsl)

Lo 5 o J

jest niezerowym rozwiagzaniem klasy C na catej ptaszczyz-

nie réwnania

(22) Av (xX,y) + p.(xy) v (xyy) = 0
gdzie

(23) P.(xy)= p(x,¥Y)- jla 2(x)+ b2(y)-  (a'(x) + b'(y))]
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2 zbiory miejsc zerowych funkcji ulx,v) oraz V(X,y)
sg identyczne.

Dowdd; Druga czes¢ tezy wynika v/prost z transformacji
(22). Dla dowodu pierwszej czeS$ci tezy zastosujemy trans-
formacje (22) do rownania (20), Po obliczeniu odpowied-
nich pochodnych i podstawieniu ich do réwnania (20) otrzy-
mujemy po przyjeciu (23) réwnanie (22),

Udowodnimy teraz

Twierdzenie 5, Jezeli funkcja m(r) okreslona wzorem
(1a) spetnia warunki twierdzenia 1, to kazde niezerowe ro-
zwigzanie réwnania (20) klasy O2 na catej ptaszczyznie
jest oscylujace na catej ptaszczyznie.

Dowdd: Z twierdzenia 1 wynika, ze funkcja v (X,y )
jest oscylujapym rozwigzaniem roéwnania (22) na catej ptasz-
czyznie, Z lematu 4-go wynika identycznos$¢ zbioréw miejsc
zerowych funkcji u(x,y) i v(x,y), Ylobec tego funkcja
u(x,y) bedaca niezerowym rozwigzaniem réwnania (20) jest
oscylujaca na catej ptaszczyznie <c,b,d,o.

V/ analogiczny spos6b mozna udowodni¢

twierdzenie 6, Jezeli funkcja m(r) spetnia warunki
twierdzenia 2, to kazde niezerowe rozwigzanie u(x,y) row-
nania (20) klasy 02 na catej ptaszczyznie jest na niej

oscyluj ace.
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SUMMABY

Some sufficient conditions for the oscillatory behaviour of

non trivial solutions of certain elliptic equations .
The non trivial solution of the elliptic equation
(O al I Uooc(X,y) + 2al2Uiy (X,y) + a22Uiy IX)y) +
+ blux”™x»y) + b2Uy (x»y) + P(»Y)nIx»Y) = 0

ajLl, al2, a22* bi* b2 boeing costans ,

is called, oscillating in the domain D for which the com-
o]
piementary domain CD is bounded if : 1 u(x,y) =0 at

one point at least on the exterior of every circle

2° the zeros of u(x,y) do not fill any domain.
Let

m(r) = min p(x,y) for X +y = r2 , r>rQ=20

The author proves the following theorems:
Theorem 1. If

r
lim apr j m(t)dt = *3

r-*-®* r
o]

or tliis limit does not exist, then every non trivial solu-
tion of the equation (1) is oscillating in the domain

2
X +tvy
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Let

Pi_Uc»y>" 2(x,y)- ~a't(x)+ b2(y)]- ~ [(a* (x> + b'(y) ]
TA(r) « min pn (x,y) for x +y2-xe¢ & r >r = O,

p(x.,y), ab(,)' b(y) boeing continuos
functions for all(x,y)

Thecrea 2, If

lim apr m (t) dt =
"L

r-* r
o

or this limit does not exist, then every non trivial solu-

tion of the equation
(2) u(x,y)+ a(X)U'n(X,y)+ bly)uo'(x.y)+ p'x,y) u (x,y) =0

is oscillating in whole plan.

Pe3tome

0 AOCTaTOYHbIX YC/NOBUSX OcuMUANMpoOBaHa

HeHyJ/1eBblIX peUJEHMVI HEKOTOPbIX 3/I/TMNTUNYECKUNX

YpPaBHEHWUIA.
HeHyneBoe peweHne Un(X,y) 3AANNTUYHECKOrTo ypaBHEHUA

(O all Uxx”x,y) + 2al2 uxy (x,y) + a22 Wy™X)y) + Vx<Xy) +

+ b2 n'Ax.y) + p(x,y) n(x,y) » 0
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aik* bi KOHCTAaHTbI
Ha3blBaeTCca OCUWIIMPYIOWMM B HeorpaHmyeHHowW ob6nactwu,

AOoMonHeHNMe KoTopoi CD orpaHuM4yeHHO ecnum 1°
n(x,y) =0 no KpalHehn Mepe B OAHOW BHELUHEN ToukKe
Kakgoro Kpyra, 2° Hynsa QyHkumn w/ x ,y/ He Bbinon-

HAKT HUKaKol ob6siacTu.

MycTb n(r) = min p(x,y) , r rQ > 0

ABTOp pAoKa3biBaeT crfefywlime TeopeMbl:
Teopema 1. Ecnwu r
lim apr |j mcCt)dt = <=

r
o

WM 3TOT annpoOKCMMATUBHbIM MNpefen He cyuiecTBYeT
TOorga Kaxkgoe HeHyneBoe pelleHune ypaBHeHusa (1)
ABnAeTCca ocuuavpyrlowmmMm B obsiacty X+ yT ™ ra .

MycTb

?1 (x,y) = p (x,y) - \[a2(x) + b2Cy)] -

\E+ 9

p(X,y) , a(xX) , Bb'(y) HenpepblBHble

pyHKUMM Ha uesioli NJI0CKOCTH,

n~r) = min p~x.y) r*“rQ>0
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Teooema 2. Ecnwum r

lim apr \ m /~tjdt -

[ ->o00
r
0

WM 3TOT annpoKCMMaTUBHbLIV Mpeaen He cyliecTByeT

Torga KadKgoe HEeHYJ/IeBOe peLleHnEe YypaBHEHUs

(2) Aulxy) + a(x)n’(xy) + Dby)n' (x,y) + p(x,y) uaery)

ABNAETCA OCUWIIMPYIOLWLMM Ha LUesoli MAoCKOCTU*



