
âdara Wacbułka

TWIERDZENIE o WARTOŚCI ŚREDNIEJ DLA ROZWIĄZAŃ 

RÓWNANIA L2u ( X ) = O

1 . W pracy podamy tw ierdzen ie o w a rto ści śre d n ie j d la  

rozwiązali równania e lip ty c z n e g o  o s ta ły c h  w spółczynnikach

(1 ) L2 u ( X )  = 0 , X (x L, . . „ x ji ) f

gd zie

(2)
n

Lu = 2
ik=1

a .,  u '
lk  V *

0 0

j e s t  operatorem eliptycznym  o 3 ta ły ch  v;spółczynnikach

2
(3 ) a . ,  = a. . , L u = LLu .

ik  k i  ’

Udowodnimy, że rozw iązania równania (1 ) s p e łn ia ją  .tw ierdze

n ie  o w a rto ści śred n ie j an alogiczne do tw ierdzen ia  o war-
2

t o ś c i  śred n ie j d la  rozwiązań równania Д  u ( X )  = 0

, 2

(4 )  ---------L -n~ - S S  и(Х ) ^  = u(XoU  ~ ------  Л u(Xo )ł
O R 2nS i n  s

gd zie  S j e s t  s fe r ą  o środku X i  promieniu R ,& n j e s t  

miarą pow ierzchni k u li  n-wyniarowej jed n ostk o w ej. Udowod- 

nimy ponadto, że tw ierdzen ie to  ch arakteryzu je  rozw iązania
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(1 ) t z n . fu nkcje  s p e łn ia ją c e  warunek śre d n ie j są  rozwią

zaniami równania ( 1 ) ,

2 .  Dowód podamy w przypadku n-wymiarowyra, n >  3» Din 

n=2 tw ierdzenie j e s t  an alogiczne a le  dowód n ależy  zmody

fikow ać. Zamiast fu n k c ji  określon ej w dalszym ciągu  wzorem

(8 ) n ależy  p rz y ją ć  fu n kcję

(8 a )  v ( r )  = ot lo g  ——-= o £ (lo g  П -  lo g  r )  .

Funkcja v ^ (r )  określon a wzorem ( 2 2 )  j e s t  w przypadku dwu

wymiarowym p o sta c i

R
(2 2 a ) v . .( r )  = S t  v ( t )  l o g  dt  .

1 X r

Rozwiązaniem podstawowym równania

L u ( X )  = 0

j e s t  v/ tym przypadku fu n k cja  lo g  .  V/ związku z tym 

n a leży  uw zględnić pewne zmiany w oszacowaniu odpowiednich 

ca łe k  we wzorze podstawowym.

3 . Rozwiązaniem podstawowym [ i ]  rem a n ia

( 5 )  L u (X )  = 0

j e s t  fu n k cja

(6 )
г n
2Z
ik = l

Лik h .  -  -  * £ )

2

gd zie  A są  elementami m acierzy odwrotnej do macierzy

r u j - 1 . .
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4 ,  Ilie ch  oznacza obszar ograniczony e l ip s ą  e

o rownanxu
R

(7) f(X)= ±  Alk(xi- х°)Цt - 4 )  -li2 =0
xk=l

(8 )  v(.r) 13 oC(r“ (n’ 2 )-  R“ (n' 2 )) ,

gdzie об j e s t  s t a ł ą ,  k tó rą  dobieramy» Wówczas

(9 ) L v = L ( r " ln _2 )) ?  0 , r  > O .

5 . Niech. u(.X) oznacza fu n k cję  k la s y  C w obszarze 

D , k la sy  C1 v; D , Udowodnimy [2 ] n astęp u jący  

Lemat 1» J e ż e l i  u (X ) = U (r) to

(10) LU = U " (r )  + ~  U ( r )  .

Dowód, Otóż

n
T  Л. ( x  -  x ° )

u' (x) - u 4 r )— Esi------— i---- i—
X.1 r

u" ( x )  = U*(r )
w

p=»x *
X - * p )  Z

1 m=l

0 \ x ) m '

7 *  A. (x  -  x ° )  ^  A. (x -  x° )
Sî is s 8 Sr kp p p

♦ U * ( r )
i k

r  -
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7/obec tego

LU =
n

ik = l

n n

a .,
ik

7 ~ !  A (x  -  x ° )  У"* A, (x -  x ° )
,, xp' p p '  Tcm' m ш '

Ц»(Г ) _Е31-------------------- П=1

Л 2A ., r  -  
i k

n

+ U ( r  )

У Т  A. (x  
e -1  1S  ̂ 3

n
-  x ) У Т  a. ( x -  x ) 

s  ' *-*  kp 1 p p 'pal 1 *

„4 , , П-1 4
» U ( r )  + — - —  U ( r )  .

Lemat J e ż e l i  1° l i f t ) ,  Y ( y ^ , . . , fyn ) j e s t  funkcją

jednorodną sto p n ia  pierw szego dodatnią  na zbiorze eR d la  

każdego R >  0 ,

2 i s t n i e je

to

SS -JŁ _
eR H ( Y )

111)

S5

e n . 2

J Ł .

H(YX )
SS
®R

ds

H(Y )

üov/od* N iech  stosunek podobieństwa e l ip s o id  e„  oraz 
■ T • T H

w ynosi a >  0 ,  tan#

(1 2 )  £  -  aR, dS1 = a11" 1 dS, H(Y1 ) = all ( y ).  

N iech

(1 3 ) Ï  -  V * ” ’ xn -  xn)»
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wówczas

( u ) h  ( a ( l i  -  -  < > )

Z (12) oraz (14) wynika, że

r 2 n -2  n -2  
a H

n -2
. R ..................

SS
e£

“ i
a do 

r  *
dS

r  o _____

H ( ^ ) e J®R
e °  H ^Y ) 
eR

c '.b .d .c

Lemat 3 . J e ż e l i  fu n k cja  u (X )
2

j e s t  k la sy  C w .

k la sy  C1 w Er  i  j e ż e l i  oC j e s t  określone wzorem

to

(16) S S U d S = u ( x )  + S $ S vLu « ^ . . . d x ^ ,

“в 0 s s

gdzie

(17) - Й -  5  2 1  u ' ( X ) 2 1  aü  cos ( n ,x  )
aT i « l  xi  j « l  0 0

oznacza pochodną transw ersalną fu n k c ji  v ( r )
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Рот/ód » S to su j ąc wzór podstawowy do fu n k c ji  v ( r )  oraz 

u ( X ) w obszarze 3^ -  E^ , 0 <  £ <  R * przy za ło 

żen iu , że normalna j e s t  zorientowana do wnętrza obszaru o~ 

trzymujemy

5 S 5  ( U Lv -  v Lu) dx1 . . . d x i * -  S S  ( u ^  v ) ^  “

•; V '

ЕЛ 'R

( 18 )

- S S (  » $  - v § ) d 3 - - S S u g  d S + S S  v g d S -dV
'R

о £ е_ е

-SS ufï ^  + 5S v -  ^  •

at
R

d f

e É e fc

Otóż v ( R )  » 0 skąd wynika, że

SS
'R

dS -  °  .
ФГ

Obliczamy

S S  - te
t

v j ?  dS ïlt,Ss  s  œ 4 < t- f e r - f e r  ) >

SS
e

A le

Ś2Ł
d t

i « l

n
H
i « l

n
5 ч  A . ( x . -  x? ) 

i l  4 3 3 J
u J i iL

x. e (x )
dS

n

U'
X.1

A . . C x . - x . )
4  J 1 ;

S ( X )

n

Z
i « l

u
X.

3

n
5  A . . (x . -x ?  ) 
^  i l  1 1 '

g ( X  )
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•.7obec tego

SS œ
du
d* - “^ T b r  --pr)SS ® - " ^ ^

' 1Г 2 )

П—1 _  , .
£. E , gdaxe

1.1 = sup
i * l

u'
X.1

, 3 s t a ła  dodatnia

A Yfięc

l i d  S S v  dS *  0
£—► 0 e.

du
d Y

Obi i c  гущу teraz

S S -

dv
dŸ

dS .

Otóż

dv d r' 
dV~ = d T

2-n
2 1  ( r 2~n  )  2 1  aü  c ° s ( n ,x  )

Xi  . S «1 J Ji*ü

n

c o s (n ,x  ) «
J

ÿ ï  A. . (x .-x ? )
f c î  13 V 1 1

1 n г n

E
i = l S  k±3̂ r xd 1

n2

Ü=1

Wobec tego 

(16a ) n n

V y * £ )

2 > i;3 2  Ap ^ p “ x° )
о v i^ l  3 P«1 PJ p ? -

i » l  k = l S ( X )
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n -2  / v чr  g (  X )

N atom iast po uw zględnieniu lematu 2 oraz tw ierdzenia o
0

v /a rto śc i śre d n ie j otrzymujemy

- $ 5 u
i " ' *  E ( X I

u dS S S t e S (X )
u dS

n -2 U(Q) SSffz) w(X0) Sdy e ---► O
Q € 0g oŁ

Wobec tego  otrzymuj emy wzór 

(19) ^^^["uL v-vL u  J  d x ^ .& x ^  = -ss u ^ d S  ł  u ( X o )

JR E.
R

a s tą d  wzór (16 ) ,

6 .  N iech  v ^ (r  ) będzie rozwiązaniem równania ró żn i

czkowego zwyczajnego

(20) L vx = v ^ ( r ) - Y ( r )

przy czym v ^ (r )  s p e łn ia  warunki początkowe

% d v ( R )
(21) y ^ r ) = 0 , ------ ----------  = 0 .

Udowodnimy-, że

vx( r )
1

(n -2 )r n" 2
5 t  v ( t  ) ( t n“ 2 -  rn" 2 ) d t .(2 2 )
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I s to tn ie  łatw o w idać, że v1 ( R )  = 0 , v ^ (R )  = 0 gdyż

R R
/ .  » 1 -n  ( . , .  w ,n -2  n-2* , ,  2 -n  ( , n-3-,.,.

у^ ( г ) ss г  \  t  v ( t  ) ( t  -  r  ) d t  -  r  \  t  v ( t ) r  dt

r  r

Udowodnimy, że v^( r ) sp e łn ia  równanie ( 2 0 ) .

Otóż

R

v.4 (r )  = ( n - l ) r  П  ̂ t  v ( t ) ( t n r11 2) d t + (n -2 )  r* П • 

r

R R

 ̂ t  v ( t )  r n” ^dt -  ( n -2 ) ! ’1" 31  ̂ t  v ( t )  r n"”^dt - ( n - 3 )  г 2~Л .

r  r

R R

 ̂ t  v ( t )  rn” ^d t + v ( r )  = (n -l)  r ” n  ̂ t  v ( t ) ( t n” 2 -  r 11**2 ) d t  + 

r  r

R

+ ( n - l )  t v ( t )  dt  + v ( r ) ,  

r

Wynika s tą d , że fu n k cja  v ^ (r  ) s p e łn ia  rôvmanie ( 2 0 ) .  

Udowodnimy tera z  

Lemat 4»

(2 3 )

Dowód. Ponieważ j e s t fimkc j  ą
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ograniczoną więc s łu szn o ść  lematu 4 wynika ze wzoru

dv. , ч dr
-  vl ( r ’ - 4 V r •d y

Udowodnimy z k o le i
, 4

Lemat 5 . J e ż e l i  u (X  ) j e s t  k la sy  C w , k la sy
3 1 ' _ ------  л

Cr w Ep , u (X  ) sp e łn ia  równanie U), to

( 2 4 )  S S S  v Lu dxL...ćbCn
R
2n

Lu(Xo ) .

Ł

Dowód. Stosujem y wzór podstawowy do fu n k c ji  Lv^ oraz 

Lu w obszarze E_ -  E_ .  Otrzymujemy równość
К C

SSS
V B£

Lu Lv^ -  L u dx1 . . . d x n =

-SS
'R  L

dv.

dV
Lu -  v. dbu.

1 d Y
dS -SS dvl  T dLu

dy Lu " V1 dVdS

Po uwzględnieniu ( 2 0 ) , ( 2 1 ) ,  ( 2 3 ) ,  (2 4 )  otrzymujemy wzór

(2 5 )  SSS vLu d x ^ - . d ^  = -S$̂ -lu as + SS V1 d^T3 3 -

Er -E £  , £ 4

Obliczymy c a łk i  z prawej stro n y  wzoru ( 25) .  Otóż

SSvi f ł  dS ■ ń  Ь  SS S ł
£ Îû Û »>
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oC
R

(n -2 )  £ n- 2

oL
к Ł 11- 1

, ,  ̂ c n -2

~  5$ ̂ t ( t 2”n -  R2“ n ) ( t n“ 2 - e n" 2)d t  ~ ~  dS =

( n - 2 ) £

(R 2“n -  Ł ?'**n)  + - Ź i r f
2 R ~

1 , 2 2> Rn- t n Ł n" "
2 vR / “ ... n-2 ' ~

nR n-2 *

. o(e). -> O

■>0 .
Q fe eg i  к >  O stała

Zanim obliczymy wartość pozostałej całki po prawej stro

nie wzoru (2 5 ) podany pewne przekształcenia. Otóż

R

(26 ) f i
i  5

n n
, . (t) t dt 2 1  2  A- (x -  x ) •dV n J  v ip V p p /r 1=1 p=l ^  c  *
r

n

.  z Z  a - • k=1
£  Aj k K  -  *1°)

j« l 4
e(x)

R R

r g  ( X )
^ v C t ) t n_1 dt t ~ = n-2

g(x)
U t n+2-R 2" n) t n

1 об
n-2 g (x> T -  ( * 2 -  - 2)

Dn- n 
R r

nR'
Д -2
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a więc na podstaw ie tw ierd zen ia  o w a r to ś c i śre d n ie j

dv'  06
~ $  $  " d ł  Lu dCJ "  П-2

4

~ ( r 2- £ 2 ) -  R"  r . l l
2 ^  ГЛП“ 2

Lu (Q ) .

S S  g \ x )  * Q £ e t  *

U w zględniając lem at 2 otrzym uj emy 

r

( 2 7 ) lim
e — >o

dv,

- S S ï T
Lu dS

7» Udowodnimy te ra z

Tw ierdzenie 1.  J e ż e l i  u( X)  j e s t  rozwiązaniem  k la sy  

<T w obszarze D równania ( 1 ) ,  to  d la  każdej e lip s o id y  

E^C D sp e łn io n y  j e s t  warunek

SS
u ( X )  
S ( X )

dS

(28) "R R^

SS
d3

■ u < i > + â T ~

g . ( x )

Dowód. U w zględniejąc wzór ( 2 4 )  w rów ności ( t o )  o trz y 

mujemy

(29> S S " ^ " 3 “ u(Xo ) ł ^ -  Ы <Хо>’
n '
eR

a le  na podstaw ie (1 8 а ) cra z  (15 )
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С C „ dv _
S S
eR

u(i°  as
g (x)

J J  u d V

SS
eR

1.
eR

T 1 du

e ( X )

a s tą d  wynika wzór ( 2 8 ) .

8 ,  Zanim przejdziem y do tw ierdzen ia  odwrotnego do 

tw ierdzenia poprzedniego udowodnimy najpierw

leniat 6 .  J e ż e l i  u(X ) j e s t  k la sy  C4 w Ë R C  D, to  

i s t n ie je  punkt Q 6 ER oraz s t a ła  К > 0  t a k ie ,  że

SS u ( x ) dl

(30)
eR g ( X )

SS dS
= u (Xo) +  bu(Xo)+  KR4L 2u (Q )

eR g ( X )

Dowód.  Ze wzoru podstawowego zastosowanego do funkcji

Lv_ oraz Lu w obszarze E -  E c otrzymujemy 
1 К c

(31) SSS ( b u  Lv1 -  vx l 2u )  =

V B£

-  S S ( L u S L' - “ ^ ‘ ) d S - S S ( Ł u ^ - vi ^ - , a s

'R

Z wzoru (27) wynika, że

(32)

JR

vLu dx1 . . .d x _  - SS vi l2u *
EH

Lu(Xo) .
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Ha podstaw ie wzoru ( 16)

(3 3 ) SSU ■ SSvi l2" ̂ i—ton
'R R

2n
Lu (Xq) .

Ha podstaw ie tw ierdzen ia  o w a rto śc i śred n ie j zastosowanego 

do c a łk i sss T2 JŁ u cbŁ., .  »dx.
n

£R

otrzymujeray te z ę  lem atu.

Udowodniłby
p

Lemat ? .  J e ż e l i  fu n k cja  u ( X )  j e s t  k la sy  C w D i  

j e ż e l i  d la  każdej e lip s o id y  ED C  D spełn iony j e s t  wa- 

runek ( 2 0 ) ,  to  fu n k cja  u ( X )  j e s t  k la sy  w D . 

Dowód. Z warunku (2 8 )  wynika, że

(34)SS
'R

dS___
gO O

2
Ponieważ u (Y ) j e s t  k la sy  C , g (Y )  j e s t  pierw iastkiem  

wielomianu o w arto ściach  d od atn ich , p rzeto  we wzorze (3 4 ) 

można dwukrotnie różniczkow ać pod znakiem c a ł k i .  S tą d  Tu

n ik a , że u (X ) j e s t  k la sy  C ^ ,

9 .  Udowodniłby tera z
2

!Pwierdzenie 2 .  J e ż e l i  fu n k cja  u (X ) j e s t  k la sy  C w 

D i  s p e łn ia  warunek ( 2 8 ) ,  to  u (X ) s p e łn ia  równanie 

(35) L2u (X )  -  0 w D .
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Dowód. Ha podstaw ie lematu 7 fu n k cja  u (X ) je s t  k la 

sy C4 w D , na podstawie zaś lematu 6 oraz warunku(28) 
2

L u( Q)  = 0 ,  Przy Q — *" X na podstavn.e c ią g ło ś c i  fu n k c ji  
2

L 'u (Y ) otrzymujemy (3 5 ) c .b .d .o .
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SUMMARY

On the mean value theorem f o r  the s o lu tio n s  o f  the eguatior 

L2u (X ) = 0

L et

n
Lu (X )= 2 Z  aik <  ,  .  - ik

ik = l  1K * Л
a.

\ i  • Х К ........... XJ

denotes the e l l i p t i c  operator w ith  co n sta n ts  c o e f f ic ie n ts  

and

L u = L L u •

Let ss uC-0
six)

n( R »*o»u )

QS
^  Six)

where eR denotes the e l l ip s o i d

n
f(x>=2Z. Aik(*i - x ° ) { \ - <)- R2 - 0 ,

ik=1

A ., boeing elem ents o f  the m atrix
xk

n .. n

s ( x ) = V !Ê »

-1

'i k  II *
—i

ii _ -c.

i E v v ^ J  ■
The author proves the  fo llo w in g  theorems:
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Theorem 1.  I f  u ( X ) f c C ^ ( D )  end s a ty s f ie s  the equ

a tio n

(1 ) L2u  » 0

then
2

(2) m(R,Xo , u )  = u(Xo )+ — 2--------  L u ( X o ) .
2n

2
Theorem 2 » I f  u (X )fcC  ( D ) end s a t y s f ie s  the condi

tio n  ( 2 )  fo r  every eRC  D then u ( X )  i s  a s o lu tio n  o f 

the equation  (1)»

Резюме

Теорема о среднем для, решений уравнения

L u  ( X )

Пусть п

L и (Х ) =

1,к=1
aik  UX jх,_ * Gik  = \ i  » Х (х 1х2»***>хп)Ki \  * “ik

будет эллитический оперетор е постоянными коэфи- 

циентами.

Пусть
, l (5 l  as

S S  - т т

m(R,Xo ,u )
R

S S
'R

” d s 7

W )

есть эллипсоид
n

f ( x )  = v v x j K v ’O  - RÏ
i,k=1

0 *
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Автор доказывает следующие теоремы:

Теорема 1 .Е сл и  и (Х ) €  с%>) есть решение уравнения

( О  i A i ( x )  = о

тогда
в2

(2) m (l*Xo ,u )  = u(Xo) + - - -  L u ( X o )

Теорема 2 . Если и(х)6 c2(d) выполняет условие ( 2 )  

для каждого е_,С9 , тогда и(х)есть решение уравнения (1


