achra Wacbutka

TWIERDZENIE o WARTOSCI SREDNIEJ DLA ROZWIAZAN
ROWNANIA L2u (X) = O

1. Wpracy podamy twierdzenie o wartosci $Sredniej dla

rozwigzali rownania eliptycznego o statych wspodétczynnikach

@) L2 u (X) = 0 , X(xL,.., x ji)f
gdzie

n
@ lu=2 2&:u’ 00

ik=1 1k V *

jest operatorem eliptycznym o 3tatych v;spéiczynnikach
(3) aik = aki , Lu=LLu

Udowodnimy, ze rozwigzania rownania (1) spetniajg .twierdze-
nie o wartosci sredniej analogiczne do thierdzenia 0o war-

tosci sredniej dla rozwigzan réwnania [ u (X) =0

, 2
4) L+~ - SS unX)» = uXoU ~ - N u(Xo)t
?. R 2n
In S
gdzie S jest sferg o Srodku X i promieniu R,&n jest

miarg powierzchni kuli n-wyniarowej jednostkowej. Udowod-

nimy ponadto, ze twierdzenie to charakteryzuje rozwigzania
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(1) tzn. funkcje spetniajgce warunek Sredniej sa rozwig-
zaniami réwnania (1),

2. Dowdd podamy w przypadku n-wymiarowyra, n > 3» Din
n=2 twierdzenie jest analogiczne ale dowdd nalezy zmody-
fikowac¢. Zamiast funkcji okreslonej w dalszym ciggu wzorem

(8) nalezy przyja¢ funkcje

(8a) v(r) = otlog —=0£(log M- log r)

Funkcja v”~(r) okreslona wzorem (22) jest w przypadku dwu-

wymiarowym postaci

R
(22a) v.(r) = S t v(t) log dt
1 X r

Rozwigzaniem podstawowym réwnania
Lu((X) =0

jest v/ tym przypadku funkcja log . M zwigazku z tym
nalezy uwzgledni¢ pewne zmiany w oszacowaniu odpowiednich
catek we wzorze podstawowym.

3. Rozwigzaniem podstawowym [i] remania

(5) Lu(X) =0

jest funkcja

rn
(6) i2k:| Tikn . - - g

gdzie A sg elementami macierzy odwrotnej do macierzy

ruij-1



4. lliech

O rownanxu

@ TOO=

(8)

gdzie 06 jest
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oznacza obszar ograniczony elipsa e

Alk(xi- x°)Ut- 4) -l1i2 =0

xk=I
v(.r) B oC(r* (n’ 2)- R“(n'2)),

stata, ktdra dobieramy» Wowczas

(9) Lv=L{(r"In_2))? 0, r > O .
5. Niech. u(X) oznacza funkcje klasy C w obszarze
D, klasy Cl1 v, D, Udowodnimy [2] nastepujacy
Lemat 1» Jezeli u (X) = U(r) to
(10) LU = U"(r) + ~ U (r)
Dowdd, Otoéz
n
T n. (x X° )
u (X) - udr)— Esi---—---— - —
Xl r
0
X - *E) Z_I Xm)
ut (x) = uxr) PPX m=
w
7* A._ (x -x°8)" A (x - x°)
ST IS s Sr p p

¢ U*(r)
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7/lobec tego

n n
~1 - o ke _ o
n ) 7 'Axp(xp xp) Y_ ATcm(Xm xLu)
LU = a. (M) _E3l-mmmememmeees n=1
ik=1 'K
n n
A r?2 - YT A (x - x ) YT a X - X))
ik el 1sa3 S pal Kp | PP
+ U (r)
» U4(r)’ + 1 U (r)4 .
Lemat Jezeli 1° lift), Y (y~,...,fyn) jest funkcjg

jednorodng stopnia pierwszego dodatnig na zbiorze eR dla

kazdego R > O,

2 istnieje SS -J

eR H (Y
to
en.2
111) ds
SH e SS
H(YX) @R H(Y)

UE¥/0_I(_1* Niech stosunek podobienstwa elipsoid eH oraz

wynosi a > 0, tan#
(12) £ - aR, dS1 = alr'l dS, H(Y1) = all (y).
Niech

(13) T -V * 7 'xn - xn)»
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woéwczas
(u) h (a(li - S <)

Z (12) oraz (14) wynika, ze

r 2 n-2 n-2 n-2

a H R i
. a do ds
| r * r o
H (") ° A
et S@Fl SR H2Y)
c'.b.d.c

2
Lemat 3. Jezeli funkcja u(X) jest klasy C w

klasy Cl1 w Er i jezeli oC jest okres$lone wzorem
to
(16) SSU ds=u(x) +S$SVLU «AdxA,
“B 0 SsS
gdzie
(17) -M - 521 u'. (X)21 aiu cos (n,x )
aT i<l Xl j«l 0 0

oznacza pochodng transwersalng funkcji v (r)
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o;V'

Pot/6d » Stosujac wzor podstawowy do funkcji v (r) oraz

u(X) w obszarze 3™ - E~ 0 < £ < R * przy zato-

zeniu, ze normalna jest zorientowana do wnetrza obszaru o~

v) N«

t

trzymujemy
585 (ULv - v Lu) dxl1...dxi *-SS (u n
EN 'R
(18)
-SS(» $ -V§)d3--SSu8V dS+SSv%dS-
Of eR eR

-SS uft N +5S8 vg N e

eE ef

Ootéz v (R) » O skad wynika, ze

SS ds - °

or

Obliczamy
SS Vjte ds Ilt,SS S (E 4 <tfer -fer ) >
t
n
5 A . (x. - X2
>0 Ay i X5 )
SS u JiiL ds
il X e (X)
e
Ale
n n
A..Cx.-X.) 5 A..(X.-x?)
o n U 4777 1 n A i 11
dt H X z H

i 1 S (X) i1 '3 g (X )
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S ® - "

stata dodatnia

c°s(n,x )

n

oV |2"r i;% g«l ABJA % X’;) -

70bec tego
du
S o - “"Tbr
M- .
£ E , gdaxe
r 2)
11 = sup u' , 3
ix %1
A Yfiec
lid SSv 3‘:{ ds * 0
£—»0 e.
Obiic rywy teraz
dv
§ S dy ds
Otéz
av d rlz_n 21 (r2 ) 21 U
- = r2~n al
dv a7 i*0 Xi . S«l1 J
n
Vi A . (X.-x?)
fci 13v1i 1
cos(n,x ) «
En rn n2
izl 8:1 k& r xd1
Wobec tego
(163) n
i»l k=1 \% y *£)

S (X)
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rn-2 g(>\é)l—l
Natomiast po uwzglednieniu lematu 2 oraz twierdzenia o
0

v/artosci Sredniej otrzymujemy

-$5u . u ds SSte u ds

i"'* E (XI S(X)

., UQSSffz) w0 Sye-—) O

Q € 0g ot
Wobec tego otrzymujemy wzor

(19) AMA["uLv-vLu J dXM.&XMN = -SSu/\ds t u(Xo)

JR ER

a stad wzér (16),
6. Niech v~(r) bedzie rozwigzaniem rownania rézni-

czkowego zwyczajnego

(20) L vx vAr(r)-Y(r)

przy czym v”~(r) spetnia warunki poczgtkowe

% dv(R)
(21) yNr)=0, e = 0
Udowodnimy-, ze

1
(22) vx(r) 5 t v(t)(tn“2 - rn"2 )dt

(n-2)rn"2
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Istotnie tatwo widaé¢, ze v1i(R) =0 , v~(R) =0 gdy?
R
. ) o ) .
A st U eva Ve " a2 e v
r r

Udowodnimy, ze v~(r) spetnia réwnanie (20).
Otéz
R
va(r) =(n-Dr N~ t v (t)(tn rili 2)dt + (n-2) r* I -«

r

R R
Nt ov(t) rn”Adt - (n-2)P°1"3 Mt ov(t) rn™Adt -(n-3) r2~

r r

R R
Nt v(t) rn”Adt + v(r) =(n-Dr'n At v(t)(tn”2 - r1t¥2 )dt +

r r

+ (n-1) tv(t) dt + v (r),

r

Wynika stad, ze funkcja v~(r) spetnia révmanie (20).
Udowodnimy teraz

Lemat 4»

(23)

Dowdd. Poniewaz jest fimkcja
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ograniczong wiec stusznos$¢ lematu 4 wynika ze wzoru

dv. , 4 dr
dy - vl (r’-4Vr -
Udowodnimy z kolei
, 4
Llemat 5. Jezeli u(X) jest klasy C W ,  klasy
—————— n

cr W Ep , u(X) spetnia réwnanie U), L (0]

(24) SSS v Lu dxL...6bCn Zn Lu(Xo).

t

Dowdd. Stosujemy wzdér podstawowy do funkcji Lv» oraz

Lu w obszarze EK - Eﬁ . Otrzymujemy réwnos¢
SSS Lu Lv» - Lu dxl..dxn =
V BE

Sy wov, B0 eSS Y luviies

Po uwzglednieniu (20),(21), (23), (24) otrzymujemy wzOor

(25) SSS vlu dx~-.dA~ = 'S$A'IU as + SSVl dAT33-
£

Er-E£ 4

Obliczymy catki z prawej strony wzoru (25). Otéz

SSv ft B b SSSt

£ o b
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R
s :
~ N t(t2°n - R2“n)(tn“2 -en"2)dt ~ ~ dS =

(n-2) £n-2
oL
1 2 2> Rn- t n tn
K £ 111 ! « '
Aen- 2 VR [ ... n-2 ~ - *
(n-2)EN-2 nR n-2
- o(e). > 0

(R2“n - £?n)+ -Z ir f
2R ~
>0

Qfeegi kK> O stata
Zanim obliczymy warto$¢ pozostatej catki po prawej stro-

nie wzoru (25) podany pewne przeksztatcenia. Otdz

26) fi .
. t dat 21 2 - - X ) e
dv Jn }5 ® =1 p=l Alg(fp p)

A yvCt)tn_1dt £~ = > U tn+2-R2"n)tn
rg (X) g(x)

n-2 T-(*2- -2) an'_z

g (x>
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a wiec na podstawie twierdzenia o wartosci Sredniej

s 3 ,_d(;’* o Or?z ~(r2-£2)- R r .11
u ) 2 A FAMe 2
4
SS g\x) * Qf et *
Uwzgledniajgc lemat 2 otrzymujemy
r dv,
(27) lim Lu dS
e— >0 -SSTT
7» Udowodnimy teraz
Twierdzenie 1. Jezeli u(X) jest rozwigzaniem

Lu (Q)

klasy

<T w obszarze D réwnania (1), to dla kazdej elipsoidy

E~C D spetniony jest warunek

u (X) 4s
SS s x)
"R R/\
(28) 43 mUuU<i>+AarT-~
SS g.(x)

Dowdd. Uwzgledniejgc wzor (24) w rownosci (to)
mujemy
(29> s s " ~"3“uXo)tr - bl Xo>’

n '
eR

ale na podstawie (18a) craz (15)

otrzy-
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§S u(i° &
cc , dv _eR g (X)
J ] u dv 1
T 1 du
eR $ e (X)
eR

a stad wynika wzoér (28).

8, Zanim przejdziemy do twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia poprzedniego udowodnimy najpierw

leniat 6. Jezeli u(X) jest klasy C4 w ERC D, to
istnieje punkt Q 6 ER oraz stata K >0 takie, ze

$ ul) g

eR  g(X)
(30) = u(Xo)+ bu(Xo)+ KR4L2u (Q)
$ -
eR g(X)

Dowdd. Ze wzoru podstawowego zastosowanego do funkcji

oraz w obszarze EK- Ec otrzymujemy
c
@SSS (bu Lvl - vx 12u) =
BE
- SsS(Lus L"-*“~ *)dS-SS(Ltun - vi N - as
'R

Z wzoru (27) wynika, ze

(32 vLu dxl..dx_ - SS \‘-|2] *

JR

Lu(Xo) .
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Ha podstawie wzoru (16)

SSU 1 SR\

R

on Lu (Xq) .

Ha podstawie twierdzenia o wartosci Sredniej zastosowanego
do catki
SSS l-[zu &bl’.., . »dX.n
£R

otrzymujeray teze lematu.

Udowodnitby

Lemat ?. Jezeli funkcja u(X) jest klasy Cp w D
jezeli dla kazdej elipsoidy EDC D spetniony jest wa-
runek (20), to funkcja u(X) jest klasy w D .

Dowdd. Z warunku (28) wynika, ze

das__
gOO0

'R

Poniewaz wu(Y) jest klasy Cz, g(Y) jest pierwiastkiem
wielomianu o wartosciach dodatnich, przeto we wzorze (34)
mozna dwukrotnie rézniczkowaé¢ pod znakiem catki. Stad Tu-
nika, ze u(X) jest klasy C*,

9. Udowodnitby teraz

IPwierdzenie 2. Jezeli funkcja u(X) jest klasy Czw

D i spetnia warunek (28), to u(X) spetnia rownanie

(35) L2u(X) - 0 w D.
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Dowdd. Ha podstawie lematu 7 funkcja u(X)jest kla-

sy C4 w D, na podstawie za$ lematu 6 oraz warunku(28)
2

L u(Q) =0, Przy Q—* X na podstavn.e ciggtosci funkcji
2

L'u(Y) otrzymujemy (35) <c¢.b.d.o.
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SUMMARY

On the mean value theorem for the solutions of the eguatior

L2u(X) =0

Let

n

Lu(X)= 22 aik< , . aik
ik=l 1K=*n v b s AR e

denotes the elliptic operator with constants coefficients
and

Lu=LLuU.-

Let
SS ucC-0
Six)
n(R»*o»u ) S
Q Six)

where eR denotes the ellipsoid

F6o=2Z. AkC - x°){\ —<)- R2-0 ,

ik=1

A. boeing elements of the matrix

xk ik N *

soo=vid>E v v A ] I

The author proves the following theorems:
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Theorem 1. If u (X)fcC~(D) end satysfies the equ-

ation

@) L2u » O

then
2

(2) m(R,Xo,u) = u(Xo)+ — 2-—-— Lu(Xo).
2n

2
Theorem 2» |If u(X)fcC (D) end satysfies the condi-
tion (2) for every eRC D then u(X) is a solution of

the equation (1)»

Pe3tome

Teopema o0 cpegHem OH, peLueHU ypaBHeHUSA

Lu (X)
MycTtb n
Lmn) = aik UGix_ % Gik = Vi » X (xIx2»***>xn)
I
1, k=1
oyneT 3NNIMTUYECKUI OMepeTop € MNOCTOAHHbIMU KO3du-
LMeHTamMu. I(5 1 as
MNyctb SS - 11
m(R,Xo,u) " ds7
S S W )
'R
ecTb afauncounp
n
f(x) = VVX]jKv'O -Ri 0 -

i,k=1
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ABTOp AOKa3bliBaeT cregylolie TeopeMbl:

Teopema 1.Ecnwm n(X)€ c%>) ecTb peLleHne ypaBHeHUA

(O iAi(x) = o
Torpa
(2) m(l*Xo,u) = u(Xo) + .82 Lu(Xo)

Teopema 2 .Ecnu WU(X)6 c2(d) BbinonHsetr ycnosue (2)

ONs Kaxkgoro e C9 ,Torga u(x)ectb pewleHne ypaBHeHUs (1



