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О РЕШШ OSZACOWANIU PI3RÏSZEJ WARTOŚCI WŁASHEJ 
йбВДЛНЫ STRULI! NESJBllIOHOmEJ

V(ątęp *

W pracy rozważamy zagadnienie następujące:

Mech u (x ) będzie rozwiązaniem zagadnienia brzegov/ego

(1) [p (x)u'(:-:Ü + Xk(x)u(x) = 0 dla |x| «£ R

( Z )  u (± R) = 0  ,

1
gdzie funkcje p(x) i  k(x) są dodatnie i  klasy C w 

przedziale [~R,r] oraz 0 < R < + 

ierwszą wartość własną zagadnienia (1), (2) będziemy o- 

anaczać przez \ ( p ,k ) .

' pracy [1 ] B.SCHWARZ podał pewne oszacowania pierwszej 

wartości własnej równania struny niejednorodnej • Interesu

jący nas wynik, wraz z uogólnieniem E.ŚLBYIlfSKIBGO podanym 

w pracy [2], zawiera się w następującym twierdzeniu: 

Twierdzenie 1.

Przyjmujemy, prócz powyżej podanych założeń, że funkcja p(x) 

jest funkcją parzystą w przedziale [ -R ,h] ,  Jeżeli funk

c ja  m(x) jest dodatnia i  klasy C w przedziale [-R ,R],

oraz dla każdego x 6 [-R ,R ]

( 3 )  m ( x ) <  „c+ vx ) ,



-J 258

gdzie fu n kcja  k+ ( x ) oznacza fu n kcję  zsymetryzowaną nie" 

m alejąco względem fu n k c ji  k ( x )  , to

( 4 )  A (p»M ^  A ( p , m ) .

Celem t e j  pracy j e s t  w ykazanie, że nierówność ( 4 )  na ogół 

n ie  zachodzi w przypadku dowolnej fu n k c ji  p (x )  dodatniej 

i  k la sy  C** w p rz e d z ia le  [ - R , r ] ,  Praca składa s i ę  z dwu 

c z ę ś c i .  W S 1 podamy d e f in ic ję  SCHWARZA fu n k c ji  z synet ry

zowanej n iem ałe ją co , oraz d e f in ic je  i  tw ie rd ze n ia , z k tó 

rych skorzystam y w dalszym  c ią g u . W 2 2 skonstruuj ещу od

powiedni p rzy k ła d .

2 1 . Podamy te r a z  d e f in ic ję  SCHWARZA fu n k c ji  zsyme- 

tryzowanej n iem ałejąco ( zob. [ i ] ) .

D e f in ic j a 1 .

Zakładany, że fu n k cja  f  ( x )  j e s t  fu n k cją  o k reślon ą ,o gra 

n iczoną i  n iem ierzalną w p rze d zia le  [ a , b ] ,  Funkcję z s y -

metryzov/aną niem ałej ąco v/zględem fu n k c ji  f  (x) oznaczamy 
*ł“ *4"

przez f  ( x )  .  Funkcja f  (x )  j e s t  określon a w p rzed zia le  

[ - R , R j ,  gd zie  R = , przez 4 warunki:

1 Funkcja f  ( x )  j e s t  fu n k cją  p a rzy stą  w p rzed zia le

C -r . r ] ,
О  Ч*

2 Funkcja f  ( x )  j e s t  fu n k c ją  n iem ałejącą  w p rzed zia

le  [0 .,R ] ,

3° Funkcje f  ( x ) i  f + ( x )  s ą  równopolowe, tz n . d la

każdego z zachodzi

A (z ) = A+ ( z )

gd zie

A ( z ) = miara ^ ę
(xl

A+( z )=  miara
x  e

i
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przyczyni oznacza "o g ó ł x £ [ a , b ] " .

4 f f ( 0 )  = i n f  f i x )  i  f +( R )  = sup f  l x ) .
x € [a ,b ]  x ć. [ a , b ]

Uwaga 1 «

Wiadomo, (zo b . [ i]  ) ,  że j e ż e l i  fu n k cja  f ( x )  j e s t  fu n k cją  

c ią g łą  w p rze d zia le  [ a , b ] ,  to  fu n k cja  f + ( x )  j e s t  okre

ślon a  jedn oznacznie , oraz j e s t  fu n k cją  c ią g łą  w p rz e d z ia le  

[~ R ,r ] ,  Natom iast fu n k cja  f + ( x )  na ogó ł n ie  j e s t  k la sy  

C 1 navret  w przypadku fu n k c ji  f ( x )  a n a lity c z n e j w prze

d z ia le  [ a , b ] .

D e f in ic ja  2 .
1

Funkcję f ( x )  nazywamy fu n k cją  k la sy  Ĉ i v/ p rz e d z ia le

[ a , b ] ,  j e ż e l i :

1° Funkcja f ( x )  j e s t  c ią g ła  w p rz e d z ia le  [ a , b ] ,

2° W każdym podprzedziale domkniętym p rze d zia łu  ( a , b )  

fu nkcja  f ' ( x )  j e s t  fu n k cją  c ią g łą  poza ewentualnym, n ie -  

c ią g ło śc ia m i dowolnego rodzaju  w punktach izolow anych.

N iech  К oznacza k la sę  fu n k c ji  f ( x )  o n astępu jących  

w łasnościach:

1° * f ( x ) £  0 dla 

f ( x )  6. сф dla

x £ ( ą , b ).

2° x £ [ a ,b ] .

3° f ( a )  = (b) =5 0 •

4° Istnieje  całka

b 2

i
a

p(x) ['€' (x)J dx- .

W dalszym cią gu  skorzystąm y z n astępu jącego  tw ierdzen ia :
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Twierdzenie 2 ,
■ Il т т ш т ш ш ш ш ш  т - - г  i

Pierw sza fu n k cja  własna u ( x )  zagadnienia ( 1 ) ,  ( 2 )  j e s t  

fu n k c ją , d la  k tó re j fu n kcjon ał

i  р ( х ) [ * ' ( х ) ]  dx
F [ * ]  = — -----------------------------------

b o
\ k (x )  4 “ Cx) dx

a

o sią g a  minimum w k la s ie  fu n k c ji  ‘ł  ( x ) f  к , przy czym 

X ( p , i O  = P [ u ]  .

§ 2 , Podamy te ra z  p rzykład , z którego  v/ynika, że teza 

tw ierdzen ia  1 n ie  utrzyma s i ę ,  j e ż e l i  fu n kcja  p ( x )  n ie  

j e s t  fu n k cją  p a rz y stą  w p rz e d z ia le  [ *-R,r ] • W tym ce lu  wy

s ta rc z y  wskazać fu n kcje  p (x )  i  к ( x )  dodatnie i  k la 

sy C 1 w p rz e d z ia le  [ - l , l ]  t a k ie ,  że fu n k cja  k + (x)  

j e s t  k la sy  C 1 w p rz e d z ia le  [ - 1 , 1 ]  oraz

(5 )  A ( p , k )  > A ( p , k + ) .

Przyjm ijm y, że

2
k l x )  = x + 2 x + 2 d la  |xl ^  1 .

Łatwo stwierdzam y, że fu n k cja

k + (x ) = 4 x2 + 1 d la  lx| <  1 .

sp e łn ia  w szystk ie  warunki d e f i n i c j i  1 .

Z d ru gie j stro n y zauważmy, że fu n k cja

u (x) = (1 -х2) ( 1 -x  + x2) d la  | x | ^  1

posiada n astępu jące  w ła sn o ści:

a /  u(.x) >  0 dla  |x| <  1 i  u ( i  1) = 0 ,
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Ъ/ 5 k ^ x j u ^ l x )  dx >  \ к (x)  uc ( x ) d x  ,
-1  -1

с /  fu n k cja  u'(x) posiada dokładnie jedno m iejsce ze~ 

гоулэ % w p rz e d z ia le  [ - 1 , 1 ]  ta ic ie , że ’•'■“ < ^ < 0 . 

d/ u " ( $  ) <  0.

Wykażemy te r a z , że fu n kcja
x
\  к (x) u (x )  dx

( 6 )  p ( X )  = -  -- -------------------------------
u' (X )

j e s t  fu n k cją  dodatnią i  k la sy  С w p rze d z ia le  [—1 , 1 ] .  

Ponieważ % j e s t  zerem jednokrotnym fu n k c ji  u ' ( x ) ,  zatem 

funkcja  p (x )  j e s t  fu n k c ją  a n a lity c z n ą  w p rze d z ia le  [ - 1 , 1 ] .  

W ystarczy spraw dzić, że l i n  p ( x )  >  0 , a to  zachodzi 

gdyż X %

l i n  p ( x )  -  -  lim  
x -> $  y**f u " ( ;<)

к (x )u C x ) _  к ( ? > u ( * 0
u " ( *  )

g ( 6 )  wynika, że fu n k cja  u ( x )  j e s t  fu n kcją  własną za

gadnienia ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  Ponieważ fu n kcja  u ( x )  n ie  posiada 

zer w p rze d z ia le  ( —1 , 1 ) ,  więc u (x  ) j e s t  pierw szą funk

c ją  własną te g o  zagadn ien ia .

Dalej mamy:

U) A(p,k)

^  min 
ffck
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Pierw sza i  o s ta tn ia  równość w ( 7 )  wynika z tw ierdzenia 2 . 

P ierw sza nierówność j e s t  wnioskiem z w łasn ości b / ,  druga 

nierówność wynika z fa k tu , że u ( x )  £ K ,

7, (7 )  wynika ( 5 ) ,  a to  n a le ża ło  wykazać.
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SUMMARY

On some e stim a tio n  o f  the f i r s t  e ig en -v a lu e  o f  the 

equ ation  f o r  a non-homogeneoua s t r in g .

In Paper [ 1] B ,Schw artz has giv en  e stim a tio n s  o f  the 

f i r s t  e ig en -v a lu e  o f  the equation

u “(x )+  A k ( x ) u ( x ) »  0 f o r  |x|ÇR,  

w ith  the boundary co n d itio n

u ( -R ) s  u(R)  a 0 ,
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Prom the work [2] i t  fo llo w s th a t one o f  the above 

mentioned e stim a tio n s i s  tru e  fo r  the equation

[p(x)u'(.x)], + A k ( x ) u ( x )  = 0  fo r  |xj «  R 

w ith  the co n d itio n

u(-R)*= u(R)  — 0#

where the fu n ctio n  p(x)  i s  even in  the in te r v a l [ -R ,r ] ,  

The su b je c t o f  t h is  note i s  to  show, by means o f  an 

example, th a t the g e n e r a liz a tio n  o f  Schwartz s estim a tio n s 

given  by E .Ś liw iń sk i cannot be tra n sfe re d  to  the above 

mentioned s t r in g  equation  when p (x )  i s  an a r b itr a r y  fun

c tio n  o f  the c la s s  C in  [ - R , r] •

Резюме

О некоторой оценке первого собственного 

значения уравнения струны неоднородной.

В статье [ l ]  В йП1варц дал некоторые оценки 

первого соственчого значения уравнения струны

и” (х)+ Л k (х)и(х)= 0 для |x|<R

с краевум условием

U ( —R ) s a  U ( R ) a  О  о

Из работы [2] вытекает, что одна из этих о ц ен о к  

правильна для уравнения

[p(x)u'cx)]/+ X k ( x ) u l x )  = О д л я  |x|«R  

\С усл ов и ем

u ( - R ) =  u (R )  = О
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1ричём функция р( х)  является чётной в интервале

[ - R .R ]  .

Целью этой статьи является построение примера, 

из которого вытекает, что обобщения Э.Сливиньского 

оценки В.Шварца не могут быть перенесены на 

уравнения струны с произвольной функцией р(х) с 

непрерывной производной в интервале [-R.R].


