Stanistaw Y/otodzko

O PELLLL OSZACOWANIU PI3RISZEJ WARTOSCI WWLASHE]
n6eBA/THbI STRULIT NESIBIHHOHOME]

V(atep™
Wopracy rozwazamy zagadnienie nastepujace:
Mech u (x) bedzie rozwigzaniem zagadnienia brzegov/ego

@ [p u'(-U + Xk(x)u(x) =0 dla Xl <€ R
(2) u(xR) =0

1
gdzie funkcje p(x) i k(x) sa dodatnie i klasy C w

przedziale [~-Ryr] oraz 0 <R < +

ierwszg wartos¢ whasng zagadnienia (1), (2) bedziemy o-

anaczac¢ przez \(p,k).

"pracy [1] BSCHWARZ podat pewne oszacowania pierwszej

wartosci wiasnej rownania struny niejednorodnej s Interesu-

jacy nas wynik, wraz z uogélnieniem E.SLBYIIfSKIBGO podanym

w pracy [2], zawiera sie w nastepujacym twierdzeniu:
Twierdzenie 1.

Przyjmujemy, procz powyzej podanych zatozen, ze funkcja p(x)

jest funkcjg parzystg w przedziale [-R,n], Jezeli funk-

cja m(x) Jjest dodatnia i klasy C w przedziale [-R,R],

oraz dla kazdego x 6 [-R,R]

(3) m(x) < .o+ W),
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gdzie funkcja k+ (x) oznacza funkcje zsymetryzowang nie"

malejaco wzgledem funkcji k(x) , to
(4) A (p»M ~ A(p,m).

Celem tej pracy jest wykazanie, ze nieré6wnos¢ (4) na ogo6t
nie zachodzi w przypadku dowolnej funkcji p(x) dodatniej
i klasy C* wprzedziale [-R,r], Praca skiada sie z dwu
czes$ci. WS 1 podamy definicje SCHWARZA funkcji zsynetry-
zowanej niematejgco, oraz definicje i twierdzenia, z kto6-
rych skorzystamy w dalszym ciggu. W2 2 skonstruujewy od-
powiedni przyktad.

2 1. Podamy teraz definicje SCHWARZA funkcji zsyme-
tryzowanej niematejgco (zob. [i]).

Definicja 1.
Zaktadany, ze funkcja f (x) jest funkcjg okresSlong,ogra-
niczong i niemierzalng w przedziale [a,b], Funkcje zsy-
metryzov/ang niematej gco vizgledem funkcji f (x) oznaczamy
przez f’f‘(x) . Funkcja fﬂ(x) jest okres$lona w przedziale

[-R,Rj, gdzie R = , przez 4 warunki:

1 Funkcja f (x) jest funkcjg parzysta wprzedziale

C-r.r],

2 Funkcja f (x) jest funkcjg niematejagcg w przedzia-
le [O0.,R],

3° Funkcje f (x)i f+(x) sa rownopolowe, tzn. dla

kazdego z zachodzi
A(z) = A+(z)
gdzie

A(z) = miara ™ ¢ o 1

A+(z)= miara
X e
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przyczyni oznacza "ogo6t x£[a,b]".
4 ff(0) = inf fix) i f+(R) = sup f Ix).
X € [a,b] x ¢ [a,b]
Uwaga 1«

Wiadomo, (zob. [i] ), ze jezeli funkcja f(x) jest funkcja
ciggta w przedziale [a,b], to funkcja f+(x) jest okre-
Slona jednoznacznie, oraz jest funkcjg ciggta w przedziale
[-R,r], Natomiast funkcja f+(x) na ogét nie jest klasy
C1l navret w przypadku funkcji f(x) analitycznej w prze-
dziale [a,b].
Definicja 2.
Funkcje f(x) nazywamy funkcjg klasy C’\li VI przedziale

[a,b], jezeli:

1° Funkcja f(x) jest ciggta w przedziale [a,b],

2° W kazdym podprzedziale domknietym przedziatu (a,b)
funkcja f'(x) jest funkcjg ciggtg poza ewentualnym, nie-
ciggtosciami dowolnego rodzaju w punktach izolowanych.
Niech K oznacza klase funkcji f(x) o nastepujgcych

witasnosciach:

1° *f(x)E O dla x £ (a,b).
2° f(x) 6 cip dla x £ [a,b].
3° f(a) = (b) 50 »
4° Istnieje catka

2
p(x) ['€ (xX)J dx-
a

W dalszym ciggu skorzystamy z nastepujgcego twierdzenia:
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Twierdzenie 2,
mil TTUTULRBE T- -1 i

Pierwsza funkcja wtasna u (x) zagadnienia (1), (2) jest

funkcjg, dla ktérej funkcjonat

i PO ()] dx
FIYl = —

b o}
\' k(x) 4“Cx) dx
a
osigga minimum w klasie funkcji 4 (x)f kK, przy czym

X(p,iO = P [u]

§ 2, Podamy teraz przyktad, z ktérego v/ynika, ze teza
twierdzenia 1 nie utrzyma sie, jezeli funkcja p (x) nie
jest funkcjg parzystag w przedziale [*-R,r]e Wtym celu wy-
starczy wskaza¢ funkcje p(x) i K (X) dodatnie i kla-
sy Cl1 wprzedziale [-1,17 takie, ze funkcja k+(x)
jest klasy Cl1 w przedziale [-1,1] oraz

(5) A(p,k) >A(p.k+) .
Przyjmijmy, ze

klx):x2+2x+2 dla Ixt ~ 1.
tatwo stwierdzamy, ze funkcja

k+ (x) = 4 x2 + 1 dla IX] < 1.

spetnia wszystkie warunki definicji 1.

Z drugiej strony zauwazmy, ze funkcja
u(x) =(1-x2)(1-x + x2)dla x|~ 1
posiada nastepujgce witasnosci:

al u(.x) >0 dla Xl <1 i u(i 1) = 0,
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b/ 5 Kk~ xju”lx) dx > \ K(x) uc(x)dx
-1 -1
c/ funkcja u'(x) posiada dokiadnie jedno miejsce ze~
royme % w przedziale [-1,1] taicie, ze o <~<0.
d u"($ ) < O.

Wykazemy teraz, ze funkcja
X
\K(X) u (x) dx

(6) p(X)=- -

u' (X)

jest funkcja dodatnig i klasy C w przedziale [—,1].
Poniewaz % jest zerem jednokrotnym funkcji u'(x), zatem

funkcja p(x) jest funkcjg analityczng w przedziale [-1,1].

Wystarczy sprawdzié, ze lin p (x)> 0 , a to zachodzi
gdyz X %
lin p(x) - - li K(X)uCx) _ K (?>u (* 0
x->$ u" (<) u"(* )

g (6) wynika, ze funkcja u(x) jest funkcjg witasng za-
gadnienia (1), (2), Poniewaz funkcja u(x) nie posiada
zer w przedziale (—,1), wiec u(x) jest pierwszg funk-
cja wilasng tego zagadnienia.

Dalej mamy:

U) APk

N min
ffck
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Pierwsza i ostatnia rownos$¢ w (7) wynika z twierdzenia 2.
Pierwsza nierd6wnos$¢ jest wnioskiem z wtasnosci b/, druga
nieré6wnoé¢ wynika z faktu, ze u (x) £ K,

7, (7) wynika (5), a to nalezato wykazac¢.
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SUMMARY

On some estimation of the first eigen-value of the

equation for a non-homogeneoua string.

In Paper [1] B,Schwartz has given estimations of the
first eigen-value of the equation
u“(x)+ Ak(x)u(x)» 0 for |x|CR,
with the boundary condition

u(-R)s u(rR) a 0,
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Prom the work [2] it follows that one of the above

mentioned estimations is true for the equation
[P(X)u'(.x)],+ Ak(x)u(x) =0 for |xj « R
with the condition
u(-R)*= u(R) —O0#

where the function p(x) is even in the interval [-R,r],

The subject of this note is to show, by means of an
example, that the generalization of Schwartz s estimations
given by E.Sliwinski cannot be transfered to the above
mentioned string equation when p(x) is an arbitrary fun-

ction of the class C in [-R,r] e

Pe3tome

O HeKOTOpPOW OLIEHKE MNepBOro COGCTBEHHOTO

3Ha4YeHUs ypaBHEHUSA CTPYHbl HEO4HOPOAHOW.

B ctatbe [I] BullleBapy fan HeEKOTOpble OLEHKU

MepBOro COCTBEHYOr0 3HAa4YeHWMA YypaBHEHWUA CTPYHbI
n(x)+ Nkxn(x)= 0 gna |x|<R
C KpaeByM YCJ/IOBUEM
U(—R)sa U(R)a O o

N3 paboTbl [2] BbiTekaeT, 4YTO OA4HA M3 3ITUX OLLEHOK

npaBunibHa ANA ypaBHEHUA

[p(X)u'cx)]/+XKk(x)ulx) = O pagna I x| «R

\C ycnoBuem

u (-R)= u(R) =0
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lpyuém dyHkuus p(X) sABAsieTcss UYETHOW B UHTepBane
[-R.R] .

Lenbto 3To cTaTbu dBNdeTCcd NOCTPOeHUEe npumMepa,

M3 KOTOPOro BbiTekKaeT, 4To o0606uweHNa 3.CAMBUHLCKOIO
oueHkn B.UlBapua He MOryT ObITb NepeHeceHbl Ha
ypaBHEHUS CTPYHbl C NPOU3BOJIbHOW QyHKuUMen p(x) c

HernpepbIBHOW MNpoun3BoAHOW B WHTepBase [-R.R].



