
Stanisław Wołodźko

OSZACOWANIE ODCHYLENIA STAKDARDOY/EGO ZMIENNEJ LOSOWEJ
TYPU CI4GŁEGO

Wstęp « Rozważny zmienną losową X o g ę s to ś c i  g (x ) 

i  skończonych momentach rzędu pierw szego i  d ru g ie g o . N iech  

oznacza odchylenie standardowe zmiennej losow ej X . W 

pracy t e j  podamy dowód nierów ności

gdzie  <3" oznacza odchylenie standardowe zmiennej losow ej 

X“ f tz n . zmiennej losov/ej zsymetryzowanej n ierosnąco  wzglę* 

dem zmiennej X . Jak o  zastosow anie tego  tw ierdzen ia  poda- 

щу dowód pewnego cen tra ln ego  tw ierdzen ia  gran iczn ego ,

§ 1 . Zaczniemy od d e f i n i c j i  fu n k c ji  zsymetryzowanych 

względem fu n k c ji  f i x )  podanej w pracy SCHWARZA [ 4 ] .  

N iech f ( x )  oznacza fu n k cję  o k reślo n ą , m ierzalną i  ogra

niczoną w p rze d zia le  skończonym [a ,b ] .

Punkcje z syne t  ryz owane n ierosnąco w zględnie n iem ałejąco 

względem fu n k c ji  f ( x )  oznaczamy odpowiednio przez f “(x)

G"~ ^  O '

4.
i  f  ( x ) .  Są  one określone w p rz e d z ia le

c z te ry  warunki:

1° Obie funkcje f ” (

2°  Funkcja f " ( ,x )  j

— 4.
Obie funkcje f  (x )  i  f  (x )  s ą  p a r z y s te . 

Funkcja f"”(,x) j e s t  n ie  rosnącą a fu n k cja  f +( x )

-  n iem ałejącą w p rze d zia le
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3 Obie fu n kcje  f  (x )  i  f  ( x )  są  rownopdkrewzglę

dem fu n k c ji  f i x ) ,  tzn * j e ż e l i  przez A(z)  oznaczymy mia* 

rę  zb ioru  zawartego w p rze d zia le  [a ,b ] , d la  którego punk* 

tów zachodzi f i x )  >  z i  a n a lo g iczn ie  przez A ( z )  oraz 

A+ ( z )  miary zbiorów punktów z p rzed zia łu  [ ,  ^r^\.]jd la  

k tórych  odpowiednio zachodzi f ( x )  > z  lub f +( x ) ? - z ,  to

A l z)  = A~( z ) = A+ ( z )

d la  każdego

4 ° f  ( 0 ) я f + ( ~ r -  ) = sup f  (x  )
‘  [ a ,b j

f + (0 )  = f "  ) «  i n f  f  (x)
[a ,b ]

B.SCHiVARZ w pracy [4 ] z a k ła d a ł, że fu n k cja  f ( x )  j e s t  

c ią g ła  i  dodatnia w p rze d zia le  [ a , b ] *

W pracy t e j  skorzystam y z n astęp u jących  w łasn ości fu n k c ji

zsyraetryzowanych ( z o b . [ 2 ] ,  [3 ] » [ 4 ] ) s

b cL oL
1. j flx)Ćbi: = ( f  (x )dx -  i f + (x)dx  , gd zie  oi =

a -of -oC

2 , J e ż e l i f i x )  >  0 dla x é [a ,b ]  ,

f  ”  ( X ) $s 0 i  f + (x)*0 dla X  é [ -o t  , <*] .

3 . J e ż e l i f  (x ) ^  0 i g l x ) > 0 ,  to

oL b
( f ” ( x )  g  (x )dx  -c j f ( x ) g ( x ) d x  .

— a

4. J e ż e l i f p ( x )  f ( x ) d la x € [a ,b ]  , to

b-a

to
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f ~ ( x )  ----- > f ” (x)  i  f * ( x )  = ^ > f + (x )  d la  х б

gd zie  n----- r" ' oznacza zb ieżn ość je d n o s ta jn ą ,

Wprowadzimy je sz c z e  n astępu jące  u ogóln ien ie  d e f i n i c j i  

fu n k c ji zsymetiyzowanej n ierosn ąco :

N iech f ( x )  oznacza fu n k cję  nieujeraną i  całkow alną w prze

d z ia le  /skończonym lub n ie /  [a ,b ]  ,  ’Wówczas przyjmujemy, że

f  C x)« lim  f “(X) 
n

gd zie  fu n k cja  f “ (.x) ( k « 1 , , . « , n )  oznacza fu n k cję  zsyme-
К

tiyzowaną n ierosnąco względem fu n k c ji

f k (x )  -

к j e ż e l i  

f i x )  "

. 0

f ( x )  >  к 

£  «  f  (x)  ^  к 

f  ( x )  <  к

Można łatw o wykazać, że ta k  określon a fu n k c ja  f ” ( x )  s p e ł

n ia  również w łasn ości 1 i  2 , o ra z , ty lk o  w p rze d zia le  sńń- 

czonym, w łasność 3 ,

§ 2 ,  Z w łasn ości fu n k c ji  zsymetiyzowanej n ierosnąco 

wynika, że j e ż e l i  fu n k cja  g ( x )  j e s t  fu n k cją  g ę s to ś c i  pew

nej zmiennej losow ej X , to  fu n kcja  g” ( x ) j e s t  również 

fu n kcją  g ę s t o ś c i  pewnej zmiennej lo so w e j,. k tó rą  oznaczamy 

przez X . Zmienną X~ będziemy nazywać zmienną losową 

zsymetryzowaną n ierosnąco względem zmiennej X , Odchyle

n ie  standardowe zmiennej X oznaczymy przez <6 »

Wykażemy te ra z  tw ierdzenie n a stę p u ją ce :

Twierdzenie 1,  J e ż e l i  X j e s t  zmienną losową o skoń

czonych momentach rzędu pieiw szego i  d ru g ieg o , g ę s to ś c i  

g  (X) i  odchyleniu standardowym &  ,  -  zmienną l o -



sową o g ę s to ś c i  g ( x )  i  odchyleniu standardowym d  , to  

(1 ) (j'~  sS C*

Dowód. Przyjmujemy n ajp ierw , że fu n k cja  g ( x )  j e s t  okre

ś lo n a  i  ograniczona w p rze d zia le  skończonym [ a , b ] . 

Wykażemy, że (б'- )"  ^  d ‘ ,  tz n . że

(2)
_/ O U
OK. r-y ^  (  r j p .

 ̂ x  g “ (x )d x  x g ( x ) d x  - L J X g t x ) d x  ]
u  c i  BL

gd zie  ot a

Nierówność (2 )  j e s t  równoważna n a stę p u ją ce j nierów nościi

ot _ o _ b
C3)  ̂ x2 f “ ( x ) d x $  \  x2 f ( x ) d x  -  ^  [ J  x  f ( x ) d x  ] ‘

gd zie  f ( x )  = C • g t x )  , a zatem

b
C = f ( x ) d x  

a

Nieróv/ność ( 3 )  wykażemy w trz e c h  etapach ( z o b .  [ 2 ] ) :

1° D la  fu n k c ji  f ( x )  zerowo-jedynkowych.

2 ° D la fu n k c ji  f ( x )  schodkowych.

3° D la dowolnych fu n k c ji  f ( x )  ograniczonych i  n ie - 

ujemnych v /p r z e d z ia le  [ a , b ] .

Ad. 1° N iech

f(X) a
d la  x € A C  [ a , b ]  

dla  x A.

■■■ ■ ■ ..................................— —  - 1 . ......................................... i ■ ■ ■ ■ ■ .................... ............... ■

x /  Funkcją schodkową nazywamy fu n kcję  f ( x )  , k tóra  
przyjm uje skończoną i l o ś ć  w a rto śc i w p rz e d z ia le  [a ,. b ] ,  
Szczególnym przypadkiem fu n k c ji  schodkowych są  funkcje zd
rowo- jedynkowe•
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.Y owca as

f  (x )
1 d la  |x| <  -  IA I

0 d la  I x-| >  — I A

gd zie  IA I oznacza miarę zbioru  A . 

а /  Zb iór A otwarty*

Wówczas А = I J  ( a . , b . ) f gd zie  p rz e d z ia ły  ( a . , b . )  są  
i=1 1 1 1 1

ro złą cz n e , przy czym może być,  że a. -  b^ d la  i  więk=

szych od pewnego I»  

Wtedy mamy:

 ̂ x2 f  (x)dx -  •”  [ j x f (x)dx] = j x2 dx - ™ [ (xdx ]
A

( 4 )  = i  Z  ( » • -  4 :)- JS[ Z  A *  -  a  »  ^ [ Z  (Ь. -  a  1
1—i 1=1 1=1

■7 U l

X2 dx = ) x ~  f~(x) dx
г  - *

“1 | A |

Nierówność (4 ) d la  w iększej p r z e jr z y s to ś c i  rozumowania wy

każemy na zakończenie dowodu,

Ъ/ A ~ dowolny z b ió r  m ierzalny*

Wówczas i s t n i e je  c ią g  zbiorów otw artych A^ , ta k ic h , że

А С А  i  | A - A l  
n n

0 .

S tą d  na podstawie przypadku a /  mamy 2

5 * 2 ^  j  ^

Ы

X2 dx

n 1 .4
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gdzie  С = |Л I .
°  n 1 n 1

S to su ją c  p r z e jś c ie  graniczne otrzymujemy

,2  i ul
\ x ;' dx -  £  [ J xdx ] ^  j

A  1

2 , 
x  dx

-  ~ U f

a to  n a le ża ło  wykazać*

(5)

oraz

(*)■

te ra z f ( x )  = a.  d la
i

<  a2 c • • • $ OFciZ

mamy

f ( x )
n

= T ^ o t . f .  ( X )
i  X1=1

4 -1
dis. i  э  19 • • • $

i~1
d la  x (  У  A, 

k=1

l i
n

d la  x £ U  A. 
k - i

n
u

i=1

Podobnie ja k  w pracy [2] otrzymujemy:

n
(6 )  f ” ( x )  e  2  °ći  f ” (x )

Ponieważ (na podstaw ie przypadku 1 ° )

( x2 t“ ( x)dx ^  j x2 f  (x )d x  -  ~ [  \  x f  (x)dx ] 
/  1 a 1 0 i a 1
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gdzie С

n
Z

( i  »  1 t • • • *  и)

:Ti ) ;: j*  ą

w ięc te ż

0 0  d

O bo

J * 2 , Ź  V I - Ż - 3 ^ [ ° i t / i (=■•) « * ]

Uwzględniaj ąe (5 ) i  ( 6 )  dostaniemy

2 - ,
 ̂x~ f  (x )  dx x ^ f (x)dx

-ot
-  £  5^ ~ [  ' b j *  f i t x )  t e  ]  >

a stąd

O ) зО f  (x  ) dx -g l xc f ( x )  dx *

Ponieważ odchylenie standardowe j e s t  n iezm ien nikiea prze

su n ię c ia  więc można p r z y ją ć , że J ' x  f ( x ) d x  = 0 .  J'j

Z powyższej uwagi, oraz z ( ? )  wynika, że
2 2

______ ( <Ś ~ ) sś <Ś

w przypadku fu n k c ji  g (x  ) schodkowych, a zatera

j x ‘" f  ( x )d z  ^  x1" f ( x ) d x  ~ —j ^ x  f ( x ) & x  j .

: : /  IIusuwa s i ę  p y ta n ie , d laczego tego  upraszczającego 
za łożen ia  n ie  p r z y j ę t o  na^p o czą t ku dowodu. Okazuje s it ;  je d 
nak, że wówc z as warunek \ x  f ( x ) d x  = 0 znacznie kompliku
je  rozumowani e , 4
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Ad. 3 K ied a  te ra s  f ( x )  oznacza dowolną fiięKcję n e -  

ujemną, ograniczoną i  całkow alną w p rze d zia le  [a ,b j . 

Rozważam;' n a stęp u ją cy  c ią g  ftm k c ji

f  (x )  - •  n 4 '

owes

więc te;!

V
“ ■ fi:dv

V
-  <  f  X < k+1 OЯ nc.

n ^ n n ; j  M i j П ■

a f ( z )  ÿ  n,

f  i x )  •n
= >  f ( z ) dla Z £ [a*bl ,

C  c o  == >  г ( ; : ) d la X t C-oC, oCj .

d ru giej stron y /na. podstaw ie 2 ° /  zachodzi 

jz' f~(x)dx j3' /  f . <z)dx -  ?r  ( >■) dx ]
-ot

-,f’ z i e

więc też

9* „ P r ,  1 Г /b , 2
(j r ' ( x ) d z  s  j z £ f (x )d x  -  ę И х  "(x)dx J

-«Ł

n to  n a le ż a ło  dow ieść.

P o z o sta ła  je s z c z e  do wykazania nierówność ( 4 ) .  

Z uwagi na t o ,  ie

c * (ь -  в , )
4 i.

i -1

ilei-dor-ość (4) :esi równoważna aaśi^jsujądej nierówności

) 4 2  c4-,) 2  (bi/) - 1[2 (ъН*‘-[ 2  (bt-4>
i«1 1 1 ird  x«1 1 3 4 1  i,  1
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ïysta rc z y  pokazać, że d la  każdego n zachodzi

(9) 4 Z  è  (bj-a,3)- 9[è(bi-a3 " [ Û v aJ ?^
1=1 1 1 i=1 1 1 i=1 1 ° 11=1 1 1

bowiem s to s u ją c  p r z e jś c ie  graniczne otrzymamy ( 8 ) .  

Ponieważ

4 (b.-a.)(b?-aj) -  3(b*-a*)-( ь , - а . )  - 0 ( i .1 ,2 . . . )
к

więc też

(10) 4 i  (bt - a .)  ( b j -a 3 ) -  3 ±  (b f -a * )  -  Z ( V ai )
x=1 i=1 i=1 ‘

0

poszczególne sk ła d n ik i lew ej stro n y  nierów ności (9 )  możemy 

za p isa ć  w p o s ta c i  n a stę p u ją c e j:

- flb.-a ) 1ьН )  + . / Ц  K-aJ l ' Ÿ ^ h
1=1 1=1 1=1 1,0=1

i #  J

t > H )  - g o > H )  ^ ± ( ^ ) ( ь Н )
I-1  . iL—• » i  i |j ® •

i  <  ,1

X .  1 ч - ч >1=1 • X  (ч-i) - 4 è  (ч-i) ( b3-j)
i= i  V» <3= 1

i  *  J

+ 6 ± > i - i )  (ьг аз )  + 12 ( ч - А - 4

i  < J i  f J < k *  i

n

i , J , k , l = 1h - i 1 (ь; " аз) (br 4 f+ 24
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"t%i • хтп:ц! ••jtln5 ąc /1 0 /  /**  у  у f'Srr i-

v/a-.nç / Э /  i

n.n

? »<- — • * jv "  1
- .)

i * : 1 i <j - * 3

Л  (' , -C , ) (••, - %  ) -  о J Z  ( \  ^  ) ( *- . - * • )  ( v  * J
j  • *  -  -* J  V -t -• V  _1 ■*■ ■* cłvT- ( ч с  »- * 1

< i  *  j  < к *  •-

i!
(И) ” . 2 ? ,  . t W ( br aj | К - * . - ’  4 " x 1

L i d » " , 1 - 1
o .

r-oćająe p le  ~rrsf-e v.zittr? sk ła d n ik i lew ej strony- nier5wr.os»-.i (* ‘ ) 

o trx y n 'ije o y .

n

SKWtv-^) - ’ 21(»>?-<Ф- < 2Z(vs,Hvr
. . .  - J о 3 ».1 «* 1 *" *■' i . 3-1 - -•3 ,0

i  < j 1 + 3

-  5 2 1  0 . - s )  ( •" )

n
Z L  Г -i-a.) (’-,-a.) [ г  ( K . + ъ 4 a + «<) + ? ( ъ!  ч  Ъ , г . г?)
■: * а- х J o  ** x •*■ o l> С с*

3 < J

-  2 ( K - 4 ) -  г ( ъ : - а “ ) -  3 ( V a , ) ( u , : ) -  3(Ъ. -г». )  (: . - a . ) ]
“ i. V A  «) V - •* *,•' J

n
( 1 ~) -  E ,  ( : : - *  H i 3 - a , )  ( . - t .) (ł>j T >
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Możemy p r z y ją ć , że l ic z b y  a, i  b ( l c s 1 ) sp e ł-
iC К

n ia^ą nierów ności

а 1 < Ь 1 « 2 < Ь 2 ‘  • "  * an '  ’'n  •

Wówczas d la  i  <. j  otrzymujemy

(13) а . - Ъ .  »  ( V a| l  oraa b- ; - a i * Ś  l b V -a j.)
3 ł  кЙ +1 ' " k ~k ‘

Wobec tego otrzymujemy nierówność 

n

l « i

Ł  (b± *• a ] (b -  a ) (a  « b ) (b -  a ) ^

i  <  i

* è  (bt - aj ( ъ -  aj jr ;  (bk - â} S ('a l)
i fd "1  
i  <  j

u k -i+ 1 l e i

Im ) -  è  è  (ъЛ ) (b  - а  ) (bt -a , ) (: j - 4
1*3=1 kal+1 l e i  0 0

< i
Z (12)., (13) i  (14) wynika, że na t o ,  by za ch o d ziła  n ie 

równość (11) w ystarcza , by za ch o d ziła  n a stęp u ją ca  nierów

ność *

n
_ _  ^  %  (b - a  ) ( b - a )  (b -a ^ ) ( b j - a ^

i , j ^ 1  k S ^  1 - i  1 1  d 3 л k *
1 <  j

0

i15) *  i * . ,  ( bi - ai )  (br aj> K - J

!¥= i  < k  i^ i 

n

+ 2 5 Z  (b±- a  ) (b  -a .)  (b - a  ) ( b . - a . )
i , j , k , l W ł  1 A 3 <> k Ł 4 A
i  < j  < к < 1



'Чешу pod uwagę dowolny sk ła d n ik  pierw szej sumy z prawni 

s t году n ie r  ówności (15)

( V as )? t \ - 0t H v ar )

gd zie  s  < r  Фв  ,

V/ykażerrry, że ten  wyraz j e s t  składnikiem  sumy z l e w i  s tr c -  

ду nierów ności (15)  d o b iera ją c  w skaźiiiki i ,  i ,  к , 1 

s tę p u ją c o :

i  =s r a i n ( r , s , t ) ,  j  = m a x ( r , s , t )  o ra z ; 

j e ż e l i  i  = s ,  to  k = s  i  1 =* t ,

j e ż e l i  i  = t < s < r ,  to  к ■= 1 = s  ,

j e ż e l i  i. я t  < r ^ s  , to  к = r  i  1 -  s 5,

Łatwo w id ać, że powyższy dobór wskaźników i ,  i  ,  k , '  je s+  

jed yn y. Podobnie dowolny sk ła d n ik

(b - a  ) (b - a j  (b - a  ) (b - a  ) gd zie  s  < t v i r <  o 
s s  t t  r r  P P

d ru gie j smrçy z prawej stron y nierów ności (15) w ystępuje 

dwukrotnie jak o  sk ła d n ik  sumy z lew ej stro n v  ('•5 )? '-o stwier

dzamy kładac iws,  j=p  oraz k =t i  l=sr lub  k-*r i  

1 - 1 ,  Ten dobór wskaźników j e s t  również jedyn y.

Stą d  wynika prawdziwość nierówności (15) ,  a zatem i  ( 4 )  .  

V/ ten sposób wykazaliśmy (1) w przypadku, gdy fu n kcja  g ( x )  

j e s t  określon a i  ograniczona w p rz e d z ia le  skończonym [a .b ] 

Prawdziwość te zy  w przypadku ogólnym wynika z definie.u fon -  

c j i  ^symetryzowanej n ie ro sn ą co .

§ 3 ,  W tym punkcie podamy zastosow anie tw ierdzen ia  1 

Zauważmy-najpierw, że j e ż e l i  odchylenie standardów® ś  z' 1 e~ ■■ 

iej losow ej X j e s t  równe od z e ra , to  również <f~ Ф  0 ■

-  276 -

I
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'/ynika to  z w ła sn o ści 1 d la  fu n k c ji  zsymetryzowanych.Roz

ważmy c ią g  n ieza leżn ych  zmiennych losowych ^X ( k » 1 , 2 f .. .1
# yrj Л

rownopolowych ‘ , o skończonych momentach rzędu pierw szego 

i  drugiego i  n ie ch  g ^ ( x ) ,  ,  в* ^  0 oznaczają  od

powiednio g ę s to ś ć , w artość p rz e c ię tn ą  i  odchylenie standar

dowe zmiennej losow ej ,

Oznaczmy d a le j

- ■ ■ i i
< ■

Zachodzi wówczas n astępu jące  

Twierdzenie 2 , J e ż e l i
n ■

C2 j 2
lim  - 2  = (3

n

oznacza odchylenie standardowe zmiennej X

gd zie  <j  «  dl

to  d la  c ią 

gu F ( z) . dystrybuant zmiennych losowych Z o k reśl O'
n n

nych wz orem
n

n
n

mamy

lim  P ( z ) = 
n ->  — . n

z
2

dz

"ifTrT

Dowód. C ią g  zmiennych { x ^ }  (k=1 , 2 , . . . )  określamy w ten

sposób, że zmienna losowa n wymiarowa ( X ~ , » . . , X n ) ,

(n F 1 , ? , . . . ) ,  j e s t  zmienną o g ę s to ś c i

g ( x 1 f . . .  xn) =  g " (x n )

x /  Zmienne losowe X. ,X_ nazywany równogolowymi , j e 
ż e l i  ich  g ę s to ś c i  g (x  ) ±d g (x ) s ą  funkcjam i” rownopo- 
1owymi.
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Гак określon y c ią g  { } j e s t  ciągiem  zmiennych losowych

n iezależn ych  o jednakowym r o z k ła d z ie , przy czym odchylenie 

standardowe każdej zmiennej j e s t  róv/ne <o = <f~ .

Obieramy dowolne i  >  0 . ITiech

g“ (x)  d l a

|xj <  £ «j'Vn 

|x|> i  &  V n  ,

gd zie  g. (v ) oznacza fu n k cję  zsynetryzowaną nierosnąco
k ,n  "

względem g ę s to ś c i  g ( x )  w p rz e d z ia le  [ -  £ o VrT

i  G 'V n  + m j  oraz g"*(x) -  fu n kcję  zsymetiyzowaną n ie -
y jrosnąco względem g ę s t o ś c i  к Д х )  w p rze d zia le  

Wówczas mamy d la  к = 1 , . . . ,  n:

( I6 ) j(x -m k )2 gk (x )d x  Jjr-r:̂  )2 (x )d x  =sj x? g\^  ( x )  dr 

Ix-m ^léic Ix-m^le£ cr'V-n. |x|«£<jV~n

Pierw sza nierów ność w 0 6  ) wynika z r e l a c j i  Cn 

druga -  z w łasn ości 3° fu n k c ji  zsymetryzowanych» 

Oznaczmy d a le j 5 + 0*

( 1 7 ) [<л~ f = ( y2 g \ k ,n  / \ k ,n
(x )  dr .

Z d e f i n i c j i  fu n k c ji  g. ( x )  cyn ik a  r e la c jaК jTl

(18) l im  (CT~ 6^
n - + -  k *n /

Z d ru gie j stro n y  mamy г

х /  Funkcja 
lo so w e j.

g, (x )  n ie  musi być g ę s to ś c ią  
k ,n

zmiennej
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' + **"
ух-гт^)^ r'k (x)dx = у х -n^)2 як (x )d x  -  \(х“\)2 K,,(x)dx

- о о  '

Ix-ra^l é  fc С
n

0 9 )  -  -  j(x -m k ) ? f ^ t x j d x

Ix-m, I ^  £ C
к n

7, (16) ,  (17) i  (19) wnioskujemy, że

(X" \ ) 2 ^k^X^dx = ** "  ( ^ r J 2 + 5 X?? e i ^ t o  k̂“ 1

|x|>fc<nf7T

j й О C

jx-a, I >  é G
к n

S tą d  otrzymujemy;

° * f ï  ( * - g 4 W t e  < 1 - ^ 2  ] Г К ; , пк

к-1 |x-mlc| > £ C n
n

к-1

r S i

х ^ “ (x)d x ,

к>*1 i x ^ i G 'V r T

a s ta d , z uwagi na nierówność 1 .  _ J _  r j
~ 2  T a  • raanffC n o

n

(20) j r U * - ^ )  s k w a * < i -  £ ( < Ç >n)

n к с1| Ц ^ с
к n

n к=1

TT Z  R  “i < r№
k*=1 |х|>£бУгГ

х /  Nierówność ta  wynika z tw ierdzen ia  1
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Ponieważ istn ie ją  °ć , /3 takie, że 1 ^oC su  in ' n n
1 «  l i  «  n oraz n

( c r -  F s J  t ( ^ n )2 <
<L n k»1 * n,

n,

v /ięc , z uwagi na ( 1 8 ) ,  dostajem y:

1 -  i  ± K J  - 1  ■
n-v + c» k-1 *

Stąd i  z założenia wynika, że

n
(21) lim f  Z K J

n-»*o« n k=1

Ponieważ na podstawie twierdzenia LTNDEBERGA-T.EVY ego dla 

ciągu zmiennych losovych

Z 1
n

n
d 'Y n

mamy
2  R
k-1

1
lim P (z )  = i—7= - .

n 1/ 2 i t  _
n-* + «

z z2
-  7 dz

więc na podstawie warunku LINUSBERCtA-EELLBRA wnioskujemy, 

że

(22) lira ^  jx2 g~(x)dx = 0

n-*■+*»• n ^  k=1 Ixl^ie'Yn’

z (20), (21) i  (22) wynika, że



(2 3 ) lim  *“
П-> + « ,  Q

n
z  W )2 %tx,dx = 0
k' 1 l3B-mf c l» e %

Z (23) na podstawi© warunku blTTIEBBRGA— РЕШЕНА wynika te 

за o
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SUMMAKf

On зоне e stim a tio n s  the random v a ria b le  o f  the

continuous type

In  t h is  work we g iv e  some e stim a tio n  o f  the random 

v a r ia b le  o f  the continuous ty p e . T h is  e stim a tio n  d eals 

w ith  the p rocess o f  sym m etrization o f  the fu n ctio n  in  the 

sense o f  Schwarz [4 ] .

The author proves the fo llo w in g :

Theorem 1 «. I f  Y ,X  denote the random v a r ia b le s  w ith  

d e n s it ie s  g  l x ) ,  g  lx )  and d isp e rs io n s  S', <T”, r e s p e c t iv e ly , 

then cr«s G" .

T h is  theorem has been used in  the paper to  prove one 

o f  the cen tra l lim ita r y  theorem s.

l e t  us denote { X ^ ,  (k » 1 , 2 , . . . )  the sequence o f  in 

dependent equimeasurable random v a r ia b le s  w ith  the f i n i t e  

moments o f  the f i r s t  and second order m^, <5^ Ф  0 the mean 

value and the d isp e r s io n  o f  the random v a ria b le  X. ,  re sp e -

vrhere G"л (Г“ i s  the d isp e rs io n  o f  the v a r ia b le  X^, and

F l z )  i s  tlie sequence o f  the cum ulative d is tr ib u tio n  fu n -n
é tio n s  o f the v a r ia b le s  Z d efin ed  by

e l i v e l y ,  and

Then we have the fo llo w in g

Theorem 2 , I f

n

Z
u C

n
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then vie have
2

z z

lira F (z ) « 
. n

1
C2 dz

Л/гТГ

Ре зюме

Оценка дисперсии непрерывной случайной величины

В этой статье дается оценка дисперсии непре

рывной случайной величины. Эта оценка связана  

с симметризацией функции по Шварцу [4] *
Автор доказал следующую теорему:

Теорема 1.Если X является случайной величиной с 

плотностью g(x) х дисперсией <Г, Х~ -  случайной вели

чиной с плотностью g“ (x) и дисперсией (Г", то
Эта теорема послужила для доказательства неко

торой центральной предельной теоремы.

Пусть {Xk ^t (k = 1 ,2 » .^обозначает последователь

ность независимых сохраняющих площадей случайных 

величин с конечными моментами первого и второго

значение и дисперсию случайной величины X и
1 к

Тогда имеет место

Теорема 2 . Если с 2

lim  ' ■ -  <о2 .
п *п -»+оо
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Где СГ= (Г~ обозначает дисперсию величины Х~, 

то для последовательности Fn(z) функции распре

деления случайных величин Zn определенных уравне

нием

Z = п 5
имеем

lim P (z) » 
п

£»

тГ
J u

е 2 dz

*


