Stanistaw Wotodzko

OSZACOWANIE ODCHYLENIA STAKDARDOY/EGO ZMIENNEJ LOSOWE]
TYPU CI4GLEGO

Wstep « Rozwazny zmienng losowg X o0 gestosci g(x)
i skonczonych momentach rzedu pierwszego i drugiego. Niech

oznacza odchylenie standardowe zmiennej losowej X. W
pracy tej podamy dowdd nierdwnosci

G"~n~ O

gdzie <3" oznacza odchylenie standardowe zmiennej losowej
X“f tzn. zmiennej losov/ej zsymetryzowanej nierosngco wzgle*
dem zmiennej X. Jako zastosowanie tego twierdzenia poda-

wy dowod pewnego centralnego twierdzenia granicznego,

§ 1. Zaczniemy od definicji funkcji zsymetryzowanych
wzgledem funkcji fix) podanej w pracy SCHWARZA [4].
Niech f(x) oznacza funkcje okres$lona, mierzalng i ogra-
niczong w przedziale skoniczonym [a,b]
Punkcje zsynetryzowane nierosngco wzglednie niematejgco
wzgledem funkcji f(x) oznaczamy odpowiednio przez (%)
i f4(x). Sg one okre$lone w przedziale
cztery warunki:

1° Obie funkcje fr(x) i f4'(x) sg parzyste.

2> Funkcja f"[(x) jest nierosngcg a funkcja f+(x)

- niematejgcg w przedziale
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30 Obie funkcje f“(x) i f-f'(x) sg rownopdkrewzgle-
dem funkcji fix), tzn* jezeli przez A(z) oznaczymy mia*
re zbioru zawartego w przedziale [a,b], dla ktérego punk*
tow zachodzi fix) > z i analogicznie przez A (z) oraz
A+(z) miary zbiorow punktow z przedziatu [ , ~rM\l]jdla
ktorych odpowiednio zachodzi f(x) >z lub f+(x)?-z, to

Alz) = A~(z) = A+(z)

dla kazdego
4° f (0)a f+(~r-)=sup f(x)
‘ [a,b]
f+(0) = f" )« inf f (x)
[a.b]

B.SCHiVARZ w pracy [4] zaktadat, ze funkcja f(x) jest
ciggta i dodatnia w przedziale [a,b]*
W pracy tej skorzystamy z nastepujacych witasnosci funkcji

zsyraetryzowanych (zob.[2], [3]» [4])s

b a d b-a
1. j fIx)Cbi: = ( f (x)dx _ fgt(x)dx , gdzie oi=
a -of ot
2, Jezeli fix) > 0 dla x é [a,b] , to
f7(X) &0 i f+(x)*0 dla X é [-ot, <]
3. Jezeli f(x) ~0 i glx) >0, to
d b
( f7(x) g (x)dx -cjf(x)g(x)dx
— a

4, Jezeli fp(x) f(x) dla x € [a,b] , to
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f~(x) -— >fr(x) i f*(x)=~>f+(x) dla X 0

gdzie n-—- r* ' oznacza zbieznos$¢ jednostajna,

Woprowadzimy jeszcze nastepujgce uogolnienie definicji
funkcji zsymetiyzowanej nierosngco:
Niech f(x) oznacza funkcje nieujerang i catkowalng w prze-

dziale /skonczonym Ilub nie/ [a,b] , Wbwczas przyjmujemy, ze

f CX)« lim fr‘;(X)

gdzie funkcja f;‘((.x) (k«1,,.«,n) oznacza funkcje zsyme-

tiyzowang nierosngco wzgledem funkcji

K jezeli f(x) > K
fk(x) - fix) " £ « f(x) N K
0 f(x) < K

Mozna tatwo wykazaé, ze tak okreslona funkcja f”(x) spet-
nia rowniez wiasnosci 1 i 2, oraz, tylko w przedziale sAn-

czonym, witasnos¢ 3,

§ 2, Z witasnosci funkcji zsymetiyzowanej nierosngaco
wynika, ze jezeli funkcja g(x) jest funkcjg gestosci pew-
nej zmiennej losowej X , to funkcja g¢g”(x) jest rowniez
funkcjg gestosci pewnej zmiennej losowej,. ktobrg oznaczamy
przez X . Zmienng X~ bedziemy nazywac¢ zmienng losowa
zsymetryzowang nierosngco wzgledem zmiennej X , Odchyle-
nie standardowe zmiennej X oznaczymy przez <6 »
Wykazemy teraz twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 1, Jezeli X jest zmienng losowg o skon-

czonych momentach rzedu pieiwszego i drugiego, gestosci

g (X) i odchyleniu standardowym & - zmienng lo-



sowg 0 gestosci g (x) i odchyleniu standardowym d , to
(1) (j' sS C*
Dowdd. Przyjmujemy najpierw, ze funkcja g(x) jest okre-

Slona i ograniczona w przedziale skonczonym [a,b].

Wykazemy, ze (6'-) ~ d* , tzn. ze
SL- ry " (O r p - u

Q) N xoogf(x)dx X g(x)dx - L JIX gtx)dx ]
u ci BL

gdzie ot a

Nieréwnos¢ (2) jest rownowazna nastepujgcej nieréwnoscii

o _ o _ b
(62)) A x2 fe(x)dx$ \ x2 f(x)dx - A [J x f(x)dx ]°
gdzie f(x) = Cegtx) , a zatem
b
c = f(x)dx
a

Nierdov/nos¢ (3) wykazemy w trzech etapach (zob. [2]):
1° Dla funkcji f(x) zerowo-jedynkowych.
2° Dla funkcji f(x) schodkowych.
3° Dla dowolnych funkcji f(x) ograniczonych i nie-
ujemnych v/przedziale [a,b].
Ad. 1° Niech
dla x € AC [a,b]

TG a dla x A.

- L] L] —— - 1. im mm R e L]

x/ Funkcja schodkowa nazywamy funkcje f(x) , ktéra
przyjmuje skonczong ilos¢ wartosci w przedziale [a ,. b],
Szczegb6lnym przypadkiem funkcji schodkowych sg funkcje zd-
rowo-jedynkowes
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Yowcaas

1 dla [x] < - 1Al
f (x)
0 dla Ix] > — IA

gdzie IAl oznacza miare zbioru A .

al/ Zbiér A otwarty*

Wéwczas A = 1J (a.,b.)f gdzie przedzialty (a.,b.) sg
i=1 1 1 11
roztgczne, przy czym moze by¢, ze a. - bN dla i wiek=

szych od pewnego I»

Wtedy mamy:

Ax2 f (X)dx - ¢ [J xf(x)dx] =jx2 dx-TM[(xdx]
A

(4) =i Z (»e- 4 ) [z A* - a
1—i 1=1 1=1
w/ U |
X2 dx = ) x~ f~(x) dx
r *
“11A]

Nierownos¢ (4) dla wiekszej przejrzystosci rozumowania wy-

kazemy na zakonczenie dowodu,

b/ A ~ dowolny zbiér mierzalny*
Wobwczas istnieje cigg zbiorow otwartych A~ |, takich, ze
ACA i A -Al 0.
n n
Stad na podstawie przypadku a/ many 2 bl
5 *2 j AX2 dx

n 1 4
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gdzie

C = Jn1l.
n nl

Stosujac przejscie graniczne otrzymujemy

2 Ul

\x;" dx - £ [JIxdx ] 7] X
A - Ut
a to nalezato wykazac*
teraz f(x) = ai dla
< a2 cCc +90$ OFciz
mamy
n
(5) f(x) = T ot, f.X(X)
1=1 '
4-1 dis i 3 19¢e¢$
oraz i-1
dla x( Y A
=1
(*)m
n
li dla x £ U A
k-i

Podobnie jak w pracy [2] otrzymujemy:

n

f7(x) e 2 °Ci

(6)
Poniewaz (na podstawie przypadku 1°)

(x2 t (x)dx ~ ]
/ 1 a 1 0

7 (x)

x2 f (x)dx - ~ [
ia

dx

x f (x)dx ]
1
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gdzie C (i » 1teee* n) wiec tez

Z T );; j* goo d

O bo
J*2,ZVv o - Z - 3 ~ [ ° it I i (= «*]
Uwzgledniajge (5) i (6) dostaniemy

W f(x) dx  x~f(x)dx _ _
- £ 5 ~ [ 'bj* fitx) te] >
-ot

a stad
0) 30 f (x)dx -g I xc f(x) dx *
Poniewaz odchylenie standardowe jest niezmiennikiea prze-

suniecia wiec mozna przyjgc¢, ze J'x f(x)dx = 0. Jj

Z powyzszej uwagi, oraz z (?) wynika, ze

(<S~) s$<$
w przypadku funkcji g(x) schodkowych, a zatera
j x" f (x)dz A x f(x)dx ~ —]"X f(x)&x ]

::/ llusuwa sie pytanie, dlaczego tego upraszczajgcego
zatozenia nie przyjeto na”poczatku dowodu. Okazuje sit; jed-
nak, ze wéwczas warunek \x f(x)dx = 0 znacznie kompliku-
je rozumowanie, 4
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Ad. 3 Kieda teras f(x) oznacza dowolng fiieKcje ne-
ujemng, ograniczona i catkowalng w przedziale [a,bj .

Rozwazam;' nastepujacy cigg ftmkcji

v v k+1
“m fi - < f X < g
n.f"'dv n n nOjMij Mnm
fngx). -
a f(z) y n,
owes
fnix) c > f(z) dla Z £ J[a*bl ,
wiec te;!

Cco = > rG: dla X t CoC oj .

drugiej strony /na. podstawie 2°/ zachodzi

jz' f~(x)dx  j3'/ f.<z)dx - a (M) dx ]
a
-fzie
wiec tez
9 ., Pr, 1r/b 2
] r'(x)dz s jz£ f(x)dx - e Ux "(x)dx J

&
n to nalezato dowies$é.

Pozostata jeszcze do wykazania nieréwnos¢ (4).

Z uwagi na to, ie

ilei-dor-0$¢ (4) :esi rownowazna aasijsujadej nieréwnosci

c4-) 2, GV 12 (b1 507, Ge-4>

«1

)42

i«l
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ifystarczy pokazaé¢, ze dla kazdego n zachodzi

(9) 4 %:l 1 1 ié;l qa@_ gll::el(bll_a?)"ull::]p}./%]?/\

bowiem stosujgc przejscie graniczne otrzymamy (8).

Poniewaz

4 (b.-a.)(b?-aj) - 3(b*-a*K)-(b,-a.) -0 (i.1,2..)
wiec tez

a0) 4 | (t-a) (bj-a3)- 3+ (bf-a*) - Z (V ai) O
x=1 i=1 i=1 ‘

poszczegb6lne sktadniki lewej strony nieréwnosci (9) mozemy

zapisa¢ w postaci nastepujacej:

~flb.-a )3 ) + /1 K-ad '~

i#J

1=1 1=1

) (b H )

> H - o>H AN
-1 ) giL—A—» ) iil(é

N
i < 1

gyiuees e (D) -48  (u-i) (B5)

» 1
i * )
+6 = > i-i) (br az) + 12 (u -A -4
i <] i fl<k™ i
n
+ 24 . "
i,J,k,Izlh -i1(b;"as) @'41:
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"t%i exrm jtil6 gc  /10/ **yy f'srr i
via-ng /3/ i
n n
=)
75— vl
i*:1 | <J -*3
N (,CY) (%) -0 JZ 0 (A (Rre) (Vo)
J*\;T—( ’ ’ v Uc »Y ]1'. "
< |*J <K* e
i!
(n) ” . . . 0.
L|2d» 11tW ( br aj] K -4 x1

r-o¢ajge ple ~rrsf-e v.zittr? sktadniki lewej strony- nierSwr.os»-.i (**)

otrxyn'ijeoy.

SKWHV-) - 7,21 (»22; <®- €2Z(VS HVE

i <j 1+3

n
-i- - - 2 (3! 2
-Z*L r;aQ(J,Oa.)[r (K*«'+b4ax+«a<-?+'(bbqbi>rc' r.c)

3<)

2(K-4)- r(v:-a“) - 3 (vVa,)(u,: ) - 3(b. r»)( a)]
“ L \ A «) \ *J

(1) - E , (::-* His-a,) ( .-t) (> T>



Mozemy przyjac¢, ze liczby a i b (lcs 1) spet-

nia”g nierownosci

al<bl« 2 <b2*' " *an ' "n -
Wobweczas dla i < otrzymujemy
(13) a.-b. » . (V al]l oraa b-;-ai * $ IbV-aj.)
3 1t kKN+1 "k ~k' l«i

Wobec tego otrzymujemy nieréwnosc¢

n
L bxt~a]l]@d - a)(a «b) b - a)n

i < i
*e (-ai(-ajjr; tk-aS (a )
ifd"1 u K-i+1 lei
i <j
Im ) - e & (N )(b-a) (bt-a,) (j-4
1*3=1 kal+1 lei 0 O

< i
Z (12).,, (13) i (14) wynika, ze na to, by zachodzita nie-

rownos$¢ (11) wystarcza, by zachodzita nastepujaca nierow-

nosé¢*
n 0
o n % (b -a)(b-a) (b -an) (bj-an
ijn1 kS~ 1-i 11 d 3 n k *
1< j
i5)* i * . (bi-ai) (br aj> K -1
I¥=j <k ini
n
+ 2 5 7Z (bx-a ) (b -a.) (b -a ) (b.-a.)
ij,k, Wi 1 A 3 < k ¢ 4 A

i <j<k<1
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'Yewy pod uwage dowolny sktadnik pierwszej sumy z prawni
strogy nieréwnosci (15)
(V as)? t\-0tH v ar)

gdzie S <r oB ,

Viykazerrry, ze ten wyraz jest skitadnikiem sumy 2z lewi strc-

aoy nieréwnosci (15) dobierajgc wskaziiiki i, i, k, 1
stepujaco:

i srain(r,s,t), j = max(r,s,t) oraz;
jezeli i=s, to k =s il =t,
jezeli i=t<s<r, to Kel =5 ,
jezeli i.at<r”s , to K=r i 1- s5
tatwo widac¢, ze powyzszy dobdér wskaznikéw i, i, k, ' jes+

jedyny. Podobnie dowolny sktadnik

b - b -aj (b - b - dzi <tvirc<
(S%)(t«'gj(rar)(P%) gdzie s <tvir< o

drugiej smrgy z prawej strony nierownosci (15) wystepuje
dwukrotnie jako sktadnik sumy z lewej stronv ('s5)?'-0 stwier-
dzamy ktadac iws, j=p oraz k=t i I=sr lub k-*r i
1-1, Ten dobo6r wskaznikéw jest rowniez jedyny.

Stad wynika prawdziwos$¢ nieréwnosci (15), a zatem i (4)
V ten sposéb wykazalisSmy (1) w przypadku, gdy funkcja g(x)
jest okreslona i ograniczona w przedziale skonczonym [a.b]
Prawdziwos$¢ tezy w przypadku ogélnym wynika z definie.u fon -

cji ”"symetryzowanej nierosngco.

§ 3, Wtym punkcie podamy zastosowanie twierdzenia 1
Zauwazmy-najpierw, ze jezeli odchylenie standardow® $ z'1l e~ m
iej losowej X jest réwne od zera, to rowniez <f~d 0 =

I
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'l'ynika to z witasnosci 1 dla funkcji zsymetryzowanych.Roz-
wazmy cigg niezaleznych zmiennych losowych ~X (k»1,2f..1
roﬁt/vnopolowychyg, o skonnczonych momentach rzedu pierwszego

i drugiego i niech gnN(x), , B* "~ 0 oznaczajg od-
powiednio gestos$é, wartos¢ przecietng i odchylenie standar-

dowe zmiennej losowej

Oznaczmy dalej

<m
- i
Zachodzi wowczas nastepujace
epuja c2 j2
Twierdzenie 2, Jezeli lim -2 =@ gdzie § « dl
nm n
oznacza odchylenie standardowe zmiennej X to dla cig-
gu Fn(z) . dystrybuant zmiennych losowych Zn okresl O
nych wzorem
n
n
n
mamy
z
Iim P (z) = 2 dz
n->—.n "ifTrT

Dowdéd. Ciag zmiennych {x~} (k=1,2,...) okreslamy w ten

spos6b, ze zmienna losowa n wymiarowa (X~,»..,Xn ),

(n F1,?,...), jest zmienng o0 gestosci
g(x1f... xn)= g"(xn)
x/ Zmienne losowe X.,X_ nazywany rownogolowymi, je-
zeli ich gestosci g (x ) zd g (x ) sa funkcjami” rownopo-

lowymi.
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lak okreslony cigag { } jest ciggiem zmiennych losowych
niezaleznych o jednakowym rozktadzie, przy czym odchylenie
standardowe kazdej zmiennej jest révine <= <f~

Obieramy dowolne i > 0 . |ITiech

IXi < £ «'Vn

g“ (x) dla |x]>i &Vn ,

gdzie gkn (v) oznacza funkcje zsynetryzowang, nierosnaco

wzgledem gestosci g (x) wprzedziale [- £ o VIT

i G'Vn + mj oraz g"*(x) - funkcje zsymetiyzowang nie-
rosnaco wzgledem gestosci KAXx) w przedziale yl
Woéwczas mamy dla K=1,..., n:

(16)i(x-mk)2 gk(x)dx JHHN2  xdx Fx2 G\ (x) dr
IX-m~léic IX-m~lef£a'\in [X|[«E<jV~n
Pierwsza nieréwnos¢ w 06 ) wynika z relacji Cn

druga - z wtasnosci 3° funkcji zsymetryzowanych»
Oznaczmy dalej 5 L Or
(17) [<ng |, f = (y2g, () dr

Z definicji funkciji g'Kj'ﬂ(X) cynika relacja

(18) lim (CT~ 6"
n-+- k*n/

Z drugiej strony mamyr

x/ Funkcja gk (x) nie musi by¢ gestosciag zmiennej
losowej. N
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- 4+ AR
YX-TTA)A Pk (X)dx = yx-nA)Z AK(x)dx - \()(\)2 K., (x)dx

-0 0

Ix-rarlé ft C
n

09) - - j(x-mk)? frtxjdx

Ix-m, 1~ £C
K n

7, (16), (17) i (19) wnioskujemy, ze
(X" \) 2 AkAXAX = % " (A r ]2 +5X7ei M to IICELELSS
jx-a, 1>eéG | x|>fc<nf7T
K n
Stad otrzymujemy;
°*fT (*-9g 4 Wte <1-7~2 ]rK;,nk
K-1 |x-mic]>£Cn n K-1
X NM(x)dx,
r S 1
KL iXNG'VrT
a stad, z uwagi na nierownos¢ 1 ~J r]
' 9 ~ 2 Ta . raanff
C no
n
(20) jru *-~) skw a *<i- £ (< C >n)
1 AN n K=1
n kcl] LI,K c n

TT Z R “i<rl

k=1 |x]|>E£6Yrr

x/ Nieréwnos$¢ ta wynika z twierdzenia 1
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Poniewaz istniejg °c'n,{3n takie, ze 1Aocnsu
1 «1i r]« n oraz

(cr- F sJ t (~n

n)2 <
< n k»1 * n,
n,
vl/iec, z uwagi na (18), dostajemy:
- i o K J -1 1
n-v + c» k-1 *

Stad i z zatozenia wynika, ze

n
(21)

hmfoZ K

n-»*o« n k=1

Poniewaz na podstawie twierdzenia LTNDEBERGAT.EVY ego dla
ciggu zmiennych losovych

1 n
Z
. 2 2 R
Yn k-1
namy
V4
1
lim P (z) = i—7=-. B Zf dz
n 2it
n-* + « -

wiec na podstawie warunku LINUSBERCA-EELLBRA  wnioskujemy,
ze

(22) lira "

N moS» N N k=1

jx2 g~(x)dx = 0
IxInNie'Yn’

z (20), (21) i (22) wynika, ze



(23)

nare o 2 W )2 Yhtxax =0

k'l IBnfcl»e %

Z (23) na podstawi© warunku bITTIEBBRGA—PELLIEHA wynika te

3ao0

(1

[2]

[3]

[4]

[5]
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SUMMAKF

On 30He estimations the random variable of the

continuous type

In this work we give some estimation of the random
variable of the continuous type. This estimation deals
with the process of symmetrization of the function in the
sense of Schwarz [4].

The author proves the following:

Theorem 1« If Y, X denote the random variables with
densities glx), glx) and dispersions S', <I", respectively,
then cr«s G"

This theorem has been used in the paper to prove one
of the central limitary theorems.

let us denote {X~, (k » 1,2,...) the sequence of in-
dependent equimeasurable random variables with the finite

moments of the first and second order m”, <5" ® 0 the mean

value and the dispersion of the random variable X., respe-
elively, and

Then we have the following

Theorem 2, |If
vrhere G"n (I'* is the dispersion of the variable X7, and

Fnlz) is tlie sequence of the cumulative distribution fun-

étions of the variables Zn defined by
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then vie have

lira Fn(Z) « 1 C2 dz

nirTr

Pe 3tome
OueHKa agucnepcmun HenpepbiBHOW caiydYaliHOW Be/TIMYUHDI

B aToih cTaTbe pgaeTcsa oueHKa AMCNepcuM Henpe-
PbIBHO cny4yaiiHOW BeNM4YMHbI. 3Ta OUEeHKa CBsi3aHa
c cummeTpusauuvein QyHkumm no LWeapuy [4] *

ABTOp AoOKasa/l c/enyloLlyto Teopemy:
Teopema 1.Ecnn X saBnseTca criydyallHOW BENUYUYUHOW C
NNOTHOCTbIO ¢g(X) X Aucnepcuenn <, X~ - cnydyanHol Benu-
UYMHOM € MAoTHOCTbK g“(X) M gucnepcueinn (I'", TO

3Ta Teopema nocnyXxwunia ANd fokKasaTesibCTBa HEKO-
TOPOW UeHTpasibHOW npeaesibHON TeopeMbl.

MNyctb {Xk~t (k = 1,2».~0603HayvyaeT nocnegoBaTesb-
HOCTb He3aBUCUMbIX COXPaHALWMX nnowagen cnydamHbixX

BEJINHNH C KOHEYHbIMM MOMEHTaMM MepBoro ”m BTOpPOro

3HayeHVe W” AOUCMEepPCUto cnyqal‘/’lezl BE/IMUUHBbI X U
K

Torpa mmeeT MecCTO

Teopema 2 .Ecnwu c 2

lim '
n-»>+00

- <02
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rope Cr= (I~ o603HauaeT gucnepcuio BeNUUUHBLI X-~,
TO Agna nocneposaTtenbHocTu Fn(z) yHKUMM pacnpe-
peneHus cny4dalHbIX Be/NINUYUH Zn onpefesieHHbIX ypaBHe-

z = 9

Hnem

nveem

Ju
lim P (2) » e 2 dz



