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TWIERDZEŃ1Л DOTYCZĄCE REGULARNOŚCI KRZYWYCH POŁOŻONYCH SA POWIERZCHNI, I I

Praca poświęcona j e s t  k on tyn u acji [ z j  rozważań na tem at zagadnienia w jakim  

stopniu regularn ość pow ierzchni, na k tó r e j le ż y  krzywa, wpływa na regularn ość t e j  

krzywej.

Z tw ierd zen ia  l ( [ 2 ]  )  dotyczącego re g u la rn o ści krzywych położonych na dowol

nych powierzchniach d o sta te cz n ie  regulurnych w trójwymiarowej p rze s trze n i e u k lld e - 

sowej S y  z o s ta ł  w yciągn ięty  n astęp u jący  wniosek dotyczący krzywej p ła s k ie j :

-  j e ż e l i

/ 1 /  krzywa p łask a  C w p rz e s trz e n i E^ na równanie parametryczno-wekto

rowe r  = r ( s ) ,  gd zie  fu n kcja  r ( s )  j e s t  k la sy  Cn /n  j e s t  l i c z 

bą n aturaln ą 7  1 /  w p rze d z ia le  £o C ,^3 ] oraz | r '( s )| /  0 w każdym 

punkcie tego  p r z e d z ia łu :

/ 2 /  pierw sza krzywizna У  ( s ')  krzywej C w punkcie PQ o parametrze 

s  z p rzed z ia łu  Г<Х ,  Al j e s t  k la sy  c“~l *

/3/ И Г».)* o,
to  krzywa C j e s t  k la sy  С0* w punkcie Po>

Nasuwa s ię  p y ta n ie : czy z a ło że n ie  / 3 /  j e s t  is to tn e  w tym wniosku ?

Z poniższych rozważań § 1 wynika, że d la  n parzystego  za łożen ie  to  n ie  

je s t  is to tn e , natom iast d la  n n iep arzystego  ju ż  j e s t  is to tn e .* ^

V pracy [z] z o s ta ło  również udowodnione tw ierdzen ie  2 o charakterze g lo b a l

nym, dotyczące krzywej położonej na dowolnej d o sta te cz n ie  regu larn ej powierzchni o - 

raz tw ierdzenie 3 o ch arakterze globalnym , dotyczące krzywej p ła s k ie j . .  Ponieważ 

tw ierdzenie 3 było o g ó ln ie js z e  od tw ierdzenia  2 d la  krzywej p ła s k ie j ,  nasunął 

się  problem u je d n o lice n ia  ty ch  tw ierdzeń . W wyniku tego u je d n o lice n ia  otrzymaliśmy 

tw ierdzenie udowodnione w § .2  n in ie js z e j  p racy .

x /  Rozważamy tu  krzywiznę tzw . bezwzględną krzywej p ła s k ie j zgodnie ze zocze 
niem krzywizny w pracy [2 j  .  Przy rozumieniu we wniosku pod krzywizną krzjwimy wzglę
dnej, wniosek byłby oczyw iście  natychm iastowy, dla każdego n, bez dyskutowanego 
założen ia .
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§ 1 .  Wobec p rzy jętego  w cytowanym we w stępie wniosku z a ło ż e n ia , że 0

możemy p rzy ją ć , i ż  krzywa ma w pewnym otoczen iu  rozważanego punktu równanie y = f(x )

.  , l i - o l  „
* (I) - щ  т Ш т г  •

a stą d

/ Л х ) | =  i f  ( i )  f [ l  +

Ola uzyskania stą d  tezy  wniosku d la  n parzystego  w ystarczy udowodnić następu jący  

lem at.

Lemat.

J e ż e l i  d la  pewnej lic z b y  к n atu ra ln ej fu n kcja  I ł f j p l  j e s t  k la sy  C2k~* w
2k-2

punkcie X  oraz fu n kcja  q fx ) j e s t  k la sy  C w pewnym otoczen iu  punktu X-o,

to  fu n kcja  q fal j e s t  k la sy  c2* - 1 w punkcie 3 ^ .

Dowód.  J e ż e l i  ч(*0) t  0 , te z a  lematu -  wobec c ią g ło ś c i  fu n k c ji  w punkcie xg- j e s t  

o czyw ista .

N iech A  będzie tym otoczeniem  punktu x ,  w którym is t n ie je  | gfx ) I
2u_2 0 V '

i  fu n kcja  g (x ) j e s t  k la sy  C .  Udowodnimy, że d la  każdego x z p rzed zia łu  

A  Spełniony j e s t  zw iązek:

/ 4 /  |e(x )[M  = f f 1 ) g W ( x ) ,  gdzie  £ 2 ( x )  = 1 t Л  =

Niech x1 C A  .  Gdy q ( x j t  0 , to  zw iązek' / 4 /  w punkcie 

c i  fu n k c ji w tym punkcie -  j e s t  prawdziwy. J e ż e ł i  natom iast

hooi
r

«=*1
= ii»  h f r i » ,ЬЛ

h+0 h
0,

1 , 2 , ........... ,2 k - 2 .

x.j -  wobec c ią g ło ś -  

4 Cxj)  = °* to

wobec s t a ł o ś c i  znaku l ic z n ik a  w powyższym i lo r a z ie  różnicowym, więc

u »  = o
U-ап Ь

a stąd

/ 5 /  q '(x  )  = -| q fx )| ' = 0
X=Xi

i  związek / 4 /  j e s t  prawdziwy d la  A  = 1 i  x = x ^ .

Związek / 4 /  będzie również prawdziwy w punkcie x^ d la  A = 2 ,3 ............. 2k -2

w przypadku, kiedy pochodne fu n k c ji q fx ) i  |q(x)| teg o  samego rzędu w punkcie 

są  równe. Dla dalszego  dowodu związku / 4 /  p o z o sta je  w ięc rozp atrzyć przypa

d ła  pewnego V czyniącego zadość 

warunkom 2. 6 v & 2 k -2 , oraz 

d la  fi* = 1 , 2 , . . . . ,  v - l .

dek, w którym 4 ( x .)  = 0 oraz 
” W . Av)
чСхц) * |q(x)l X = x ,

/ 6 /  л
(H , M

q fx  ) = |q(x)| X = x



-  29 -

Wykażemy, że v tym przypadku fu n k cja  q(*x) ma ekstremum w punkcie x ^ .

Rozważmy dwa podprzypadki:
.

d la  pewnego /$ czyniącego zadość

/6 а / - warunkom 2 6 r ,  oraz

/ W  -  ! < . « ! " ’ * « d la  J  = 1 , 2 , .
/
• —1

lub 1

/6 b / = lq W l 1 ^ =  0 d la  I  = 1 , 2 , . • • $ •

Ad / 6 а / .  Gdy jb  j e s t  l ic z b ą  p a rzy stą , to  fu n k cja  q (x ) posiada ekstremum lo k a l

ne v punkcie x ^ .

Udowodnimy obecnie n astęp u jący  wniosek /11^/:

-  j e ż e l i

/ 7 /  K ^ l  = = |'»(*)|'xmx1 = ........... = = 0

przy pewnym <£■ nieparzystym  i  i< c <  2fc-1, to

/ V  | ч (х )| ^ ач = 0

Rozw inięcie f u n k c ji  | q Сзс) | w sz e re g  T aylora aż do wyrazu o t - 1  w punkcie x^ bę

dzie m iało p o s ta ć :

* _ 1  (« . - I )

♦  h ) l > i i 7 r  lq ^ l x = x 1+»h
■ '

gdzie 0 <  O <  1 .

Stąd lq ^  0 <Ua każdego h d o sta te cz n ie  małego i  Q stosow nie do

niego dobranego. Ponieważ prócz te g o  fu n k cja  |q(x)P—̂  -  z za ło żen ia  lematu -  po

siada pochodną w punkcie X - 2 k - l ) ,  w ięc

8 1 . * Ł

N iech obecnie będzie l ic z b ą  n ie p a rz y s tą . Przyjm ując w udowodnionym wnio

sku /W ^/c£ =/3  , otrzymamy wobec / 8 /  sprzeczność z założeniem  / 6 а / .  Rozważany 

przez nas przypadek / 6 а /  n ie  może w ięc zachodzić d la  n ie p a rzy stego .

Ad / 6 b / .  Gdy w j e s t  l ic z b ą  n ie p a rz y s tą , fu n kcja  |q(x)| sp e łn ia  w arunek/7/ d la  

o t s  w a  zatem na podstaw ie wniosku /W ^/ zach od zi:

/8 а /  |ч (х)132 4 = 0 .

Rozw ijając w sz e re g  T aylora  fu n k cje  q (x ) oraz |q(x)| do wyrazu w w punkcie x^, 

uw zględniając przypadek, k tóry  rozważamy i  porównując lewe strony otrzymanych zw ią-

Н ( х ) Г ) = lim
x=x1 h-»0



zkós, otrzymamy:

/ 9 /  |q fx ) l
(V)
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= I q f ^  + o t h)|
x=x,j+Mi

o <  a l <  i .gdzie  0 <  a < l  oraz 

Przechodząc w związku / 9 /  z h do zera , mamy, wobec te g o , że 2 ^  2k -2  o -

ra z , że zachodzi / 8 а / ,

(T) , (v) (v)
O = |q(x)| = |q (x̂ l = q (xt),

a więc sprzeczność z / 6 / .  Sprzeczność z / 6 /  otrzymamy w ten  sam sposób, gdy v 

będzie l ic z b ą  p a rzy stą .o ra z  gdy

9 % )  = 0 .

P ozo sta je  rozp atrzyć przypadek, gdy v w ystępujące w / 6 /  oraz w / 6 b /  będzie l i 

czbą p a rzy stą  oraz gdy q ^ ( x ^ -) /  0 .

W tym jednak przypadku fu n kcja  q(x) posiada ekstremum lo k a ln e  w punkcie x ^ .

A zatem udowodniliśmy wniosek /W g/*

-  j e ż e l i  fu n kcja  q (x ) sp e łn ia  warunek / 6 /  oraz qfx.j'l = 0 , to  fu n k cja  qCx)po- 

sia d a  ekstremum lokaln e w punkcie x ^ .

Stąd  -wobec q (x ^ )=  0 -  q (x) .9 0 c z y l i  q (x ) = |q(x)| w pewnym otoczen iu  

punktu x^ lub q (x ) ^  0 c z y l i  q (x ) я -  |q(x)| w pewnym otoczen iu  teg o  punktu,

a więc związek / 4 /  j e s t  prawdziwy w rozpatrywanym przypadku / 6 / .  Dowód związku 

/ 4 /  z o s ta ł więc zakończony w c a łe j  o g ó ln o ś c i. Obecnie przystąpim y do dowodu te z y  

naszego lematu w przypadku gdy q(x  ) =  0 .

Niech x będzie dowolnym punktem z o to czen ia  Д  .

J e ż e l i  q (x ) /  0 , to  wobec c ią g ło ś c i  fu n k c ji  q (x ) w punkcie x i  za ło że n ia  le 

matu -  i s t n ie je  q (x )  .  J e ż e l i  natom iast q (x ) = 0 , to  d la  punktu x j e s t  r ó * . 

n ież  prawdziwy związek / 5 / ,  a w ięc p o z o sta je  rozważyć n astęp u jące  przypadki:

/10/

lub

/11/

lub

/12/

d la  pewnego i  czyn iącego  zadość warunkom 2 ś  i

i \  ^  2 b -2 , oraz

d la  j  я 1 , 2 , . . . . ,  i - 1 ;

q % ) /  19

qd fo>= W W lS

q 1**(х)я | q (x )| ^  £ 0 d la  pewnego i  czyn iącego  zadość warunkom 2 ■£ i ^ 2 k -2

x=x 1 oraz I ,

q <J)(i)=|q (x)|3[ l l  = 0 d la  j  s  1 ,2 .............  i - 1 ,  oraz

q ^ ( x )= | q (* ) lx i j  d la  i  = 1 + * . • • • »  2 k _2 i

q ^ J(S )= | q (x )I ^ l  = 0 d la  j  = 1 , 2 , . . . . ,  2k^2.
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Przypadek / 1 0 /  z warunkiem q (x ) = 0 sprowadza s ię  do przypadku / 6 /  z warunkiem 

q(x.j)w 0 gdy w nim przyjmiemy v = i ,  /*  = j  ,  = x , a zatem , wobec wniosku/W,,^

funkcja q (x ) posiada ekstremum lokaln e w punkcie x .  W przypadku / 1 1 /  z warun

kiem' q (x )=  0 , gdy i  j e s t  l ic z b ą  n ie p a rz y s tą , fu n kcja  |qfx)| sp e łn ia  warunek

/ 7 /  d la  <*. = i , x.j = x , a  zatem wobec wniosku 

,(i>

/Wx/ ;

| q f x ) l = 0 ,

co j e s t  sprzeczne z / 1 1 / .  Gdy i  w ystępujące w przypadku / 1 1 /  j e s t  lic z b ą  p a 

rz y stą , to  fu n kcja  q (x ) posiada ekstremum loka ln e  w punkcie x .  Z b iera ją c  powyż

sze w yniki, otrzymane przy rozważaniu przypadków / 1 0 /  i  / 1 1 / ,  otrzymamy wnio

sek / v y  j

-  w przypadkach / 1 0 /  lub / 1 1 /  fu n kcja  q (x ) posiada ekstremum lokaln e w pun

kcie x i  wtedy q (x )=  |q(x)| w pewnym otoczen iu  punktu x lub q (x ) = -  |q(x)| w

pewnym otoczen iu  punktu x .
/ (2 k -l>Stą d  i  z założeń lematu i s t n ie je  q ( x )  oraz

(2b-D (2 k -l)
q (X) = £ (x ) (<ł(3c)| gd zie  £  (x )=  1 .

C2k-1)
Obecnie udowodnimy is tn ie n ie  q ( x )  gdy zachodzi przypadek / 1 2 /  oraz q (x ) = Q 

Ponieważ w tym przypadku fu n k cja  |q(x)[ sp e łn ia  warunek / 7 /  d la  ec = 2 k - l  a 

zatem wobec wniosku /f f ^ /t

/1 3 /

Z / 1 2 /  i  / 1 3 /  otrzymamy:

(2b-D

l 4 « U x  = °*

(2 k -2 )
(2 k -l)  |qOo| x=5+h

4(*)l x=x 3 lłm ------ X2----  = 0*
X-X h -0

a ponieważ w p rzed z ia le  /S . zachodzi zw iązek / 4 / ,  więc

(2 k -2 )

0 ,lim
Ы 0

( 2 k - l )
a stą d , wobec / 1 2 / ,  wynika, że i s t n ie je  q (x )  oraz

(2k-l>
/ I V  q  (X )  = o .

Funkcja q (x )  ma w ięc pochodną / 2 к - 1 / .  go rzędu w każdym punkcie przedziału  

oraz w każdym punkcie tego p rzed ziału  zachodzi zw iązek:

(2 k - l )  C2k-1) o
q (x ) = £ (x )| q (x )[ gdzie  i  (x ) = 1 ./1 5 /
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(2 krl)

P ozo sta je  do udowodnienia c ią g ło ś ć  fu n k c ji q (X ) w punkcie x q gdy q f x ^ s  0 w 

rozważanych przypadkach / 1 0 / ,  / 1 1 /  i  / 1 2 /  /d ia  x = x q/ .  W przypadku / 1 0 /  i  / 1 1 / -  

wobec założeń lematu i  wniosku /W ^/ d la  x = x q -  te z a  dowodzona będzie prawdzi

wa. Gdy q = 0  i  zachodzi przypadek / 1 2 / ,  to  z / 1 3 /  i  / 1 4 /  d la  punktu x = 

= xo otrzymamy zw iązek:

(2 k -l)  (2 k -l)
4 C*o ) = U * ) ! x=x = o .

O

A le  stą d  wobec zało żen ia  k la sy  C2k_1 fu n k c ji  |q(x)| w punkcie x q oraz z / 1 5 /  

mamy:
(2 k -l)  г (2k-l)"l (2k—1)

lim  q ( x )  = lim  { £ (x )  |q(x)| f =  0 = q (x  )
Х - »  X Х - + Х  J

o o
(2k—1)

co dowodzi c ią g ło ś c i  fu n k c ji  q ( x )  w punkcie Xq i w  tym przypadku. Tym samym 

dowód lematu z o s ta ł  zakończony.

Uwaga 1 .
' 2k—2

Z ało żen ie , że funkcja q (x ) j e s t  k la sy  C w o toczen iu  punktu х^, a n b  t y l 

ko w samym punkcie j e s t  is to tn e  w udowodnionym lem acie . Pokażemy to  d la  к = 1 . 

Kozważmy fu n k cję :

d lą  к wymiernego

d la  x niewymiernego.

Funkcja |q(x)| j e s t  k la sy  C** d la  dowolnego x , fu n k cja  q (x ) ma pochodną

dla  x = 0 , j e s t  w ięc w tym punkcie k la sy  C° /n ie  będąc k la sy  C° w otoczen iu  

tego punktu/, natom iast n ie  j e s t  k la sy  C1 w tym punkcie /b o  pochodna fu n k c ji g ( x )  

n ie  i s t n ie je  w żadnym otoczen iu  punktu 0 / .

Uwaga 2 .

Poniższy przykład pokazuje, że d la  n n iep arzystego  z a ło żen ie  / 3 /  j e s t  is to tn e  

w podanym we w stępie wniosku. Funkcja 

2 k - l
f ( x )  =|x| x d la  x ć  |_-1,1J i  к naturalnego

2k+lj e s t  k lasy  C d la  każdego x , oraz pierw sza krzywizna

(x )  = ( gk+2) Ьъ+'й  *2k
^ ( T  + (2k+2) x4k+2)  3 ’

2k ы»
krzywej К o równaniu у = f ( x )  j e s t  k la sy  C / a  nawet C /  d la  każdego x , 

natom iast fu n kcja  f ( x ) ,  a więc i  krzywa K, n ie  j e s t  k la sy  C2k+2 w punkcie 0 .  

Podany tu  przykład fu n k c ji  f ( x )  pokazuje te ż , że za ło że n ie  n ie p a r z y s to śc i k lasy
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regu larn ości w ystępu jącej w te z ie  lematu j e s t  i s t o t n e .

§ 2 .  Obecnie udowodnimy tw ierd zen ie  o ch arakterze  globalnym , z którego wyni

kają  a n alo giczn e  dwa tw ierdzen ia  przedstaw ione w pracy [ 2]  / t w .2  i  3 / .

Twierdzenie

J e ż e l i

/ 1 6 /  krzywa C w p r z e s tr z e n i E , ma równanie parametryczno-wektorowe r  = f ( s ) ,

gdzie  fu n kcja  r  fsl j e s t  k la sy  Cn /n  j e s t  l ic z b a  n atu raln a  >  1 / w p rze-

d z ia le  L°t . fil oraz | r '(s ) I / O  w każdym punkcie tego p rzed ziału .

krzywa C le ż y  na powierzchni 0 równaniu parametryczno-wektorowym Ć > :P (u .v )

d la  ( u ,y )  należącego do obszaru D. gd zie  y C u .v ) j e s t  k la sy  Cn+1 w ob-

szarze  D.

w szystk ie  punkty n ależące do krzywej C sa  punktami regularnym i pow ierzchni

pierw sza krzywizna /1 C s) krzywej C w każdym punkcie p rzed ziału

j e s t  k la sy n-1

_n +l tz n .
„n+1

to krzywa C j e s t  k la sy  C "T‘  w niemal każdym punkcie p rzed ziału  

Ubiór ty ch  punktów p r z e d z i a ł u 1/®3 • »  k tó rych  krzywa C n ie  j e s t  k lasy 

j e s t  n lg d z le g ę s ty  *  [ot ,  (S») .

Dowód.  Na podstaw ie za ło że n ia  / 1 6 / ,  / 1 7 /  i  / 1 8 /  krzywizna geodezyjna <И4 ( s )

krzywej C j e s t  fu n k cją  c ią g łą  w p rze d z ia le  

w nioskujettj, że z b io ry : 

d f
z t  U  Ce ) ( s  e  [ o c . / i ]  i

z2 Ш (e )  ( s  e  z1

[oC , jb| .  S tą d  oraz z z a ło ż e n ia /1 9 /

Jf чС») = o 

K (e )  = 0

są  dom knięte. V każdym punkcie zb ioru  £e<- , jb\ \  Z^ , oraz w każdym punkcie wewnę- 

i  w każdym punkcie wewnętrznym zb ioru  Z2 krzywa C j o s t

w których

trznym zb ioru  \

k lasy  Cn+1 / [ 2 ]  t w . l / .  Z b iór И ty ch  punktów p rze d z ia łu  £oc , p] 

krzywa C n ie  j e s t  k la sy  Cn+* zaw iera s ię  w ięc w sumie mnogościowej brzegu

В П ? < .$ ) \ z 1)  zb ioru  [cC ,/b ]  \  Z^ , brzegu B (Z1 \  Z2) zb ioru  z ^ \  Z0 oraz brze

gu B(Z2 ) z b io ru  Z g . Ponieważ jednak

e ( K / ł ]  \  z t )  C  B (Z t )  u { < * }  w { /3 }  oraz 

b ( z ^ \  Z2)  C  b ^  0  B (z 2)

więc o s ta te c z n ie  z b ió r  U zaw iera s ię  w sumie В (г£ ) v B(Z2) 0 £0^ }  ^ ( f i  1 • Po

nieważ brzeg zb ioru  domkniętego j e s t  zbiorem n igdziegęstym  / £ l ]  s t r .3 8 /  oraz su

ma mnogościowa skończonej i l o ś c i  zbiorów  n ig d z ie g ę sty c h  te ż  j e s t  zbiorem n ig d z ie -



/

gęstym / [ l ]  s t r .3 7 /«  więc z b ió r  П, jako  zawarty w z b io rz e  n igd ziegęstym , j e s t  

te ż  zbiorem n igdziegęstym , c .n .o .
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PRACE CYTOWANE

C l i  C .K uratow skl "T o p o lo g ie " , ton  1 , 1952«

С 2 }  I.Law era "Tw ierdzenia d otyczące re g u la rn o ści krzywych położonych na po

w ierzch n i" c z . l  -  złożone do druku w Z eszytach  Naukowych WSP w Katowicach.

BŹSUMl

Theorene» concernant» la  r e g u la r ite  dea courbee s l tu e e s  sur la  su r fa c e . I I

Sana la  note [  Z J  a  e to  demontrś le  c e l lo r a ir e  auiw ant:

-  a i  l ’ on suppose que

/ 1 /  la  co urbe plane C  dana l ’ espace eu clid ian  Е^ a 3 dimensions a 1’ equation

r  s  r ( a )  pour le a  ,  ou r ( s )  e s t  une fo n ctio n  de c la s s e  Cn(n  > 1 )

en to u t p o in t de 1 ’ in terw al le  Qc e t  | r (a )| ^  0 en to u t p o in t de 1 ' in te r 

f i l e  Г * , f t l ,

/ 2 /  l a  ceurbure 3L ( a )  de la  courbe C e a t  une fo n c tio n  de c la s s e  С0 -1  en point 

P# da paraaetre  a^ de 1 ’ i n t e r f i l e  [e t , ft] ,

/ 3 /  ) ( ( * , ) « ( « .

dans ce caa la  courbe C e a t une fo n c tio n  do c la s s e  C*+^ en p o in t PQ> On non- 

tr e  dans c e t t e  n ote quo la  su p p o sitio n  / 3 /  du c o llo r a ir e  c i -d e s s u s  n’ e s t  paa e s -  

s e n t ie l le  pour n p a ir e , n a is  i l  d ev ien t d e ja  e s s e n t ie l le  pour n in p a ir e .

Outre c e la  on a demontre le  theoreme su iv a n t:

-  s i  la  courbe plane C re m p lit la  su p p o sitio n  / 1 /  du c o l lo r a ir e  c i -d e s s u s  e t  

s i

v 0
/ V  e l l o  e s t  s i tu e e  su r une su rface  a  1’ equation  j  ( u ,v )  pour le s  (  u ,V )  

appurtenant au dona in  e D, ou c>(u ,V ) e s t  une fo n c tio n  de c la s s o  Cn+1 en 

to u t p o in t du donaine 0 ,

/ 5 /  tou s l e s  p o in ts  de la  courbe C se n t des p o in ts  r e g u lie r s  de c e t t e  su rfa c e ,
I

/ 6 /  la  courbure )C (* )  de l a  courbe C e s t  une fo n c tio n  C0 ' 1 en to u t p o in t de 

l 'in t e r w a l le  E*<-, pG,

dans ce  ca s  la  courbe C e s t  de c ia sn e  Cn+  ̂ en presque to u t p o in t de 1’ in terv a 

l l a  , c ’ e s t - a -d i r e  l ’ ensemble des p o in ts  de 1* in te rv a l le  C<*, ,  ou la

courbe n 'e s t  pas de c la s s e  Cn+1, e s t  non-dense dans

Ce thćoreme e s t  une g e n e r a lis a t io n  des theoremes 2 e t  3 de la  note [ z j .



Резюме

Теоремы относящиеся к регулярности кривых.лежащих на поверх
ности II

В работе [2] доказано следующее следствие:
-  если

/ 1  /  плоская кривая С в трёхмерном евклидовом пространстве Ej 
имеет векторно-параметрическое уравнение r = ? ( s )  ,  где
Функция Г Cs) является класса с * / п  -  натуральное
число больше единицы /  в интервале [°^/ /Э] и|г(5)| +  0 
в каждой точке этого интервала.

/  2 /  первая кривизна Я ( $ )  кривой С в точке Ре соотвествующай 
параметру So из интервала является класса С п~ 1 ,

/  3 /  +  о ,
то кривая С является класса С в точке .

В данной работе показано,что предположение / 3 /  в указанном выше 
следствии для чётного Т) несущественно,зато для П нечётного существенно. 

Доказана также теорема:
-  если кривая выполняет предположение / 4  /  и 

/  4 /  кривая С лежит на поверхности с векторно-параметрическим 
уравнением У *  для (U-,v )  принадлежащего к области D .

где является класса С в области D ,

/  5 /  вое точки,принадлежащие к кривой С являются регулярными 
точками поверхности,

/  6 /  первая кривизна (О кривой С в каждой точке интервала 
является класса С ft' 1 ,

то кривая С является класса С пН почти в каждой точке и н т е р в а л а ]* /] , 

то значит множество этих точек интервала ,в  которых кривая не
является класса С является нигде не плотным в интервале j V . уЗ] .

Эта теорема является обобщением теорем 2 и 3 в работе [ 2]
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