Irena Lawera, Zenon lloszner

TWIERDZENLT DOTYCZACE REGULARNOSCI KRZYWYCH POLOZONYCH SA POWIERZCHNI, I1

Praca poswiecona jest kontynuacji [zj rozwazan na temat zagadnienia w jakim
stopniu regularno$¢ powierzchni, na ktérej lezy krzywa, wplywa na regularnosc¢ tej
krzywej.

Z twierdzenia I([2] ) dotyczacego regularnosci krzywych potozonych na dowol-
nych powierzchniach dostatecznie regulurnych w tréjwymiarowej przestrzeni eukllde-
sowej Sy zostal wyciggniety nastepujacy wniosek dotyczacy krzywej ptaskiej:

- jezeli

117/ krzywa ptaska C w przestrzeni E~ na réwnanie parametryczno-wekto-
rowe r = r(s), gdzie funkcja r(s) jest klasy Cn /n jest licz-
ba naturalng 7 1/ w przedziale £0C,"3] oraz |r'(s)]/ O w kazdym
punkcie tego przedziatu:

121/ pierwsza krzywizna Y (s") krzywej C w punkcie PQ o parametrze
s z przedziatu <X , Al jest klasy c“~I*

/3 LT=y<o,

to krzywa C jest klasy CO* w punkcie Po>

Nasuwa sie pytanie: czy zatozenie /3/ jest istotne w tym wniosku ?

Z ponizszych rozwazan 8§ 1 wynika, ze dla n parzystego zatozenie to nie
jest istotne, natomiast dla n nieparzystego juz jest istotne.*"

V pracy [Z] zostato réwniez udowodnione twierdzenie 2 o charakterze global-
nym, dotyczace krzywej potozonej na dowolnej dostatecznie regularnej powierzchni o-
raz twierdzenie 3 o0 charakterze globalnym, dotyczace krzywej ptaskiej.. Poniewaz
twierdzenie 3 byto ogélniejsze od twierdzenia 2 dla krzywej ptaskiej, nasunat
sie problem ujednolicenia tych twierdzen. Wwyniku tego ujednolicenia otrzymalismy
twierdzenie udowodnione w §.2 niniejszej pracy.

x/ Rozwazamy tu krzywizne tzw. bezwzgledng krzywej ptaskiej zgodnie ze zocze-
niem krzywizny w pracy [2]j. Przy rozumieniu we wniosku pod krzywizng krzjwimy wzgle-

dnej, wniosek bytby oczywiscie natychmiastowy, dla kazdego n, bez dyskutowanego
zatozenia.
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§ 1. Wobec przyjetego w cytowanym we wstepie wniosku zatozenia, ze 0

mozemy przyjaé, iz krzywa ma w pewnym otoczeniu rozwazanego punktu réwnanie y=f(x)
* L, li H]) | "
-1 10170 e

INx)|= if(i) f[1 +

a stad

Ola uzyskania stad tezy wniosku dla n parzystego wystarczy udowodni¢ nastepujacy

lemat.
Lemat.
Jezeli dla pewnej liczby «k naturalnej funkcja Ifjp 1 jest klasy C2k~* w
punkcie X oraz funkcja qfx) jest klasy C2k_2 w pewnym otoczeniu punktu X0,
to funkcja qfal jest klasy c¢2*-1 w punkcie 3”7
Dowod. Jezeli 4(*0) t 0, teza lematu - wobec ciggtosci funkcji w punkcie xgjest
oczywista.

Niech A bedzie tym otoczdenziem punktu xo, w ktérym istnieje lgfx) |

V&

i funkcja g(x) jest klasy C— . Udowodnimy, ze dla kazdego X z przedziatu

A Spelniony jest zwigzek:

141 lex)[M = ffl) gw (x), gdzie £2(x) =1t N1 = 1,2, 2k-2.
Niech x1CA . Gdy q (xjt 0, to zwigzek' /4/ w punkcie Xxj - wobec ciggtos$-
ci funkcji w tym punkcie - jest prawdziwy. Jezeti natomiast 4 Cxj) = °* to
hOOir = ii» hfri» pl o}
wobec statoséci znaku licznika w powyzszym ilorazie réznicowym, wiec
u» =0
b
a stad
/51 q'x ) =-1qfx)|" =0
X=Xi

i zwigzek /4/ jest prawdziwy dla A =1 i x=x".

Zwiazek /4 / bedzie réwniez prawdziwy w punkcie x” dla A= 2,3 2k-2
w przypadku, kiedy pochodne funkcji qfx) i la(x)] tego samego rzedu w punkcie

sg réwne. Dla dalszego dowodu zwiazku /4/ pozostaje wiec rozpatrzy¢ przypa-

dek, w ktérym 4 (x.) = 0 oraz

'-O(LI) *|(1K)()|x =x, dta pewnego V czynigcego zadosé
16/ n warunkom 26 v & 2k-2, oraz

H , M

qfx ) =]gx)] X =x dla fi*=1,2,...., v-I.
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Wykazemy, ze v tym przypadku funkcja q(*x) ma ekstremum w punkcie x”.

Rozwazmy dwa podprzypadKki:

dla pewnego /$ czynigcego zado$¢

/I6al - warunkom 2 6 r, oraz
/W PR * « dla J =1,2,. . —

lub 1

/16b/ = IgWI1 ~ = 0 dla I =1,2,. % .

Ad /6al/. Gdy jb jest liczbg parzysta, to funkcja q(x) posiada ekstremum lokal-
ne v punkcie x”.

Udowodnimy obecnie nastepujacy wniosek /117/:

- jezeli

171 K ~ 1 = = I'»®)I'xXmx1 = ... = =0

przy pewnym < nieparzystym i i<c< 2fc-1, to

1A% Ju(xX)|”au = 0

Rozwiniecie funkcji laCx)| w szereg Taylora az do wyrazu ot-1 w punkcie x~ be-

dzie miato postac:
*_1 («.-1)
¢ h)I>ii7r Ig” Ix=x1+»h

-
gdzie 0< O< 1.
Stad Iq ~0 <Ua kazdego h dostatecznie matego i Q stosownie do
niego dobranego. Poniewaz précz tego funkcja |q(X)P— - z zalozenia lematu - po-
siada pochodng w punkcie X- 2k-1), wiec
H(x)r = lim
CATL ™ W 81. Tt

Niech obecnie bedzie liczbg nieparzysta. Przyjmujac w udowodnionym wnio-
sku /W~H/cE =/3 , otrzymamy wobec /8 / sprzeczno$¢ z zatozeniem /6a/. Rozwazany
przez nas przypadek /6a/ nie moze wiec zachodzi¢ dla nieparzystego.

Ad /6b/. Gdy w jest liczba nieparzystg, funkcja lax)1 spetnia warunek/7/ dla

ots w a zatem na podstawie wniosku /W”"/ zachodzi:

/8al la(x)12 4= 0.

Rozwijajac w szereg Taylora funkcje q(x) oraz la®)1 do wyrazu w w punkcie x?,

uwzgledniajac przypadek, ktéry rozwazamy i poréwnujac lewe strony otrzymanych zwia-



zk6s, otrzymamy:

W)
191 lqfx)1 = Igf™ +oth)]
X=X,j+Mi
gdzie 0< ac<l oraz o< al < i.
Przechodzac w zwiazku /9/ z h do zera, mamy, wobec tego, ze 27 2k-2 o-

raz, ze zachodzi /8al/,
) (V) v
O=lol" = a6 =q"ba),

a wiec sprzeczno$¢ z /6/. Sprzeczno$¢ z /6/ otrzymamy w ten sam sposéb, gdy v
bedzie liczbg parzystg.oraz gdy

9 % ) = 0.
Pozostaje rozpatrzy¢ przypadek, gdy v wystepujace w /6/ oraz w /6b/ bedzie li-
czba parzysta oraz gdy qgq~(x”) / 0.
W tym jednak przypadku funkcja q(x) posiada ekstremum lokalne w punkcie x~.

A zatem udowodniliSmy wniosek /Wg/*

- jezeli funkcja q(x) spetnia warunek /6/ oraz gfxjl = 0, to funkcja qCx)po-
siada ekstremum lokalne w punkcie x~.

Stad -wobec q(x?)= 0 - q(x).9 0 czyli q(x) = lax)| w pewnym otoczeniu
punktu x~ lub q(x)~ 0 czyli q(x) a- laX)I| w pewnym otoczeniu tego punktu,

a wiec zwigzek /4/ jest prawdziwy w rozpatrywanym przypadku /6 /. Dowdd zwigzku
/4] zostat wiec zakoriczony w catej ogd6lnosci. Obecnie przystagpimy do dowodu tezy
naszego lematu w przypadku gdy q(x )= 0.

Niech x bedzie dowolnym punktem z otoczenia [

Jezeli q(x) / 0, to wobec ciggtoséci funkcji qg(x) w punkcie x i zatozenia le-
matu - istnieje q (x) . Jezeli natomiast q(x) = 0, to dla punktu x jest ré*.

niez prawdziwy zwigzek /5/, a wiec pozostaje rozwazy¢ nastepujace przypadki:

q%) / 19 dla pewnego i czynigcego zado$¢ warunkom 2§ i
/10/ i\~ 2b-2, oraz
qdf0>=WWIS dla j a 1,2,...., i-1;
lub
qr*X)a lqx)|"£ O dla pewnego i czynigcego zado$¢ warunkom 2 mf ir2k-2
X=X 1 oraz | s
/]]/ q<))=lax)|1qIl =0 dla j s 1,2...... i-1, oraz
qr(x)=1q(*)Ixij dla i = 1+ *.eee» 2k _2i
lub

I
o
I
=
N
N
x
>
N

12/ qrxs)=1q(x)171

dla j
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Przypadek /10/ z warunkiem q(x)= 0 sprowadza sie do przypadku /6 / z warunkiem
qx.j)w 0 gdy w nim przyjmiemy v =i, [*=], = X, a zatem, wobec wniosku/W,»

funkcja q(x) posiada ekstremum lokalne w punkcie x. Wprzypadku /11/ z warun-

kiem' q(x)= 0, gdy i jest liczbg nieparzysta, funkcja lafx)| spetnia warunek
/7] dla < =i, XJj = X, a zatem wobec wniosku WX/ ;
(i>
lqfx)I1 = 0,

co jest sprzeczne z /11/. Gdy i wystepujace w przypadku /11/ jest liczba pa-
rzysta, to funkcja q(x) posiada ekstremum lokalne w punkcie x. Zbierajac powyz-
sze wyniki, otrzymane przy rozwazaniu przypadkéw /10/ i /11/, otrzymamy wnio-
sek /vy j

- wprzypadkach /10/ 1lub /11/ funkcja q(x) posiada ekstremum lokalne w pun-
kcie x i wtedy q(x)= 1g(xX)] w pewnym otoczeniu punktu x lub qXx)=- Jax)] w
pewnym otoczeniu punktu x.
. o [ : L (2k:1>
Stad i z zatozen lematu istnieje ¢ X oraz

(2b-D (2k-1)
g (X) = £ (x) (<K30)] gdzie £ (x)= 1.

C2k-1)
Obecnie udowodnimy istnienie q (x) gdy zachodzi przypadek /12/ oraz q(x) = Q

Poniewaz w tym przypadku funkcja la(x)[ spetnia warunek /7/ dla ec = 2k-I a

zatem wobec wniosku /ff™/t

(2b-D
113/ 14« U x — ox
Z 112/ i [/13/ otrzymamy:
(2k-2)
(2k-I) 1g0o] x=5+h
4 ¥x 3 hm -—-—--- X2---- =0*
X-X h-0
a poniewaz w przedziale /S. zachodzi zwiagzek /4/, wiec
(2k-2)
lim 0,
bl 0
(2k-1)
a stad, wobec /12/, wynika, ze istnieje q (Xx) oraz
(2k-I1>
JARY qg (X) = o.

Funkcja q(x) ma wiec pochodng /2k-1/. go rzedu w kazdym punkcie przedziatu
oraz w kazdym punkcie tego przedziatu zachodzi zwigzek:

(2k-1) C2k-1) o
115/ q (x) = £(x)la(x)I[ gdzie i (x) =1.
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Pozostaje do udowodnienia ciggto$¢ funkcji q(2(§(5|) w punkcie xq gdy qgqfx”s 0w
rozwazanych przypadkach /10/, /11/ i /12/ /dia x = xqg/. W przypadku /10/ i /11/-
wobec zatozen lematu i wniosku /W”/ dla x = xq - teza dowodzona bedzie prawdzi-
wa. Gdy ¢ =0 i zachodzi przypadek /12/, to z /13/ i /14/ dla punktu x =
= X0 otrzymamy zwigzek:

(2k-1) (2k-1)

4 C*0) = U *)Ix=x = o.

O

Ale stad wobec zatozenia klasy C2k_1 funkcji lax)] w punkcie xq oraz z /15/
mamy:
(2k-1) r 2k-n"1 (2k—1)
lim q (x) = lim {£(x) [a(X)] f=0=9 (x)
I-» X I+ X )
[¢] o
(2k—2)

co dowodzi ciggtosci funkcji g (x) w punkcie Xg iw tym przypadku. Tym samym
dowdd lematu zostat zakoriczony.
Uwaga 1.

. . . . 2k—2 .
Zatozenie, ze funkcja q(x) jest klasy C w otoczeniu punktu x”, a nb tyl-
ko w samym punkcie jest istotne w udowodnionym lemacie. Pokazemy to dla K = 1.
Kozwazmy funkcje:

dla K wymiernego

dla x niewymiernego.

Funkcja la(x)1 jest klasy C** dla dowolnego x, funkcja q(x) ma pochodng
dla x = 0, jest wiec wtym punkcie klasy C° /nie bedac klasy C° w otoczeniu
tego punktu/, natomiast nie jest klasy C1 w tym punkcie /bo pochodna funkcji g(x)

nie istnieje w zadnym otoczeniu punktu 0/.

Uwaga 2.
Ponizszy przykiad pokazuje, ze dla n nieparzystego zatozenie /3/ jest istotne

w podanym we wstepie wniosku. Funkcja

2k-1
f(x) =Ix] x dla x¢ |_-1,10 i K naturalnego
jest klasy C2k+I dla kazdego x, oraz pierwsza krzywizna
(x) = (gk+2) bb+'ili *2k

AT + (2k+2) x4k+2) 3°

krzywej K o0 réwnaniu y = f(x) jest klasy C2k /a nawet Cb»/ dla kazdego x,
natomiast funkcja f(x), a wiec i krzywa K, nie jest klasy C2k+2 w punkcie 0.

Podany tu przyktad funkcji f(x) pokazuje tez, ze zatozenie nieparzystoséci klasy
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regularnosci wystepujgacej w tezie lematu jest istotne.

§ 2. Obecnie udowodnimy twierdzenie o charakterze globalnym, z ktérego wyni-

kaja analogiczne dwa twierdzenia przedstawione w pracy [2] /Itw.2 i 3/.
Twierdzenie

Jezeli
/16/ krzywa C w przestrzeni E, ma rownanie parametryczno-wektorowe r = f (s),

gdzie funkcja r fsl jest klasy Cn /n jest liczba naturalna > 1/wprze-
dziale L°t.fil oraz Ir'(s) 1/0  w kazdym punkcie tego przedziatu.
krzywa C lezy na powierzchni 0 réwnaniu parametryczno-wektorowym C>:P(u.v)
dla (u,y) nalezgcego do obszaru D. gdzie yCu.v) jest klasy Cn+l w ob-
szarze D.
wszystkie punkty nalezace do krzywej C sa punktami regularnymi powierzchni
pierwsza krzywizna /1Cs) krzywej C w kazdym punkcie przedziatu
jest klasy n-1
to krzywa C jest klasy e”i“ w niemal kazdym punkcie przedziatu tzn.
Ubiér tych punktdw przedziatu /@ « » ktérych krzywa C nie jest klasy wn+l
jest nlgdzlegesty * [ot , () .
Dowdd. Na podstawie zatozenia /16/, /17/ i /18/ krzywizna geodezyjna <4 (s)
krzywej C jest funkcja ciggta w przedziale [oC , jb] . Stad oraz z zatozenia/19/
whnioskujettj, ze zbiory:

zt E‘Jf Ce) (s e [oc./i] i JfuC») = o
z2 W (e) (s e z1 K(e) =0

sg domkniete. V kazdym punkcie zbioru £e<-, jb\ \ Z~, oraz w kazdym punkcie wewne-
trznym zbioru \ i w kazdym punkcie wewnetrznym zbioru Z2 Kkrzywa C jost
klasy Cn+l1 /[2] tw .l/. Zbiér W tych punktéw przedziatu £oc , p] w  ktérych
krzywa C nie jest klasy Cn+* zawiera sie wiec w sumie mnogosciowej brzegu

BM ?<.$)\ z1) zbioru [cC ,/b] \ Z~, brzegu B(Z1\ Z2) zbioru z~\ Z0 oraz brze-
gu B(Z2) =zbioru Zg. Poniewaz jednak

e (K /4] \ zt) C B(Zt) u{<*} w{/3} oraz
b(zA\ Z2) C b~ 0 B(z2)
wiec ostatecznie zbiér U zawiera sie w sumie B(r£) v B(z2) 0 £0~} ~(fi1l - Po-

niewaz brzeg zbioru domknietego jest zbiorem nigdziegestym /£1] str.38/ oraz su-

ma mnogosciowa skonczonej ilo$ci zbioréw nigdziegestych tez jest zbiorem nigdzie-
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gestym /[1] str.37/« wiec zbiér T, jako zawarty w zbiorze nigdziegestym, jest

tez zbiorem nigdziegestym, c.n.o.
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PRACE CYTOWANE

Cli C.Kuratowskl "Topologie”, ton 1, 1952«
C 2} l.Lawera "Twierdzenia dotyczace regularnosci krzywych potozonych na po-
wierzchni" cz.l - ztozone do druku w Zeszytach Naukowych WSP w Katowicach.
BZSWMI

Theorene» concernant» la regularite dea courbee sltuees sur la surface. 11

Sana la note [ZJ a eto demontrs le celloraire auiwant:

- ai l'on suppose que

/1/ la courbe plane C dana |’ espace euclidian E” a 3 dimensions a 1’equation
r s r(a) pour lea , ou r(s) est une fonction de classe Cn(n>1)
en tout point de 1'interwalle Qc et |r(a)l® 0 en tout point de 1'inter-

file >, ftl,

/21 la ceurbure 3L (a) de la courbe C eat une fonction de classe CO0-1 en point

P# da paraaetre a” de 1l'interfile [et,ft],
1371 )((*,)«(«.

dans ce caa la courbe C eat une fonction do classe C*+~ en point PQ> On non-

tre dans cette note quo la supposition /3/ du colloraire ci-dessus n’est paa es-

sentielle pour n paire, nais il devient deja essentielle pour n inpaire.

Outre cela on a demontre le theoreme suivant:

- si la courbe plane C remplit la supposition /1/ du colloraire ci-dessus et
si

1A% ello est situee sur une surface 3/ 1‘eq9ation j (u,v) pour les (u,V)

appurtenant au donaine D, ouc>(u,V) est une fonction de classo Cn+l en

tout point du donaine O,
/5/ tous les points de la courbe C sent des points reguliers de cette surface,
I

/6/ la courbure )C(*) de la courbe C est une fonction CO'1l en tout point de

I'interw alle E*<, pG,

dans ce cas la courbe C est de ciasne Cn+" en presque tout point de 1’interva-
la , Cc’est-a-dire |’ensemble des points de 1*intervalle C<*, , ou la
courbe n'est pas de classe Cn+l, est non-dense dans

Ce théoreme est une generalisation des theoremes 2 et 3 de la note [Zz].
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Pe3tome
TeopeMbl OTHOCALLMECH K PerynsipHoOCTU KpuBbIX.JIeXKaWmMx Ha MNoBepx-
HocTn I

B paboTe [2] [okaslaHO crepgylollee cneacTeue:
- ecnu
/1 |/ nnockaa kpuBas C B TpPEXMepHOM €eBK/IMAOBOM MpocTpaHcTBe Ej
MMeeT BeKTOpPHO-napaMeTpuyeckoe ypaBHeHUe r=7?(s) , rpe
dyHKUMa [ Cs) aBnseTca Khacca C*/I'I - HaTypanbHoe
4ymcno 6osbliue egnHUUbLI /| B wuHTepBane [°N /3] wm|r(5)] + O

B KaXKA0W TOUKe 3TOro WHTepBasa.
A($) kpmBoi C B TouyKke PR CcOOTBecTBylOLLAV

/ 2/ nepBas KpuBU3HA
aBnserca knacca C n-~1,

napameTpy So u3 MHTepBana

! 31 + o0 ,

To KpuBas C ABAseTcs Knacca
B paHHoli pa6oTe MoKa3aHO,uUTO npegnosioxkeHue /3 / B yKa3aHHOM Bbllle
HecyLllecTBEHHO,3aT0 AN 1 He4Y&THOro CyLLecTBEHHO.

C B TOouke

cneacTtBmn ansa 4é€tHoro T)
[lokaszaHa Takke Teopema:

ecnin Kpusas  BbIMOMHAET npegnosioxxeHne /4 | n

C NeXuT Ha MOBEPXHOCTU C BEKTOPHO-NapamMmeTpuyeckmm

onsa (U-,v) npuHagniexkauero K obnactm D

/| 4 | kKpwuBas
ypaBHeHnem Y *
roe asBnaetca knacca C B o6nactm D ,

/ 5/ BOe TouKku,NpuHagnexawime K Kpueoii C SBASIOTCA pPerynspHbIMn

TOUYKaMM MOBEPXHOCTMU,
/ 6/ nepBas KpuBM3HA (O KpvBOM C B KadKIOW TOUKE WHTepBa/ia
aBnseTca knacca C ftl
noyTU B KaXKAOM Touke MHTepBanal*/],

TO KpmBaa C aBngeTca knacca C nH
,B  KOTOpPbIX KpuBas He

TO 3HAUMUT MHOXECTBO 3TUX TO4YeK UHTepBana
ABNAETCA HWUrAe He M/I0THbIM B MHTepBase jV .y3]

AaBnsietcs knacca C
2 wn 3 B pabote [2]

3Ta Teopema siBnsieTcs 0606LIeHVEM Teopem



