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JEDNOZNACZNA OBHNTOWALNOSC GBUP Lﬁ

I. Wstep. Niech bedzie dana pseudogrupa przeksztatcen Gr /[i] etr.25/ zio-

zona z przeksztatcen 'U* = ...,~n) dla i =1,2,...n /krétko notosanych
T1 = F1( /klasy C* w otoczeniu punktu a( A 0 J»hobianie
5 = dot i f « ,j =1,2,... n/ réznym od zera V kazdym punkcie h if .f-T )

rozwazanego otoczenia punktu 50 ¢ Kazdemu takiemu przeksztatceniu mozna przypo-
rzadkowa¢ uktad liczb:

1) h,, i cesee & fltii =1*2,...n)
* *1na2 "1,02% 8 1 *1r

oznaczany w dalszym ciggu A, gdzie

Aiv " " h S (5»)
W zbiorze uktadéw liczb postaci Cl) okre$lamy dziatanie ,,m" w spos6b nastepuja-
cy. Niech bedg dane dwa ukiady A i B postaci (1). Na tle kazdego z tych ukita-
déw utwérzmy uktad n  wielomianéw n-zmiennych:

(2) u?4n ... ) =*ml y + £, — + 7

(3) wi<f?.«.Je). -i 5J*1 » U S JI$%i2..... t 4.

°n »-
Tu i w dalszym ciggu przyjmujemy umowe sumacyjna Einsteina, tzn. nalezy sumowa¢ od
1 do n/ wzgledem tych samych wskaznikéw wystepujacych na réznych poziomach.

Wielomiany Cj) podstawmy w miejsce zmiennych do wielomianéw (2) oraz odrzuécy sktad-
niki stopnia wyzszego niz s. Wspo6tczynniki tak utworzonych wielomianéw w kolej-
nos$ci wystepowania analogicznej jak np. w (2) przyjmiemy za A mB. Zbiér ukladéw
(1) z tak okre$lonym dziataniem tworzy grupe /patrz [2] /, ktéra oznacza¢ bedzie-

my £8. Zgodnie z przyjeta definicja zwiazek A « B = C oznacza, ze:

o1-4-1
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Zwiagzki (4) maja budowe wzoréw na pochodne czgstkowe funkcji ztozonej, co utlatwia
ich tworzenie.

Jezeli za wyjsciowag pseudogrupe przeksztatcen przyja¢ pseudogrupe G"* ziozona z
przeksztatcen klasy C"“ w otoczeniu punktu § o nie znikajacyn jakobianie,

to zbiér ciagdw nieskoriczonych

©) Ajy Al § e AN e e (000G it e e 2 12,400 n) oznacza-
nych w dalszym ciagu tez kréotko A, 2z dziataniem podobnie jak poprzednio o-
kreSlonym /z tym tylko, Zze postugujemy sie "wielomianami nieskoriczonymi” i w utwo-

rzonym “"wielomianie” nie odrzuca sie zadnych sktadnikéw/ stanowi grupe,ktérg ozna-
cza¢ bedziemy t~°. Podobnie jak w przypadku spetnione sg zwiazki (4).
Grupy L* oraz L”" wystepujag wteorii obiektow geometrycznych przy definiowania
specjalnych obiektéw geometrycznych /patrz [I] ,/.

Przypomnijmy nastepujgaca definicje:
Grupe G nazywamy orientowalna, je$li zawiera podgrupe o indeksie dwa.Podgrupe ta
nazywamy wtedy orientujgca grupe G. Jes$li grupa G nie zawiera podgrupy .la o—
rientulace.i. to grupe G nazwiemy nieorientowalna. Je$li grupa G zawiera co naj-
mniej dwie podgrupy orientujace grupe G. to moéwimy ze grupa G jest orientowat-
na niejednoznacznie.

V nocie [3 rozwazano m.in. zagadnienie réwnowaznosci dwu definicji biskala-
row:
Oef.l. Biskalarem nazywamy obiekt geometryczny postaci Q = acCO+ b, gdzio
jest ilorazem W-gesto$ci przez G-gesto$¢ o tych samych wagach, natomiast a, b
sg skalarami.
Def.2. Biskalarem nazywamy obiekt geometryczny o jednej wspoétrzednej,ktéry przyj-
muje co najwyzej dwie rézne wartosci.
W nocie tej udowodniono twierdzenie:
Peflnicje 112 biskalaréw /okreslonych na tej samej grupie & sa réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy grupa E nie jest orientowata$, albo jest orientowate$
.Jednoznacznie.
¥ zwigzku z przytoczonym twierdzeniem zostato postawione przez Z.Uosznera pytanie,
czy grupy L* i L”° sg orientowalne jednoznacznie? V niniejszej nocie pokazuje,ze

odpowiedZ na to pytanie jest pozytywna. Wynika stad, ze definicje 112 biskala-
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rt sag réwnowazne dla biskalarow okre$lonych na grupie L* dla 8 = 1,2,... lub na

1 %0
(rupie Ln .

11. Udowodnie twierdzenie.

Srupy L* dla s = oraz grupa 3a jednoznacznie orientowalne.
lowdd.

Zauwazimy na wstepie, ze kazdy zadany ciag /skoriczony lub nie/ liczb

Al AL eee Aj i .es
J @l g

uozemy traktowaé¢ jako uktad pochodnych czastkowych odpowiednio dobranego uktadu n
funkcji n-zmiennych /patrz [4] /, a wiec w konsekwencji, przy zatozeniu, te det
(lj )/ 0, jako uktad postaci (1) wzglednie (5). Wynika stad, ze zwigzki (4) sa
rownowazne definicji dziatania®

Bezposrednio z definicji dziatania ,8" wgrupie L® A"V wynika, ze zbiér ukita-
dowv postaci (1) /postaci (5) / dla ktérych det (A*) > 0 stanowi podgrupe orien-
tujaca grupe L* A® */. Podgrupe ta oznacza¢ bedziemy L* /L °°/.Wykazemy w dal-
Kya ciggu, ze podgrupa Ll AJf"] jelst jedyng podgrtuspa grientuja,ca grupe L_/ L,>/

| tym celu wystarczy wykaza¢ /patrz t3j /, ze grupa Lg A"y jest generowana
przez zbiér kwadratéow /w sensi? dzifalania grupowego/ elementéw grupy ts A l('TOI'
tin., ze kazdy element grupy Aj~"V moze by¢ przedstawiony w postaci iloczynu

kiadratéow elementéw Lﬁ? A I‘I‘ /.

Hiech bedzie dany dowolny cigg C /skohczony lub nie/t
cl, cii .. ... dzie det cj)> 0
3 TIINj g ( J)

Zrozwazan poczynionych w nocie [3! wynika, ze kazda macierz kwadratowa o dodatnia
lyznaczniku moze by¢é przedstawiona w postaci iloczynu kwadratébw macierzy.Korzysta-
jac ponadto z faktu, ze macierz jednostkowa jest elementem neutralnym dla iloczynu

Mcierzy wnioskujemy, ze C* mozna przedstawi¢ w postaci!

(Izie [d* jest macierzg jednostkowg, tzn.

) Dk L Af.l /| € symbol Kroneckeral.

*1 *1
llu s =1 twierdzenie zostato zwigzkiem CGJ udowodnione. V dalszym ciggu zakila-
dany wiec, ze s 7 1.

Zadanie nasze sprowadza sie do wyznaczenia takich elementéw
* AF £ KT = empy t* AN/, ze

3) C=0XOTAaAHAAaAAa...a9AaA
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Przygmijmy za cj, Aj, A%, ... A* odpowiednio elementy spetniajace zwigzek (6)

oraz przyjmijmy, ze Al sg dowolnie ustalone dla k> i, 1=1,2,...p
1,jNiN2* eee = *»2« eee
WyznaczaC bedziemy kolejne B: i D":l*"'z'"'3 TS Bf o R tak,by spet-

niony byt zwiazek (8). Ze wzgledu na to, ze L® Ajj&/ jest grupa, z (8) otrzy-
mujemy zwigzek réwnowazny:

C */s*'l »fA'J" K. xAl=akalsplpeg

1 t n 1

Oznaczajac lewg strone tegozwigzku przez P mamy:

9) P 111
Z (9) wyznaczymy B traktujgc P jako dane. Wyznaczmy najpierw B* . . Na pod-
stawie (**) mamy: 1* 2

p* s D* B2+ B* B*

~1j *4 k2 "1 n2 k NLFN2

Ze wzgledu na (7) s powyzszego zwigzku otrzymujeur<

p* s B* o + B*
1\1*/\2 I\l*/\2
a wiec
LRV PYlel2
Uajac dane oj, B* . ... b , wyznaczymy B* ,  podobnym de
poprzedniego rozumowaniem. Ha podstawie zwiazkow (4) z (9) otrzymujemy:
" R | R TN R T
tatwo wykaza¢ indukcyjnie, ze po prawej stronie wypisanego zwigzku tylko w dwdch
skdadnikach beda wystepowaC czynniki postaci bJ . i /tzn. pochodne czast-

kote rzedu 1/.
Przeniedmy wszystkie pozostate skdadniki na lewg strone» Otrzymamy zwigzek postaci

“ehownahn < K Siget Y1 % 30 R Fieloens 41
gdzie W*I’/\Zf — jest dane» Korzystajac z (7) 1 z ostatniego zwigzku otrzy-

mujemys
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Tyw postepowaniem mozemy wiec kolejno wyznaczy¢ D*, D* , ... D* .

J FLFN2* *1TU2, KUK
w ilo$ci skonczonej lub nie, w zaleznos$ci od tego, czy rozpatrujemy grupe L~ czy
L~ Ze sposobu ich wyznaczania widoczne jest, ze speiniaja one zwiazki (4) utwo-
rzone dla zwigzku (9). Ze wzgledu na fakt, ze zwiazki (4) sa réwnowazne definicji

dziatania ,x" oznacza to, ze spetniony jest zwigzek (8), co konczy dowdd.

Uwaga w korektacht

°QQ N N
Hiech 6. bedzie grupa réznowartosciowych przeksztatcen klasy C przestrzeni B

na przes%rzer’\ Bl, a Gt' podgrupe funkcji o dodatniej pochodnej. tatwo wi-
da¢, ze <l jest podzbiorem znanej, klasycznej w rozwazaniach geometrii réznicz-
kowej, pseudogrupy Gj /sob. ~1"2 str.26/.

Prostym wnioskiem z twierdzenia U.Kuczmy /patrz C51J/ jest stwierdzenie,ze
zbiér kwadratéw /w sensie sktadania/ funkcji z generuje grupe G”.Oznacza ta
ze /patrz £3]/ grupa G~ jest jednoznacznie orientowalna. V przypadku przestrze-

ni wiecej wymiarowej powyzsze stwierdzenie pozostaje problemem otwartym.
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The wunique orientability of the group iA

In this paper wo prove that for each group L® /U£/ there exist one

and only one subgroup with the index equal to 2 - which means that such a group

This result is connected with the problem of the equiva-

is uniquely orientable.
lence of various definitions of the geometric object called biscalar.

Pe3tome

OfHO3HAYHasi OPUEHTUPYEMOCTb rpynn

B aToii pa6oTe AgokasbiBaeTcs,uTo rpynna b. | C | asnserca ofHO-
3HAYHO OPUEHTMPYEMOI, TO eCTb CyLlecTBYeT B Heli TOYHO ofHa Mnoarpynna c

VHAEKCOM 2. 3JTOT (hakT MPUMEHSETCA Mpyv onpeaesieHUn reoMeTpUuUYeckux 06bek-

TOB, Ha3dBaHHbIX bOuUcCKanspamu.



