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JEDNOZNACZNA OBHNTOWALNOSC GBUP L*
________________________________________________ П

I .  Wstęp.  N iech będzie dana pseudo grupa p rzek szta łceń  G r / [ i ]  e t r .2 5 /  z ło 

żona z p rzek sz ta łceń  'U* = . . . ,  ^ n ) d la  i  = 1 ,2 ,  . . . n  /k ró tk o  notosanych

’T.1 = lf 1 (  /k la s y  C* w o to czen iu  punktu a (  ^ , . . .  ^ ” )* 0 J»h ob ian ie

5  = dot i f  «  , j  = 1 , 2 , . . .  n /  różnym od zera v każdym punkcie h i f . f - T )  
rozważanego o to czen ia  punktu 5 o • Każdemu takiemu p rze k sz ta łce n iu  można przypo

rządkować układ l i c z b :

(1 ) ń , ,  i  • • • • •  ć  ,  . . .  j  f l t i i  = 1 * 2 , . . .  n )
* “ 1»«2 " 1 , J 2* 8 1 *  I  r

oznaczany w dalszym cią gu  A , gdzie

Ai v ” ” h  S  ( 5 » )
W z b io rz e  układów l ic z b  p o s ta c i C l )  określamy d z ia ła n ie  „m" w sposób n astęp u ją 

c y . N iech będą dane dwa układy A i  В p o s ta c i ( 1 ) .  Na t l e  każdego z tych  u k ła 

dów utwórzmy układ n wielomianów n-zm iennych:

(2 )  u ? ł ^ . . . . , ^  )  =  *■] у  + £ ,  —  + 7 :

(3) w ł < f ? . « . J e) .  - i  5 J * 1  » U S J l $ i 2 .........Ł  4 , ..........

° n » -
Tu i  w dalszym cią g u  przyjmujemy umowę sumacyjną E in s te in a , tz n . n ależy sumować od 

1 do n /  względem ty ch  samych wskaźników w ystępujących na różnych poziomach. 

Wielomiany Çj)  podstawmy w m ie jsce  zmiennych do wielomianów (2 ) oraz odrzuć су skład

n ik i sto p n ia  wyższego n iż  s .  W spółczynniki ta k  utworzonych wielomianów w k o le j

n o śc i występowania a n a lo gicz n e j ja k  np. w ( 2 )  przyjmiemy za A m B . Zbiór układów 

( l )  z ta k  określonym  działaniem  tworzy grupę /p a tr z  [2] / ,  k tó rą  oznaczać będzie

my Ł8 . Zgodnie z p r z y ję tą  d e f in ic ją  związek A «  В = C oznacza, ż e :

• Î - 4 - Ï
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■<« ‘ U  •  ‘ U

‘ ï î  ■ %  Ą  * ‘ v ,  * £  ‘ h . i ,  ♦ ‘ v " 2 * î ; . j 3 * j>

♦ i !  ,  b/ . i ,  в ?2 + a^
P^«p2 ^3 *

Zw iązki ( 4 )  mają budowę wzorów na pochodne cząstkowe fu n k c ji  z ło ż o n e j, co u ła tw ia  

ich  tw orzenie.

J e ż e l i  za wyjściową pseudogrupę p rzek szta łceń  p rzy jąć pseudogrupę G"* złożon ą z 

przekształceń  k lasy  C "“ w o toczen iu  punktu §  o n ie  zn ikającyn  ja k o b ia n ie , 

to  zb iór ciągów nieskończonych

( 5)  A j ,  A j j  • • • , A j ^ , . .  • ,  j ^ ,  * .* ,  (  i ,  j ^ , J g , . . • ,  j j ^ , . •  • z  1, 2,  • • •  n ) ozn acza-

nych w dalszym ciągu  te ż  krótko A, z działan iem  podobnie ja k  poprzednio o -

kreślonym / z  tym ty lk o , że posługujem y s ię  "wielomianami nieskończonym i" i  w utwo

rzonym "w ielom ianie" n ie  odrzuca s i ę  żadnych składników / stanow i g ru p ę ,k tó rą  ozna

czać będziemy Ł ^ ° . Podobnie ja k  w przypadku spełn ion e są  zw iązki ( 4 ) .

Grupy L* oraz L^" w ystępują w t e o r i i  obiektów  geometrycznych przy defin iow ania 

sp ecja ln ych  obiektów geometrycznych /p a tr z  [ l ]  , / .

Przypomnijmy n astęp u jącą  d e f in ic ję :

Grupę G nazywamy orien tow alna, j e ś l i  zaw iera podgrupę o in d ek sie  dwa.Podgrupę t a  

nazywamy wtedy o r ien tu ją ca  grupę G. J e ś l i  grupa G n ie  zaw iera podgrupy .1a o— 

r ie n tu la c e .i. to  grupę G nazwiemy n ieorien tow aln a . J e ś l i  grupa G zaw iera co n a j

mniej dwie podgrupy o r ie n tu ją c e  grupę G. to  mówimy że grupa G j e s t  o r ien to w a ł-

na niejednozn acznie.

V nocie [3] rozważano m .in . zagadn ien ie równoważności dwu d e f i n i c j i  b is k a la 

rów:

O e f . l . Biskalarem  nazywamy o b iek t geometryczny p o s ta c i Q  = a  CO + b , gd zio  

j e s t  ilorazem  W -gęstości przez G -g ę sto ść  o tych  samych wagach, natom iast a ,  b 

są  skalaram i.

Def. 2 .  Biskalarem  nazywamy o b iek t geometryczny o je d n e j w sp ó łrzęd n ej,k tó ry  p rzy j

muje co najwyżej dwie różne w a rto śc i.

W nocie te j  udowodniono tw ierd zen ie :

P e f ln lc je  1 1 2  b lskalarów  /o k reślo n y ch  na t e j  sam ej grupie 8/  są  równoważne 

wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy grupa E n ie  j e s t  o rien to w ała ś, a lbo j e s t  orien tow ałeś 

.jednoznacznie.

¥ związku z przytoczonym tw ierdzeniem z o s ta ło  postaw ione przez Z .U oszn era p y ta n ie , 

czy grupy L* i  L^° są  orientow alne jedn ozn aczn ie? V n in ie js z e j  n ocie  pokazuję,że 

odpowiedź na to  pytanie j e s t  pozytywna. Wynika s tą d , że d e f in ic je  1 1 2  b is k a la -
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rt są  równoważne d la  biskalarów  określonych na gru p ie  L* d la  8 = 1 , 2 , . . .  lub na

(rupie Ł '*°. n

I I .  Udowodnię tw ierd zen ie .

Srupy L* d la  s = oraz grupą за jednoznacznie orien tow alne.

Iowód.

Zauważmy na w stę p ie , że każdy zadany c ią g  /skończony lub n i e /  l i c z b  

A1 A1 A“ ■ł* * ł  i  » • • •  “ i  i  j  • • •
J  “ 1* “ 2* ’ ' • ' s ’

uożemy traktow ać jak o  układ pochodnych cząstkow ych odpowiednio dobranego układu n 

funkcji n-zmiennych /p a tr z  [4] / ,  a w ięc w konsekw encji, przy z a ło że n iu , łe  det 

(Ij ) /  0 , ja k o  układ p o s ta c i  ( 1 )  w zględnie ( 5 ) .  Wynika s tą d , że zw iązki ( 4 )  sa  

równoważne d e f i n i c j i  d z ia ła n ia  * * * * * * 7 8

Bezpośrednio z d e f i n i c j i  d z ia ła n ia  „я " w gru p ie  L® A ^ V  wynika, że z b ió r  ukła

dów p o s ta c i  (1 )  /p o s t a c i  ( 5 )  /  d la  których  d e t (A * )  >  0 stanow i podgrupę orien

tującą grupę L* A ® * / .  Podgrupę t ą  oznaczać będziemy L* / L ° ° / . Wykażemy w d a l-  

куа c ią g u , że podgrupa Ł A J f " /  j e s t  jedyn ą podgrupą o r ie n tu ją c ą  grupę L._ /  L,> /
1  “  .  1 t s +

I  tym c e lu  w ystarczy wykazać /p a tr z  [3 j / ,  że grupa Lq A ^ y  j e s t  generowana 

przez z b ió r  kwadratów /w  se n s ie  d z ia ła n ia  grupowego/ elementów grupy Łs A c>° / ,
tg  f  П

tin ., że każdy elem ent grupy A j^ V  może być przedstaw iony w p o sta c i iloczyn u

kiadratów elementów L® A  “ / .
Ił II

H iech  b ęd zie  dany dowolny c ią g  C /skończony lu b  n i e / t  

CÎ, c i  .  . . . .  c .  . . . .  g d z ie  d et ( c j  ) >  0
J ,l1 N j  J

Z rozważań poczynionych w n ocie  [з !  wynika, że każda m acierz kwadratowa o dodatnia 

lyznaczniku może być przedstaw iona w p o s ta c i  ilo czy n u  kwadratów m acierzy.K orzysta

jąc ponadto z fa k tu , że m acierz jednostkow a j e s t  elementem neutralnym d la  iloczyn u  

M cierzy wnioskujemy, że C* można przedstaw ić w p o s ta c i!

(Izie [ d* j e s t  m acierzą jednostkow ą, tz n .

i  1 f i
(7) D* = A . /  <§ symbol K ron eck era /.

*1 *1

Ilu s = 1 tw ierd zen ie  z o s ta ło  związkiem Ç 6 J  udowodnione. V dalszym  ciągu  zakła 

dany w ięc, że s 7  1 .

Zadanie nasze sprowadza s ię  do wyznaczenia ta k ic h  elementów 

*• Ą* £  **7 *  em py Ł* A ^ / ,  że

(8) С = О х О т А я А н А я А я . . . я А я А
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Przyjmijmy za cj, Aj, A*, ... A* odpowiednio elementy spełniające związek (6)
i '

oraz przyjmijmy, że A są dowolnie ustalone dla к > i ,  1 = 1,2,...p

1 , j^ i^ 2 *  • • •  = *»2« • • •

Wyznaczać będziemy kolejne B* . D* . . ... B* , , ... tak,by speł-
^1**2’ “1*"2'"3* •l*“2,****k'

niony był związek (8). Ze względu na to, że L® /Łjj®/ jest grupą, z (8) otrzy
mujemy związek równoważny:

-1 -1 -1 -1 -1 -1 С * А  ‘  »  A * к . . .  ж A 1 * A * A  * A = B * B
f  f  1 t  Л -1

Oznaczając lewą stronę tego związku przez P mamy:
(9) P :  1 1 1

Z (9) wyznaczymy В traktując P jako dane. Wyznaczmy najpierw B* . . Na pod
stawie ('*) mamy: 1* 2

p* s D * B^2 + B* B*
^ 1 ' J j  *4 ,k 2 ^1 ^2 k ^1*^2

Ze względu na (7) s powyższego związku otrzymujецг<

p* s  В* • +  В*
^1*^2 ^1*^2

a więc

”j j Pj jM ,J2 JleJ2

Uając dane oj, В* . ... ł) , wyznaczymy B* , podobnym de

poprzedniego rozumowaniem. Ha podstawie związków (4) z (9 ) otrzymujemy:

Pł  -  n1 Dk t  n*2 n^l . ц1 гЖ
‘ "k,,*,,...^ "j1 "j2 •** * “к ■j1,jg,...jł

łatwo wykazać indukcyjnie, że po prawej stronie wypisanego związku tylko w dwóch 
składnikach będą występować czynniki postaci bJ . , /tzn. pochodne cząst-

J i
к о т е  rzędu 1/.
Przenieśmy wszystkie pozostałe składniki na lewą stronę» Otrzymamy związek postaci

к  к  к

« i  j  i  «  ®k k_ к . V  v  » ? ♦  »k ®î i  i
• l e J2 ,# # # J l  ï ,L 2 i # ** *1 "1  *2 *1 K * l e J2 ,e# #  *1 1

gdzie W* jest dane» Korzystając z (7) i z ostatniego związku otrzy-
•l’̂ 2f ***

■ujemy s
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к w ife
„ i  i - i

Туш postępowaniem możemy w ięc k o le jn o  wyznaczyć D *, D* , . . .  D* . . . .
J  *1*^2* * 1 ’ " 2 , * '* " k '

w i l o ś c i  skończonej lub n ie , w z a le ż n o ś c i od te g o , czy rozpatrujem y grupę L^ czy 

Ł^“ .  Ze sposobu ic h  wyznaczania widoczne j e s t ,  że s p e łn ia ją  one zw iązki ( 4 )  utwo

rzone d la  związku ( 9 ) .  Ze względu na f a k t ,  że zw iązki ( 4 )  są  równoważne d e f in ic j i  

d z ia ła n ia  „x " oznacza t o ,  że spełn ion y j e s t  zw iązek ( 8 ) ,  co kończy dowód.

Uwaga w korektach * 1

•a  ̂ ^
Hiech 6 .  będzie grupą różnow artościowych p rzek sz ta łceń  k la sy  C p rz e s trz e n i В

1 1 t  -na p rzestrzeń  B ,  a  G" podgrupę fu n k c ji  o dodatn iej pochodnej. Łatwo wi

dać, że <Ц j e s t  podzbiorem zn an ej, k la sy cz n e j w rozważaniach geom etrii ró żn icz 

kowej, pseudogrupy G.j / s o b .  ^1 "2 s t r .2 6 / .

Prostym wnioskiem z tw ierd zen ia  U.Kuczmy /p a tr z  C 5 J /  j e s t  s tw ie rd ze n ie ,ż e  

z b ió r  kwadratów /w  se n s ie  s k ła d a n ia / fu n k c ji  z gen eruje grupę G^. Oznacza tą

że /p a tr z  £ 3 ] /  grupa G^ j e s t  jednozn acznie o r ientow alna. V przypadku p rze strze 

n i w ięcej wymiarowej powyższe stw ierd zen ie  p o zo sta je  problemem otwartym.
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SmiARY

The unique o r ie n t a b i l i t y  o f  the group i A  .

In t h is  paper wo prove th a t fo r  each group L® /U £ /  th ere  e x is t  one 

and only one subgroup w ith the index equal to  2 -  which means th a t such a  group 

i s  uniquely o r ie n ta b le . This r e s u lt  i s  connected w ith the problem o f  the equiva

len ce  o f  variou s d e f in it io n s  o f  th e  geom etric o b je c t  c a lle d  b is c a la r .

Резюме

Однозначная ориентируемость групп

В этой работе доказывается,что группа ъ . i c i  является одно
значно ориентируемой, то есть существует в ней точно одна подгруппа с 

индексом 2 . Этот факт применяется при определении геометрических объек
тов, названных бискалярами.


