Adam Wachutka

O WARTOSCI SREDNIEJ DLA ROZWIAZAN PEWNYCH ROWNAfl ELIPTYCZNYCH P-BBGDU

1. Wopracy [3] rozwazalismy problem wartoséci $redniej dla rozwigzan réwnania
L2u(Xj = O w przypadku dwu i n-wymiarowym. W pracy obecnej zbadamy to zagadnienie

dla rozwiazan réwnania
(1) LAufx~.Xg.Xj) = 0 p liczba catk.dod. -9 2 ,

gdzie Lu jest operatorem eliptycznym.

Lu= "2 a.,u , (X); L2u=1LLu, ... LPu=1LL"u
iTE|I Xi k

aik = *ki’
Aby nie odsyta¢ czytelnika stale do cytowanej pracy [3] > powtarzamy pewne jej fra-
gmenty.

Udowodnimy, ze rozwigzanie réwnania (1) speiniajg twierdzenie o wartosci $redniej

analogiczne do odpowiedniego twierdzenia dla rozwigzan réwnania p-barmonicznego [lj

n pu(x) = O

(2) 3-Ur (C*s =y 4 j ™ ¥L w21
I i-0 (21 + It
5

gdzie S jest sferg o $rodku Xg i o promieniu R,

Udowodnimy ponadto, ze twierdzenie to charakteryzuje rozwiagzania réwnania (1) tzn.
ze funkcje spetniajace warunek $redniej sa rozwigzaniami réwnania (1).

?.. Rozwigzaniem podstawowym jj2ffj réwnania
(3) Lu(X) =0

jest funkcja
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gdzie Aik sa elementami macierzy odwrotnej do macierzy ji~kjj * Pr2ez EK ozna-

czamy obszar ograniczony elipsoidg efi o réwnaniu

5) = & " oxi) k7 -®@=0-
* t
3. Niech
(6) V(r) =o04 (i - i) ,

gdzie oC jest stata, ktéra okres$limy w dalszym ciggu rozwazan.

Wowczas
(7) kv =oAL i = 0

Niech u(X) oznacza funkcje klasy C2 w pewnym obszarze B gwiazdzistym,
wzgledem punktu Xo> klasy Cl1 w D. Przytoczymy kilka lematéow [3]

Lemat 1. Jezeli u(XJl = U(r), to
(8) LO=a"(r) +1 U (r)

Lemat 2. Jezeli 1° H(Y), Y(ylry2»Yy) jest funkcja jednorodna stopnia

pierwszego, dodatnig na efi dla kazdego B> 0 ,

S, i
V
istnieje, to
(9)
*f efi'
. . i . P ) 1 » !
Lemat 3. Jezeli funkcja u(X) jest klasy C w Efi, klasy C w ER i je-
zeli <£ Jest stata okreélong wzorem
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to S.

(«) Ju  w=r¢> e Jjjf TLr AN Ag *
B ®B

gdzie Jdﬁl oznacza pochodnag tranwersaing funkcji w.

dv
dj/ =" r gtx; .
4 Niech
(12) vo(r) = v (r)
i niech Vj(r) i = 1,2 oznacza cigg funkcji, z ktéorych kazda spetnia waru-
nek
(13) Lt rM = *f M =Tj .
Udowodnimy
Lemat 4. (1] funkcje wyrazajgce sie wzorem
(14) TAr)y m e

spekniajg rownania (13)e

Dowod.

otéz
<«> u erh fr
» wie® 2i+l 2i+3
516) in+ |Crr? T (20 + it 2=+ 2‘%; gzl il Al B
%) viti(r) =[s(2i + 3)1 +3 r ] =

n ('2i+3)(2i+2)(R-r)2i+1r2 + 2(2i+3)(5-r)2i+2r +(H-r) 31+3
(2i+3)1 B r3

Mnozac (16) przez ““ oraz dodajac do (1?) otrzymany (13) a stad wynika teza lema-

tu.

5. Niech
(18) Ci(R) =-27y T- i=1,2....
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udowodnimy

tenat_ 5. Jezeli funkcja u(X) jest klasy C2i+2 w Eg, klasy C2i+l w Eg,

to
(19) CAR) Ltuxg = Jjj (Vtj Ldu- Yj.LH1lu) dx~dx.j -
\%
Dowdd. Stosujemy wzoér podstawowy do funkcji oraz Lin w obszarze
Otrzymujemy réwnosé
(20) (£ vt Liu- VjL1+Hu) dxldx2dx3 =- A(iZu -——-—vi —)ds “
£f T Lt R

- 1r - vi £~ )dS

czyli wzér

)ii (vi-iLIl* - VvV i+1") =m)) 11"T 7 W + jjTiTi3 ds "

V e* ~ . eH . eB

-_lll'uTT"+jj vi ds «
o 4
Jak wynika z (15) i (16) pierwsza i druga catka prawej strony tego wzoru réwna
i

sie zero- natomiast

f', # 4 | iiifl] | | vas|4 U tipt. k£ *.
ee ®e
gdzie M= sup| — [ za§ K stata dodatnia,
a wiec j
eE

Dla oszacowania przedostatniej catki wykonamy pewne obliczenia. Otéz
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ii.iUi ;\9 F ¢§ :HI{I ‘g X (2i+|) 2|fIKB 2|rCBr)~|+\gr() _

21+0) (k-r) 2~ - r)21*
LB v G

~"(ai+i)t a g(x

Tobec tego
21+1

_]lLiu as , (r_e)21riu(™ | ~ +(H~ _ . 0!riVu«>jj U __ =
°£ eg ef
= H(2i)l + (21+1)! Rf} Li(sh X
a wiec
- /O(f n " dS= (5W 7T +tV x0) =Ct(R) tt.» ¢). i =12...

Przechodzac po obu stronach (20) do granicy przy £ —* 0, otrzymujemy wzér (19)

c.n.n.

6. Wdalszym ciaggu udowodnimy dwa lematy, z ktérych bedziemy korzystac.

Lemat 6. Jezeli funkcja u(X) jest klasy C2“ w Eg, klasy C"™**1 w Eg,

to
ff "W ,
*B B(X)V  ** VvV \} (*“ "wol.
@ dg = Ci~L »(:’0) + (23+-I)I Ln(:) aXlobedx3
N A § (=9 H
*R
Dowéd. Przyjmujac we wzorze (19) i =1,.... a i dodajac stronami otrzy-

mane réwnosci otrzymamy po uwzglednieniu (11) wzér (21).

o..0 .
Lemat 7. Jezeli funkcja u(X) jest klasy C w Sg, to istnieje sta-
ta K> 0 oraz punkt Q6 takie, ze
Jj  UX~ ds e
(22) — R =Y C (R) Llu(x ) + KB2ra+t2 Lm+l (<I) .
(( ds Eo
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Dowdd. Stosujemy twierdzenie o wartosci $redniej do wyrazenia

(23)  (STTiyr jiij i «hVb =

*B

n IV I 2m+l

. I[l €vsi *w *3

Wcatce

R il riaom sddess =1
Y

stosujemy zamiane zmiennych
(25) Xx - x\ = BuY1l + B12,2 + B13, 3 ,

*2 ~ *2 = B2l1ly1l + B22y2 + B23Y3 ,

x3 - x3 = B31lyl + B32Y2 + B33y3 *
o wyznaczniku B, ktéry przeksztatca forme kwadratowa
(20) Aok (x4 - xi)(xk - xk)

ikl

we forme kwadratowa
(27) yl +y2 +y3=C *

Po zamianie zmiennych otrzymujemy
2m+l
dyldy2dy3 ,
S(B) J

gdzie X(B) oznacza kule o promieniu B i $rodku w poczatku uktadu, za$
okreslone przez (27).

Stosujgc W catce (28) zamiane zmiennych na wspdtrzedne sferyczne

(29) Yr = Gcostp cosV, 0 <y ~ B
Y2 * ysin”™ coB T , o~ f ~ 2V ,
Y3 = 9sin T, Os t °1T,

jest
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otrzymujemy

— TI’
(30) I_B(

00

B &**3
B 4T 1 (B-P)2"*1 O dOs kTb e ,
I } > (2U+2) (2w 3)

-

v ram-i

I* N\
J 2siu Tdyd'pdrs
0

* wiec przyjmujac
4T B
- 2m+ 3) 1 *

otrzymujemy teze lematu 7.

7. udowodnimy obecnie
Twierdzenie 1.
Jezeli u(X) jest klasy C2p w obszarze D 1 speinia réwnanie (1), to dla

kazdej elipsoidy KgC »

(31) - .y CHB) BN
g W u
Powéd. Przyjmujac we wzorze (21) msp-l, po uwzglednieniu warunku (1) Do

trzymujemy (31) c.b.d.o.

8. zanim przejdziemy do twierdzenia odwrotnego do twierdzenia (1) udowodni-

temat_ 8. Jezeli funkcja u(x) Jest klasy C2p“2 w obszarze B i dla kaz-
dej elipsoidy ££ spetniony jest warunek (31), to funkcja u(X) jest klasy C*p.

Dowdd. Poniewaz g(Y) jest pierwiastkiem kwadratowym wielomianu o wartos-
ciach dodatnich, przeto mozna obie strony (3()zréiniczk0waé dwukrotnie,a stad wy-
nika teza lematu.

Udowodnimy teraz

Twierdzenia 2. Jezeli funkcja u(X) jest klasy C2p_2 w B 1 spetnia wa-
runek (31), to funkcja u(X) spetnia réwnanie (1) w D.

Powéd. Na podstawie lematu 8 funkcja u(x) jest klasy C2p w D, na pod-

stawie za$ lematu 7 i warunku (3I) otrzymujemy
tpu<l)y = 0, a6 £fa

Przy 4 —* X z powodu ciggtos$ci funkcji Lpu(x) otrzymujemy (l) c.b.d.o.
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'V
SOMUABY

on the wetk value theorem for the solutions of the certain elliptic equations of
order p
Let i
LUA =1kl *ikUxi V *ik = *ki 7 X(x1,X2"x3)
denotes the elliptic eperator with constans coefficientes and
LPu = L®(p™u), p hoeing positive integer.

= )i TS *
e
y
where denotes the ellipsoid

AIKEXi “ *»A*g “ *k)* ~ 8 ~ 0 '

-1
Aik boeing elements od the matrix |]a® I .
gfx) = jjjI [g* AyCXj - X°)

The author proves the folloving theorems:
Theorem 1. If u00£ C2f(0) and satisfies the equation
) Lbu =0,

then

(2) =(H.xo0 -) = ZISO (2i + 1)! e21*
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Theorem 2. If

ufx) c2p”2(b)
ej C Il, then u(X)

and satisfies the condition (2) for

every
is a solution of the equation (I)
Pestome
Teopema o cpegHem gnsi peweHun ypasHeHus (I~ K- ~ 0

MycTb j

0<u,60-I" alkex X, a;K*a*- 2X&-NIM-«<£ =/

GyAeT ANNNNTUNYHECKUM oOrnepaTopom C MOCTOAHHbIMU KOSCb(*JI/ILI,MeHTaMI/I.

MycTb ffIL0U 0. oie
T (*/.*)*  sU M )
ft 1*s
i T O ,
eR aBnaeTca anauncongom «< £*) - 2T Of* ~**)(*k ~4a =0
»* *<
-
Nik - anemeHT matpuubl [|Ctt k]

ABTOp [0Ka3sblBaeT CriefylouiMe Jeopembi:
Teopema I. Benn U (K) € f G )
(41 =0 ]
Torga «G-? (*c) pte
(L) ~ cho

ABNAETCA peweHunemM ypaBHeEHUA

Teopema 2. benn CNA-A6C C~”6) BbINOMAHSAET ycnoBue /2 / ana Kakgoro
Cfco,torpa I+ (?0 saBnaetca pelseHvem ypasBHeHus | |\

K



