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O WARTOŚCI ŚREDNIEJ DLA ROZWIĄZAŃ PEWNYCH RÓWNAfl ELIPTYCZNYCH P-BBÇDÜ

1 . W pracy [3]  rozważaliśmy problem w arto ści śre d n ie j d la  rozwiązań równania 

L2u(Xj = O w przypadku dwu i  n-wymiarowym. W pracy obecnej zbadamy to zagadnienie 

d la  rozwiązań równania

(1 )  L ^ u fx ^ .X g .X j)  = 0 p lic z b a  c a łk .d o d . -9 2 ,

gd zie  Lu j e s t  operatorem elip tyczn ym .

Lu = ^ 2  a . ,  u „  (X )  ; L2 u = LLu , . . .  LPu = L L ^ u
i T E l  X i  k

a i k  =  * k i '

Aby n ie  odsyłać c z y te ln ik a  s t a le  do cytowanej pracy [3J > powtarzamy pewne j e j  fr a ­

gmenty.

Udowodnimy, że rozw iązanie równania (1 )  s p e łn ia ją  tw ierdzenie o w artości śred n ie j 

an alogiczn e do odpowiedniego tw ierdzen ia  d la  rozwiązań równania p-barmonicznego [lj

Л  pu(x) = О

(2 )  з - Ц г  ( С * s  = ÿ  4 j ^ ł L  й21 ,
J J  i - o  (21 + l ) t
5

gd zie  S j e s t  s fe r ą  o środku Xg i  o promieniu R,

Udowodnimy ponadto, że tw ierd zen ie  to  charakteryzu je  rozw iązania równania ( 1 )  tz n . 

że fu n k cje  sp e łn ia ją c e  warunek śre d n ie j są  rozwiązaniami równania ( 1 ) .

?.. Rozwiązaniem podstawowym jj2fj równania

(3 )  Łu(X) = 0 

j e s t  fu n k cja

(k> u S Aî i  ‘ x*)(Xk ■ Xk)J = r



-  i y t -

gdzie  Aik  są  elementami macierzy odwrotnej do macierzy jj^ k jj * Pr2ez EK ozna­

czamy obszar ograniczony e lip s o id ą  efi o równaniu

(5) f(X) = è  " xi) f*k ” -  ®2 = 0 •
k-1

* t

3 . Niech

(6)  V (r) = o4 ( i  -  i )  ,

gdzie oC j e s t  s t a ł ą ,  k tó rą  określim y w dalszym cią gu  rozważań.

Wówczas

( 7 )  Ł v  =  oń L  i  =  0

N iech u(X) oznacza fu n kcję  k la sy  C2 w pewnym obszarze В gw iaździstym , 

względem punktu Xo> k la sy  C1 w D. Przytoczymy k ilk a  lematów [3]  .

Lema t  1 .  J e ż e l i  u(X,l = U ( r ) ,  to

( 8 )  L 0 = ü " ( r )  + I  U ' ( r )  .

Lemat 2 . J e ż e l i  1° H (Y ), У(у1гУ2»Уу) j e s t  fu n k cją  jednorodną sto p n ia

pierw szego, dodatnią na efi d la  każdego В >  0 ,

s; й .
V

i s t n ie je ,  to

(9)  --------------------  ----------- -------------

* f  efi'

p 1 •» '
Lemat 3 . J e ż e l i  fu n kcja  u (X ) j e s t  k la sy  C w Efi,  k la sy  C w ER i  j e ­

ż e l i  <£ J e s t  s t a ł ą  określoną wzorem

(10)  oC  = — £ ----------  g (x ) J f h  Г Ь  A y C * ,  -  * • )  1 2 .(( d S , I i=l Lj=l J 1 J J
)) «X)
*R



to s .

(« )  JJ u «и = "(*,> ♦ Jjjf  T L » ^ Л ^ з  *
лв ®в

d vgdzie j - p  oznacza pochodną tranw ersainą fu n k c ji  w. 

d v
d j /  = “  r  g t x ;  •

4 .  N iech

(12) vo ( r )  = v ( r )

i  n iech  V j ( r )  i  = 1 ,2 ...........  oznacza c ią g  f u n k c ji ,  z k tórych  każda sp e łn ia  waru­

nek

(1 3 ) Ł r M  = *  f  *'M  = T j .

Udowodnimy

Lemat 4 .  ( l ]  fu n k cje  w yrażające s i ę  wzorem

(14) T ^ r )  m -----------

spełniają równania (13)•
Dowód.
Otóż

< « >  ■ ę r h f r

» wie °  2 i+ l  2 i+ 3

(16) v ' Cr) -  .  ......  .( 2* + Ж 2 ,. - . r l .  „,.r_A„(» . £.)___
1 Vi + l ' r ) ( 2 i  + 3 )t  a p2

C^V) v i + i ( r ) = [ s ( 2 i  + 3)1 +3 r  ]  =

^  ( '2 i+ 3 )(2 i+ 2 ) (R -r )2 i+ 1 r2 + 2 (2 i+ 3 ) (S -r )2 i+ 2 r  + (H -r ) 31+3

.  ( 2 i + 3 ) l  B r 3

Mnożąc ( 1 6 )  przez “  oraz d o d a ją c do ( l ? )  otrzymany ( 1 3 )  a s tą d  wynika te z a  lema­

tu .

5 . N iech

(18) Ci ( R) = - 2- ^ y T -  i  = 1 , 2 . . . . . . .
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udowodnimy

Łen at_5 . J e ż e l i  funkcja  u (X ) j e s t  k la sy  C2i+2  w Eg, k la sy  C2i+1 w Eg, 

to

(19) C ^ R )  Lł u(Xo)  = J j j  (vt_j L4u -  Yj. Lł+1u) d x ^ d x .j  .

V

Dowód. Stosujem y wzór podstawowy do f u n k c ji  oraz L i n w obszarze

Otrzymujemy równość

(20) (Ł vt Li u -  VjL1+1u) dx1dx2dx3 = -  ^ ( iŻ u  ---- ---- vi —)ds “

£f T Łt  R

-  jĵ  - vi f ^ )dS

c z y li  wzór

) j j  ( v i - i L l“ -  V i+ 1 " )  = ■ JJ  11" Г 7 Й  + j j Ti T Ï 3  dS "

V e* ~  . eH • eB

-  jj l ' u TT ^  + j j  v i  dS •

• *  4
Ja k  wynika z (1 5 )  i  ( l6 )  pierwsza i  druga całka prawej stron y tego wzoru równa

i
s ię  zero - natom iast

f ' ,  #  4 | i i i f l | | | V a S |4 U t i p ± .  k £ * .

ee ®e

gdzie M = sup| — [ zaś К s ta ła  dodatnia ,

a więc j

eE

Dla oszacowania p rz e d o sta tn ie j c a łk i  wykonamy pewne o b lic z e n ia . Otóż
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i i i  -  v ' (r ) i _ £  -  T> ( r ) _ Ł ___ _  — ( 2 i f l K B - r ) 2 i rCB-r) '~i ł \ r  _
i. U ■  Y r '  d * ’ Ti W  g(x) "  (2 i+ l )  R r i  g (x ) -

( 21+1) (к - r ) 2* ( в  -  г ’)21* 1
~ " ( a i + i ) t  a  g(x) ”  ( 2 i+ i ) i  H r g ( i )

Tobec tego
21+1

_ | | Li u as „  ( r _ e ) 21l i ü (^ | ^ + ( H ^ _ .  0 ! r i V u« >  j j  Ц _ _  =

°£ eg e£

= H (2 i ) l  + (2 1 + 1 )!  R f  } L i "(<ł) X  •

a więc

-  % ( f  ^  Й  d S =  ( 5 Ш 7 Т  ŁV x 0) = Ct (R) Łł . » e) .  i  = 1 ,2 ..........

Przechodząc po obu stron ach ( 2 0 )  do gran icy  przy £ — *  0 , otrzymujemy wzór (1 9 ) 

c.n.n.

6 . W dalszym ciągu  udowodnimy dwa lem aty, z których  będziemy k o rzy sta ć .

Lemat  6 . J e ż e l i  fu n k cja  u (X ) j e s t  k la sy  C2“  w Eg, k la sy  C""**1 w Eg, 

to

f f  "W  ,  ,

*B 6 (X)V  **  V ~ .  ^  „ &C ( ( (  ( * “ r )  " w l . ,
(21) dg = Ci ^ L »C*0) + (2a+ł)l Jjj Br Ln(ï) dx1dx2dx3

' / i ^ r  1=0 H
*R

Dowód.  Przyjm ując we wzorze (1 9 )  i  = I , . . . .  a  i  dodając stronam i otrzy­

mane równości otrzymamy po uw zględnieniu (1 1 )  wzór ( 2 1 ) .
O .  .  O  __

Lemat 7 .  J e ż e l i  fu n k c ja  u (X ) j e s t  k la sy  C w S g , to  i s t n ie je  s ta ­

ła  К >  0 oraz punkt Q 6 ta k ie , że

J j  U(X  ̂ dS e

( 2 2 )  — ------ “ ------------  = У  C (R ) L 1 u ( x  )  + KB2ra+2 Lm+1 (< l) .

( (  d S  E o

))
“fi
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Dowód. Stosujemy tw ierdzenie o w arto ści śred n ie j do wyrażenia

(2 3) ( S T T i y r  j j j  l « h V b  =

*в

^ / V /  /  2m+l

-  l[l <* v si * w * 3

W c a łce

(2k) jjj Ùbr.I2m+I dxldx2dx3 = 1

Y
stosujem y zamianę zmiennych

( 2 5 )  Xx -  x \  = Ви У 1  + B12, 2 + B13, 3 ,

*2 ~ *2 = B21y 1 + B22y2 + В23У3 ,

x 3 -  x 3 = В31У1 + В32У2 + В33У3 * 

o wyznaczniku B, k tóry  p r z e k sz ta łca  formę kwadratową

(20 )  А . к ( х 4 -  x i ) ( x k  -  x k )

i . k . l

we formę kwadratową

(2 7 ) y l  + y2 + y 3 = Ç  *

Po zamianie zmiennych otrzymujemy

f
2m+l

dy1dy2dy3 ,

S (B ) J

gd zie  X (B ) oznacza kulę o promieniu В i  środku w początku układu, zaś j e s t  

określone przez ( 27) .

S to su ją c  w c a łc e  (2 8 )  zamianę zmiennych na współrzędne sferyczn e

( 29)  Уг = Ç c o s tp  co s V ,

У2 *  ÿ s i n ^  сов т , 

У3 = 9  s in  T ,

О  <  ÿ  ^  В  .

0 ^  f  ^  2 V  , 

O ś t  ° Ï Ï ,
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otrzym uj ему

гт V  /  гам-i

(3 0 ) I  = В ( I j ■*  ̂2s iu  T d ÿ d ' p d r s

0 0 0 '

в в2**3
= B 4 Î  I ( В - Р )2"*1 O  d О s  k T b  ---------------------------  ,

I  } •> j  (2И+2) (2 w 3 )

*  w ięc przyjm ując

_ 4 T  в
-  (2m + 3 )  ! *

otrzymujemy tezę  lematu 7.

7.  Udowodnimy obecnie 

Tw ierdzenie 1 .

J e ż e l i  u(X) j e s t  k la sy  C2p w obszarze D 1 sp e łn ia  równanie ( 1 ) ,  to  d la  

każdej e lip s o id y  Kg C  »

— «  «
(31) ■■■!?.---- ............... .... ..  y  С*(в) bNi(x)

/ f —  ù{ >  t w
®B

*
Powód.  Przyjm ując we wzorze (2 1 )  m sp -l, po uw zględnieniu warunku (1  )  Do­

trzymuj emy ( 31) c .b .d .o .

8.  Zanim przejdziem y do tw ierdzen ia  odwrotnego do tw ierdzenia  ( 1 )  udowodni­

my

Łemat_8 .  J e ż e l i  fu n k cja  u (x ) J e s t  k la sy  C2p“2 w obszarze В i  d la  każ­

dej e lip s o id y  ££ spełn ion y j e s t  warunek ( 3 l ) ,  to  fu n k cja  u (X ) j e s t  k la sy  C*'p.

Dowód.  Ponieważ g (Y ) j e s t  p ierw iastkiem  kwadratowym wielomianu o wartoś­

c ia c h  dod atn ich , p rzeto  można obie stro n y  ( 3()zróżniczkow ać dw ukrotnie,a stą d  wy­

n ika  te z a  lem atu.

Udowodnimy te ra z

Tw ierdzenia 2 .  J e ż e l i  fu n k cja  u (X ) j e s t  k la sy  C2p_2 w В 1 sp e łn ia  wa­

runek ( 3 1 ) ,  to  fu n k cja  u(X) sp e łn ia  równanie (1 ) w D.

Powód.  Na podstaw ie lematu 8 fu n kcja  u (x) j e s t  k la sy  C2p w D, na pod­

staw ie zaś lematu 7 i  warunku (3I )  otrzymujemy

Łpu(<l) = 0 , ą 6  £a .

Przy Я — *  X z powodu c ią g ło ś c i  fu n k c ji  Lpu (x ) otrzymujemy ( l )  c .b .d .o .
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' V

SOMUABY

On the шею value theorem for the solutions of the certain elliptic equations of
order p

Let j

LU^  =1кЙ *ikUxi V  *ik = *ki ’ Х(х1,х2'хз)

denotes the elliptic eperator with constans coefficientes and 

LPu = L(lp" û ), p hoeing positive integer.

l*' )i îSf *

jjï®
ч

where denotes the ellipsoid

Aik f x i  “  * » ^ * к  “  * k )*  ~  8  ~ 0 '

.-1
Aik boeing elements od the matrix ||a^ |i •

g fx ) = ’j j j l  [ g *  A y C X j -  X°) .

The author proves the folloving theorems:
Theorem 1. If uOO £ C2f>(0) and satisfies the equation

(1) Lpu = 0 ,
then

( 2 )  = (H .x o - ) =  2  e 2 1 *ISO (2i + 1)!
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Theorem 2 .  I f  u fx) с2р”2 (Ъ ) and s a t i s f i e s  the co n d itio n  ( 2 )  fo r  every 

• j  С  II, then u(X) i s  a s o lu t io n  o f th e  equation ( l ) .

Резюме

Теорема о среднем для решении уравнения ( J ~  К -  ~ О  

Пусть j

о<ц,60-Г ał4«-x; х„ а;к * а*,- •. х&-лМ-«<£ = /

будет эллиптическим оператором с постоянными коэффициентами.

Пусть f f J L Ù Ü .  oie
т  ( * / . * ) *  s Ü J M J '

f t  ! * s
. i  T O  ,

e R является эллипсоидом «< £* )  -  2 Г  Of* ~ * * ) ( * k  ~  Я  =  О
»* *<

-  -j
Л i k -  элемент матрицы [|Ctt к ||

Автор доказывает следующие теоремы:
Теорема I .  Бели U  ( К )  €  f  ć ù  )  является решением уравнения

( 4 J  = 0  ■
тогда « ç -? ( * с )  p t c

( JL )  ^  ~ с ^ о

Теорема 2 .  Бели С^-^бС С^б) выполняет условие / 2 /  для какдого 

C f СО,тогда Лл- (?0 является решением уравнения / \
к


