Stanistaw Yotodiko

0 PEWNEJ WEASNOSCI PIEBWSZEJ FUNKCJI WEASNE) BOtfINANIA PLYW NIEJEDNORODNEJ

Wstep. Zakltadamy, ta D jest obszarem ograniczonym w ptaszczyznie (x,y), o
brzegu dD klasy Cl oraz, ze K(x,y) jest funkcjg dodatniag i klasy Cl w dom
knieciu D obszaru D. Wiadomo z teorii wariacyjnej Couranta-Hilberta ( [I], t.I,
str.388), te rozwiagzanie u(x,y) zagadnienia

4u(x,y) + Ak(x,y) u(x,y) =0 dla (x,y) 6 » ,
u(x,y) (e} <Ua 0.Y) 6 bD,
nie zerujace sie wewnatrz obszaru D jest jedyna, z doktadnos$cig do statej multy-

plikatywnej, pierwsza funkcjg witasng tego zagadnienia.

Wtej pracy wykazemy, ze analogiczna wtasnos$¢ posiada pierwsza funkcja witasna
zagadnienia ptyty niejednorodnej w przypadku, gdy funkcja k(x,y) jest funkcja
kotowo-symetryczna (twierdzenie 2). Praca sktada sie z dwéch czes$ci. W§ 1 podamy
definicje 1 twierdzenia, w ktérych skorzystamy w dalszym ciggu. W§ 2 przeprowadzi-

my dowdd wyzej zapowiedzianego twierdzenia.

§ 1. Przyjmujemy poczynione we wstepie zatozenia dotyczace zbioru D i funk-
o m
cji A(x,y}. Niech wu(x,y) bedzie rozwigzaniem klasy CJ w obszarze D i kta-
sy C w obszarze D zagadnienia
Cl) Nou(x.Y) = Nk(x,y) u(x,y) dla (x,y)€ D ,
(2) u(x,y) = SMM) =0 dla (x,y)e 3 D,
on

gdzie n oznacza normalng wewnetrzng do brzegu i D. Wdalszym ciggu przez N~

bedziemy oznacza¢ pierwsza warto$¢ wtasng zagadnienia (1), (2) oraz przez u”~x.y)

- pierwsza funkcje wiasng tego zagadnienia.

Niech J oznacza klase funkcji 0 nastepujacych wtasnosciach:
1. f(x.y) / 0 dla (x,y) 6 D,
2. f Cc*y) 6 C2 dla (x,y) £ D,
3. f(x,yj = 2x&JLL=0 dla (x.y)6930.

W dalszym ciggu skorzystamy z nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenle 1. Pierwsza funkcja witasna u”x.y) zagadnienia (1), (2) jest

funkcjag, dla ktdérej funkcjonat

jf(Affdxdy

*[?] jifkf? dxdy

osigga minimum w klasie funkcji $ , za$ pierwsza warto$¢ wiasna s F [ul,

miech Kj = {(x,jr) : (x2 + y2< B2)} (0 < B< +0B) .

Funkcje f(x,y) nazywamy funkcja kotowo-symetryczng w kole K~*, jezeli

f("x,y) = f.(r) dla  (x,y) £ K_
: [-2  §m
gdzie r = yx +y .
4
Zauwazmy jeszcze, ze jezeli funkcja t(x,j) klasy C w kole jest fun-
kcja kotowo-symetryczna, to t
(3) AA f(x,y) -IJ M t [r fIM]I'}'}, r =g ~ 7

dla (x,j) £ KjN-fCO.0)!, przyczyn X'(r) =1 f12) .
* dr

§ 2. Rozwazamy teraz zagadnienie (i), (2) w przypadku, gdy B = Ig oraz

k(x,y) o k1(r;jr _ £ dla (x.yjelg. Wtedy, z uwagi na Ci), kazde roz-
wigzanie kotowo-symet$ycEni u(x,y) zagadnienia (1), (2) jest rozwiazaniem zaga-
dnienia .
Clo ifrji [rr(r)]'}j = 49 Bi(r) v (p) dla 0<r <B,
(2] t(R) = w'0) = v*R) =w 'Co; =0,
gdzie w*(0) = lin x\v) i v'*Co) = lim weex»(»).
r-*0+ r-MM-

Przyjmijmy teraz, zo funkcja v(r) jest rozwigzaniem zagadnienia (I), (2%)

takim, ze wv(r) i O dla 0 <r < fl. Nie zmniejszajac ogdélnoséci rozwazan mozemy

zatozy¢, zo
(4) v(r) >0 dla 0< r <B

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia.
Ticr) =r v'(r).
V2@) =7 VCn) = var) +1 v'(r).
v3(r) = r vA(r) = r v'Cr) + y'(r>- 7 v'Cr)
\V(r) =7 73(r) = v™(r) +§ v¥Cr) -\ v'(r) + "5 v'Cr).

H(r) = [v'(r)f - 2 vCr) T"(r).
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h(r) = [t(E)]2- 1(» 1» - 7 1(*s) 100 -
Wobec tego réwnanie (V) mozemy zapisa¢ w postaci

(1'*) V4(r) = 1 kj(r)T(r)

Wykazemy teraz kilka wtasnos$ci funkcji v(r) (lematy 1 - 6),

temat 1. v¥*' (r)>0 dla 0<r«<?2
Powéd. Z (4) i (I**) dostajemy
(5) Va0) >0 dla 0< r< B,
- Wiec

(6) funkcja wj(r) jest funkcja rosngcg w przedziale (0,B).

Zauwazmy jeszcze, ze lim w,(r) = 0. Stad i z (6) mamy v, (r) >0 a zatem
r-»O* }
rw3(r) = [r2w'(r) - r dla O<r <B
A
Stad wynika, ze funkcja r w"(r) i r v'(r) jest funkcjg rosngca w przedzlale (0 8
a poniewaz lim [r w“(r) - rw'trjjs O, wiec
r-»

r2T%Crt - 1 T(r) > O,

czyli

\owe(r) + wir) <0 dla 0 <r <8

Stad. z okres$lenia funkcji v~(r) oraz z (5) wnioskujemy, ze

w"(r) + ] T"(r) > dla 0<r <8 ,
a zatem b

roow'(r) + 2r ve(r) > 0, v
czyli

[r2w"(r);’> 0 dla 0<r <1}

Wobec tego funkcja r2 v'™(r) jest funkcja rosnaca w przedziale (o,B), a ponie-
waz z (.2') mamy vw0) s 0 , wiec

rov(r) > 0 dla O<r <

Stad wynika teza.

Lemat 2. Funkcja v"(r) posiada w przedziale (0,b) doktadnie jedno miejsce

zerowe takie, ze

(7) wx(rp < O dla r< %



oraz
(8) vi(r)>0 dla 5<r B .

WBzczegbélnosci mamy
9) v*CO) < 0
Powéd» Z lematu 1 wynika, ze funkcja v*(r) jest funkcjg rosngaca w prze-
dziale (O,R). Z drugiej strony z (2') wynika, ze
V' (0) = vi(H) = 0 .
Z powyzszych wnioskow many teze.
Lemat 3» w'(r) < 0 dla « 0< r <B .

Powéd. Z lematu 2 wynika, ze funkcja v(r) jest funkcjg malejagcga w prze-
dziale (0,~-) i funkcja rosnaca w przedziale (j , B). Stad i z faktu, ze
=VvR) =0 wynika teza.

Zauwazmy jeszcze, ze z lematu 3 wynika, iz funkcja v(r) jest funkcja me
lejaca w przedziale (0,B). Stad i z (4) Tawy
(10) w() > 0.

Lemat 4. q(r) > 0 dla 0§ r < B.

Powéd. Poniewaz
q(r) =- 2 v(r) v“Cr) ,
wije z (4) i lematu 1 mamy
q(r) < 0 dla 0<r <B,
a zatem funkcja q(r) jest funkcjag malejacg w przedziale (0,B). Z drugiej stro-
ny z (2') wnosimy, ze q(B) = 0 . Stad wynika teza.

Lemat 5. Kr) >0 dla 0 « r < »,
. af . ) . S
gdzie h(0) = lim h(r) i granica ta istnieje.
r-ro+

Powéd. Niech 5 oznacza jedyne miejsce zerowe funkcji v*(r). Bozwazymy dwa

przypadKki:
a) O« r~n5
b) N< r< B.
Ad a/. Dla r> 0 teza wynika z okres$lenia funkcji h(r), =z (4), (7) i lematu

3. Ponadto mamy

lim h(r) =- v() v*0) > 0,
r-> 0+

przy czym nieréwnos$¢ wynika z (9) i (10).
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Ad W, Z lematu 4 i z okre$lenia funkcji g(r) dostajemy
[v'(r)]2 - T(r)v"(r) > T(r)T4r).

Stad i z okres$lenia funkcji h(r) mamy
h(r) > v(r)v*(r) - \ T(r)v'or),

astad, oraz z (4), (8) i lematu 3 wynika teza.

Niech teraz
"(*.y) =nOrn)]r = jx2 +y2
Wprowadzimy nastepujgce oznaczenie.
* [5/4 > u] = (grad2u - 2uU}ex® 2 + (grad2u - 2uuyy) » - ~uu~r~Qg,

gdzie n oznaczajg dowolne liczby rzeczywiste. Przy ustalonym punkcie

wyrazenie F jest formg kwadratowg zmiennych * ~

(x,y)

Lemat 6. Forma kwadratowa F~™-7~; u] jest dodatnio okreslona w kazdym puu>-

kcie (x,y) € I™.

Powdd. Bozwazmy macierz danej formy

grad u - 2«an 2uu
U= Xy
- 2uu , grad'u - 2uu
xy
Poniewaz
12
grad u = [vX®*)] Ir = 1N r
I IX +y
Nun.Cx.y) »[T*(r) ¢« Jv'(r)]
Il'r 2
X M
zatem

(gradzm - rtmn”) +(grad2m - 2umyy) = 2h(r)
2+ 2

Stad i z lematu 5 wynika, ze w dowolnym punkcie fx,y) £ Kg

(11) przynajmniej jeden z elementéw gtéwnej przekatni macierzy M jest

Z drugiej strony mamy

det U = g(r) {va'(r>]2- - v(r) V(n)j |r“r2 --------- :
+ y2

Stad, z (4) i lematébw 3 oraz 4 wnioskujety, ze
(12) det M> 0
Z (11) i (12) na podstawie warunku Sylvesteva mamy teze.

Wykazemy teraz nastepujace

dodatni.
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Tffierdzenle Z., Zakladamy, ze obszar D jest kotem kg oraz, ze funkcja

k(x,y) .jest funkc.ia klasy dodatnia i kotowo-symetryczna u kole Kg. Jezeli
istnieje rozwigzanie u(Xx,y) zagadnienia (1), (2) kotowo-symetryczne i takie.
ze

(13) u(x,y) i 0 dla (x,y) £ Kg ,

to funkc.ia u(x,y) .jest .jedyna, z dokladnoscig do state.l multypllkatywneim pierw-
sza funkc.ia wtasna tego zagadnienia.

Dowéd. Niech n(x,y) oznacza funkcje wiasng zagadnienia (1), (2) taka, ze
zachodzi (13), za$ A - warto$¢ wiasng tego zagadnienia odpowiadajgca funkcji wia-
snej u(x,y). Z uwagi na twierdzenie 1 wystarczy pokaza¢, ze
(1% (i"(Ay)2 dx dy~AXjT (2 dx dy dla € n

h h
przy czy» réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
Y>(*Y) = ¢ . u(x,y),
gdzie c¢ jest dowolng statg rzeczywista.
Przyjmijmy, ze ~ (x,y) jest dowolnie ustalong funkcjg z klasy £ . Niech

(15) MEL Ly (x5 6

Stad i z (13) dostajemy, ze funkcja *1(x,y) jest funkcjag klasy C2 w kole
Ponadto many
o) = UL(xY) u(*.y)
Wobec tego
n $=u u+ 2 grad u grad” ,

a wiec

(/1'f)2 =rt]2 (\u)2 + n2(" ~ + 4 (grad u gradn)2 + 2 uAu/l™ +
(19

+ 4 u grad u gradi® + 4 #£fl u grad u grad-",

Z drugiej strony dostajemy

ACIthjAu =440 uf + 2uI£A Mﬂlq *4*|’\ u grad u grad ¢ 2 u/ll ugrad2”®
Stad i z (16) wnosimy, ze

a7 (Af)2 =H2(A1) 2 + 4(grad u gradlj)2 + 4 u grad ugrad -

- 2 udu grad2"[ + N1 ("2n)N u.

Obieramy teraz dowolne £>0. Niech

S-e ={c*yj : [*2+y2< (fi~6)2] }.
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Zatem'z (1?) manmy

Ne f)2 dxdy = it(£)+ i2(e) + i3CE).
KB -t
gdzie
Jo =11 , W dxdy
VS )=2f([2(g™d “ gradtj)2 + 2uz\*t” grad u grade”™- nA« gradd j dxdy,
V e
IJ(E) =~p (~u)A n dxdy.
Catke pozostawiamy bez zmian. Dla obliczenia catki 1n (£) zauwazmy, te

j 2 (grad u gradi])2 + 2 uAfgradu gradl]- uAu gradS] - rfFr*x."y; u) =

= (YY) e WY (X)),

PCy) =»KLx+ 2wy - »»lly *

Ux,y) =vmn2 ¢ 2u u ™y+wumunpi2.

gdzie

Z twierdzenia Greena ( [2] , str.133 ) dostajemy
(fIIx(*y) + «y M ] =" f [P(x,y) coBM"**) + 4Cx,y)cosK,)] dé .
JKB-e

Stad, z (18) oraz z faktu, te

cos(f) ,x) = - i cos(f),y) = - dla (*.¥Y)E 3 Kj_g
mamy
£ 2ffgv-v* JGEA  *r4gey] ds

Catke 1j 'CO obliczymy catkujac dwukrotnie przez czesci (|B], str.136).0trzy-
muj emy
i3(f)= - /°12u(Mu)r *<j + \ (°l2u)r™ u da' + jl'tVv A u dxdy.

3Bft-£ o v v of
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Stad, uwzgledniajac fakt, ze funkcja u(x,y) jest rozwigzaniem réwnania (1),

stajemy
1j(E)= - u)r id + |fy2u)r/lu dd* A ffAtf 2dxdy.
/\KR_g /\_g
Ostatecznie otrzymujemy
(|9) fl (\)2dxdy = w2 + 2 t ['W, my; ulj- dxdy + [ |"~2dxdy +
*B-f "*H-£ KB -£
+ “Ar(B) +-13(€) *
gdzie
31(()~ f~fuCAu) n6’,
3KH-e
J2COS (ty~"r4 " dXx
3KB-£
oraz
J3C6)= lig | (P * fN« ¢ y)
IBe
Zauwazmy, co nastepnie udowodnimy, ze
(20) limJ.(£ )= Ilim Jff)= Ilim 1,(6)= 0.
i-»0+ £-0+ 1 £-%0+ )
Z drugiej strony, poniewaz funkcje k(x,y) i (x,y) sg odpowiednio klasy

i C2 wkole Kg, wiec

(21) lim b * dxdy dxdy
T bRt v
oraz
(22) lim 1~f)2 dxdy = (fAf)2 dxdy.
Kg
z (19, (20), (21) i (22) wnioskujemy, ze istnieje catlca

(A*)* + 2 F[ | x, ~yS ulj- dxdy

oraz, ze

Na<ffdxdy = jj[\2(Au)2 ¢ 2 ?[o]x,~y 5 u]l dxdy *A If ~ 2 dxdy.
Kn Kg Kg

do-»

c*
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Stad i x lematu 6 wynika C'l4), prxy czym

wtedy i tylko wtedy, gdy
N (ny) -Axiky) =\(xy) =0 b (Sy) 6K,

a wiec, gdy 'VjCx.y) = const.
Pozostato do wykazania, ze zachodzi (20); Wtym celu udowodnimy cztery le-

maty (lematy 7 - |0).

Lemat 7. Jezeli funkcja f(x,y) jest funkcjg ciagta w kole oraz, je-

zeli dla dowolnego punktu (Xo'y1)6 i Bp “*vy N» 1(X»Y) * 0, to
(x,y)-Kxo, Yo)

lim (fF(x,y; d<r = 0 .
> e

Powdd. Klech
J& ) =

3KB-€

Wprowadzajac przeksztatcenie x = (B-f)cos 9, y = (B-fc)sin 0 ( 0W O fr 24r),

dostajemy 2TF
J(E£) = (B-£) f f [(B-t) cos O, (B-£) sin B] d O.
o
Obierzmy teraz dowolny ciag (E ) taki, ze 0<E£n<H dla n=1,2,... oraz

lim £ a O». Stosujgc twierdzenie o wartosci Sredniej dla catek otrzymamy

3 (fn) = (B* £n) *(*.)e
gdzie

Pn = [("" cos ©n* fR_ fn) sin en]

oraz 0$ oy.$ 21T dla n=1,2,...

Wystarczy pokaza¢, ze 3 (£ — 0, .a do tego wystarczy dowie$¢, ze f(Pn>-*0.
Dla dowodu niewprost przyjmijmy, ze ciag (£(?n)) nie jest zbiezny do zera.
Wtedy cigg ten posiada podciag (f(Pk )) zbiezny do granicy (skonczonej lub nie) g

r6znej od zera. Z kolei ciag (Pfc ) n jest ciagiem ograniczonym, gdyz jest podcig-
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' giem ciggu ograniczonego (P ). Zatem, stosujgc twierdzenie Bolzano-Weierstras-

sa, dostajemy, ze cigg (14 ) posiada podciag (P~ ) zbiezny i to do punktu Pq
n n

nalezacego do kola Kg. Ale punkt P# jest punktem skupienia ciggu ( Pu),zatem
P £ W Stad i z zalozenia dostajemy, ze f (Pfc)—*0, a to jest niemozliwe,
L 3

gdyz cigag (f(Pfe)) jest podciggiem ciggu (~(P”")) zbieznego do granicy réznej od
zera. " "

Przypominamy teraz, ze funkcja tp(x,y) jest ustalong funkcja z klasy 0]
oraz, ze funkcja It(x,y) jest rozwigzaniem kolowo-symetrycznym zagadnienia (**),
(2), nie zerujagcym sie w kole KB* /

Wprowadzajac wspoétrzedne biegunowe X =r cos 9, y=r sin 9 (06 r * B,

0*0* ZIT) otrzymujemy, ze funkcje

y(r,0) = ~(r cos 9, r sin 9) i v(r) = u(r cos 9, r sin 9)
sa odpowiednio klasy C2 i w prostokacie A = £(r,0): 0< r * R, 07M9*217?")}'
(funkcja v(r) jest rowniez klasy wewnatrz prostokata 4 ) oraz, ze
(23) ip(R,0) =Yr(R<) =0 dla 0* 9* 24T,
(24) V(R) = w(R) =0

i (zob. lemat 2)

(25) vrr(R) i O.
Zauwazmy jeszcze, ze z (23) i z definicji pochodnej wynika, ze
(26) ipO(R,9) = 0 dla 0* 9* 2TT.

Lemat 8. im JEW 0, gdzie (*0,Y0)E3KB.

(x,y)4x.ny)

Dowod. W wspdétrzednych biegunowych punktowi (X ,y ) odpowiada punkt(R.V

gdzie 9 = Arg(x + vy i). Zatem wystarczy dowiedd, ze

(27) lim
(r,9)*0t,9 \ TCr)

V tym celu zauwazmy, ze stosujac twierdzenia Taylora i uwzgledniajac (23) i (24)

VI ©):=v(r9) B = (1-rR)~r (rlno)

v(r) = v(r) - Vv(R) = -](r-R)2 Trr(r2).

dostajemy

oraz

gdzie *v r2€ [r. B
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Stad otrzymujemy

(28) -t ffrill' = 22Crl,8)
vrr(r2)
Ale gdy (rte)_*(R,&0), to (r~"to)-»(R,B) i r~"—R. Stad oraz z (23), (25)

i (28) wynika (27).

Lemat 9* lim -r— J _. )
(xy>»(x y)3r --a ATl = °x  sdzie < 3 KH -

Dowéd. Podobnie jak w dowodzie lematu 8 zauwazmy, ze wystarczy pokazag,iz

(29) lim J_ r~Ar,en.d =0

(rrekk.ej 3r i vér> ]

gdzie eo = Arg (xo + yoi)
Ale

<’ o> fr Y iff ] =722CrT [2T(r'9>Yr(F1*) “W -'f£(r.9 »,(.)]
Rozumujac analogicznie jak w dowodzie lematu 8 stwierdzamy, ze

lim 2r(r,e14,(r,& a Umti Lr.,eLVrCrl _ ©
(r.e)-*"»n v(r) (r,9)-»(fi,00

a stad i z (30) wynika (29).
Niech

Lemat 10. lim H(x,y) = O, gdzie (x ,y )63
(x,y }"o,Yo) 0 0 R

Dowéd. Wprowadzajac wspdéirzedne biegunowe dostajemy

H~(r,ed = H (rcos O, r sin O) =

N3 (V2 vr Vr2 +Y 2 vB -2VVRYVr - \  v2 vrV&

Podobnie jak w dowodach lematéw 8 i 9 stwierdzamy, ze
lim  YLYE = niwn V2R3 - gim MMYE - im w2 -0

(r»)*(AB) (r.«4r,H v _( ro,ov (roKr
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a stad wynika, ze

lim H (r,0) =0 (o* = (*0 + y0i))
(rreMBfeo/
co nalezato dowies¢.
Ostatecznie z okres$lenia (15) funkcji ~(x.y) oraz.z lematbw 7 i 8 ma-
my J1(8)~»0. Podobnie z lematéw 7 V 9 wnosimy, ze 37(?) -»-0, a z lematéow 7

i 10 wynika, ze IN(F) 0. Tak wije twierdzenie 2 zostato udowodnione.

«
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PEACE CYTOWANE

I/I Y. yCupau-T. Z, Yun-bcl&Hyn. — Mernoa”i MuTeMa-"Tureckol ¢ u-
<0 AMKM Moachb-n. - TeHNH zl>aiu,/3l+-t
W M.Krzyzanski, libwnania rézniczkowe czastkowe rzedu drugiego, cz.l;1957.
SOMMABY

On a property of the first eigenfunction of the equation of the inhomogeneous pla-

te.

Let Kg != (fx.y) : (x2 + y2) < B2)} (0< B< + «m*).

3
We assume that the function u(x,y) is a solution of class C in the set

Kg and it is, of class C in Kuy of the problems
/117 44u(x,y) =Nk(x,y) u(x,y) for (x,y) 6
121 u(x,y) = 0 for (x,y)63kB ,

where the function K (x,y) is positif and of class Cl1 in the set Kg. We assu-

me that K(x,y) = Kkj(r) (r _ aAolTT

We prove the theorem:
JIf it exist a solution wufx,y) of the problems /1/./2/ such that u(x,y)» 0

for (x,y)£ k_ and u(x,y) = u.(r) | _ ~ then the function u(x,y)is

r" Ww + yL
the only J/up tu a multiplicatif constant/ first eigenfunction of the problem*
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Pestome

O HEeKOTOpPOM CBOWCTBE MNEPBOM COOGCTBEHHOU (YHKUMN
ypaBHEHUA HEOAHOPOAHOMN MNAaCTUHKMU

Nycte K, = {(*.?) : CX*t R1)} (0<K<+c~=)"'

MpegnonaraeTcs, UTO (QYHKUUS K ABNAeTcsA pelleHveM knacca C 3
B o6nactm Kp, un knacca CI1 B o6nactm Ku crnegylolleii kKpaeBoii 3a-

fauu:

111 AAb,(*,4)= JIK Cx.p~pansa (K,<pE€K*,
V14 nxy* -0 " (xu) EXKG

HIC oYHKU/A K ABNAETCA MONOXKUTENbHOW W knacca C B o6nactu KJI.

Mpegnonaraetcs Tokeuto k(S”™)=

JjBTop poKasbiBaeT CrefyloLylo Teopemy:
,CNn cyuiecTByeT peweHve U, C*4) kpaeBoir 3agaun /{/,/2/

“2Goan KBGM  wry- Mol )

TO MyHKUWSA (/miy) ABnsieTcs eAMHCTBEHHOW / C TOYHOCTBIO K MYNbTU-
NIVKaTUBHOM MOCTOSAHHO/ NepBO COGCTBEHHOW (yHKUWEH 3ToW 3agadun.



