
S ta n is ła w  Y ołodiko

0 PEWNEJ WŁASNOŚCI PIEBWSZEJ FUNKCJI WŁASNEJ BÓtfNANIA PŁYW NIEJEDNORODNEJ

Wstęp. Zakładamy, ta  D j e s t  obszarem ograniczonym w p ła szczy źn ie  ( x ,y ) ,  o
1 1 

brzegu dD k la sy  C o ra z , że K ( x ,y )  j e s t  fu n k cją  dodatnią i  k la sy  C w dom

k n ię ciu  D obszaru D. Wiadomo z t e o r i i  w ariacyjn ej C o u ran ta -H ilb erta  ( [l] ,  t . I ,  

s t r .3 8 8 ) ,  te  rozw iązanie u (x ,y )  zagadnienia

4 u ( x ,y )  + A k ( x ,y )  u (x ,y )  = 0 d la  (x ,y )  6  » ,

u (x ,y )  = O <Ua О .У )  6  Ъ D ,

n ie  zeru jące  s ię  wewnątrz obszaru D j e s t  jed y n ą , z dokładnością  do s t a ł e j  m ulty- 

p lik a ty w n ej, pierw szą fu n k cją  własną tego  zagadn ien ia .

W t e j  pracy wykażemy, że a n alo giczn ą  własność posiada pierw sza funkcja własna 

zagadn ien ia p ły ty  niejednorodnej w przypadku, gdy funkcja k ( x ,y )  j e s t  funkcją 

kołow o-sym etryczną (tw ie rd z en ie  2 ) .  Praca sk ład a  s ię  z dwóch c z ę ś c i .  W § 1 podamy 

d e f in ic je  1 tw ierd zen ia , w k tórych  skorzystam y w dalszym c ią g u . W § 2 przeprowadzi

my dowód wyżej zapowiedzianego tw ie rd z e n ia .

§ 1 .  Przyjmujemy poczynione we w stępie za ło że n ia  dotyczące zbioru D i  funk-
О m

c j i  A ( x ,y } .  N iech u (x ,y )  będzie rozwiązaniem k la sy  CJ  w obszarze D i  k ła - 
4

sy C w obszarze D zagadn ien ia

Cl) Л Д ч ( х .У )  = Л к ( х ,у )  u (x ,y )  d la  ( x ,y ) €  D ,

(2 )  u (x ,y )  = S M M )  = 0  d la  ( x ,y ) e  Э D ,
o n

gd zie  n oznacza normalną wewnętrzną do brzegu Э  D. W dalszym  ciągu  przez Л  ̂

będziemy oznaczać pierw szą wartość własną zagadnienia ( 1 ) ,  (2 )  oraz przez u ^ x .y )  

-  pierw szą fu n kcję  własną teg o  zagadn ien ia .

N iech J  oznacza k la sę  fu n k c ji  o n astępujących  w łasnościach:

1 . f ( x .y )  /  0 d la  (x ,y )  6  D ,

2 . f  С*,У) 6  C2 d la  (x ,y )  £  D ,

3 .  f ( x , y j  = 2X & J L L = 0  d la  ( х . у ) б Э О .

W dalszym c ią g u  skorzystam y z następu jącego  tw ierd zen ia .
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Twierdzenle 1 .  Pierw sza fu n kcja  własna u ^ x .y )  zagadnienia ( 1 ) ,  (2 )  j e s t  

fu n k cją , d la  k tó re j funkcjon ał

*[?]
j f (A ffd x d y

jif kf?  dxdy

o siąga  minimum w k la s ie  f u n k c ji  $  ,  zaś pierw sza w artość własna s  F [ u J  ,

■ iech  Kj =  { (x ,jr )  : (x 2 + y 2 <  B2 ) }  ( 0  <  В <  + о в )  .

Funkcję f ( x ,y )  nazywamy fu n k cją  kołow o-sym etryczną w k o le  K^, j e ż e l i  

f("x ,y ) = f . ( r )  d la  ( x ,y )  £ K_
[~2 ŚT"

gdzie  r  = у x + у .
4

Zauważmy je s z c z e , że j e ż e l i  fu n k cja  t ( x , j )  k la sy  C w k o le  j e s t  fun

k c ją  kołow o-sym etryczną, to  t

(3) A A  f ( x ,y )  - J M ł  [ r  f J M ] ' } ' } ' ,  r  = g ~ 7

d la  ( x , j )  £  K jN -fC O .O )! , p r z y c z y n  X '  ( r )  = 1  f1 ,̂ ) .
• dr

§ 2 .  Rozważamy te r a z  zagadn ien ie ( i ) ,  ( 2 )  w przypadku, gdy В = I g  oraz

k (x ,y )  o k1 ( r ; j r  _  £ d la  ( x . y j e l g .  Wtedy, z uwagi na C i ) ,  każde roz

w iązanie kołow o-sym et$yc£ni u (x ,y )  zagadn ien ia  ( 1 ) ,  ( 2 )  j e s t  rozwiązaniem zaga

dnienia •

С Ю  i f r j i  [ r  r ' ( r ) ] ' } ' j  = Я  B1( r )  ▼ (p ) d la  0 <  r  <  В ,

( 2  j  t (R) = w '(0 )  = v*(R) = w” 'C o ;  = 0 ,

gdzie  w*(0  ) = l i n  x \ v )  i  ▼’ ’ * C o ) = lim  w• • » ( » ) .
r -* 0 +  r-MM-

Przyjmijmy te r a z , żo fu n kcja  v ( r ) j e s t  rozwiązaniem zagadn ien ia ( l ) ,  (2*)

takim , że v (r ) i  0 d la  0 < r  < fl. N ie zm n ie jsza ją c  o g ó ln o śc i rozważań możemy 

z a ło ży ć , żo

(4 )  v (r )  > 0  d la  0 <  r  < B  .

Wprowadzimy n astęp u jące ozn aczen ia .

T jC r) = r  v ' ( r ) .

v2Cr) =7  v̂ Cr) = v4r) + i  v'(r).

v3 (r )  = r  v ^ (r )  = r  v "C r) + y ' ( r > -  7  v ' Cr) .

\ ( r ) = 7  т з (г ) = v'"'(r) + §  v*'Cr) -  \  v"(r) + ^5  v 'C r ) .  

ł ( r )  = [ v ' ( r ) f  -  2 vCr) T " ( r ) .

4
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h ( r )  = [ t '(p)]2 -  ▼ ( »  ▼ »  -  7  ▼(* •)  ▼O O  •

Wobec te g o  równanie ( V )  możemy zap isa ć  w p o sta c i 

( ! '* )  v4( r )  = Л  k j ( r ) T ( r )  .

Wykażemy te ra z  k i lk a  w łasn ości f u n k c ji  v (r ) (lem aty  1 -  6 ) ,  

tema t  1 .  v* * ’ ( r ) >  0 d la  0 <  r  <  2 .

Powód.  Z ( 4 )  i  ( l * * )  dostajem y

(5 )  V ą O ) > 0  d la  0 <  r  <  В ,

•  Więc

( 6)  f u n k c j a  w j ( r )  j e s t  f u n k c j ą  r o s n ą c ą  w p r z e d z i a l e  ( 0 , B ) .

Zauważmy j e s z c z e ,  ż e  l im  w , ( r )  = 0 .  S t ą d  i  z  ( 6 ) mamy v , ( r )  > 0  a  z a te m  
r - » 0* } }

r  w3( r )  = [ r 2 w ' ( r )  -  r  d l a  0 <  r  < B  .
A

S t ą d  w y n ik a , ż e  f u n k c j a  r  w " ( r )  i  r  v '( r )  j e s t  f u n k c j ą  r o s n ą c ą  w p r z ę d z  l a l e  ( 0, 8 '

a  p o n ie w a ż  l im  [ r  w“ ( r )  -  r w 't r j j  s  0,  w ię c  
r - » 0+

c z y l i

r 2 T*Crt -  Г  T ( r )  >  0 ,

\  w“ ( r )  +  w‘( r )  < 0  d l a  0  <  r  <  В  .

S t a d .  z  o k r e ś l e n i a  f u n k c j i  v ^ ( r )  o r a z  z  ( 5 )  w n io sk u je m y , że

a  z a te m

c z y l i

w "" ( r )  + |  т " ( г )  >

г  w " " ( r )  + 2 r  v“ ( r )  >  0 ,

[ r 2 w " ' ( r ) ] '>  0

d l a  0  <  r  <  В  ,

b
. v

d l a  0  <  r  <  В  .

Wobec teg o  fu n k cja  r2 v '" ( r )  j e s t  fu n k cją  rosnącą w p rze d z ia le  ( o ,B ) ,  a ponie

waż z  (.2 ') mamy v w(0 ) s  0 ,  w ięc

г  v " ( r )  >  0 d l a  0 < r  <

Stąd  w y n ik a  te z a .

Lemat 2 .  Funkcja v"(r) posiada w p rzed z ia le  ( 0 , b ) dokładnie jedno m iejsce 

zerowe t a k ie , że

( 7 )  w*(_r) <  0 d l a  r <  *5
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oraz

(8 ) v ‘ ( r ) > 0  d la  5 < г  В .

W в zcz e g ó ln o ści mamy

(9 )  v * СО) <  0 .

Powód» Z lematu 1 wynika, że fu n k cja  v*(r) j e s t  fu n k cją  rosnącą w prze

d z ia le  ( 0 ,R ) .  Z d ru gie j stro n y  z ( 2 ')  wynika, że 

V' (0 )  = v '(H )  = 0 .

Z powyższych wniosków mamy te z ę .

Lema.t 3» w'(r) <  0 d la  • 0 <  r  <  В .

Powód.  Z lematu 2 wynika, że fu n k cja  v ( r )  j e s t  fu n k cją  m alejącą w prze

d z ia le  (0 ,^ - )  i  fu n k c ją  rosnącą w p rze d z ia le  ( j  ,  B ) .  S tą d  i  z fa k tu , że v'(0) =

= v'(R) = 0 wynika te z a .

Zauważmy je s z c z e , że z lem atu 3 wynika, i ż  fu n k cja  v ( r ) j e s t  fu n k cją  ma

le ją c ą  w p rzed zia le  ( 0 ,B ) .  S tą d  i  z ( 4 )  тащу 

(Ю ) w(0) >  0 .

Lemat 4 .  q (r )  >  0 d la  0 ś  r  <  В .

Powód. Ponieważ

q (r )  = -  2 v ( r )  v “  Cr) ,  

w ije  z (4 )  i  lematu 1 mamy

q (r ) <  0 d la  0 <  r  <  В ,

a zatem fu n kcja  q (r )  j e s t  fu n k cją  m alejącą w p rze d z ia le  ( 0 , B ) .  Z d ru giej s tr o 

ny z (2 ‘ ) wnosimy, że q(B) = 0 .  S tą d  wynika t e z a .

Lemat 5 .  K r )  > 0  d la  0 «  r  <  »  ,

df
gdzie h(0) =  lim  h (r ) i  gran ica  ta  i s t n i e j e .  

r -rO +

Powód. Niech 5  oznacza jedyne m ie jsce  zerowe fu n k c ji  v * ( r ) .  Bozważymy dwa 

przypadki:

a ) 0 «  r  ^  5

b) ^  <  r  <  В .

Ad a / .  Dla r >  0 te z a  wynika z o k re ś le n ia  fu n k c ji  h ( r ) ,  z ( 4 ) ,  ( 7 )  i  lematu 

3 . Ponadto mamy

lim  h (r )  = -  v(0_) v * (0 )  >  0 , 
r ->  0+

przy czym nierówność wynika z ( 9 )  i  ( 1 0 ) .
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Ad W ,  Z lematu 4  i  z o k re ś le n ia  fu n k c ji  g ( r )  dostajemy 

[▼ '(r)]2 -  т ( г ) v " (r )  >  т ( г ) т Ч г ) .

S tą d  i  z o k re ś le n ia  fu n k c ji  h (r )  mamy

h(r) >  v (r )v * (r )  -  \  T(r)v'Or),

a s t ą d ,  oraz z ( 4 ) ,  ( 8 )  i  lem atu 3 wynika te z a .

N iech tera z

" ( * .y )  = П г ) | г  = j x2 + y2 .

Wprowadzimy n astęp u jące  ozn aczen ie .

*  [ 5 / 4  > u]  = (g ra d 2 u -  2uU}cx^  2 + (grad2u -  2uuyy)  ^  -  ^ u u ^  ^  Oj ,

gd zie  ^  ozn aczają  dowolne lic z b y  r z e c z y w is te . Przy ustalonym punkcie ( x , y )  

w yrażenie F j  e s t  formą kwadratową zmiennych ^  ^ .

Lema t 6 .  Forma kwadratowa F ^ - ^ ;  u ] j e s t  dodatnio określon a w każdym рш>- 

k c ie  ( x ,y )  €  l ^ .

Powód.  Bozważmy m acierz danej formy

U =
grad u -  2«аи  , 2uu

_xy
-  2uu

Ponieważ

xy

1 2

,  grad 'u  -  2uu
УУ

grad u = [vX*)]  I г  = П  Г  
I !x + у

Л и .С х .у )  » [ т * ( г )  ♦  J v ' ( r ) ]

zatem
= Гг  2 

|х М
2 2

(g ra d  и -  г и и ^ ) + (g ra d  и -  2ииуу) = 2h(r)
2 + 2

S tą d  i  z lematu 5 wynika, że w dowolnym punkcie f x ,y )  £ Kg

(1 1 ) przynajm niej jeden  z elementów głównej przekątn i m acierzy M j e s t  dod atn i. 

Z d ru g ie j stron y mamy

d et U = g ( r )  {  fv '(r )]2 -  ~  v (r )  V ( r ) j  ---------------  .

L |r “ f*2 + y2

S tą d , z ( 4 )  i  lematów 3 oraz 4  wnioskuj e ty , że

(1 2 ) d e t M >  0 .

Z (1 1 ) i  (12) na podstaw ie warunku S y lv e ste v a  mamy te z ę .

Wykażemy te ra z  n astęp u jące
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Tffierdzenle Z.,  Zakładamy, że obszar D j e s t  kołem kg o ra z , że fu n kcją  

k (x ,y )  .je s t  funkc.ia k la sy  dodatnia i  kołow o-sym etryczna u k o le  K g. J e ż e l i

i s t n ie je  rozw iązanie u (x ,y )  zagadnienia ( 1 ) ,  ( 2 )  kołow o-sym etryczne i  ta k ie . 

że

( 13)  u (x ,y )  i  0 d la  (x ,y )  £  Kg ,

to  funkc.ia u (x ,y )  .je s t  .jedyna, z dokładnością  do stałe .1 m ultypllkatyw nei ■ pierw

sza  funkc.ia własna tego zagadn ien ia .

Dowód.  Niech n (x ,y )  oznacza fu n k cję  własną zagadnienia ( l ) ,  ( 2 )  ta k ą , że 

zachodzi (1 3 ) , zaś A  -  w artość własną tego zagadn ien ia  odpow iadającą fu n k c ji  wła

sn ej u ( x ,y ) .  Z uwagi na tw ierd zen ie  1 w ystarczy pokazać, że

(14) ( j ^ ( A y ) 2 dx d y ^ X j T  (s.»p2 dx dy d la  €  ^

h  h

przy czy »  równość zachodzi wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy

Ч>(*.У) = c .  u ( x ,y ) ,

gdzie c j e s t  dowolną s t a ł ą  rz e c z y w is tą .

Przyjm ijm y, że ^  ( x ,y )  j e s t  dowolnie u sta lo n ą  fu n k cją  z k la sy  £  .  N iech

(15) ry. (x  „ jЛ  , y ' u (x ,y ) ( * . У )  6  •

Stą d  i  z ( 13) dostajem y, że fu n k cja  * 1 (x ,y )  j e s t  fu n k cją  k la sy  C2 w kole  

Ponadto mamy

' f  ( * . У )  = ' ’[ ( х . У )  u ( * .y )  .

Wobec tego

Л  <j> = u u + 2 grad u g r a d ^  ,

a więc

( / I ' f ) 2 =rt|2 ( / \ u ) 2 + и2( й ^  + 4 (grad u gradn) 2 +  2 u ^ ń u / l ^  +

(1C)
+  4  u grad u gradi^ +  4 ł£fl u grad u g r a d -^ ,

Z d ru g ie j stron y dostajem y

AC'tf ujA u = 4|ДЛ u f + 2ul£ А  и Л ' Ч  * 4 *| ^  u grad u grad ♦  2 u Д  u grad2^  . 

S tą d  i  z (1 6 )  wnosimy, że

(1 7 ) ( A f ) 2 = H2(A l ) 2 + 4 (grad u gradIj)2 + 4 u grad u g r a d -

-  2 u 4 u  grad2 " [  + Л ( ^ 2и ) Л  u .

Obieramy te ra z  dowolne £ > 0 .  N iech

S -e  = {c*.yj : [*2 + y2 < (fi~6)2] } .
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Zatem 'z ( I ? )  mamy

№  f ) 2 dxdy = i t ( £ ) + i 2 ( e )  + i 3 C £ ) .  

KB - t

gd zie

. / o  = / J  , W dxdy ,

V S  ) = 2 f (  [2 ( g ™ d “  gradłj)2 + 2uZ\*t^ grad u grade^- n A «  grad‘d  j dxdy,

V e

I j ( £ )  = ^ p ( ^ u ) A n  dxdy.

Całkę pozostawiamy bez zmian. D la o b lic z e n ia  c a łk i  1^ ( £ )  zauważmy, te

j 2 (grad u g r a d i| )2 + 2 u A1̂  gradu g r a d l| - u A u  grad S| -  г Г ^ х . ^ у ;  u") =

= **  ( * ,У )  ♦  ЧУ ( x ,y ) ,

gd zie

P(*.y) = »ux1|x ♦  2uuy1̂ y  - » » Л у  '

Ч (х ,у ) = и и Д 2 ♦  2 u u ^ y +  и и Д 2 .

Z tw ierdzenia  Greena (  [2]  ,  s t r .1 3 3  ) dostajemy

( f | } x (* ,y )  +  « y M ]  = "  f  [ P( x ,y ) с о в ^ * * )  + 4 C x , y ) c o s K , ) ]  dó' .

Экв - е

S tą d , z (1 8 ) oraz z fa k tu , te

cos (f) ,x )  = -  i  co s (f) , y )  = -  d la  ( * .У ) €  Э  K j_ g

mamy

x2 £ =2 ffp [v-v* J todE + A * *+ q • yJ d6<-
* K -£

Całkę I j  ' C O  obliczym y c a łk u ją c  dwukrotnie przez c z ę ś c i  (| в | , s t r .  136) . Otrzy

muj emy

i 3 ( f ) =  -  / ° l 2 u ( ^ u )r  * < j  + \ ( ° l 2u ) r ^ u da‘ + j J ' t V A  u dxdy.

3B ft-£
9 V V f
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S tą d , uw zględniając f a k t ,  że fu n kcja  u (x ,y )  j e s t  rozwiązaniem równania ( 1 ) ,  do-»

stajem y

I j ( £ ) =  -  u )r  i d  + | fy 2u )r / lu  d d *  A  f f ^ t f  2dxdy.

^ KR -g  ^ - g

O sta te cz n ie  otrzymujemy

(l9) f|(/\1f)2dxdy = u )2 + 2 t  ["W, Л?у ; u] j- dxdy + Д | " ^ 2dxdy +

* B -f  '* H -£  KB -£

+ “ ^ г ( В )  + - J 3 ( € )  *
gdzie

31( ( ) ~  f ^ f u C A u )  й б ',
Экн -е

J2 C0S ( t y ^ r 4 " dC5<
3KB -£

oraz

J 3C6)= l i g  | ( P *  fN « • у )

зкв- e
Zauważmy, co n astępn ie udowodnimy, że

(2 0 ) lim  J . ( £  )=  lim  J f f ) =  lim  1 ,( 6 ) =  0 .
i-»0+ £ - 0 +  г  £-*0+ J

Z d ru gie j s tro n y , ponieważ fu n k cje  k (x ,y )  i  (x ,y )  są  odpowiednio k la sy  C* 

i  C2 w kole  K g , więc

(2 1 ) lim  b *  dxdy dxdy
^  V V

bR-£

oraz

(22) lim  J ^ f ) 2 dxdy = (fAf)2 dxdy.

Kg

Z ( 19) ,  ( 20) ,  ( 21)  i  (2 2 )  wnioskujemy, że i s t n ie je  całlca 

( A * ) *  + 2 F [  | x , ^ yS u ] j- dxdy

o ra z , że

^(4<ffdxdy = j j [ \ 2 ( A u ) 2 ♦ 2 ? [о | х , ^ у 5 u] J  dxdy *A  I f  ^ 2 dxdy.
Kn Kg Kg
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Stą d  i  x lematu 6 wynika C 'l4 ) , ргху czym

wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy

Д^ ( х , у )  -^x(x.y) = \ ( x.y) =0 «11» (*.y) 6 К д  ,

a w ięc, gdy 'V jCx.y) = c o n s t .

P ozo sta ło  do w ykazania, że zachodzi ( 2 0 ) ;  W tym c e lu  udowodnimy cztery  le 

maty (lem aty 7 -  lo).

Lemat 7 . J e ż e l i  fu n kcja  f ( x , y )  j e s t  fu n k cją  c ią g łą  w kole  oraz, j e -

ż e l i  d la  dowolnego punktu (x  ,y
0 1,)6  й  Bp “ “ “ У И »  1 (Х»У) *  0 , to 

(х ,у ) -К х о , Уо)

lim  (, f ( x , y ;  d<^ = 0 .

Ł> ! i - e

Powód. K lech

J & )  =

эк в -е

Wprowadzając p rz e k sz ta łce n ie  x  = ( B - f ) c o s  9,, у = (B -fc )s in  0 ( 0 й  0 -fr 2ЧГ), 

dostajem y 2Tf

J ( £ )  = ( B -£ )  f  f  [ ( B - t )  cos 0 , ( B - £ )  s in  в ]  d 0 . 

o

Obierzm y te ra z  dow olny c ią g  ( £  ) t a k i ,  że 0 < £ n <. H d la  n = 1 , 2 , . . .  o raz 

l im  £ a 0». S to s u ją c  tw ie rd z e n ie  o w a r to ś c i ś re d n ie j d la  c a łe k  otrzymamy

3  ( f n )  = ( B“  £ n)  * ( * . ) •

g d z ie

Pn = [ ( “ "  cos ©n* f R_ f n) s in  en ]

o ra z  0 $  0ц .$ 2 Т Г  d la  n = 1 , 2 , . . .  .

W ysta rczy pokazać, że 3 (£  —> 0, . a do tego  w y s ta rc z y  dow ieść, że f ( P n>-*0.

D la  dowodu n ie w p ro s t p rz y jm ijm y , że c ią g  ( £ ( ? п ) )  n ie  j e s t  zb ie żn y  do z e ra . 

Wtedy c ią g  te n  po s ia da  p o d c ią g  ( f ( P k  ) )  z b ie ż n y  do g ra n ic y  (skoń czo n e j lu b  n ie )  q 

ró ż n e j od z e ra .  Z k o le i  c ią g  (P fc )  n j e s t  c ią g ie m  ogran iczonym , gdyż je s t  p o d c ią -
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' giem ciągu  ograniczonego ( P  ) .  Zatem, s to su ją c  tw ierdzenie B o lza n o -W eierstra s-

sa , dostajem y, że c ią g  (14 ) posiada podciąg (  P^ ) zbieżny i  to  do punktu Pq 
-  n n

należącego do kola  K g . A le  punkt P# j e s t  punktem skupienia  c ią g u  ( Рц) , zatem 

P £  й Stąd  i  z z a ło żen ia  dostajem y, że f  ( P fc ) —*-0, a  to  j e s t  niem ożliw e,
Ił

gdyż c ią g  ( f ( P fe ) )  j e s t  podciągiem  ciągu  ( ^ ( P ^ ) )  zbieżnego do gran icy  różnej od 
n n

zera .

Przypominamy te r a z , że fu n k cja  tp (x ,y )  j e s t  u sta lon ą  fu n k cją  z k la sy  Ф 

oraz, że funkcja  l t ( x , y )  j e s t  rozwiązaniem kołowo-symetrycznym zagadn ien ia (•*), 

( 2 ) ,  n ie zerującym s ię  w k o le  K B* /

Wprowadzając współrzędne biegunowe x  = r  cos 9, у = r  s in  9 ( 0  6  r  *  B ,

0 * 0 *  ZlT) otrzymujemy, że fu n kcje

y ( r , 0 )  = ^ ( r  cos 9 , r  s in  9 )  i  v (r ) = u (r  cos 9 , r  s in  9) 

są odpowiednio k la sy  C2 i  w p ro sto k ą c ie  Д  = £ ( r , 0 ) :  0 <  r  *  R , 0 ^ 9 * 2 1 ? ')} '

(fu n k c ja  v (r )  j e s t  również k la sy  wewnątrz p ro sto k ąta  4  )  o raz, że

(23) ip ( R ,0 )  = Y r (R .<>) = 0 d la  0 *  9 *  2*JT,

(24) v (R ) = wr (R )  = 0 

i  (z o b . lemat 2 )

(2 5 ) vr r (R ) i  0 .

Zauważmy je s z c z e , że z ( 23)  i  z d e f i n i c j i  pochodnej wynika, że

(2 6 )

Lemat 8 . lim

ip0 (R ,9 )  = 0

J Ł W
( x , y ) 4 x . ^ y)

d la  0 *  9 *  2ТГ .

0 , gdzie  ( * 0 ,У 0)£ Э К В .

Dowód. W współrzędnych biegunowych punktowi ( x , y  ) odpowiada punkt(R. V  

gdzie 9 = A rg(x  + у i ) .  Zatem w ystarczy dowieóó, że

(2 7) lim
(r ,9 )* 0 t ,9  \ T Cr )

V tym ce lu  zauważmy, że s to s u ją c  tw ierdzen ia  Taylora i  uw zględniając ( 23) i  (2 4 )  

dostajemy

y(r.e) = Y ( r , 9 )  -<f(H,e) = ( I - R ) ^ r  ( r 1#9)

oraz

v (r ) = v (r ) -  v (R ) = -| (r -R ) 2 Tr r (r 2 ) .

* v  г 2 €  [r .  B]  •gdzie
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S tąd  o trzym ujem y

(2 8 ) - t f f r i l l '  = 2 ^ C r l , 8 )
vr r ( r 2 )

A le  gdy ( r t e )_ * (R ,& o) , to  (r^ t 0)-»(R, в )  i  r^—* R .  S tąd  oraz z ( 2 3 ) ,  (25)

i  (2 8 ) wynika ( 27) .

Lemat 9* lim  - r —
(x,y>»(x ,y  )3 r . - а д Г J = °* SdZie < 3  KH •

Dowód. Podobnie ja k  w dowodzie lem atu  8 zauważmy, że w y s ta rc z y  p o k a z a ć ,iż

(2 9 ) lim J _  r ^ r „ e . ) . l  =  0
L v (r > J( r . e K K . e j 3r I v<r>

gd zie  eo = Arg (x o + yo i )  .  

A le

<’ °> f r У  i f f  ]  = ^2СгТ  [ 2 Т ( г ' 9> У г ( Г1*) “ W  - ' f £ ( r . 9) » , ( . ) ]

Rozumując a n a lo g icz n ie  ja k  w dowodzie lem atu 8 stwierdzamy, że

lim .2.Г(г, в.1 Д ,(г , &) a Umt i Lr. , eLVr.Cr l _  o
( r .e ) - * ^ ,» ^  v ( r )  (r ,9 ) -» (f i ,0 o)

a s tą d  i  z (30) wynika ( 29) .

N iech

Lemat 1 0 . l im  H (x ,y )  = O, g d z ie  (x  , y  ) 6 Э  .
( х , у } ^ о , Уо) 0 0 R

Dowód. Wprowadzając w spó łrzędne  biegunowe dosta jem y 

H ^ ( r ,e J  = H ( rc o s  O, r  s in  O) =

-  ^3 ( v 2 vr Vr 2 + Y 2 vr3 - 2 v v R Y V r - \  v2 vr V &2

Podobnie ja k  w dowodach lematów 8 i  9 stwierdzamy, że 

V r V r  ,  • V 2vP3 vr V V r  . .  v 4̂ 2r r = lira - i - .—£— = l i m ------—,r—  = lim  r  I <l im  JUL.1 S. = l im  - i— LE— = l im  " * .. '-J  ł  = l im  ' г  У  o = 0
(г.»)*(А,в) ( r , « 4 r , H  v J  ( r , v  ( r . O K r , ^



-15*ł -

a s tą d  wynika, że

lim  H ( r ,0 )  = O
(r ,e M B f eoV

(• *  = ( * 0 + y0 i ) )

co n ależało  dow ieść.

O sta teczn ie  z o k reślen ia  (1 5) fu n k c ji  ^ ( x . y )  oraz. z lematów 7 i  8 ma

my J 1 (8 )~ » 0 . Podobnie z lematów 7 V 9 wnosimy, że 3^(?) -»-0, a z lematów 7 

i  10 wynika, że J ^ ( f )  0 . Tak w ije  tw ierdzenie 2 z o s ta ło  udowodnione.

«
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PEACE CYTOWANE

У. У С и р а н - т .  Z ,  У и л -ь с Г & н у п . — M e ^ n o a ^ i  М и т е М а - ^ т и г е с к о Л  ф и -  
<0 ^ и к м , М о а с б - л .  -  Л е н и н  z /> a iu  , /3 ч -t

M .K rzyżań ski, liównania różniczkowe cząstkowe rzędu d ru g ie g o , c z . I ; 1957.

SOMMABY

On a property o f the f i r s t  e igen fu n ctio n  o f the equation o f  the inhomogeneous p la 

t e .

L e t Kg !=  ( f x .y )  : ( x 2 + у2) <  В2 ) }  ( 0 <  B <  + «■*).
3

We assume th a t the fu n ctio n  u (x ,y )  i s  a so lu tio n  o f  c la s s  C in the s e t  

Kg and i t  i s ,  o f  c la s s  C in Кц o f  th e problems

/ 1 /  4 4 u ( x ,y )  = Л к (х ,у )  u (x ,y )  fo r  (x ,y )  6  .

/ 2 /  u (x ,y )  = 0 fo r  (х ,у ) б Э к в ,

where th e fu n ctio n  K ( x ,y )  i s  p o s i t i f  and o f  c la s s  C1 in  the s e t  Kg. We assu

me th a t K ( x , y )  = k j  (r )  ( r  _  д Г Т Т

We prove the theorem:

. I f  i t  e x is t  a s o lu tio n  u fx ,y ) o f  th e problems / 1 / . / 2 /  such th a t u (x ,y )^  0

fo r  ( x ,y ) £  k_ and u (x ,y )  = u . (r )  | _  ~  then th e fu n ctio n  u ( x ,y ) i s
r "  Vx + yL

the only /u p  tu  a m u lt ip l ic a t i f  c o n s ta n t/ f i r s t  e igen fu n ctio n  o f  th e problem*

ч
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Резюме

О некотором свойстве первой собственной функции 
уравнения неоднородной пластинки

Пусть К„ =  { ( * .? )  : СХ*+ R1) }  ( 0 < К < + с ~ = ) '

Предполагается, что функция к  является решением класса С 3 

в области Кр, и класса С 11 в области Кц следующей краевой за 
дачи:

/ 1 /  ААь,(*,Ч)= Л К  С х .р ^ р д д я  ( к , < р € К * ,

/2/ и.(х,Ч)* -0 " (х,ч) € ЭК«}
Э м 4 г

НДС ФУНКЦИЯ К
Предполагается

является положительной и класса 

токе,что k ( S ^ ) =  .

С в области К Л .

.jBTop доказывает следующую теорему:
-  ,сли существует решение U, С*,4 ) краевой задачи / { / , / 2 /

такое что ,  .а(*,<]) фо для (х̂)еКц и цл* )̂ - MO|r - )
то пункция (/■i Ч) является единственной /  с точностью к мульти
пликативной постоянной/ первой собственной функцией этой задачи.


