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1 .  W stęp . W p ra ca ch  [ l ]  1 [2 ] podałem w s z y s tk ie  c i ą g ł e  rozw ią

z a n ia  u o g ó ln io n e g o  rów nania E u le r a

g d z ie  F ( x ,y )  J e s t  fu n k c ją  daną, a  <f4x) J e s t  fu n k c ją  szu kan ą. W pra

c y  П ]  «mówiony z o s t a ł  p rzy p a d ek , gd y  F ( x ,y )  j e s t  fu n k c ją  s iln ie  rosn ą

c ą  ze w zględu na p ie rw sz ą  zm ienną i  w t e j  p ra c y  podane z o s t a ł y  tw ie rd ze 

n ia  d o ty c z ą c e  rozw iązań  m onotonioznyoh rów nania f i ) ,  a  w s z c z e g ó ln o ś c i  

warunki k o n ieczn e  1 d o s ta te c z n e  na t o ,  b y  każde c i ą g ł e  ro zw ią za n ie  rów

n a n ia  [ i ]  b y ło  m on o fo n iczn e . W t e j  p ra c y  p rze z  fu n k c ję  m onofoniczną bę

dziem y rozum ieć fu n k c ję  s ła b o  m on o fo n iczn ą . P rz y p a d e k ,g d y  fu n k o ja  f ’( x ,y )  

j e s t  s i l n i e  m a le ją e a  ze w zględu n a  p ie rw sz ą  zmienną b y ł tematem p r a c y [2]. 

N ie  z o s t a ł y  tam je d n a k  podane tw ie r d z e n ia  d o ty c z ą c e  rozw iązań  m onotoni

oznyoh , a n i te z  Żadne w arunki k ie d y  jedynym i rozw iązan iam i c ią g ły m i rów

n a n ia  (1 )  s ą  fu n k c je  s t a ł e .  U z u p e łn ie n ie  ty ch  braków J e s t  celem  obecnej 

p r a e y .

2 . W tym p u n k cie  podamy z a ło ż e n ia  1 d e f i n i c j e ,  k tóry m i będziem y s ię  

p o słu g iw a ć , a  ta k ż e  tw ie r d z e n ia  d o ty c z ą c e  wprowadzonych p o ję ć  1 tw ie r 

d z e n ia  d o ty c z ą c e  c ią g ł y c h  rozw iązań  rów nania f i ) .  Podanie tyoh tw ierdzeń  

t u t a j  j e s t  k o n ie cz n e  d la  zro zu m ien ia  d a ls z e g o  c ią g u  p r a c y . Ponieważ je d 

nak w s z y s tk ie  podane w tym p u n kcie  tw ie rd z e n ia  poch odzą z p racy  [ 2 ] , więc 

podam j e  b ez dowodów, k tó r e  z n a le ź ć  można w p ra c y  [ 2 ] .

W dalszym  o ią g u  przyjmować będziem y n a s tę p u ją c e  z a ło ż e n ia

( h!.) F u n k c ja  F ( x ,y )  J e s t  o k r e ś lo n a  i  c i ą g ł a  w p r o s to k ą c ie  K =<oc,p>x(ir-i5). 

(Hg) F u n k cja  F ( x ,y )  J e s t  m a le ją c a  ze w zględu na p ie rw szą  zmienną i  s i l -

(i)
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n ie  m onotonlczną ze w zględu na drugą zm ienną.

(H3) F ( x ,y ) £  <oc,p> d la  x £ < o c , / ł >  1 У -Ç ( * ,< ? ) .

(H4 ) Fu n kcja  F2(x ,y )  М р ^ (х ,у )  ,y ]  j e s t  s i l n i e  m onotoniczna ze w zględu 

na drugą zm ienną.

W łasn ości f u n k c j i  F ( x ,y )  i  F g ( x ,y )  p o d a je

Lemat 1 . O bie fu n k c je , F f x ,y )  1 F g ( x ,y )  s ą  ś o i ś l e  m onotoniezne 

ze względu na drugą zm ienną. J e ś l i  fu n k c ja  F ( x ,y )  (  lu b  F g ("x ,y ))  J e s t  

ś c i ś l e  rosn ąca  ( ś c i ś l e  m a le ją c a )  d la  pewnego x 0 ■£ <œ ,y3> , to  J e s t  ś o i 

ś le  rosn ąca ( ś o i ś l e  m a le ją c a )  d la  każdego x Ç - < o c , f i } ,  F u n k c ja  F2 ( x ,y )  

s p e ï ' ia  z a ło ż e n ia  H j -  H3 , a  tak że  równość

F[F2(x,y) .у] * p2 [p (x,y) *y] dla x €  <«*»£> *У€

D e f in ic ja  1 . D la  u s ta lo n e g o  К i  u s t a lo n e j  f u n k c j i  F ( x , y )  ozna

czamy

E j =|x : x £ < oc ,p >  i  I s t n i e j e  y € ( V - , S )  t a k i e ,ż e  F ( x ,y ) «  x j  ,

E 2 ®{x : x f < o c , f i >  i  I s t n i e j e  y ^ ( v . , â )  t a k i e ,ż e  F 2 ( x ,y ) «  x j .

W łasn ości zbiorów  E j ,E g  u s t a l a  n a s tę p u ją c y

Lemat 2 . 1 .  Z b io r y  E j \  ({oc}u { P j  )  i  E2 \  ( {o c }u {(ł}) s ą  o tw a r te .

2 .  E j  ф 0 .

3 .  E j  d  E g .

4 .  J e ś l i  p r z e d z ia ł  o tw a rty  ( a ,b )  za w ie ra  s i ę  w zbiorze Eg 

i  ( а , Ь ) Г \  E j  /  0 ,  to  ( a . b ) c ;  E j .

D e f in ic ja  2 . D la  u s ta lo n e g o  К i  u s t a lo n e j  f u n k c j i  F ( x ,y )  ozna

czamy:

p rzez < (j(x )  fu n k c ję  o k r e ś lo n ą  na z b io r z e  E j  i  s p e łn ia ją c ą  warunek

f [x ,< £ j ( x )] = x  d la  х - f  E j ,

p rze z  <pg(x) fu n k c ję  o k r e ś lo n ą  na z b io r z e  Eg  i  s p e łn ia ją c ą  warunek

F g [ x ,  «  x  d la  x  -6 E g .

W łasn ości obu podanych w d e f i n i c j i  2 f u n k c j i  zebrane s ą  Ja k o  

Lemat 3 . 1 .  F u n k cja  (f?j(x) J e s t  o k r e ś lo n a  i  c i ą g ł a  na z b io r z e  E j  

d la  i  -  1 ,2 .

2 . F u n k c ja  ^ j ( x )  s p e łn ia  rów nanie ( 1 ) na z b io r z e  E j .

3 .  F u n k cja  (jOg x  s p e łn ia  rów nanie

(2) <jpg|F2 [ x ,  (f72 fx)]| -  <Р2 (х )  d la  x  -0  E g .

4 .  ^ j f x ) «  ‘P g fx )  d la  x 6  E j .

5 .  J e ś l i  fu n k c ja  F ( x ,y )  J e s t  ś c i ś l e  ro sn ą ca  ( ś c i ś l e  ma

l e j ą c a )  ze w zględu na drugą zm ienną, to  fu n k c ja  ( f j ( x )  J e s t  ś o i ś l e  r o 

snąca ( ś c i ś l e  m a le ją c a )na z b io r z e  E j .
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D e f i n i c ja  3 . J e ś l i  fu n k c ja  Ç 4 x ) J e s t  o k r e ś lo n a  na z b io r z e

X <Z^oc,p>y  1 j e j  w a r to ś c i  n a le ż ą  do p r z e d z ia łu  to  fu n k c ję

(3 ) ? ( x )  = F [ x ,  (ff (x ) ]  ,

o k re ś lo n ą  na z b io r z e  X , nazywamy sp rzężo n ą  z fu n k c ją  x ) .

Lemat 4 . J e ś l i  x  ■£ E 2 , to

(4> <ĆZ(x) €  E2 »

(5) <P2 fx J  = (p2 [ V 2 ( x ) ] ,

(в) f 2 f  <p 2 ( x ) ]  *  x .

D e f i n i c ja  4 . Punkt b nazywamy sprzężonym  z punktem a ,  J e ż e l i  

a -€ E 2 1 <P2 (a J  *  b .
Lemat S . i .  J e ś l i  b J e s t  sp rzę żo n e  z a ,  to  a  J e s t  sprzężon e z b.

2 .  D la  każdego punktu a -£ E 2 I s t n i e j e  je d e n  1 t y lk o  Jed en  

punkt sp rzężo n y  z a .
D e f i n i c ja  5 . P rz e z  Z oznaczamy ro d z in ę  w s z y s tk ic h  zbiorów  Z t a -  

k io h , że Z C  <oc,/i>  o ra z  J e ś l i  x f  Z ,  to  <Р2 (х ) ę-  Z .

D e f i n i c ja  6 . P rz e z  R oznaczamy k la s ę  ro d z in  R p rze d z ia łó w  domk

n ię ty c h  s p e łn ia ją c y c h  n a s tę p u ją c e  w aru n ki:

1 .  J e ś l i  I € R ,  t o  I  C  < o c ,/>> i  1 ^

2 . J e ś l i  B ‘ t0

HиH

I 2 lu b  I  t n i 2 *  0 .

3 . \  E 2 C  ^ I .

4 . J e ś l i  I  -  <  a ,b >  €- R , a  /  oc i b * f b ,  to ч>2 ( * ) = < У ь ) .
5 . J e ś l i  I  -  < a ,b >  6 R , to а «оC lu b  » £  E 2 oraz b = / lu b  ь е  e 2 .

6 . 4  U  <oC’ P >  \  Wu i e  z .

V  t * x ,b > ]  j - €  Z .7 . 1^ | x :  x  / о с  , x +  P  i -  <  a ,x > lu b  I  -  <  :

8 . L s n  E 1 “
IeR

Ja k  w idać z d e f i n i c j i  z b io ru  1 ^ , z b ió r  ten  J e s t  zbiorem  końców 

w s z y s tk ic h  p r z e d z ia łó w  n a le ż ą c y c h  do r o d z in y  R i  różn ych  o d °c  i  o d /3 .

D e f i n i c ja  T . N ie ch  R €  R . P rz e z  <pR (x ) oznaczamy fu n k c ję  okre

ś lo n ą  n a s tę p u ją c o :

{
<P2 fa )  d la  x t l  = <  a ,b >  -€• E i a ^ o C ,

(p2 (b)  d la  x e l  = < a , b > - e  R 1 a  =  o c ,

(p2 (x )  d la  х е К н -
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Lemat 7 . Niech B £ В .  J e ś l i  Lg 0 0 , to  L gU  KgC E2 \  E j.

Dowód. Niech xo& LgL Kg. Pokażemy, że xo Ej. Przypuśćmy, że 
x0 é  E j. Z d e f in ic j i  6 (punkt 8) wynika, że xo ф  Lg, a zatem x0€  Kg. 
Również z d e f in ic j i  6 (punkty 3 1 6 )  wynika teraz, że x q -£ Eg. Z lema
tu 2 wnioskujemy, że is tn ie je  przedział otwarty (w <«,_£>>) (a,b ) ta 
k i, że
(T) * 0 €  (  a ,b )  C  E2 .

Skoro x0£  Ej, więc ( а , Ъ )  O  Ej 0 0 , a zatem z lematu 2 wynika, że

(8) ( a , b ) C  Ej .

Z założenia zbiór Lg n ie j e s t  pusty. Bez zm niejszenia ogólności rozwa
żań możemy przyjąć, że Is tn ie ją  punkty zbioru Lg mniejsze od a (z  de
f in i c j i  6 (punkt 8) i  z (8) wynika, że w szystkie punkty zbioru Lg mu
szą s ię  znajdować na zewnątrz przedziału  (a ,b )) . Oznaczmy 
y= su p {c :  с  6 Lg, c < a  , z « in f |  d: xQ£ (d ,b)C  Ej,d > y } . Z określe
nia liczb  у  i  z wynika, że liczb y  te są skończone i

(9) у  < z .

W dalszym ciągu pokażemy, że

(10) (y ,b )C  Eg.

W tym ce lu  wystarczy pokazać, że

( I D  ( y , b ) C  Eg.

Uwaga 1 . Т а  вата funkcja ^н ( х )  może odpowiadać różnym rodzinom E. 
Dla każdej Jednak tak iej fankoji is t n ie j e  jedna i  tylko jedna rodzina В  
taka, że funkcja fg fc )  n ie może być s ta ła  w żadnym przedziale n ie  na
leżącym do В  (p a trz  [2] ,  s t r .3 ) .

3 . Dokładniejsze badanie ciąg łych  rozwiązań równania ( i )  wyma
ga poznania dodatkowych własność1 zbiorów podanych w d efin icjach  1 1 6 .
Udowodnimy teraz te w łasności.

Lemat_6. KjN = Eg\K^.
Dowód. Niech x o ^ E2X *1* Wystarczy pokazać, że x Q mnal należeć  

także do prawej strony wzoru, którego dowodzimy. Załóżmy,że tak n ie j e s t .  
W takim razie is tn ie je  o ląg xQ zbieżny do xQ, którego wszystkie wyra
zy należą do E  ̂ oraz х ф €  Eg. Z d e f in ic j i  1 1 2  oraz z lematów 2 1 3  
otrzymujeny teraz, że l i a  < p . (x  „ )« lim <£0 (x )= < P . ( x )  , skąd. z k o le i ,

П - . О О  1  “  I H O O  Л и  Л  O

X0 = “  “ " Л * * '  ^ 2 ^ ) ]  -  P[X0* * S t^ ’
znów na mocy d e f ln io j l  1 , otrzymujemy, że xQ̂  E^, 00 przeozy za łoże
n iu , że x e E g S E . .
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Przypuśćm y, że ta k  n ie  J e s t , t o  z n a c z y ,ż e  I s t n i e j e  punkt t - £ ( y , b ) ,  k tó 

r y  n ie  n a le ż y  do K g . Z d e f i n i c j i  3 (pu n kt 6) w yn ika , że i s t n i e j e  p rze 

d z i a ł  e  R t a k i ,  że t  £  < a . . ,b j >  i  a j £  Lg lub b j 6  Lg zaś

z  o k r e ś le n ia  у  many L g O f y .b )  = 0 .  Wobec te g o  f y , b )  C  < S j ,b j >  €• R ,o o  

p rze czy  tem u, że w p r z e d z ia le  ( y ,b )  z n a jd u je  s i ę  punkt z q n a le ż ą 

c y  do Kg (p o ró w n aj punkt 6 d e f i n i c j i  б ) .

Z ( iO ) i  z lem atu 2 otrzym ujem y, w o p a rciu  o f 8 ) ,  że ( y ,b )  C  E j ,  a 

s tą d  i  z (9 )  w yn ika , że z £ E j ,  co  p rz e c z y  o k r e ś le n iu  z .  A zatem 

x oe  E g \  E j ,  c o ,  w o p a r c iu  o lem at 6 , koń czy dowód.

Natychmiastowym w nioskiem  z lem atów 2 1 6  j e s t  n a s tę p u ją c y

Lemat 8 . J e ś l i  E j  = <oc , /3 }  , to  Eg = E j .

Z d e f i n i c j i  6 (p u n k t 8 ) i  z lem atu  8 otrzym ujem y n a ty ch m ia st

Lemat 9 .Jeśli E ; =  <oc.(ł>  J  E j ,  to  R » 0 .

W p ra cy  [ 2 ]  udowodnione z o s t a ło

T w ierd zen ie  1 . J e ś l i  fu n k c ja  F ( x ,y )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  ( H j ) —( H ^ ) , 

to  jedynym i rozw iązan iam i c ią g ły m i rów nania ( i )  w p r z e d z ia le  < o c ,Ji>  są

funkoje

<P(X) « <ря (x ) d la  x £ < o c ,/5 > , gd zie  R €  R

oraz
<Pfx> = 0 d la  x £ <° , gdzie с е (У ;с Г ) .

Natychmiastowym  w nioskiem  z lem atu 8 i  z tw ie r d z e n ia  1 j e s t  n a s tę 

p u ją cy

W niosek 1 . J e ś l i  fu n k c ja  F ( x ,y )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  (H j) -  (H^) 1 

E j  = < o c ,/3 > ) , to  jed yn ym i rozw iązan iam i c ią g ły m i rów nania fi)w  p r z e d z ia 

le  < o c , f o y  są  fu n k c je

<jp(x) = (f  j ( x ) d la  x  é  <oC, P>y

oraz

Ç ( x )  »  o d la  x  (г { а с , р У  , g d z ie  c e ( l T ; £ ) .

W niosek i ,  udowodniony w n ie c o  inny sposób w p racy  [2j ( (tw ie rd z e 

n ie  2 ) ,  pozw ala nam, na p od staw ie lem atu  3 , u zysk ać n a s tę p u ją c y

W niosek 2 . P rz y  z a ło ż e n ia c h  w niosku 1 w s z y s tk ie  ro zw ią za n ia  równa

n ia  ( i )  s ą  m onotonlczne w <oc , f i y .

T w ierd zen ie  2 . N ie ch  fu n k c ja  F ( x ,y )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  (H j) -  (H^) 

i  n le o h  E â l  E g \  E j  / 0 .  Na t o ,  by w s z y s tk ie  c i ą g ł e  ro zw ią za n ia  rów

n an ia  f i )  b y ły  ro sn ące  (m a le ją c e )  w < о с , /Ь >  p o trz e b a  i  w y sta r c z a , aby 

fu n k c ja  (Ç _ ( x )  b y ła  ro sn ą ca  (m a le ją c a )  w każdym p r z e d z ia le  zaw arty* w 

z b io r z e  E .

Dowód. Dowód przeprow adzim y d la  f u n k c j i  r o sn ą cy o h . D la  f u n k c ji  ma

le ją c y c h  j e s t  a n a lo g ic z n y . D la  dowodu k o n ie c z n o ś c i załóżm y n a jp ie r w , że
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fu n k c ja  ty 2 ( x )  n ie  J e s t  rosn ąoa w pewnym p r z e d z ia le  < a , b ^  za 

wartym w z b io r z e  E .  Z d e f i n i c j i  2 i  z o k r e ś le n ia  z b io r u  E wiemy, że 

fu n k c ja  <J?2 (x )  J e s t  w p r z e d z ia le  < a ,b .>  o k r e ś lo n a . Możemy p rzy 

j ą ć ,  że p r z e d z ia ł  ten  J e s t  dom kn ięty , na p od staw ie lem atu  3 i  że < a , b > ^  

i  < .oc , f t) .  Określm y r o d z in ę  R n a s tę p u ją c o  R «  { <  o c , a >  , < b R £  R
na p od staw ie d e f i n i c j i  6 . O k r e ś la ją c  fu n k c ję  <(pR <x > w edług d e f i n i o j i  T , 

otrzym ujem y, na p od staw ie d e f i n i c j i  6 i  7 ,  że <Га,Ь> с :  <^2 ( x )

d la  x e < a , b > .  P okazaliśm y w te n  sp o só b , że j e ś l i  i s t n i e j e  p r z e d z ia ł  

< a , b > c E ,  w którym  fu n k c ja  ?̂2 ( x )  n * e r o s n ą c a , to  i s t n i e j e  rów nież

c i ą g ł e  ro zw ią za n ie  rów nania (i) , k tó r e  n ie  j e s t  ro sn ą ce  w <(oc

D la  dowodu d o s ta te c z n o ś c l  załóżm y t e r a z ,  że i s t n i e j e  c i ą g ł e  rozw ią 

zan ie  t y ( x )  rów nania ( 1 ) ,  k tó r e  n ie  J e s t  rosn ące  w p r z e d z ia le  <oc,j3>> 

I s t n i e j ą  zatem  punkty X j ,  x e  < o c ,j5 >  t a k i e ,  że

(1 2 ) o d < 'x 1 < x < >/3 i  t y ( x j  >  t y ( x ) .

N iech  Xg b ę d z ie  kresem  dolnym z b io ru  l i c z b  x ,  k tó r e  s p e ł n ia ją  waru

nek ( i 2 )  d la  u s ta lo n e g o  X j .  Z (1 2 )  mamy, że

(13) oC < x 2 < p .

Z tw ie r d z e n ia  i  w yn ika , że i s t n i e j e  r o d z in a  r € r t a k a ,ż e  ty ( x )  *= ty^ (  x  ) 

d la  x  ■ € < « : , /3 > . Według k r e ś le n ia  punktu x 2 , fu n k c ja  t y ( x )  n ie  

j e s t  s t a ł a  w żadnym prawostronnym o to c z e n ia  punktu x 2 , a w ię c  x^ £  

e L rUKr\  ({a;}u (B}), Z lem atu 7 otrzym ujem y, że x 2 6  ( ï j X E ^ K J u W ) .

Z lem atu 2 wiemy, że I s t n i e j e  l i c z b a  ^  >  0  t a k a ,  że ( x 2 -т^ ,х2 + ^ )  C E2\  E j . 

K o r z y s ta ją c  znów z o k r e ś le n ia  punktu x 2 , w n io sk u jem y ,że  i s t n i e j e  punkt 

x  t a k i ,  że x e ( x 2 ,x 2+7 ) i  t y ( x )  <  ty(x2) = ty( х ±)  i  że oba pu n kty  

x 2 1 x  n a le ż ą  do L g k J K g .  Więc ty(x)=ty>2( x )  i  t y ( x ^ =  ty2 ( x ^ )  , a 

zatem fu n k c ja  ty 2 ( x )  n ie  J e s t  r o sn ą c a  w p r z e d z ia le  <  x 2 ,x  >  , co  

kończy dowód n aszego  tw ie r d z e n ie .

Z tw ie rd z e n ia  2 w ynika n atych m iastow y
W niosek 3 . N ieoh  fu n k c ja  F ( x ,y )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  (H j)  -  (H 4 ) ±

n ie c h  E 2\  E j  4 t .  Na t o  b y  w s z y s tk ie  c i ą g ł e  ro z w ią za n ia  rów nania ( i )  

b y ły  s t a ł e  w p r z e d z ia le  < о с , ^ > 5 p o tr z e b a  i  w y s ta r c z a , aby fu n k c ja  

<^2( х )  b y ła  s t a ł a  w każdym p r z e d z ia le  zawartym w B2x e i *
T w ierd zen ie  3 . J e ś l i  fu n k c ja  F ( x ,y )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  (H j)  -  (H 4) , 

E2\  E j  = 0  i  E j  0  < o c ,^ 3 > 3 to  jedynym i rozw iązan iam i c ią g ły m i rów

n an ia  ( i )  w p r z e d z ia le  < o c ,y 3 >  są fu n k c je  t y ( x )=  c d la  x t  < o c ,| ł>  ,

g d z ie  o 6 (f f ,< f) .

Dowód. Załóżm y, że i s t n i e j e  c i ą g ł e  ro zw ią za n ie  t y ( x )  rów nania (1 )  

k tó re  n ie  j e s t  s t a ł e  w p r z e d z ia le  Z tw ie r d z e n ia  i  wiemy, że

i s t n i e j e  r o d z in a  E € -R  ta k a , że ty> ( x ) =  t y ^ ( x )  d la  x -6 <oс , Д > .  Z za 

ło że ń  tw ie r d z e n ie  3 w yn ika , na p o d sta w ie  d e f i n i c j i  6 ,  że Lp = 0 . Skoro  

fu n k c ja  ty(x)  n ie  j e s t  s t a ł a ,  otrzym ujem y w takim  r a z ie  z d e f i n i c j i  6
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i  7 ,  t e  Kjj  = <OC, Р >У . S tą d  i  z d e f l n i o j i  6 otrzym ujem y, że E 2 » 

*  < o C ,y ł^ ,  a  w ięc E j  = < o c ,^ ł > ,  na mocy lem atu 6 i  z a ło te n ia ,  że

E 2\  E j  = 0 .  Z lem atu 9 i  tw ie r d z e n ia  1 w nioskujem y w ię c , te  z a ło ż e n ie  

i s t n i e n i a  c ią g łe g o  r o z w ią z a n ia  rów nania f i )  , k tó r e  n ie j e s t  s ta łe  w prze

d z ia le  j e s t  sp rz e cz n e  z z a ło ż e n ia m i tw ie rd z e n ia  3 , bo wtedy
H « 0 .

Prostym  w nioskiem  z tw ie r d z e n ia  3 1 w niosku 1 j e s t

T w ierd zen ie  4 . J e ś l i  fu n k c ja  F ( x ,y )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  (H j) -(H ^ )

1 E 2 \  E j  a 0 ,  to  r o d z in a  rozw iązali rów nania f i )  c ią g ły c h  w p r z e d z ia le

< o c , J h y  J e s t  r o d z in ą  o o n ajw yżej dwuparametrową.

Podobny r e z u l t a t ,  j a k i  o trzym aliśm y w p racy  [ i ] ,  co  do i l o ś c i  ro z 

w iązali c i ą g ł y c h ,  otrzym ujem y i  t u t a j :

T w ierd zen ie  6 .  N ie c h  fu n k c ja  F f x ,y )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  (H j) -  (H^) 

i  n ie ch  B a B2X  E j  Ф 0 .  J e ś l i  fu n k c ja  <p2 ( x )  J e s t  m onofoniczna w z b io 

rze  E , to  każde c i ą g ł e  ro z w ią za n ie  rów nania f i )  w p r z e d z ia le  <œ ,y ï>  J e s t  

je d n o zn a cz n ie  wyznaczone p r z e z  swe w a r to ś c i  w punktach oc i  / i  ,

Dowód. Załóżm y, że i s t n i e j ą  dwa c i ą g ł e  ro zw ią za n ia  rów nania f i )  w 

p r z e d z ia le  < o c , J b >  , V j f x )  i  M ^ f x ) ,  t a k i e ,  że V j f œ . )  »  Y  

1 V jG /3>) " Ч - С А )  o ra z  że i s t n i e j e  punkt t € ( ° c , d la  k tó r e g o  s p e ł 

n ion a  J e s t  n ierów ność

(1 4 ) V t ( t )  t  V 2 ( t ) .

P rzy n a jm n ie j je d n o  z ty o h  rozw iązań  m usi przyjmować w p u n kcie  t  w artość 

różną od ( f  z f t ) .  P rz y jm ijm y , że tym rozw iązaniem  J e s t  " ^ j C x )  (n ie  

J e s t ,  o c z y w iś c ie ,  I s t o t n e  c z y  t 6 E 2) . Z tw ie rd z e n ia  1 w y n ika ,że  4 ^ j f x )  

musi być fu n k c ją  s t a ł ą  w pewnym p r z e d z ia le  I  *  <  a ,b >  C  i  I 6 B f K ,

g d z ie  H j e s t  ta k ą  r o d z in ą , że H ' j f x ) »  <PHf x )  d la  х  6 < о с ,Л > -  Fu nkcja 

"H fjfk) n ie  może być s t a ł a  w całym  p r z e d z ia le  <oc.,_/2>> , bo w tedy mie

lib yśm y V f 'jfo c) -  VKjfp>) » co  p r z e c z y ło b y , na p od staw ie f i 4 )  i  twierdze

n ia  1 , z a ło ż e n iu , że 2 f x )  j e s t  fu n k c ją  m onofoniczną w zbiorze E2 \  E j. 

P rzy jm ijm y , że

(1 5 ) a  /  oc

(w przypadku , gdy b J f t  dowód J e s t  a n a lo g ic z n y ) .  Pokażemy n a jp ie rw ,ż e  

wtedy rów nież b ć  J b . I s t o t n i e ,  za łóżm y, że b = J i  . Wtedy otrzym uje

my z d e f i n i c j i  6 i  T , że

(1 6 )  V j f x )  -  <P2 fa )  = V j O i )  « a  x 6 < a , ) 3 > .

Z (1 4 ) i  z tw ie r d z e n ia  1 w ynika t e r a z ,  że i s t n i e j e  punkt t j  s p e ł n i a ją 

cy  warunki

(17) t  <  t j < p  i  t j 6  L j ,

g d z ie  H £ R  j e s t  ta k ą  r o d z in ą  p r z e d z ia łó w , że Ч 2 ( х )  = Г ^ Ы )  d la  
x  6  < o c , ,/5 > .  Taka r o d z in a  H i s t n i e j e ,  bo fu n k c ja  4 - '2 (.x j n ie  j e s t
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s t a ł a  w całym  p r z e d z ia le  < o c , f i > >  , sk o ro  na końcach te g o  p r z e d z ia łu

p rzyjm uje różne w a r t o ś c i .  Poniew aż je d n a k  2 (/?>) = t ( f i )  ,w ięe  z tw ier

d zen ia  1 o ra z  z ( l7 )  w nioskujem y, że I s t n i e j e  punkt t 2 s p e łn ia ją c y  wa

ru n ki

(1 8 )  t t <  t 2 < / S  , ^ e L g U K g ,  V 2 ( t 2) = \ f ) 2 ( / î ) = V 2( * )  d la  x 6 < t  2 , /S >

Z o k r e ś le n ia  punktów a . t j  i  t 2 , z ( 1 6 ) ,  ( 1 6 ) ,  ( 1 T ) ,  (1 8 )  i  z lema

tu  7 w ynika, że punkty a , t 4 i  t 2 n a le ż ą  do E ^ E ^ ,  a  <  <  t 2 1 że

<P2 ( a )  *  ^ ( t g )  ^ ^ 2 ^ 1 ^ ’ co  Pr z e c z y n a ło ż e n iu , że f u n k c ja  ф  2 ( x )  j e s t  
monotonio zna w z b io r z e  E 2 \ E 1 .

A zatem Ъ ć  f i  , sk ą d , na mocy d e f i n i c j i  6 (p u n kt 7 )  1 7 ,

(19) a .b f - L j ,  <p2 (a )»  ^ ( ^ - ^ ( a j s ^ ^ b ) .

W dalszym  o lą g u  m ożliw e s ą  t r z y  p r z y p a d k i:

1 /  t f L g U K g .
Z d e f i n i c j i  6 (p u n k ty  6 1 7 )  w ynika w ted y , że ^ 2 ( t ) =  <P2 ( t ) , a  to  p rze

c z y  mono ton  lc z n o ś c l  f u n k c j i  <iP2 ( x )  w z b io r z e  E g N E ^  wobec ( l 4 ) l ( l 9 )  

2 /  I s t n i e j e  punkt t 0G < a ,b >  t a k i ,  że t 0 G L g U K g  i  < W “ V 2 ( t 0) «  

V 2 ( t ) .

Wobec (1 4 )  dochodzim y do s p r z e c z n o ś c i  z za łożen iem  m on o to n io zn o ścl funk- 

o j l  <P2 (x )  w z b io r z e  E g N E ^  a n a lo g ic z n ie  Ja k  w poprzednim  przypadku .

J e ś l i  n ie  z ao h o d zl przypadek 1 / ,  to  i s t n i e j e  p r z e d z ia ł  < c , d >  E  H 

t a k i ,  że t 6 < ( c , d > .  Możemy p r z y ją ć ,  że a n i  o a n i d n ie  n a le ż ą  do 

( a ,b ) ,  bo przypadek r o z p a tr z y liś m y  w p u n k cie  2 / . P o z o s ta ł  nam w ięo j e s z 

cze do r o z p a tr z e n ia  p rzypadek

3 /  I s t n i e j e  p r z e d z ia ł  < c , d ] > €  H t a k i ,  że na mocy d e f i n i c j i  7 i  okre

ś le n ia  ro d z in y  E ,

(2 0 ) c < a < b < d ,  o .d G L g  1 V 2 (x )= < ^ 2 ( a ) = (( ’2 (b )= '4 >2 ( a ) = V 2 (b ) .

P r z e d z ia ł  < c , d >  zaw ie ra  s i ę  w ( o c , f i ) ,  co  możemy pokazać a n a lo g icz 

n i e ,  Ja k  p o k a z a liśm y , że I  C  (oc , j b ) .  I  w tym przypadku dochodzim y,w o

bec ( 1 4 ) ,  do s p r z e c z n o ś c i z za łożen iem  m o n o to n io zn o ścl f u n k c j i  f y 2 ( x )  

w z b io rz e  E jjV E ^ .  Dowód tw ie r d z e n ia  5 z o s t a ł  w te n  sposób  zakoń czon y .

P r a o e  c y t o w a n e  [i]

[ i ]  D.  B r y d a k ,  Sur une e 'q u ation  f o n c t io n n e lle  ( i ) ,  Ann. P o lo n . 

Math. 15 (1 9 6 4 ) , s t r . 2 3 7 -2 5 1 .

; 2J D. B r  y  d a k , Sur une e 'qu ation  f o n c t io n n e lle  ( i l ) ,  Ann. P o lo n . 

Math. 21 (1 9 6 8 ) , s t r . 1 -1 3 .
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S u m m a r y

MONOTONIC SOLUTIONS OF THE GENERALIZED EULER EQUATION

There are g iv e n  th e  c o n d it io n s  under w hich th e  g e n e r a liz e d  E u le r  

eq u ation  ( l )  p o s s e s  o n ly  m onotonie co n tin u o u s  s o l u t i o n s ,  under th e  a s 

sumption th a t  the h y p o th e s is  (H ) a re  f u l f i l l e d .  The main r e s u l t  i s  th a t  

a l l  co n tin u o u s s o lu t io n s  o f  th e  e q u a tio n  f l )  are  in c r e a s in g  (d e c r e a s in g ) , 

i f f  the fu n c tio n  (p 2 ( x )  i s  in c r e a s in g  (d e c r e a s in g )  in  each in t e r v a l  con

ta in e d  in  E g \  Ej  ̂ (  se e  d e f i n i t i o n s  1 and 2 ) .  M oreover, i f  the fu n c tio n  

'P2( x )  i s  m onotonie in  E g \  E ^ , a l l  co n tin u o u s s o lu t io n s  o f the equa

t io n  ( l )  are  d eterm in ed  by th e  v a lu e s  in  оC and fb .

P  e  s в  и e

ЮНОТОННЫЕ РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА

Поданы условия, при которых обобщенное уравнение / I /  Эйлера инее? е -  
динственно непрерывнее обобщенное решение, при условии, что условия /Н /и с -  
полнены. Главным успехом является т о , что все непрерывные решения уравне
ния / I /  возрастающие /убывающие/ тогда и только тогда если функция

Q V * )
возрастающая /убывающая/ в каждой интервале заключенном в Е „ \Е .  /с м . опре
деления i и г/.

Кроме того когда функция является монотонной в Е р \ Е .  то все
непрерывные решения уравнения / 1 /  определенные через значения в ос1 к f i  .


