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A ndrzej G rzą ś le w icz

0 PEWNYCH EOk'OÜORFIZMACH I  HOMOUORFIZMACH CIĄGŁYCH GRUPOIDD BRANDTA

W s t ę p

P ie rw sz a  o z ę ść  t e j  p r a c y , m ająca c h a r a k te r  a lg e b r a ic z n y , pośw ięcona 

J e s t  podaniu w s z y s tk ic h  homomorfizmów gru p old u  B ran d ta  ( b , o ) oraz pew­

n e j Je g o  p o d str u k tu r y  ( b \  o ) w ta k ą  p ó łgru p ę  ( м , ф ) z zerem "O ", Ze 

s tr u k tu r a  (  U \ { o |  , e )  J e s t  g ru p ą . Rozw ażania prow adzi s ię  d la  gru poldu 

B ran d ta  p o s t a c i  ( A2 x  G ,o ) ,  rozważaną p o d str u k tu r ę  ( B , o )  * ( r  x  G ,o ) 

u z y sk u je  s i ę  wówczas n a r z u c a ją c  na z b ió r  A dowolny ś c i s ł y  porządek V "

/a n ty sy m e try c z n y , p rze ch o d n i i  s p ó jn y / i  w ym agając,by do zb io ru  R xG  n a -
o

l e ż a ł y  w s z y s tk ie  te  i  t y lk o  te  e lem en ty  ( x , y , e c  ) z A x  G, d la  k tó ­

rych  x  <. y .

W c z ę ś o i  p ie r w s z e j p o d aję  ta k ż e  pewne tw ie r d z e n ia  d o ty o zą ce  izom or­

fizmów grupoidów  B ra n d ta  oraz pewnych ic h  p o d s tr u k tu r ,a  ta k ż e  pewne wa­

ru n ki w y s ta r c z a ją c e  na t o ,  by hom om orfiozne ob razy  gru p old u  B ran dta  pos­

t a c i  (  A2 x  G ,o )  o ra z  je g o  p o d str u k tu r y  ( R x  G ,o )  b y ły  gru pam i.

C z ę ś ć  d ruga p ośw ięcon a j e s t  podaniu w sz y s tk io h  homomorfizmów c i ą g ­

ły ch  g ru p old u  B ran d ta  o ra z  s tr u k tu r y  ( e  x  G ,o )  w s tr u k tu r ę  (м ,е )  przy 

odpow iednio o k r e ś lo n y ch  w ty c h  s tr u k tu r a c h  to p o lo g ia c h .

W c z ę ś c i  t r z e c i e j  podano pewne z w ią z k i m iędzy homomorfizmantl (a2x G,o)  

w ( l l ,e )  1 (R x  G, o) w ( m , • )  .

P ra ca  ma sw oje ź r ó d ło  w n o ta ch  Г2] , [ з ] , [41. R ozw iązan ie n ie k tó -
2

rych z pow yżej podanych zagad n ień  w przypadku , gdy g ru p o ld  (A  i  G ,o> re­

dukuje s i ę  do gru p old u  (A 2 , o ) ,  g d z ie  z b ió r  A J e s t  zbiorem  l ic z b  rze­

c z y w isty c h , a  s tr u k tu r a  ( м , е /  J e s t  zbiorem  l ic z b  r z e cz y w is ty c h  z mno­

żeniem , p o d a li  H. F r é c h e t  w 2j i  Z. U oszn er w [з] i  [4j , rozw iązu jąo  

równanie P 'x ,y )  • F f y ,z )  = F i x ,* )  p rzy  warunku x ^ y 4 z .  Z .U o sz n e r  w [4^
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podał tak że  « n io s k i  d o ty c z ą c e  ogó ln ego  ro z w ią za n ia  re g u la rn e g o  / k l a s y  Cn, 

g d z ie  n j e s t  l i c z b ą  c a łk o w itą  n ie u je m n ą / te g o  rów nania . Od Z .  M osznera 

w yszła  p r o p o z y c ja  u o g ó ln ie n ia  p rze ze  mnie ty c h  wyników.

Pragnę se r d e c z n ie  podziękow ać p r o f ,  d r  Z .  M osznerowi z a  cenne uwagi 

czyn io n e  w tr a k c ie  p is a n ia  p rze ze  mnie n i n i e j s z e j  p r a o y .

C z e ś  6 I

N ie ch  A b ę d z ie  dowolnym zbiorem , ( g , o )  dowolną g r u p ą ,z a ś  ( m , « )  

tak ą  p ó łg ru p ą  z zerem " 0 "  / t z n .  0«a  =  a * 0  *  O d ia  każd ego  a z  M /,ż e  (H,e)

g d z ie  H = M \  { o }  , J e s t  g ru p ą , p rzy  czym d z ia ła n ie  w g ru p ie  ( h ,« )  j e s t  

zwężeniem d z ia ła n ia  z p ó łg ru p y  (u ,o )  do z b io r u  H.

Rozważmy s tr u k tu r ę  (A2 x  G ,o ) p r z y jm u ją c , t e  e lem en t (: j . y ^ o c )  fc 

A2 x  G J e s t  przem nażalny p rze z  elem en t ( x 2 , y 2 , f i )  6  A2 x  G w tedy i  

ty lk o  w ted y, gdy У^ = x 2 1 wówczas
( ^ . y ^ o c )  O f x 2 ,y 2 , J i )  *  ( x t , y 2 ,cC»Jh).

S tr u k tu r a  ( a 2 x  G ,o )  j e s t  grupoldem  B r a n d ta , Nazywać J ą  będziem y t r ó j ­

kowym grupoidem  B ra n d ta .

T w ierd zen ie  1 . Warunkiem koniecznym  i  w y sta rcza jący m  na t o ,b y  funk­

c j a  F b y ła  homomorfizmem gru p oid u  B ran d ta  ( a 2 x  G ,o )  w p ó łg ru p ę  ( M ,e) 

J e s t ,  by b y ła  p o s t a c i

( i )  F ( X .y .o c )  «  f - 1 (x )  eg(cc)# f ( y )  lu b  F  ( x ,y ,o c )  =  0 ,  

g d z ie  f  J e s t  dowolnym elem entem  z b io r u  HA , c z y l i  dowolną fu n k c ją  o 

d z ie d z in ie  A i  w a r to śc ia c h  z H, za ś  g j e s t  dowolnym homomorfizmem 

grupy ( G ,e )  w grupę ( H ,o ) .

Dowód. Rozważmy dwa p rz y p a d k i: 

a /  F (  х .у .о с )  =  о ,

b /  I s t n i e j e  t a k i  elem en t ( a , b ,  c ')  z A2 x  G, że F ( a ,b ,o c ')  Ф  0 .  

й przypadku a /  fu n k c ja  F J e s t  o c z y w iś c ie  żąd an ej p o s t a c i .  N ie ch  (x , y,oc) 

b ęd zie  dowolnym elementem z b io r u  A2 x  G i  n ie c h  e b ę d z ie  elementem ne­

utralnym  grupy ( G ,* )  . W przypadku b /  mamy wówczas

F ( a ,x ,e )  •  F (x ,y ,o c )  » F ( y ,b ,  oc- 1 »oc‘j=  F  ( a .b .o c ')  , 
c z y l i  F ( x , y , o c )  /  o .

Fu nkcja  F J e s t  w ięc w tym przypadku homomorfizmem s tr u k tu r y  (A*- x G ,o ) 

w grupę ( E , e ) .

N iech a b ę d z ie  dowolnym, ustalon ym  elem entem  z b io ru  A . Przy jm ijm y 

f  C x )  *  F ( a , x , e ) , g (ос) ж F ( a .a .o c )  .

Fu nkcja g J e s t  o c z y w iś c ie  homomorfizmem ( G , e )  w ( H . e ) .  Poniew aż F 

j e s t  homomorfizmem, w ięc

F ( a , x , e ) e  F ( x ,y ,o c )  » F ( a ,y ,e c )

oraz
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F ( a ,y ,o c )  =  F  ( a ,  a ,  ос) < F ( a , y , « ) ,

a  s tą d

F i a , i , e ) i  F ( x,y,c<.) -  F ( a .a.oc)* p ( a , y , e ) ,
o ż y l i

F ( x , y , o c )  = Г- 1 ( х ) »  gfoc)» f ( y ) .

F a k t, Ze fu n k c je  p o s t a c i  (1 )  s ą  homomorflzmaml ( a 2 x  G ,o ) v  (M ,e )

J e s t  o c z y w is ty .

Każdy g ru p o id  B ran d ta  ( B , o )  j e s t  iz o m o r f ijn y  z pewnym trójkowym 

grupoldem B ran d ta  / [ 5 ] ,  s t r . i i / .  Z pow yższego o ra z  rozważań p o p rzed n ich  

mamy

W niosek 1 .  Jedynym i homomorfizmami gru p oid u  B ran dta  (B,o)  w s tr u k ­

turę ( l i , # ) ,  c z y l i  jedynym i rozw iązan iam i rów nania Cauchy’ ego
h (o c )» h (p ) »  h (ocofl)

są funkcje p o s ta c i
h (ot) -  F ( I(oc)),

g d zie  I  J e s t  dowolnym izom orfizm em  gru p oid u  B ran d ta  ( B ,o )  na pewien 

gru pold  tró jk ow y  B ran d ta  ( A2 x  G ,o )  , z a ś  F  j e s t  bomomorflzmen 

(a~x G ,o ) w ( i i , # ) ,  a  w ię c  fu n k c ją  p o s t a c i  ( i )  z tw ie r d z e n ia  1 .

P rzed  podaniem ro z w ią za n ia  rów nania Cauohy 'e g o  na s tr u k tu r z e  (B x  G,o) 

przyjm ijm y n a s tę p u ją c ą  d e f i n i c j ę :

D e f i n i c ja  1 .  P o d z b ió r  В z b io r u  A uporządkowanego p rze z  r e la c ję  

"< £ "  nazywamy p r z e d z ia łe m , J e ż e l i  sp e łn io n y  j e s t  warunek

J\ J\ (x-i 4 x 4 *2 ==Ф * в В),
X ^ X g G  В X G А

Rozważmy p o d str u k tu r ę  ( f i  x  G ,o )  gru p oid u  tró jk ow ego  B ran d ta  

\A2x  G ,o ), w którym  z b ió r  A J e s t  uporządkowany r e l a c j ą  p rzy jm u jąc

Z =  ( f * , y )  €  A2 : x  é y } .

T w ierd zen ie  2 . Jedynym i homomorfizmami s tr u k tu r y  ( f i  x  G ,o iw (M ,e )  

tz n . rozw iązan iam i rów nania

F ( x .y .o c )  e F ( y , z , J i )  -  F ( x,z,<=c » / i )  

przy warunku x ^ y ^ z  są  fu n k c je  p o s t a c i

f ( x )  •  g A (oc)e f  д ( у )  d la  (x ,y ,o C )  6 Т (Д ) X G , A à Ü .

2 р (х >У»оС) о d la  ( х ,у ,о с )  е  Г Е 1 G ]\A W ł .

gd zie
(3 )  D J e s t  dowolnym układem p r z e d z ia łó w  r o z łą c z n y c h  z b io r u  A ,

( 4 )  T (Д ) =  { ( x ,y  } 6  В : ( x , y )  6 A 2 }  , A ê Ü ,

( 5 )  f A j e s t  dowolną fu n k c ją  ze z b io r u  HA d la  A e l ł ,

f6 )  g A j e s t  p r z y  zadanym A  z E dowolnym homomorf izmem ( G ,e ) w ( H ,e ) .
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Dowód. Z d e f i n i c j i  z b io r u  T (A )  w ynika n a ty c h m ia s t, że 

a /  j e ż e l i  A j H  ^ 2 0 ,  to  A t  = Д 2 1 t ( a J b T ( A 2Ï>

Ь /  j e ż e l i  Z ^ D A ^  * 0 ,  to  Т Г А ^ П  t ( A 2 ;=  0 .

Gdybyśmy r o z w a ż y li w s z y s tk ie  m o ż liw o śc i ze w zględu na p rz y n a le ż n o ść  par 

f x , y ) , Г у ,* ) 1 ( x ,z )  <*o z b io ru  Z ’ ü  U .T f A )  , to  po u w zg lę d n ie n iu  w arun-

kćw a /  i  b /  o kazałob y  s i ę ,  że mogą m ieć m ie js c e  ty lk o  n a s tę p u ją c e  p r z y -

padkl:
1° .  fx ,y )6 Z* i fy.a) 6 Z* 1 ( x ,z )  e z \
2° .  ( x , y ) ^ Z * 1 (У.*) i Z* 1 fx ,z)  фZ ' ,
3° .  f x , y ) Z * 1 fy.*)  € z* i fx,z)  ^ Z ’ ,
4° .  f x , y ) e Z * i (y.z) $ z* i fx,z)  £ Z'  .

Z b e zp o śre d n ich  p r z e lic z e ń  w yn ika , że w ty c h  przypadkach fu n k c ja  F po­

s t a c i  f i )  J e s t  homomorfizmem (R  x  G ,o )  w ( M ,e ) .  Pokażemy to  d la  przy­

padku 1 ° .

F a k t, że ( x ,y )  6  Z* i  f y , z )  6  z ’ i  f x , z )  €  z ’ J e s t  równoważny temu, 

że e lem en ty  fx ,y ,o c )  , f y , z , j ł )  i  ( x , z , c c » f i )  n a le ż ą  do d o k ła d n ie  Je d ­

nego z b io r u  T f A ) .  i  wówczas

F f x .y .o c ) »  F ( y , z ,  jb) *  t ' J ' ( x ) »  &Л М  • * ^ д С У ) *  8 д ^  •

-  f ^ f x ) «  g A (=c)»gA ( j ł )» f A f z )  = f £ ( x ) » g £ x . »  f i ) *  t A ( z )  = F f x ,z ,o c t  p>).

Pokażemy o b e o n ie , że j e ż e l i  F J e s t  homomorfizmem (R  x  G ,o )  w (Ma) 

to  J e s t  p o s t a c i  ( 2 ) .

N iech  a  b ę d z ie  dowolnym elementem z b io r u  A . Utwórzmy z b ió r

Pft= ^ | x f  A :jf x ,a )  € R i  F ( x , a , e ) ^  O lu b  f a , x ) 6 R  i  F ( a ,x ,e ) j ś  o ] j ,

g d z ie  e j e s t  elementem n e u tr a li  ym gru py ( G , e ) .

Pokażemy, że ro d z in a

U ü { A c A : V A( A = P â)}

s p e łn ia  warunek f 3 )  tw ie r d z e n ia  2 .  W tym c e lu  udowodnimy k i l k a  lematów, 

w k tó r y c h  zakładam y, że F j e s t  rozważanym homomorfizmem.

Lemat i . J e ż e l i  a 4  x  y  4  b , F ( a ,b ,o c ') ^  0 i  oc e  G, to

a /  F ( b ,b ,e ) *  e‘, g d z ie  e' j e s t  elem entem  n eutralnym  grupy f H , e ) ,  
b /  F f x ,y ,o c ) ć  0 .

Dowód. F j e s t  homomorfizmem, w ięc 

F ( a ,b , < )  .  F f b ,b ,e )  =  F ( a ,b ,o c ') ,
o ż y l i

F ( b ,b ,e )  = e'

F fa ,x ,o c ')  * F (x ,y ,o c )  » F ( y ,b ,  o c~ Ł)=  F ( a , b , <*')•,

oraz
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o ż y l i

Г (  x .y .œ )  0  О .

Lemat 2 .  J e ż e l i  х 4 а 4 Ь 4 у ,  F ( a ,b , ° c c ) *  O i  «  6 G, to  F (x ,y ,o c )»0 . 

Dowód. F ( x , a ,0^)1 F f a ,b ,o c j« F  (  b ,y ,o c )  = F f x .y .o c )  , 

a s tą d  mamy

F ( x ,y > « ) “  О, 
co n a le ż a ło  p o k a z a ć .

Z d e f i n i c j i  z b io r u  P_ o ra z  lem atu 2 w ynika n a ty c h m ia s t, że warun- »
k i  F ( a ,a ,e ) &  O 1 P .  = 0  s ą  równoważne.tt

Lemat 3 .  J e ż e l i  Ь 6 Р а , to  Pb = P ^ .

Dowód. N ie ch  n p . b ę d z ie  b <  a  i  n ie c h  x g A .  Wówczas mogą mleć 

m ie jsc e  n a s tę p u ją c e  p r z y p a d k i:

а /  х < Ъ 4 а ,  Ь /  b 4  x  < a ,  o /  b ć s ć i .

Ponieważ b €  Pa  i  b < a ,  w ię c  F ( b ,a ,e ) 0  O . Rozważmy,na p r z y k ła d ,p rz y ­

padek a / .  Mamy wówczas

F C x ,b ,e ) • F ( b ,a ,e ) =  F ( x , a , e ) ,

a s tą d  w yn ika , że w arunki i 6 P b i  x  € P& s ą  równoważne, w ięc Pb = Pa . 

A n a lo g ic z n ie  przeprow adza s i ę  dowód w przyp ad kach  Ь /  1 с / , a ta k ż e  w przy­

padku , gdy  a  <  b .

W niosek 2 . J e ż e l i  x 4 y  i  ( x ,y )  6 P .  x  P , to  F ( x , y , e )  0 0 .

Lemat 4 . J e ż e l i  b $ F&, to  Pb O  P& =• 0 .

Dowód. Przypuśćm y, że i s t n i e j e  x  t a k i e ,  że x £ pt , ^  Pa * Musiało­
by wówczas b y ć , na mocy lem atu  3 ,  Pb = Px = Pa , co  J e s t  niemożliwe, gdyż 

b$r Pft 1 , wobec n le p u s t o ś c i  z b io ru  Pb , b e P b -

Lemat 5 .  Z b ió r  P_ j e s t  p r z e d z ia łe m .’ £1
Dowód. Załóżm y, że f x ^ .X g )  6  Рд x  Pa , x 6 A  i  

Z w niosku 2 w yn ika , że F f x ^ .X g .e )  /  0 .  Poniew aż

F ^ . r . e ) *  F ( x ,x 2 ,e )  = F (x 1 , x 2 , e ) ,

więc

F ( x ^ ,x ,e )  0 0 ,  a  s tą d

Z lem atu 3 w yn ika , że = Pa , w ięc i 6 P a , o ż y l i  Pft j e s t  p r z e d z ia ­

łem . 1

Lemat 6 . J e ż e l i  у ф  Pft i  x € P a , to  

a/  j e ż e l i  x < y ,  to  F ( x , y , e )  =  0 ,

b /  j e ż e l i  y < x ,  to  F ( y , x , e )  = 0 .

Dowód. Przypuśćm y, że F ( x ,y ,e )  0 0 i  x 4 y .  Z d e f i n i c j i  zb ioru  

P_ w ynika, że y 6 P _ ,  z lem atu zaś 3 w yn ika , że P_ = P . b yłob y więcX X i  3
y Ç F a , co  j e s t  sp rzeczn e  z z a ło ż e n ie m .A n a lo g ic z n ie  przeprow adza s ię  do­

wód w przypadku Ъ / .
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Z lematów 3 ,4 ,5  w ynika, że M  J e s t  r o d z in ą  p rze d z ia łó w  ro z łą c z n y c h , 

z wniosku 2 oraz lem atu i  w ynika, że na z b io r z e  Z S i  L J  Т С Д ) х  G fu n - 

k e ja  P p rzyjm u je w a r to ś c i  różn e od z e r a .

Pokażemy o b e c n ie , że fu n k c ja  F J e s t  żąd an ej p o s t a c i .  Z lem atu 2 

oraz lem atu 6 w ynika, że w każdym punkcie z b io r u  (R  z  G ) \Z  fu n k c ja  F 

przyjm uje w a rto ść  0 .

N iech  (z ,y ,o c >  b ę d z ie  dowolnym elementem z b io r u  Z .  I s t n i e j e  wówczas 

d okład n ie  Jed en  t a k i  p r z e d z ia ł  Д  r o d z in y  "U, że ( x ,y ,o c )  €  T (A )x G . 

N leoh a b ę d z ie  dowolnym, ustalon ym  elem entem  p r z e d z ia łu  A .

Przyjm ijm y

i F f a ,x ,e )  d la  x  e j x  e A  : a ^ x |  ,

f . f x )  «  ; ,  . i
u  ^ F“ Y x ,a ,e )  d la  x f e j x t A  : x < a ^

oraz
Ед(«т) ■ F ( a ,a ,« : )  .

O czy w iście  g ^  J e s t  homomorfizmem ( G , • )  w ( H ,e )  1 t é  .

Możliwe s ą  tu  p r z y p a d k i.

а /  x < a < y ,  Ъ /  x 4 y < a ,  с /  a < x ^ y .

W przypadku a /  mamy

F f x .y .o с) ш F fx ,a ,o c )  •  F ( a , y , e ) = F ( x , a , e )  •  F (a ,a ,o c ) «  F ( a ,y , e )  *

« f 'д ( х )  « g A (o c )« fA ( y )  .

A n a lo g ic z n ie  dowodzi s i ę ,  że w przypadkach b /  i  o /  fu n k c ja  F J e s t  ta k ­

że żądanej p o s t a c i .  F u n k c ja  F J e s t  w ięc p o s t a c i  (2) na z b io r z e  R x  G, 

co n a le ż a ło  p o k a za ć .

Podamy o b ecn ie  k i l k a  tw ie rd ze ń  d o ty c z ą c y c h  łz o m o rflc z n y c h  grupoidów 

B ran dta oraz pewnych ic h  iz o m o rficz n y ch  p o d s tr u k tu r .

D e f i n i c ja  2 . Będziem y m ó w ili, że ( в ' ,е )  J e s t  p o d str u k tu r ą  s tr u k ­

tu ry  ( B , o ) ,  j e ż e l i  В С  В i  " i "  j e s t  zawężeniem d z ia ła n ia  " o "  do 

zb io ru  B'. Będziem y d a le j  w m ie js c e  ( в ( е )  p is a ć  ( B ' ,o ) .

N iech  ( B , o )  i  ( a 2 x  G ,o ) będą iz o m o rfijn y m i gru poidam i B ra n d ta . 

B ezpośredn io  w idoczne J e s t ,  że

Lemat 7 . Warunkiem koniecznym  i  w ysta rcza jący m  na t o ,  by p o d str u k - 

tu ra  ( В ',o ) gru p oid u  B ran d ta  ( B ,o ) b y ła  gru p ą (zwaną w tedy gru p ą gru p o - 

idu ('B ,o ) }  J e s t ,  by b y ła  iz o m o r f i jn a  z p o d str u k tu r ą  p o s t a c i  ( { x } 2x G ,o )  

grupoidu tró jk ow ego  B ran d ta  ( A2 x  G ,o ) ,  g d z ie  x e A  i  j e s t

podgrupą grupy f G ,e )  .

N iech  (B ',o )  b ę d z ie  ta k ą  p o d str u k tu r ą  gru p oid u  B ran d ta  ( В , о ) ,  ż e :

(7 )  В zaw iera  każdą grupę Gg gru p oid u  ( B ,o )  B ra n d ta ,

(8 ) А  Г а  i  S ( G - ) = 4 ( a € B '  a lb o  а - 1 е в ' ) ] ,
a 6 В °
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gd zie  S(G g) ozn acza sumę m nogościow ą w s z y s tk ic h  grup gru p old u  Bran dta

( b , o) ,

(9 )  J e ż e l i  e lem en ty  a l b  z b io r u  В s ą  przem n ażaln e, to  aob na­

le ż y  do B‘.

T w ierd zen ie  3 . Warunkiem koniecznym  i  w ysta rcza jący m  na t o ,b y  pod- 

s tr u k tu r a  ( B', o) gru p old u  B ra n d ta  ( B ,o )  m ia ła  w ła sn o śo l ( 7 ) ,  ( в ) ,  (9)  

J e s t ,  by b y ła  iz o m o r f ijn a  z pewną p o d str u k tu r ą  (R  x  G ,o )  gru poldu  

A * G ,o ) , g d z ie ,  ja k  p o p rz e d n io , R = | ( x , y ) e A 2 : x ^ y ^  p rzy  ozna­

czającym  r e la o ję  p o rz ą d k u ją cą  z b ió r  A .

Dowód. N ie c h  (в ',о )  ma w ła s n o ś c i (7 ) , 18) , ^9) . Pokażemy n a jp ierw , 

że r e la c j a  " o k r e ś lo n a  w z b io r z e  A n a s tę p u ją o o

CiO) x < y  S I  ( x  4  У i  r V x . y . e )  6 b ) ,
2g d zie  1 j e s t  fu n k o ją  u s t a l a ją c ą  izom orfizm  grupoidów  ( B , o ) i ( A  x  G ,o) ,  

u s t a la  p orząd ek  w A .

N iech  x < y .  Wówczas Г ^ ( х , y ,e )  в  в'.  Poniew aż elem en ty  I _ 1 ( x ,y ,e )  i  

I _ 1 ( y , x , e )  s ą  elem entam i odwrotnym i w g r u p o id z ie  ( b , o) ,  I ~ ^ ( x , y ,e ) 6 B'

o ra z , wobeo lem atu  T , I “ V x , y , e )  $  s ( G fl) ,  w ię c  z ( 8 j  w yn ika, że 

I - i C y ,x ,e )  ^ B' , a  s tą d  mamy y^: x .  R e la c ja  t a  J e s t  w ięc a n ty sy m e try - 

o zn a.

Nleoh x < y  1 y < z .  R e la o ja  t a  s je s t  an ty sy m e try o zn a , w ięc x  /  z .

Z d e f i n i o j i  r e l a o j i  " < •  w yn ika , że I ~ 1 f x , y , e )  €  B ' i  I - 1 f y , z . e )  e B'. 

Z warunku (9 )  o ra z  f a k tu ,  że  I  j e s t  izom orfizm em  w y n ik a ,ż e  I -1 p c ,z ,e ) t  в '  

wlęo x < z .  R e la c ja  ta  j e s t  w ię c  p rze c h o d n ia .

Z warunku ( 8 )  w yn ika , że r e l a c j a  ta  j e s t  s p ó jn a .

Rozważmy p o d str u k tu r ę  ( r  x  G ,o )  gru p old u  ( a 2 x  G ,o ) o k r e ś lo n ą  n a s tę ­

p u ją c o :

Cr x  G ,o  ) =  ( { f x .y .o c )  £  A2 x  G: x < y }  , o )  .

N iech  a e B ,  ( x ,y ,o e )  6  A2 x  G i  n ie c h  I ( a )  = ( x ,y ,° c )  .  Mamy wówczas 

a €  B '<==^ l “ 1f x , y , o c ) e  B ' 4 = » I “ 1( 'x ,y ,e )  € B '4 = > ( x  -  y  lu b  х < у ) 4 = ф

(x ,y ,o c )  £ R x  G.

Z pow yższych rów now ażności w yn ika , że fu n k c ją  u s t a l a ją c ą  izom orfizm  J e s t  

fu n k o ja  b ęd ą ca  zawężeniem f u n k c j i  I  do j z b io r u  в ' .  O c z y w iśc ie  obraz 

iz o m o rfijn y  p o d str u k tu r y  (R  x  G ,o ) ,  otrzym anej z gru p old u  tró jkow ego 

Bran dta (A 2 x  G ,o ) p rze z  n a rz u c e n ie  porządku na z b ió r  A ma w ła sn o śo i 

( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 ) .

Z tw ie rd z e ń  2 1 3  w ynika n a s tę p u ją c y
W niosek 3 .  Jedynym i homomorfizmami p o d str u k tu r y  C b ' o J 

Bran dta ( B ,o )  m a ją ce j w ła s n o ś c i (7) ,  (8> , (9) w s tr u k tu r ę

fu n k cje  p o s t a c i  .
h ( / . )  »  F { I b O ))  ,

grupoldu 

( U , o )  są
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g d z ie  I fi J e s t  dowolną fu n k c ją  u s t a la ją c ą  izom orfizm  m iędzy ( B * ,o )  i  

pewną p o d stru k tu rą  (li x  G ,o ) gru p oid u  tró jk ow ego  B ran d ta  ( A Zx  G ,o )  Izo- 

■ o r f i jn e g o  z ( b , o ) ,  z a ś  F j e s t  homomorfizmem t e j  p o d str u k tu r y  (RxG,o) 

w ( U , • ) ,  c z y l i  j e s t  p o s t a c i  ( 2 )  z tw ie r d z e n ia  2 .
T w ierd zen ie  4 . Warunkiem koniecznym  i  w ysta rcza jący m  na t o ,b y  dwie 

p o d stru k tu ry  ( r ł x  G^, o ) i  (B 2 x  G2 ,o )  grupoidów  tró jk ow ych  B ran d ta  

( Ą  x  Gl f o ) i  ( Ag x  G g ,o )  b y ły  iz o m o r f ijn e  j e s t ,b y  uporządkowania zbio­

rów A^ 1 k tó r e  J e  w yzn aczają  b y ły  podobne oraz by gru py (G ^ , • )

i  ( g2 , * )  b y ły  iz o m o r f i jn e .

Dowód. N ie ch  r e la c j e  <  i  ex' p o rz ą d k u ją  odpow iednio z b io r y  i  

A2 .  N iech  f  b ę d z ie  fu n k c ją  u s t a la ją c ą  podobieństw o r e l a c j i  <  i  e x  

oraz n ie c h  g b ę d z ie  fu n k c ją  u s t a l a ją c ą  izom orfizm  grup ( G^ e )  i ( G 2 ,e ) .  

F u n k c ją , u s t a la ją c ą  izom orfizm  s tr u k tu r  (Rj^ x  G ^ .o ) i  ( Rg x  G g ,o ) b ę­

d z ie  fu n k c ja  I  o k r e ś lo n a  n a s tę p u ją c o :

I ( x ,y ,o c )  = ( f  ( x ) , f  ( y) , g ( < * ) ) ,  
g d z ie  ( x ,y ,o c )  €  Rt  x  G^.

1 j e s t  o cz y w iśc ie  różnow arteściow ym  p r z e k s z ta łc e n ie m  R^ x  G  ̂ na RgX G g, 

gdyż fu n k c je  f  i  g są  b i je k o ja m i, o r a z , j e ż e l i  x < y ^ z ,  to

l [ C x ,y ,o c ) c  ( y , Z , / i ) ]  = l (x ,Z ,O C » /b )  = ( f ( x ) ,  f ( z ) , g ( ° СФЯ))я 

= ( t ( x ) ,  f r y ) ,  g ( « - ) ) o ( f ( y ) ,  f f z ) ,  g( f>) )  = l ( x , y , o c  ) O I f y . z , j b )  ,

I  J e s t  w ięc szukanym izom orfizm em .

N iech  o b e cn ie  p o d str u k tu r y  (  R^ x  G ^ .o )  i  ( Rg x G g ,o )  będą iz o m o r f i j ­

n e , n ie o h  fu n k c ja  I  u s t a l a  ic h  izom orfizm  oraz n ie c h  a b ę d z ie  dowol­

nym, u stalon ym  elementem z b io ru  A ^ . Wówczas, wobec lem atu  7 ,  b ę d z ie  

I f a .a .o e )  = fa ',a ',o c ')  , g d z ie  a ' J e s t  takim  elem entem  z b io r u  A g , że 

1 Г а ,а ,е )  = fa', a ',e ') .

Fu n kcja  g o k re ś lo n a  n a s t ę p u ją c j :

(g(oc) = oc') (  I  (a ,a ,o c ) = ( &, a ' , oc ' j )

u s t a l a ,  Ja k  łatw o sp ra w d z ić , izom orfizm  grup ( G ^ ,* )  i  ( G g ,e ) .

Określm y n a s tę p u ją c o  fu n k c ję  f  d la  x  €  A ^:

( f f x )  = x ' )  < ? ( l ( x , x , e )  = (x ',x ',e ') )  .
O czy w iście  f  J e s t  różnow artościow ym  p r z e k s z ta łc e n ie m  A^ na A g . Ła­

two p o k a zać , że ma m ie js c e  n a s tę p u ją c a  równoważność:

(11) I ( x ,y ,e )  = (x ‘,y 't е ')Ф = ^ 1  Г х .х , e )=  (x ',x ‘, e ')  i  I ( y , y , e )  = ( y ' ,y ;e ') ] .

N iech  x < y .  Wówczas t ( x )  /  t ( y )  i  I ( x ,y ,e ) = ( x ' , y , e  )e  Rg x  Gg 

oraz na mocy ( i i )  i  z d e f i n i c j i  f u n k c j i  f  mamy

x'  = t ( x ;  . y ‘ = i ( y ) ,
więc ( f f x ) ,  t ( y ) , e j  €  Rg x Gg, c z y l i  f ( x ) c <  f f y ) .

Fu n k cja  f  u s t a la  w ięc podooien stw o porządków i  o < .
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Z tw ierd zeń  3 1 4  w ynika n a s tę p u ją c y

Wn io s e k  4 . Dwie p o d str u k tu r y  (B ^ .o )  1 ( B g ,o )  o k re ślo n e  przez

warunki ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  (9) grupoidów  B ra n a ta  ( Б ^ о )  i  ( b o i o ) są  iz o m o r f i j -

ne w tedy i  ty lk o  w t e d y ,J e ż e l i  p o rz ą d k i (10) dyktowane p rzez n ie  na z b io ­

rach i  Ag tró jk ow ych  grupoidów  B ran d ta  ( A2 x G ^ .o ) i  ( A2 x  G „ ,o )

iz o E o r f i jn y c h  odpow iednio z gru p oid am i ( B ^ o )  i  ( B g ,o )  są  podobne o -  

raz grupy (G l f e )  i  (G 2 , e )  s ą  iz o m o r f i jn e .

Z tw ie r d z e n ia  4 w ynika tak że n a s tę p u ją c y

W niosek 5 . P o d s tru k tu r y

( { ( X ,y ,« - )  6  A2 X G  : i < y ]  , o )  
i

( { ( x ,y ,o c )  e  A2 x  G : y  <  x  I  , 0  )

grupoidu ( a 2 x  G ,o ) ,  g d z ie  r e l a c j a  p o rzą d k u je  z b ió r  A , są iz o ­

m o rfijn e  w tedy i  t y lk o  w ted y , gdy i s t n i e j e  fu n k c ja  m a le ją c a  przeprowadza­

ją c a  z b ió r  A na s i e b i e .

T w ie rd ze n ie  5 . Warunkiem koniecznym  i  w y sta rcza jący m  na to ,b y  g ru - 

p o id y  tró jk ow e B ra n d ta  ( a 2 x  G ^ .o )  i  ( a 2 x  G2 , o ) b y ły  izomorfijne je s t ,  

by i s t n i a ł y  t a k ie  r e l a c j e  <  i  o <  p o rzą d k u ją ce  z b io r y  A^ i  A2 , że 

p o d str u k tu r y  ( x  Gl f o )  i  ( R 2 x  G2 , o )  p rze z  n ie  dyktowane są  iz o ­

m o r fijn e  .

Dowód. N ie c h  I  b ę d z ie  fu n k c ją  u s t a l a ją c ą  izom orfizm  grupoidów 

( a 2 x  G j , o ) i  ( a 2 x  G2 , o ) ,  n ie c h  <  b ę d z ie  dowolną r e la c j ą  porządku­

ją c ą  z b ió r  A± o ra z  n ie c h  ( R^ x  G -^ o )  b ę d z ie  p o d str u k tu r ą  grupoidu 

( a 2 x  G^, o ) dyktow aną w rozw ażany ju ż  sposób p rze z  tę  r e l a c j ę .

Z izom orfizm u grupoidów  ( A2 x  G ^ o )  i  ( A2 x  G2 ,o )  wynika r ó w n o lic z - 

n ość zbiorów  i  A g . N ie c h  fu n k c ja  f  u s t a l a  tę  r ó w n o lic z n o ś ć . Na

z b io r z e  Ag z d e fin iu jm y  r e l a c j ę  c <  n a s tę p u ją o o :

x  с*, y  =  f “ 1 ( x ) < f “ 1( 'y ) .

Łatwo p o k a z a ć , że r e l a c j a  ta  p o rzą d k u je  z b ió r  Ag oraz że fu n k c ja  f  

u s t a la  p od obieństw o uporządkowań zb iorów  i  A g .
N ie ch  a b ę d z ie  dowolnym, u stalon ym  elementem z b io ru  A^ oraz n iech  

I ( a , a , e )  = (a ',a ',e 'j .  F u n k c ja  g o k r e ś lo n a  n a s tę p u ją c o :

( g( ° c )  = cc' ) = ф ( к а , а . , о с )  = ( a ',a  ',<*■')) 

u s t a l a ,  ja k  ła tw o  zauw ażyć, izom orfizm  grup ( G ^ .e )  i  ( G g ,e ) .

Z tw ierd zeń  3 1 5  w ynika n a s tę p u ją c y
•Yctosek 6 . Warunkiem koniecznym  i  w y sta rcza jący m  na to ,b y  gru poidy 

B ran d ta  ( B l t o ) i  ( B 2 , o )  b y ły  iz o m o r f ijn e  J e s t , b y  is tn ia ły  w n ic h  iz o ­

m o rfijn e  p o d str u k tu r y  f b j , o )  i  ( b 2 , o ) ,  m ające w ła sn o śc i (7) , (8) , (9) .

Podamy o b e cn ie  zasy gn alizow a n e we w stę p ie  w arunki w y s ta r c z a ją c e  na 

t o ,  by nom om orficzne ob razy  gru p oid u  tró jk ow ego  B ran d ta  ( A“ x  G ,o )  oraz
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s tr u k tu r y  ( E  x  G ,o ) b y ły  gru pam i. T w ie r d z e n ie .a n a lo g lo z n e  do p ie rw sze ­

go z n ic h  w p rzyp ad ku ,gd y  ( G ,# )  J e s t  gru p ą Jednoelem entow ą,podane J e s t  

w p racy  [ i ]  na s t r .3 5 6 .
Tw ierdzen ie 6 . N ie ch  A 1 В będą dowolnymi z b io r a m i, ( G ,e )  do­

wolną gru p ą . J e ż e l i

w z b io r z e  В o k re ś lo n e  J e s t  d z ia ła n ie  " o "  t a k i e ,  że

4 ° .  F ( x ,y ,u ) o  F f y .z .v )  ma se n s  d la  dowolnyoh elem entów  x , y , z  ze zbio­

ru A oraz dow olnych elem entów  u ,v  ze z b io r u  G 1 

F ( x , y , u 1 o F f y ,z ,v )  *  F ( x ,z ,u  •  v ) ,

to  s tr u k tu r a  ( B , o )  J e s t  g ru p ą . Dowód p r z e b ie g a  a n a lo g ic z n ie  Ja k  w p ra­

cy  [ l ]  na s t r .3 5 6 .

T w ierd zen ie 7 . N ie ch  A b ę d z ie  zbiorem  uporządkowanym r e l a c j ą " ^ * !

w z b io r z e  В o k re ś lo n e  j e s t  d z ia ła n ie  " o "  t a k i e ,  że

4 ° .  j e ż e l i  ty lk o  ( x ,y ,u )  i  ( y , z ,v )  s ą  elem entam i z b io r u  R x  G, to  

F ( x ,y ,u )  o F ( y ,z ,v )  ma sen s i  F f x .y .u ^  o F ( y , z , v )  = F f x ,z ,u  t ▼ ), to  (B ,o) 
j e s t  p ó łg ru p ą  z je d n o ś c ią  le w o stro n n ą . Dowód p r z e b ie g a  a n a lo g ic z n ie  Ja k  

w praoy {_l] , s t r  ,3 5 6 .

S tr u k tu r a  (B  ,o )  n ie  muei być g ru p ą . N ie ch  bowiem A b ę d z ie  zbio­

rem l ic z b  r z e c z y w is ty c h  d o d a tn ic h  z r e l a c j ą  m n ie js z o ś c i ,  fG ,o )  grupą 

jednoelem entow ą, za ś  В p rz e d z ia łe m  [ i ,  o o ) . F u n k c ja  F ( x ,y ) =  ^  J e s t  

homomorfizmem s tr u k tu r y  ( b , o )  w ( b , o ) ,  g d z ie  "o "  ozn acza zwykłe 

mnożenie w z b io r z e  l i c z b  r z e c z y w is ty c h . P on ad to  sp e łn io n e  s ą  w arunki 1 ° ,  

2 ° ,  3 °  tw ie r d z e n ia  1 0 , o c z y w iś c ie  Jed n ak  s tr u k tu r a  f B ,o )  n ie  J e s t  gru­

p ą . Zauważmy, że d o ło ż e n ie  do warunków 1 ° ,  2 ° ,  3 ° ,  4 ° pow yższego tw ie r ­

d zen ia  warunku

gd zie  b j e s t  pewnym elem entem  sp e łn ia ją c y m  warunek 3 °, sp ow odu je , że

(в , • )  dowolną g ru p ą , В dowolnym zbiorem  1 n ie c h  

J e ż e l i

1 ° .  F e BR x  G ,

]
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( В ,o) b ę d z ie  gru p ą , bowiem warunek ten  g w a ra n tu je , że do każdego elemen­

tu zb io ru  В b ę d z ie  I s t n i a ł  w tym z b io r z e  elem en t lew ostron n y odw rotny.

C z e ś 6 I I

Zajmiemy s i ę  o b ecn ie  c ią g ły m i homomorfizmami s tr u k tu r y  ( A2 x  G ,o ) 

w ( м ,е )  oraz  s tr u k tu r y  (й  x  G ,o )  w ( m , s ) .  W tym c e lu  narzućmy to ­

p o lo g ie  p rze z  z b ie ż n o ść  na rozważane p o p rzed n io  s tr u k tu r y , t z n . n ie c h  A , 

G, M będą p r z e s tr z e n ia m i L* F r ó c h e ta  oraz n ie c h  C H ,e ) b ę d z ie  grupą 

to p o lo g ic z n ą .

M e c h  ( х ^ ,у п , ocn ) b ę d z ie  c ią g ie m  nieskończonym  elementów z b io ru  A2x  G 

i  n ie c h  ( х 0 ,У 0 > % ) €  A2 x  G.
Na A2 x  G zadajem y z b ie ż n o ść  n a s tę p u ją c o :

----- * < ’х о 'У о 'ве‘в>] =  [ ( x n----- > x o) 1 O n ------ > * o )  1
O w

P r z e s tr z e ń  A x  G z ta k  zadaną z b ie ż n o ś c ią  J e s t  ta k ż e  p r z e s tr z e n ią  L .
2

T o p o lo g ia  zadana na A x  G in d u k u je  w znany sp osób  to p o lo g ię  na H x G. 

Wprowadzone pow yżej to p o lo g ie  p o zw a la ją  w prow adzić /w e d łu g  H e in e g o /c ią g ­

ło ś ć  f u n k c j i  ze zb iorów  àf4 x  G, MR x  G, M4 , MG w punktach / 1  p o d zb io -
o

r a c h / zbiorów  A x  G, R x  G, A , G o ra z  d e f i n i u ją  w znany sposób p o ję ­

c ie  punktu d o m k n ięcia  p o d zb io ru  z b io r u  A o ra z  dom knięcie ta k ie g o  pod­

z b io r u . B ardzo  p r o s to  można udowodnić n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie  8 . Warunkiem koniecznym  i  w y sta rcza jący m  na t o ,  by h o - 

momorfizm F p  0  s tr u k tu r y  ( a 2 x  G ,o )  w (M ,e )  b y ł  c i ą g ł y  j e s t ,  by

każda z f u n k c j i  f i g  b y ła  c i ą g ł a .

T w ie rd ze n ie  9 . Warunkiem koniecznym  i  w y sta rcza ją cy m  na t o ,  by h o - 

momorfizm F t  0 s tr u k tu r y  (R  x  G ,o )  w (M ,e )  b y ł  o ią g ły  J e s t ,  by

1° .  p r z y  każdym A  z 'll z b io r y  Д  , A \ A  oraz z b ió r  S ( l l )b y ły  do­

m kn ięte  ,

2 ° .  każda z f u n k c j i  Гд i  gA  b y ła  c i ą g ł a .
Dowód. N ie c h  F jś 0 b ę d z ie  c ią g ły m  homomorf izmem s tr u k tu r y  (R  x 0,01 

w ( M ,e ) .  Przypuśćm y, że pew ien p r z e d z ia ł  A  r o d z in y  K , n ie  J e s t  dom­

k n ię ty , c z y l i ,  że w z b io r z e  A i s t n i e j e  elem en t o ^ A  będący g ra n icą  

c ią g u  xn o w yrazach z A  . N ie ch  n p . z a c h o d zi с  <  . Z lem atu 6 wy­

n ik a , że F ( c ,x n ,e ) =  O . C ią g  Cxn ,x n ,e )  J e s t  z b ie ż n y  do Cc, c ,  e) i  

F (x n ,x n ,e ) =  e ' , fu n k c ja  F n ie  b y ła b y  w ięc c i ą g ł a  w punkcie f c . c . e l  , 

co j e s t  sp rz e cz n e  z z a ło ż e n ie m . W p rzyp ad ku , gdy xQ <  o rozumowanie

j e s t  a n a lo g ic z n e . Każdy p r z e d z ia ł  A  ro d z in y  l i  J e s t  w ięc przedziałem

domkniętym. Podobnie dowodzi s i ę ,  że z b io r y  A \ A  oraz S ( l i )  są domk­

n i ę t e .  N ie ch  o b e cn ie  A  b ę d z ie  dowolnym p rze d zia łem  ro d z in y  l i  , z a ś (a ,b ) 

dowolnym, u stalon ym  elementem z b io ru  Т Г А ) .
Wówczas
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a s tą d

p f a ,b ,œ )  ж t ~ 2 f a ) t  е л Сос.) •  1 Л ( Ь ) ,  

g A foc) « t A  ( a )  •  F ( a ,b ,« ) « f * " ^  C b ) .

Z c i ą g ł o ś c i  f u n k c ji  F w ynika c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  gA .

N iech  a b ę d z ie  dowolnym, u stalon ym  elementem d o w oln ego ,u sta lo n ego  p r z e ­

d z ia łu  A , cc -  dowolnym, ustalonym  elem entem  gru py ( G ,e )  oraz n ie c h  aQ 

b ę d zie  dowolnym c ią g ie m  o w yrazach z p r z e d z ia łu  A  zbieżnym  do a .

N iech  Nĵ  i  N2 będą zb ioram i o k reślo n y m i n a s tę p u ją c o :

Ni = { n ! a j- ,  N2 “  {  n : a  ^  an l  *
Kamy

-  g (°c) • f C a )  •  F“ 1('an ,a ,o c )  d la  an e Nt

oraz

f  Ca^) = * F C a ,a n ,° c )  d la  &n  e  N2 -

S tą d , ponieważ s tr u k tu r a  ( H ,e )  j e s t  gru p ą to p o lo g ic z n ą  o ra z  fu n k c ja  F 

j e s t  fu n k c ją  ciągłą ,m am y

— > t(a).
Fu n kcja  f  j e s t  w ięo c i ą g ł a  w p u n kcie  a  p r z e d z ia łu  A  .poniew aż za ś  

a b y ło  dowolnym elem entem  p r z e d z ia łu  A  ,  f  j e s t  fu n k o ją  c i ą g ł ą  na 

p r z e d z ia le  A .

Pokażemy o b e c n ie , że j e ż e l i  sp e łn io n e  s ą  w arunki 1 ° ,  2 °  tw ie r d z e n ia  9, 

to  homomorfizm F j e s t  c i ą g ł y .

Z warunku 1 °  w ynika dom kn iętość zbiorów  T CA) i  G i  [r \T C A ) ] x G p rzy  

każdym Л г  U  o ra z  d om kn iętość z b io r u  LJ T (A )  x  G . Wykażemy n p . dom-
Г T Де1*

k n ię to ś ć  zb io ru  [ B 4 T ( A ) J  x  G . N ie ch  С ^ . У , , » 0 0 ,,) €  B x  G i  n ie c h  

b ę d z ie  c ią g ie m  o w yrazach ze z b io r u  [ f i \ T f A ) ] x  G zbieżnym  

do С х 0 ,У 0 .о с 0 ) .

Przypuśćm y, że ( * 0 ,У 0 , ° c 0 ) Ф LR V t  ( x  G c z y l i , ż e  ( x Q ,y o ,«£о)е  T(4)xG .
Wówczas x 0 i  y 0 b y ły b y  elem entam i z b io r u  A  . Poniew aż 

wyrazy c ią g u  ° c n )  n a le ż ą  do z b io ru  [ f l  \  T C A )]x  G, można z k tó ­

re g o ś  z ciągów  xQ lu b  yn wybrać o lą g ,  k tó r e g o  żaden wyraz n ie  j e s t  

elementem z b io ru  Д  . N ie ch  to  b ę d z ie  n p . c ią g  x^ wybrany z c ią g u  

B yłob y wówczas i 11

х о е Л  1 V  f x kn ^ A )  1 x o-

c o , wobec d o m k n ię to śc i z b io ru  A \ Д  , j e s t  n ie m o ż liw e , z b ió r  [ b \ T ( a )]x G 

j e s t  w ięc zbiorem  dom kniętym .

Podobnie dowodzi s i ę  d o m k n ię to śc i zb iorów  T ( A )  x  G i  Т С Л ) x G.

Z pow yższych rozważań w yn ika, że w y s ta r c z y  w ykazać c i ą g ł o ś ć  iu n k c j i  F na 

każdym ze zbiorów  T C A ) x  G, g d z ie  A  j e s t  dowolnym elementem r o d z in y  U.
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Na z b io rz e  T ( A )  x  G fu n k c ja  P ma p o sta ć

F (x ,y ,o e )< =  t ~ £ ( x )  * В д (* > » * д ( у ) .

Z c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  t A  1 gA  o ra z  f a k tu , że ( H ,e )  j e s t  gru pą to p o lo ­

g iczn ą  w ynika, że P J e s t  fu n k c ją  c i ą g ł ą  na z b io r z e  Т ( д ) х 6 .

Homomorfizm P j e s t  w ięc c i ą g ł y  na całym  z b io r z e  E x  G,

C z e ś ć  X IX .

Zajm ijm y s i ę  o b e cn ie  zw iązkam i m iędzy rozw iązan iam i rów nania

(12) F (x ,y ,o e )  • F( y , x , f i > )  = F (x ,s ,o c  •;>.) 
o

na z b io r z e  A x  G i  rozw iązan iam i te g o  rów nania na z b io r z e  H x  G, przy 

czym rozw ażan ia p o n iż s z e  d o ty c z ą  t y lk o  rozw iązali o w a rto śc ia c h  ze z b io ­

ru U .

N iech f e Y 1  i  n ie c h  A C Ï .  P rz e z  f l A  ozn aczać będziem y z a c ie ś n ie n ie  

fu n k c ji  f  do z b io r u  A .

D e f i n i c ja  3 . Fu n k cję  f^  będziem y n azy w ali f  — przedłu żeniem  roz­

w ią za n ia  rów nania fu n k cy jn e go

(13) F ( f ( x ) ) =  G ( f (x ) )

ze z b io ru  A na z b ió r  B , j e ż e l i  A C  B , f  j e s t  rozw iązaniem  równa­

n ia  (1 3 ) na z b io r z e  A , f^  j e s t  rozw iązaniem  rów nania (1 3 ) na z b io r z e  

В i  f t lA  = f .

Z tw ierd zeń  1 1 2  w ynika n a ty c h m ia st n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie  1 0 . J e ż e l i  fu n k c ja  F j e s t  rozw iązaniem  rów nania (1 2 )

na z b io r z e  R x  G, to  warunkiem koniecznym  i  w ysta rcza jący m  na t o ,  by
2

i s t n i a ł o  F — p r z e d łu ż e n ie  r o z w ią z a n ia  te g o  rów nania na z b ió r  A xG J e s t ,  

by U  =  { 0 }  lu b  l i  = { A } .

Z tw ie r d z e n ia  10 o ra z  w niosku 3 w ynika n a s tę p u ją c y

W niosek 7 . J e ż e l i  (B ',o )  J e s t  p o d str u k tu r ą  gru p oid u  B ran dta  ( B ,o )  

o k re ślo n ą  p rze z  w arunki (7) , (8) , (9) i  fu n k c ja  F o w a rto śc ia c h  z U J e s t  

rozw iązaniem  rów nania

(14) h ( /* .) •  h {v) = h O » v )

na z b io r z e  B', to  warunkiem koniecznym  i  w ysta rcza jący m  na t o ,b y  istn ia ­

ło  F — p r z e d łu ż e n ie  ro z w ią za n ia  te g o  rów nania na z b ió r  В je s t ,  by F s O  

lub F O -) 4  0 d la  każdego z B'.

T w ierd zen ie  1 1 . J e ż e l i  F t  i  F 2 s ą  homomorf izmami grupoidu Brand­

ta  ( b , o ) w p ó łg ru p ę  (M,o),OB',o) j e s t  p o d str u k tu r ą  gru p oid u  B ran d ta  ( B ,o )  

o kreślo n ą  p rze z  w arunki ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  (9) i  F jJ b ' ^ F j I b ' ,  to  fu n k c je  Fĵ  

i  Fg są  id e n ty c z n e .
Dowód. Poniew aż fu n k c je  F1 i  F 2 s ą  homomorf izmami grupoidu Bran­

d ta  ( B ,o  ) w  p ó łg ru p ę  ( m , e) i  F jJ  Б ' = F 2 iBy, w ięc 

a /  F1 ~ F 3 = 0  lu b  Ь /  F t  S  HB 1 F2 6 H b .
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Przypadek a/  j e s t  tr y w ia ln y . Rozważmy p rzypadek  b / .

N iech  x  0  B'. Wówczas x_ 1  é  в ' i  mamy

Ft f x )  -  f c C x - 1) ] - 1 = [f ^ x - 1) ] " 1 = F2(x ),

co  o zn a cza , że fu n k c je  Ft  i  F2 są  id e n ty c z n e .

T w ierd zen ie  1 2 . Warunki

a /  jedynym i rozw iązan iam i c ią g ły m i rów nania (12} na z b io r z e  R x G są
2

ro zw ią za n ia  c ią g łe  i  p r z e d łu ż a ln e  na A x  G

1
b /  n ie  i s t n i e j e  w z b io r z e  uporządkowanym A p r z e d z ia ł  d o m k n ięto -o tw arty  

Л ,  n ie p u s ty  1 różn y od z b io ru  A 

są równoważne.

Wykażemy n a jp ie r w , że warunek a /  im p lik u je  warunek b / . Przypuśćm y w tym 

c e lu ,  że warunek b /  n ie  z a c h o d z i, t z n . i s t n i e j e  w z b io r ze  uporządkowanym 

A t a k i  p r z e d z ia ł  Д  , że Д ^ 0 ,  Д ^ А ,  А  = Л  i  А \ А  =  А \ Л .  

Wówczas fu n k c ja

[e' d la  (x ,y ,o c )  £  T(A) x G ,
F A .y .o c )  = j 0 d la  ( x , y , o c )  e  [ r  X g ] \ [ T ( A )  x  g]

j e s t  o c z y w iś c ie , wobec tw ie -d z e n ia  9 , rozw iązaniem  c ią g ły m  rów nania (12) 

na z b io r z e  R x  G, n ie  j e s t  z a ś , wobec tw ie r d z e n ia  10 , rozwiązaniem p r z e -  

dłużalnym , co  j e s t  sp rz e cz n e  z zapostułow anym  warunkiem a / .

2 tw ie r d z e n ia  9 wynika n a ty c h m ia s t, że warunek b /  im p lik u je  warunek a / .

T w ierd zen ie  1 3 . J e ż e l i  fu n k c ja  F j e s t  rozw iązaniem  c ią g ły m  rów­

n an ia (12) na z b io r z e  R x G i  F . j e s t  F -p rze d łu że n ie m  ro zw ią za n ia1 n
równania (12) ze z b io ru  R x  G na z b ió r  A x  G, to  F . J e s t  fu n k c ją

2 1 c i ą g ł ą  na A x  G.

Dowód. P rzyp ad ek, gdy F s  0 j e s t  tr y w ia ln y .

N iech fu n k c ja

F (x ,y ,o c )  = f - 1 ^ )  •  g(oc)  o f  ( y ) d la  x < .y  

b ęd zie  rozw iązaniem  c ią g ły m  rów nania (12) na z b io r z e  R x  G, tz n . d la x ,y  

s p e łn ia ją c y c h  warunek x  -4 y .

Fu nkcja

Р ^ х .у .о с )  = f “ \x )  •  gCoc) # f r y )  d la  dow olnych x  i  y 

j e s t  o c z y w iś c ie  rozw iązaniem  rów nania (12) bez warunku x  4  У , za ś  wo­

bec tw ie rd z e n ia  10 j e s t  jedynym F -p rze d łu że n ie m  ro z w ią za n ia  równania (12)
o

ze z b io ru  R x  G na z b ió r  A x  G . C i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  F.  ̂ w ynika natych­

m ia st z c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  f i g .

Zauważmy na z a k o ń c z e n ie , że w tw ie r d z e n ia c h  d o ty c z ą c y c h  c i ą g ł o ś c i  

n ie  p o stu lo w a liśm y  żadnego zw iązku m iędzy c o p o lo g ią  a porządkiem  w z b io ­

rze A .
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Ponadto, gdy p r z e s tr z e ń  A j e s t  s p ó jn a , to

1 ° .  z tw ie r d z e n ia  9 w y n ik a ,te  rozważany tam homomorfizm J e s t  c i ą g ł y  t y l ­

ko w ted y , gdy U  = { # }  lub 1 1 =  { a } ,

2 ° ,  warunek b /  w tw ie rd z e n iu  12 s p e łn io n y  j e s t  a u to m a ty c zn ie , co  ozna­

c z a , że za ch o d zi w tedy tak że warunek a / .
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S u m m a r y

ON SOME HOMOMORPHISMES AND CONTINUOUS HOMOMORPHISMES OF BRANDT 'S  OKOUPOIB

In the p a r t  I  o f  t h i s  n o te  th e re  are  g iv e n  a l l  homomorphismes o f 

B r a n d t 's  g ro u p o ld  ( a ~ x  G , o) and i t s  s u b s tr u c tu r e

(R  x  G ,o )  =  ( • j f x .y .o c )  e  A2 x G : x  4  y } ,o )

/ ■ < "  i s  a  r e la t i o n  o rd e rin g  А /  in  such  sem igroup (M ,e ) w ith  zero 

" 0 " ,  th a t  ( M\{0},») i s  a g ro u p . S u b s e q u e n tly ,th e s e  r e s u l t s  were tr a n s -  

fe re d  on a l l  B r a n d t 's  g ro u p o id s . In  t h i s  p a r t  th ere  are  g iv e n  a ls o  the 

n e c e ssa ry  and s u f f i c i e n t  c o n d it io n s ,  t h a t :

a s u b s tr u c tu r e s  (B ',o )  and (R  x  G ,o )  o f  isom orphlo B ran d t 's  gro u p o id s 

B ,o )  and fA 2 x  G ,o) are  isom orp h ic /th e o re m  3 / ,
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Ъ / two s u b s tr u c tu r e s  ( x  G1 , о ) and ( a 2 x  G2 , o )  o f  B r a n d t 's  gro u p o - 

ld s  ( 4  x  G ^ ,o )  and ( a 2 x  G2 , o ) are  isom o rp h ic  /th e orem  4 / ,  

с /  two B r a n d t 's  gro u p o id s may be isom orph ic /th e o re m  5 and c o r o l la r y  6 /  

and th e  s u f f i c i e n t  c o n d it io n s ,  th a t  the homomorphic im ages o f  B r a n d t 's  

grou p oid  ( a 2 x  G ,o )  and i t s  s u b s tr u c tu r e  ( n  x G ,o .) are g ro u p s .

In th e  p a r t  I I  th ere  i s  g iv e n  the n e c e s sa r y  and s u f f i c i e n t  con dition , 

th a t  homomorphismes o f gro u p o id  ( A2 x  G ,o )  and i t s  s u b s tr u c tu r e  (R x  G,o) 

in  th e  sem igroup ( i l , * )  are co n tin u o u s  assu m in g, th a t  the exam lnated 

sp a ce s  are t o p o lo g ic a l  l f - F r e c h e t 's  s p a c e s .

In  the p a r t  I I I  th ere  a re  g iv e n  a l l i a n c e s  among f a m il ie s  o f homomor­

phism es ( a 2 x  G ,o) in  (U,e )  and (B  x  G ,o )  in  ( u , e ) .

Р е в н и в

НЕКОТОРЫЕ ГОМОМОРФИЗМЫ И ГОМОМОРФИЗМЫ НЕПРЕРЫВНЫЕ ГРУППОИДА

БРАЦЦТА

В части I поданн все гомоморфизмы группевда Брандта (Л 2л 6 > ° )  

и еге подструктуре
( RxG, о) =  ({fx.y.oc)g A2x G : < i y } , o )

/  * <  * -  передок в A /  в такой полугруппу ( М , з )  ,  с нуден "0 " ,ч т о  (М\{0},о),

является группой. Потен, пользовал на соотвествующих изоморфизмов, эти ре­

зультаты перенесено на любой группоид Брандта.

Поданы здесь тоже необходимые и достаточные условия, чтобы: 

а /  подструктура (В', о) группоида Брандта (В , о) была изоморфна с подструкту­

рой ( Rx G, o )  группоида (A 2x G ,o )  изоморфного с группоидом Брандта ( В , ° ) ,  
б/  две подструктуры (R,x G,, с) ж  (R2xGz>o) группоидов Брандта (A2xG1to) 
и (Аг х G2 , o) являлись нзонерфныни,

в /  два группоида Брандта (В ,,о)и (В2»о) являлись изоморфными, 

а также достаточные условия, чтобы гомоморфные образы группоида Брандта 

являлись группами.

В части П представлено необходимое и достаточное условие, чтобы гомо­
морфизмы группоида Брандта (A2xG,o) л  е гс  подструктуры (R x G ,о) являлись не -  

прерывными, предпокладая, что развешиванные пространства являются тополе -  

гжческимж престранствамн L f-Фреше.

В части Ш поданы связи мехду семействами гомоморфизмов (  А** 6 ,  о)
*  (W, #)  и ( R x G » o )  в ( М, з )  .


