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Pierwsza oze$¢ tej pracy, majaca charakter algebraiczny, poswiecona
Jest podaniu wszystkich homomorfizméw grupoldu Brandta (b,o) oraz pew-
nej Jego podstruktury (b\o) w takag potgrupe (m,0) =z zerem "O", Ze
struktura (U\{o] ,e) Jest grupa. Rozwazania prowadzi sie dla grupoldu
Brandta postaci (A2 x G,0), rozwazang podstrukture (B,0) *(r x G,o)
uzyskuje sie woéwczas narzucajgc na zbiér A dowolny $cisty porzadek V"
lantysymetryczny, przechodni i spéjny/ i wymagajac,by do zbioru RxG na-
lezaty wszystkie te i tylko te elementy (x,y,ec ) z A x G, dla kto6-
rych x <. y.

Wcze$oi pierwszej podaje takze pewne twierdzenia dotyozgce izomor-
fizmoéw grupoidéw Brandta oraz pewnych ich podstruktur,a takze pewne wa-
runki wystarczajace na to, by homomorfiozne obrazy grupoldu Brandta pos-
taci (A2 x G,0) oraz jego podstruktury (R x G,o0) byty grupami.

Cze$¢ druga posSwiecona jest podaniu wszystkioh homomorfizméw cigg-
tych grupoldu Brandta oraz struktury (e x G,0) w strukture (m,e) przy
odpowiednio okre$lonych w tych strukturach topologiach.

Wczesci trzeciej podano pewne zwigzki miedzy homomorfizmantl (a2x G,0)
w  (ll,e) 1 (R x G,0) w (m,e) .

Praca ma swoje zr6dto w notach 2], [3], [41l. Rozwigzanie niektd-
rych z powyzej podanych zagadnien w przypadku, gdy grupold (A i G,0> re-
dukuje sie do grupoldu (A2,0), gdzie zbiér A Jest zbiorem liczb rze-
czywistych, a struktura (m,e/ Jest zbiorem liczb rzeczywistych z mno-
zeniem, podali H. Fréchet w 2j i Z. Uoszner w [3] i [4i, rozwiazujao

rownanie P'x,y) e« Ffy,z) = Fix,*) przy warunku x~"y4z. Z.Uoszner wl[4"
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podat takze «nioski dotyczace ogd6lnego rozwigzania regularnego /klasy Cn,
gdzie n jest liczbg catkowita nieujemng/ tego réwnania. Od Z. Mosznera
wyszta propozycja uogdélnienia przeze mnie tych wynikéw.

Pragne serdecznie podzigkowa¢ prof, dr Z. Mosznerowi za cenne uwagi

czynione w trakcie pisania przeze mnie niniejszej praoy.

Czes$ 6 |

Niech A bedzie dowolnym zbiorem, (g,o0) dowolng grupg,zas$ (m,«)
takg poétgrupa z zerem "0" /tzn. O«a = a*0 * Odia kazdego a z M/,ze (H.e)
gdzie H = M\ {o} , Jest grupag, przy czym dziatanie w grupie (h,«) jest
zwezeniem dziatania z pétgrupy (u,o0) do zbioru H.
Rozwazmy strukture (A2 x G,0) przyjmujac, te element (:j.y”~oc) fc
A2 x G Jest przemnazalny przez element (x2,y2,fi) 6 A2 x G wtedy i
tylko wtedy, gdy Y~ = x2 1 wobwczas
(~.ynoc) Ofx2,y2,Ji) * (xt,y2,cC»lh).
Struktura (a2 x G,0) jest grupoldem Brandta, Nazywa¢ Ja bedziemy tréj-
kowym grupoidem Brandta.
Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to,by funk-
cja F byta homomorfizmem grupoidu Brandta (a2 x G,0) w poétgrupe (M,e)
Jest, by byta postaci

(i) F (X.y.oc) « f-1(x) eg(cc)# f(y) lub F (x,y,oc) = 0,
gdzie f Jest dowolnym elementem zbioru HA, czyli dowolng funkcjg o
dziedzinie A i wartosciach z H, za$§ g jest dowolnym homomorfizmem

grupy (G.e) w grupe (H,o0).
Dowdd. Rozwazmy dwa przypadki:
al/ F(x.y.oc) = o,
b/ Istnieje taki element (a,b, c') z A2 x G, ze F(a,b,oc') ® 0.
" przypadku a/ funkcja F Jest oczywiscie zgdanej postaci. Niech (x, y,0c)
bedzie dowolnym elementem zbioru A2 x G i niech e bedzie elementem ne-
utralnym grupy (G,*) . W przypadku b/ mamy woéwczas
F(a,x,e) « F(x,y,oc) » F(y,b, oc-1»ocj= F (a.b.oc'),
czyli F (x,y,oc) [ o.
Funkcja F Jest wiec w tym przypadku homomorfizmem struktury (A*- x G,o)
w grupe (E.,e).
Niech a bedzie dowolnym, ustalonym elementem zbioru A. Przyjmijmy
f Cx) * F (a,x,e), g (oc) >k F (a.a.oc)

Funkcja g Jest oczywiscie homomorfizmem (G ,e) w (H .e). Poniewaz F
jest homomorfizmem, wiec

F (a,x,e)e F (x,y,oc) » F (a,y,ec)

oraz
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F (a,y,oc) = F (a,a,oc) < F(a,y,«),
a stad
Fia,i,e)i F(xyc<) - F(a.a.oc)*p(a,y,e),
ozyli
F(x,y,oc) = T-1(x)» gfoc)» f(y).
Fakt, Ze funkcje postaci (1) sa homomorflzmaml (a2 x G,o) v (M,e)
Jest oczywisty.

Kazdy grupoid Brandta (B,o0) jest izomorfijny z pewnym tréojkowym
grupoldem Brandta /[5], str.ii/. Z powyzszego oraz rozwazah poprzednich
mamy

Wniosek 1. Jedynymi homomorfizmami grupoidu Brandta (B,0) wstruk-
ture (li,#), czyli jedynymi rozwigzaniami réwnania Cauchy’ego

h(oc)»h(p) » h (ocofl)
sg funkcje postaci
h (ot) - F (I(oc)),

gdzie | Jest dowolnym izomorfizmem grupoidu Brandta (B,0) na pewien
grupold tréjkowy Brandta (A2 x G,0) , za$ F jest bomomorflzmen
(a~xG,o0) w (ii,#), a wiec funkcjg postaci (i) z twierdzenia 1.

Przed podaniem rozwigzania réwnania Cauohy 'ego na strukturze (Bx G,0)
przyjmijmy nastepujaca definicje:
Definicja 1. Podzbiér B zbioru A wuporzadkowanego przez relacje
"<f£" nazywamy przedziatem, Jezeli spelniony jest warunek
I\ I\ (x4 x4*2 =p*BB),
X~XgG B XGA
Rozwazmy podstrukture (fi x G,0) grupoidu tréjkowego Brandta
\A2x G,o0), w ktérym zbiér A Jest uporzadkowany relacja przyjmujac

Z = (f*)y) € A2 : x éy}.

Twierdzenie 2. Jedynymi homomorfizmami struktury (fi x G,0iw (M e)
tzn. rozwigzaniami réwnania

F (x.y.oc) € F(y,z,Ji) - F (x,z,<=c»/i)
przy warunku x~"y~™z sag funkcje postaci
f ( x) e+ gA(oc)e fa(y) dla (x,y,0C)6T(4)XG, AaU.
2 p(x>¥»00) 0 dla (x.y.oc) € TELena w +.
gdzie
(3) D Jest dowolnym uktadem przedziatow rozitgcznych zbioru A,
(4) T(@@) = {(x,y }6 B :(x,y) 6 A2} AeU,

(5) fA jest dowolng funkcjag ze zbioru HA dla Acelt,
f6) gA jest przy zadanym A z E dowolnym homomorfizmem (G,e)w (H,e).
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Dowé6d. Z definicji zbioru T(A) wynika natychmiast, ze
al jezeli AjH " 2 0, to At=02 1 t(al b T(A2>
b/ jezeli Z~"DA~™ * 0, to TrFrA~MN t(A2;= 0.

GdybySmy rozwazyli wszystkie mozliwos$ci ze wzgledu na przynalezno$¢ par

fx,y), Fy,*) 1(x,z) <0 zbioru Z'4 U.TfA) , to po uwzglednieniu warun-
kéw a/ i b/ okazaloby sie, ze mogg mieé miejsce tylko nastepujgce przy-
padkl:

1. fx,y)6 z i fya) 6 Z¢ 1 (x,2) e z\

2. (x,y)*z* 1 (v i ¢ 1 fxz) doz',

3. fx,y)z*x 1 fy=* e z¢v i fx,z) "~ z2°,

4. fx,y)ez* i (y.z) $z¢ i fx,z) £ Z'.

Z bezposrednich przeliczen wynika, ze w tych przypadkach funkcja F po-
staci fi) Jest homomorfizmem (R x G,0) w (M,e). Pokazemy to dla przy-

padku 1°.
Fakt, ze (x,y) 6 z* i fy,z) 6 z’ i fx,z) € z’ Jest réwnowazny temu,
ze elementy fx,y,oc) , fy,z,jt) i (x,z,cc»fi) nalezg do doktadnie Jed-
nego zbioru TfA). i wowczas

Ffx.y.oc)» F(y,z,jb) * t'J'(x)» &M - *ApCY)* 87

- fAfx )« gA(EC)»gA(jH)»fAfz) = fE(x)»gEx.» fi)* tA(z) = Ffx,z,oct p>).

Pokazemy obeonie, ze jezeli F Jest homomorfizmem (R x G,0) w (Ma)

to Jest postaci (2).
Niech a bedzie dowolnym elementem zbioru A. Utwérzmy zbior

Pft=~| xf A:jfx,a) € R i F(x,a,e)» O Ilub fa,x)6R i F(a,x,e)j$ olj,

gdzie e jest elementem neutrali ym grupy (G ,e).
Pokazemy, ze rodzina

Uiuf{ACcCA: :V AA=PA)}

spetnia warunek f3) twierdzenia 2. W tym celu udowodnimy kilka lematéw,
w ktorych zaktadamy, ze F jest rozwazanym homomorfizmem.
Lemat i. Jezeli adx y4b, F(a,b,oc)» 0 i oce G, to
al/ F(b,b,e)* e, gdzie e' jest elementem neutralnym grupy fH ,e),
b/ Ffx,y,oc)é O.
Dowéd. F jest homomorfizmem, wiec

F(a,b,<) . Ffb,b,e) = F(a,b,oc’),
ozyli
F(b,b,e)

1
[v)

oraz
Ffa,x,0c') * F(x,y,oc) » F(y,b, oc~t)= F(a,b,<*)s,
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ozyli
r(x.y.e) 0 O.
Lemat 2. Jezeli x4adbdy, F(a,b,°’cc) * O i «6G, to F(x,y,oc)»0.
Dowéd. F (x,a,0™)1 Ffa,b,ocj«F ( b,y,oc) = Ffx.y.oc) ,

a stad mamy
F(x,y>«)“ 0O,
co nalezato pokazac.

Z definicji zbioru P, oraz lematu 2 wynika natychmiast, ze warun-
ki F(a,a,e)& O 1 Ptzo sg rownowazne.

Lemat 3. Jezeli b6Pa, to Pb = P~

Dowéd. Niech np. bedzie b<a i niech xgA. Woéwczas mogg mlec
miejsce nastepujgace przypadki:
al X<b4a, b/ b4 x < a, o/ béscéi.

Poniewaz b€Pa i b<a, wiec F(b,a,e)0 O. Rozwazmy,na przyktad,przy-
padek a/. Mamy woéwczas

FCx,b,e)s F(b,a,e)= F(x,a,e),
a stagd wynika, ze warunki i6Pb i x €P& sg rownowazne, wiec Pb = Pa.
Analogicznie przeprowadza sie dowdd w przypadkach b/ 1 c/,a takze w przy-
padku, gdy a<b.

Whniosek 2. Jezeli x4y i (x,y) 6P xP, to F(x,y,e) 0 0.

Lemat 4. Jezeli b $ F&, to PbO P& = 0.

Dowéd. Przypu$émy, ze istnieje x takie, ze x £ pt,» Pa* Musiato-
by wéwczas by¢, na mocy lematu 3, Pb = Px = Pa, co Jest niemozliwe, gdyz
b$r Pft 1, wobec nlepusto$ci zbioru Pb, bePb-

Lemat 5. Zbior PEL jest przedziatem.

Dowéd. Zatézmy, ze fx~.Xg) 6 Pg x Pa, x6A i
Z wniosku 2 wynika, ze F fx”~.Xg.e) / 0. Poniewaz

FN.r.e)* F(x,x2,e) = F(x1,x2,e),

wiec
F(x~,x,e) 0 O, a stad

Z lematu 3 wynika, ze = Pa, wiec i6Pa, ozyli Pft jest przedzia-
tem. 1

Lemat 6. Jezeli yd Pft i x€Pa, to

al jezeli x<y, to F(x,y,e) = 0,

b/ jezeli y <X, to F(y,x,e) = 0.

Dowéd. Przypuéémy, ze F(x,y,e) 00 i x4y. Z definicji zbioru

PX wynika, ze yGPX, z lematu za$ 3 wynika, ze Pi— = PS' bytoby wiec

yGCFa, co jest sprzeczne z zatozeniem.Analogicznie przeprowadza sie do-

wod w przypadku b/.
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Z lematéw 3,4,5 wynika, ze M Jest rodzing przedziatéw roztgcznych,
z wniosku 2 oraz lematu i wynika, ze na zbiorze Z Si LJ TCA)x G fun-
keja P przyjmuje wartos$ci ré6zne od zera.

Pokazemy obecnie, ze funkcja F Jest zgadanej postaci. Z lematu 2
oraz lematu 6 wynika, ze w kazdym punkcie zbioru (R z G)\z funkcja F
przyjmuje wartos¢ O.

Niech (z,y,oc> bedzie dowolnym elementem zbioru Z. Istnieje wobwczas
doktadnie Jeden taki przedziat a rodziny "U, ze (x,y,oc) € T(A)xG.
Nleoh a bedzie dowolnym, ustalonym elementem przedziatu A .

Przyjmijmy
i Ffa,x,e) dla X ejx eA : a~x]| ,
f.fx) « ; , . i
u N F*Yx,a,e) dla xfejxtA : x<a”
oraz
Ea(«t) m F(a,a,«:)
Oczywiscie g7 Jest homomorfizmem (G,») w (H,e) 1 té

Mozliwe sg tu przypadki.
al x<a<y, b/ xdy<a, c/ a<x”y.
W przypadku a/ mamy
Ffx.y.oc) w Ffx,a,oc) » F(a,y,e) = F(x,a,e) « F(a,a,oc)«x F(a,y,e) *

« f'o(x) « gA(oc)«fA (y) .
Analogicznie dowodzi sie, ze w przypadkach b/ i o/ funkcja F Jest tak-
ze zadanej postaci. Funkcja F Jest wiec postaci (2) na zbiorze R x G,
co nalezato pokazac.
Podamy obecnie kilka twierdzen dotyczacych tzomorflcznych grupoidéw

Brandta oraz pewnych ich izomorficznych podstruktur.

Definicja 2. Bedziemy moéwili, ze (B'.e) Jest podstrukturg struk-
tury (B,o), jezeli BC B i "i" jest zawezeniem dziatania "o" do
zbioru B' Bedziemy dalej w miejsce (B(e) pisa¢ (B'0).

Niech (B,0) i (a2 x G,o) beda izomorfijnymi grupoidami Brandta.

Bezposrednio widoczne Jest, ze

Lemat 7. Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by podstruk-
tura (B',0) grupoidu Brandta (B,o) byta grupa (zwang wtedy grupg grupo-
idu (B,0)} Jest, by byta izomorfijna z podstrukturg postaci ({x}2xG,0)
grupoidu tréjkowego Brandta (A2 x G,0), gdzie xeA i jest
podgrupa grupy fG.,e) .

Niech (B',0) bedzie taka podstrukturg grupoidu Brandta (B,0), ze:
(7) B zawiera kazda grupe Gg grupoidu (B,0) Brandta,

(8y & fa 1 S(G-)=4 (a€B" albo a-1e8')],
a6 B °
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gdzie S(Gg) oznacza sume mnogosciowg wszystkich grup grupoldu Brandta
(b,0),
(9) Jezeli elementy a | b zbioru B sa przemnazalne, to aob na-
lezy do B

Twierdzenie 3. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,by pod-
struktura (B,0) grupoldu Brandta (B,0) miata witasnos$ol (7), (B), (9)
Jest, by byta izomorfijna z pewna podstrukturg (R x G,0) grupoldu
A*G,0), gdzie, jak poprzednio, R=](x,y)eA 2 : x~y™ przy ozna-
czajacym relaoje porzadkujgca zbior A.

Dowéd. Niech (B',0) ma wtasnos$ci (7), 18) , ”~9) . Pokazemy najpierw,
ze relacja " okres$lona w zbiorze A nastepujgoo

CiO) x<y Sl (x 4Y i rvx.y.e) 6 b),

gdzie 1 jest funkojg ustalajgca izomorfizm grupoidéw (B,o)i(A2 x G,o),
ustala porzadek w A.

Niech x<y. Wéwczas [~ (x,y,e) B B'. Poniewaz elementy I_1(x,y,e) i
1_1(y,x,e) sg elementami odwrotnymi w grupoidzie (b,o), I~~"(x,y,e)6 B
oraz, wobeo lematu T, I“Vx,y,e) $ s(Gfl), wiec z (8j wynika, ze
I-iCy,x,e) ~ B'", a stad mamy y~:x. Relacja ta Jest wigc antysymetry-
ozna.

Nleoh x<y 1 y<z. Relaoja ta sjest antysymetryozna, wiec X / z.

Z definioji relaoji "<+ wynika, ze I~1fx,y,e) € B' i 1-1fy,z.e) e B.
Z warunku (9) oraz faktu, ze | jest izomorfizmem wynika,ze l-1pc,z,e)tB"'
wleo x<z. Relacja ta jest wiec przechodnia.

Z warunku (8) wynika, ze relacja ta jest spoéjna.
Rozwazmy podstrukture (r x G,0) grupoldu (a2 x G,o) okres$long naste-
pujaco:

G x G,0) = ({fx.y.oc) £ A2 x G: x<y} ,0)

Niech aeB, (x,y,0e) 6 A2 x G i niech I(a)=(x,y,°c) . Mamy wowczas
a€ B'<==~|“1fx,y,oc)e B'4=»1“1('x,y,e) € B'4=>(x - vy lub x<y)d=ao

(x,y,0oc) £ R x G.
Z powyzszych réwnowaznos$ci wynika, ze funkcjg ustalajgca izomorfizm Jest

funkoja bedaca zawezeniem funkcji | do j zbioru B'. Oczywiscie obraz
izomorfijny podstruktury (R x G,o), otrzymanej z grupoldu tréjkowego
Brandta (A2 x G,o) przez narzucenie porzadku na zbiér A ma wtasnoS$oi
(7)., (8), (9).

Z twierdzen 2 13 wynika nastepujacy

Whniosek 3. Jedynymi homomorfizmami podstruktury Cb'ol grupoldu
Brandta (B,0) majacej wtasnosci (7), (8, (9) w strukture (U.,0) sa

funkcje postaci .
h(/.) » F{lb0O)) ,
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gdzie Ifi Jest dowolng funkcjg ustalajgca izomorfizm miedzy (B*,0) i
pewng podstrukturg (li x G,o0) grupoidu tréjkowego Brandta (AZx G,0) lzo-
morfijnego z (b,o0), za$ F jest homomorfizmem tej podstruktury (RxG,0)
w (U,*), czyli jest postaci (2) z twierdzenia 2.

Twierdzenie 4. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,by dwie

podstruktury (r+ x GN0) i (B2 x G2,0) grupoidéw tréjkowych Brandta
(A x Glfo) i (Ag x Gg,0) byty izomorfijne jest,by uporzadkowania zbio-
row AN 1 ktére Je wyznaczajg byty podobne oraz by grupy (G7, ¢)
i (g2,*) byty izomorfijne.

Dowéd. Niech relacje < i ex porzadkujag odpowiednio zbiory i
A2. Niech f bedzie funkcjg ustalajgca podobienstwo relacji < i ex
oraz niech g bedzie funkcjg ustalajgcg izomorfizm grup (G" e) i(G 2,e).
Funkcjg, ustalajgca izomorfizm struktur (Rj® x G~.o) i (Rg x Gg,0) be-
dzie funkcja | okre$lona nastepujgco:

I(x,y,0c) = (f(x), f (y)., g(<*)),
gdzie (x,y,oc) € Rt x G~
1 jest oczywiscie réznowartesciowym przeksztatceniem R”» x G" na RgXGg,

gdyz funkcje f i g sa bijekojami, oraz, jezeli x<y”"z, to
I[Cx,y,oc)c (y,Z,/i)] = I(x,Z2,0C»/b) =(f(x), f(z),g(°CPA))a
=(t(x), fry), g(«-))o(f(y), ffz), g(f>)) = I(x,y,oc ) O Ify.z jb) ,
I Jest wiec szukanym izomorfizmem.
Niech obecnie podstruktury (R" x G”.0) i (Rg x Gg,0) bedg izomorfij-
ne, nieoh funkcja | wustala ich izomorfizm oraz niech a bedzie dowol-

nym, ustalonym elementem zbioru A~. Waoéwczas, wobec lematu 7, bedzie
Ifa.a.oe) =fa',a',oc’) , gdzie a' Jest takim elementem zbioru Ag, ze
1lra,a,e) =fa',a'e').
Funkcja g okre$lona nastepujacj:

(g(oc) = oc') (1 (a,a,oc) =(&,a',oc'j)
ustala, Jak tatwo sprawdzi¢, izomorfizm grup (G~",*) i (Gg,e).
Okreslmy nastepujaco funkcje f dla x € A”:

(ffx) = x") < 2?2 (I(x,x,e) =(x'x"e"))
Oczywiscie f Jest réznowartoSciowym przeksztatceniem A" na Ag. ta-

two pokazaé, ze ma miejsce nastepujgca réwnowaznos$c:

(11) I(x,y,e)=(x\y'te)d="1Tx.x,e)= (x'x,e") i I(y.,y,e)=(y"y;e"l].
Niech x<y. Wobwczas t(x) / t(y) i I(x,y,e)=(x",y,e )e Rg x Gg
oraz na mocy (ii) i z definicji funkcji f mamy

X'o=ot(x; .yt o= i(y),
wiec (ffx), t(y),ej € Rg x Gg, czyli f(x)c< ffy).

Funkcja f wustala wiec podooienstwo porzgdkow i o<.
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Z twierdzen 3 1 4 wynika nastepujacy

Whiosek 4. Dwie podstruktury (B”.0) 1 (Bg,0) okres$lone przez
warunki (7), (8), (9) grupoidéw Branata (B”o) i (boio) sa izomorfij-
ne wtedy i tylko wtedy,Jezeli porzadki (10) dyktowane przez nie na zbio-

rach i Ag tréjkowych grupoidéw Brandta (A2 x G”.0) i (A2 x G,,0)
izoEorfijnych odpowiednio z grupoidami (B”"o0) i (Bg,0) sa podobne o-
raz grupy (Glfe) i (G2,e) sa izomorfijne.

Z twierdzenia 4 wynika takze nastepujacy
Whniosek 5. Podstruktury
{(X,y,«-) 6 A2 XG :i<y] ,0)

({(x,y,0oc) e A2 xXx G :y < x1 ,0)
grupoidu (a2 x G,o0), gdzie relacja porzadkuje zbiér A, sa izo-
morfijne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja malejgca przeprowadza-
jaca zbi6ér A na siebie.
Twierdzenie 5. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,by gru-

poidy tréojkowe Brandta (a2 x G”~.0) i (a2 x G2,0) byty izomorfijne jest,
by istniaty takie relacje < i o< porzadkujgce zbiory A~ i A2, ze
podstruktury ( x Glfo) i (R2 x G2,0) przez nie dyktowane sg izo-
morfijne .

Dowéd. Niech | bedzie funkcja ustalajgcg izomorfizm grupoidéw
(a2 x Gj,0) i (a2 x G2,0), niech < bedzie dowolng relacjg porzadku-

jacag zbiér A+ oraz niech (R™ x G-70) bedzie podstrukturag grupoidu
(a2 x G~ 0) dyktowang w rozwazany juz spos6b przez te relacje.
Z izomorfizmu grupoidéw (A2 x G”o) i (A2 x G2,0) wynika réwnolicz-
nos$¢ zbiorow i Ag. Niech funkcja f wustala te réwnoliczno$¢. Na
zbiorze Ag zdefiniujmy relacje c¢< nastepujgoo:
xcry = f*1(x)<f“1(y).
tatwo pokaza¢, ze relacja ta porzadkuje zbiér Ag oraz ze funkcja f
ustala podobienstwo uporzgdkowan zbioréw i Ag.
Niech a bedzie dowolnym, ustalonym elementem zbioru A” oraz niech
I(a,a,e) =(a',a',e'j. Funkcja g okreslona nastepujgco:
(g(°c) =cc')=p(ka,a.,oc) =(a‘',a’'.<nw))

ustala, jak tatwo zauwazy¢, izomorfizm grup (G~.e) i (Gg.,e).
Z twierdzen 3 15 wynika nastepujacy

*Yctosek 6. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,by grupoidy
Brandta (Blto) i (B2,0) byty izomorfijne Jest,by istniaty w nich izo-
morfijne podstruktury fbj,0) i (b2,0), majace witasnosci (7), (8, (9) .

Podamy obecnie zasygnalizowane we wstepie warunki wystarczajgce na

to, by nomomorficzne obrazy grupoidu tréjkowego Brandta (A“ x G,0) oraz
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struktury (E x G,0) byty grupami. Twierdzenie.analoglozne do pierwsze-
go z nich w przypadku,gdy (G.,#) Jest grupa Jednoelementowa,podane Jest

w pracy [i] na str.356.
Twierdzenie 6. Niech A 1 B beda dowolnymi zbiorami, (G,e) do-

wolng grupag. Jezeli

w zbiorze B okres$lone Jest dziatanie "o" takie, ze
4°. F(x,y,u)o Ffy.z.v) ma sens dla dowolnyoh elementéw x,y,z ze zbio-
ru A oraz dowolnych elementéw wu,v ze zbioru G 1
F(x,y,ulo Ffy,z,v) * F(x,z,u * V),
to struktura (B,o) Jest grupa. Dowdd przebiega analogicznie Jak w pra-

cy [1] na str.356.
Twierdzenie 7. Niech A bedzie zbiorem uporzadkowanym relacjg""*!

(B,*) dowolng grupa, B dowolnym zbiorem 1 niech

Jezeli

1°. F e BRx G,

w zbiorze B okreé$lone jest dziatanie "o" takie, ze
4°. jezeli tylko (x,y,u) i (y,z,v) sg elementami zbioru R x G, to
F(x,y,u) o F(y,z,v) ma sens i Ffx.y.u” o F(y,z,v) = Ffx,z,u t v), to (B,0)

jest polgrupa z jednoscig lewostronng. Dowdd przebiega analogicznie Jak

w praoy {_I], str ,356.
Struktura (B ,0) nie muei by¢é grupa. Niech bowiem A bedzie zbio-

rem liczb rzeczywistych dodatnich z relacjag mniejszos$ci, fG,0) grupa
jednoelementowg, za$§ B przedziatem [i, oo). Funkcja F(x,y)= 7" Jest
homomorfizmem struktury (b,o) w (b,o0), gdzie "o" oznacza zwykte

mnozenie w zbiorze liczb rzeczywistych. Ponadto spetnione sa warunki 1°,
2°, 3° twierdzenia 10, oczywisScie Jednak struktura fB,0) nie Jest gru-
pa. Zauwazmy, ze dotozenie do warunkéw 1°, 2°, 3°, 4° powyzszego twier-

dzenia warunku

gdzie b jest pewnym elementem spetniajgcym warunek 3°, spowoduje, ze
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(B,0) bedzie grupga , bowiem warunek ten gwarantuje, ze do kazdego elemen-
tu zbioru B bedzie Istniat w tym zbiorze element lewostronny odwrotny.

Cze$6 11

Zajmiemy sie obecnie ciggtymi homomorfizmami struktury (A2 x G,o)
w (m,e) oraz struktury (A x G,0) w (m,s). Wtym celu narzuémy to-
pologie przez zbiezno$¢ na rozwazane poprzednio struktury, tzn. niech A,
G, M bedag przestrzeniami L* Frécheta oraz niech CH,e) bedzie grupa
topologicznag.
Mech (x”,yn,ocn) bedzie ciggiem nieskoriczonym elementéw zbioru A2x G
i niech (x0,Y0>%) € A2 x G.
Na A2 x G zadajemy zbiezno$¢é nastepujaco:

----- *<’xo'Yo'sB>] = [(xn—>x0) 1 On-—>*0) 1

Przestrzen A x G 1z tak zadang zbieznos$cig Jest takze przestrzenig LV.V
Topologia zadana na A x G indukuje w znany sposéb topologie na H x G.
Wprowadzone powyzej topologie pozwalajg wprowadzi¢ /wedtug Heinego/cigg-
to§¢ funkcji ze zbioréw af4 x G, MR x G, MM, MG w punktach /1 podzbio-
rach/ zbioréw Ao X G, Rx G, A, G oraz definiujg w znany sposéb poje-
cie punktu domknigecia podzbioru zbioru A oraz domkniecie takiego pod-
zbioru. Bardzo prosto mozna udowodni¢ nastepujace

Twierdzenie 8. Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by ho-
momorfizm F p O struktury (a2 x G,0) w (M,e)byt <ciaggty jest, by
kazda z funkcji f i g byta ciggta.

Twierdzenie 9. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by ho-
momorfizm F t 0 struktury (R xG,0) w (M,e) byt oiggty Jest, by

1°. przy kazdym A z 'll zbiory [ LAV A oraz zbiér S(ll)byty do-
mkniete ,
2°. kazda z funkcji TIpg i gA byta ciggta.

Dowdéd. Niech F j§ 0 bedzie ciggtym homomorfizmem struktury (R x 001
w (M ,e). Przypusémy, ze pewien przedziat A rodziny K, nie Jest dom-
kniety, czyli, ze w zbiorze A istnieje element o”"A bedacy granica
ciggu xn o wyrazach z A . Niech np. zachodzi ¢ < . Z lematu 6 wy-
nika, ze F(c,xn,e)= O. Cigg Cxn,xn,e) Jest zbiezny do Cc, c, e) i

'

F(xn,xn,e)= e', funkcja F nie bytaby wiec ciggta w punkcie fc.c.el |,
co jest sprzeczne 1z zatozeniem. Wprzypadku, gdy xQ < o rozumowanie
jest analogiczne. Kazdy przedziat A rodziny 1|li Jest wiec przedziatem
domknietym. Podobnie dowodzi sie, ze zbiory A\A oraz S(li) sa domk-
niete. Niech obecnie A bedzie dowolnym przedziatem rodziny li , zas(a,b)
dowolnym, ustalonym elementem zbioru TrA).

Woéweczas
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pfa,b,ce) x t~2fa)t enCoc) e+ 1/1(b),
a stad

gAfoc) « tA (a) « F(a,b,«)«f*"~ Cb).
Z ciggtosci funkcji F wynika ciggto$¢ funkcji gA.
Niech a bedzie dowolnym, ustalonym elementem dowolnego,ustalonego prze-
dziatu A ,cc - dowolnym, ustalonym elementem grupy (G.,e) oraz niech aQ
bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach z przedziatu A zbieznym do a.
Niech N~ i N2 bedag zbiorami okre$Slonymi nastepujaco:

Ni = { n! aj- , N2 “ {n: a”™anl *
Kamy
- g(°c)e fCa) » F“1('an,a,oc) dla an e Nt

oraz
f Can) = * FCa,an,°c) dla & e N2-

Stad, poniewaz struktura (H,e) jest grupag topologiczng oraz funkcja F

— >1(@).

Funkcja f jest wieo ciagta w punkcie a przedziatu A .poniewaz za$
a byto dowolnym elementem przedziatu A , f jest funkojg ciagta na

jest funkcjg ciggtg,mamy

przedziale A.
Pokazemy obecnie, ze jezeli spetnione sg warunki 1°, 2° twierdzenia 9,

to homomorfizm F jest ciggty.

Z warunku 1° wynika domknieto$¢ zbiorow TCA)i G i [F\TCA)Ix G przy

kazdym J1 r U oraz domknietosé zbioru LJ T(A) x G. Wykazemy np. dom-
e

knigetos¢ zbioru [B4T(A)J x G. Niech ~Y,»00,) € Bx G i niech

bedzie ciggiem o wyrazach ze zbioru [fi\TfA)]x G zbieznym
do Cx0,¥0.0c0).

Przypu$émy, ze (*0,Y¥0,°c0) ® LRV t ( x G czyli,ze (xQ,yo «fo)e T(4)xG.

Woéwczas x0 i yO0 bytlyby elementami zbioru A . Poniewaz
wyrazy ciggu °cn) nalezg do zbioru [fl \ TCA)]x G, mozna z kto-
rego$ z ciggébw xQ Ilub yn wybra¢ olgg, ktérego zaden wyraz nie jest
elementem zbioru 4 . Niech to bedzie np. ciag x~ wybrany z ciggu
Bytoby woéwczas i ik

xoe Nl 1 vV fxkn”™ A) 1 X 0-

co, wobec domknigtosci zbioru A \[ , jest niemozliwe,zbiér [b\T (a)]x G
jest wiec zbiorem domknietym.
Podobnie dowodzi sie domknietosci zbioré6w T (A) x G i TCN) x G.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze wystarczy wykaza¢ ciggtos¢ iunkcji F na
kazdym ze zbioréw TCA)x G, gdzie A jest dowolnym elementem rodziny U.



O mnsBATCH HOMOMOHFIZMACH | HOMOMOHTIZMACH CIAGLYCH 27

Na zbiorze T (A) x G funkcja P ma posta¢c

F(x,y,0e)<=t~£(x) * BA(*>»*a(y).
Z ciggtosci funkcji tA 1 gA oraz faktu, ze (H,e) jest grupa topolo-
giczng wynika, ze P Jest funkcjg ciagta na zbiorze T(g)x6.
Homomorfizm P jest wiec ciggty na caltym zbiorze E x G,

Czes$¢ XIX.

Zajmijmy sie obecnie zwigzkami miedzy rozwigzaniami réwnania
(12) F(x,y,0e) * F(y,x,fi>) = F(x,s,0c *>)
na zbiorze A x G i rozwigzaniami tego réwnania na zbiorze H x G, przy
czym rozwazania ponizsze dotyczg tylko rozwigzali o warto$Sciach ze zbio-
ru U.
Niech feY 1l i niech ACT. Przez flA oznacza¢ bedziemy zacie$nienie
funkcji f do zbioru A.

Definicja 3. Funkcje f* bedziemy nazywali f — przedtuzeniem roz-
wigzania réwnania funkcyjnego
(13) F(f(x))= G(f(x))
ze zbioru A na zbiér B, jezeli AC B, f jest rozwigzaniem roéwna-
nia (13) na zbiorze A, f* jest rozwigzaniem réwnania (13) na zbiorze
B i ftlA = f.
Z twierdzen 112 wynika natychmiast nastepujace

Twierdzenie 10. Jezeli funkcja F jest rozwigzaniem réwnania (12)
na zbiorze R x G, to warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by
istniato F — przedtuzenie rozwigzania tego rownania na zbiér A xG Jest,

by U ={0} lub Ii = {A}.
Z twierdzenia 10 oraz wniosku 3 wynika nastepujacy

Whniosek 7. Jezeli (B',0) Jest podstrukturg grupoidu Brandta (B,o)
okres$long przez warunki (7), (8), (9) i funkcja F o wartosciach z U Jest

rozwigzaniem roéwnania
(14) h(/*)s h{v) = hO»v)
na zbiorze B, to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to,by istnia-
to F — przedituzenie rozwigzania tego rownania na zbiér B jest,by FsO
lub FO-) 4 0 dla kazdego z B.

Twierdzenie 11. Jezeli Ft i F2 sg homomorfizmami grupoidu Brand-

ta (b,o) w potgrupe (M,0),0B'0) jest podstrukturg grupoidu Brandta (B,o0)

okre$long przez warunki (7), (8), (9 i FjiJb'~ F jlp', to funkcje 5
i Fg sa identyczne.

Dowéd. Poniewaz funkcje F1 i F2 sa homomorfizmami grupoidu Bran-
dta (B,o) w poigrupe (m,e) i FjJB'=F2iBy wiec

al F1~- F 3=0 lub b/ FtS HB 1 F26HD.
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Przypadek a/ jest trywialny. Rozwazmy przypadek b/.
Niech x 0 B Wobwczas x_1 é B' i mamy

Ftfx) - fcCx-1)]-1= ¢~ x-1)]"1 = F2(x),

co oznacza, ze funkcje Ft i F2 sg identyczne.
Twierdzenie 12. Warunki
a/ jedynymi rozwigzaniami ciggtymi réwnania (12} na zbiorze R x G sg
rozwigzania ciggte i przedtuzalne na A2 x G

1
b/ nie istnieje w zbiorze uporzadkowanym A przedziat domknieto-otwarty

N, niepusty 1 rézny od zbioru A

sg réwnowazne.

Wykazemy najpierw, ze warunek a/ implikuje warunek b /. Przypusémy w tym
celu, ze warunek b/ nie zachodzi, tzn. istnieje w zbiorze uporzadkowanym
A taki przedziat Ao , ze 4~0, O0"™A, A =1 i AVA = A\l
Woéwczas funkcja

[e' dla (x,y.oc) £ T(A)x 6,
FA.y.oc) =j0 dla (x,y,0c) e [r X g]\[T(A) x d]

jest oczywisécie, wobec twie-dzenia 9, rozwigzaniem ciggtym réwnania (12)
na zbiorze R x G, nie jest za$, wobec twierdzenia 10, rozwigzaniem prze-
dtuzalnym, co jest sprzeczne z zapostutowanym warunkiem a/.
2 twierdzenia 9 wynika natychmiast, ze warunek b/ implikuje warunek a/.

Twierdzenie 13. Jezeli funkcja F jest rozwigzaniem ciagtym row-
nania (12) na zbiorze R x G i Fl jest nF-przediuzeniem rozwigzania
rébwnania (12) ze zbioru R x G na zbiér A x G, to F. Jest funkcja
ciggta na A" x G. 1

Dowéd. Przypadek, gdy F s 0 jest trywialny.
Niech funkcja

F(x,y,oc) = f-17~) e g(oc) o f(y) dla x<.y
bedzie rozwigzaniem ciggtym roéwnania (12) na zbiorze R x G, tzn.dla x,y
spetniajacych warunek x -4 y.
Funkcja
PAx.y.oc) =f“\x) < gCoc) # fry) dla dowolnych X iy

jest oczywiscie rozwiazaniem réwnania (12) bez warunku x 4 Y, za$ wo-
bec twierdzenia 10 jest jedynym F-przedituzeniem rozwigzania réwnania (12)
ze zbioru R x G na zbié6r A0 X G. Ciggtos¢ funkcji F~ wynika natych-
miast z ciggtosci funkcji f i g

Zauwazmy na zakohczenie, ze w twierdzeniach dotyczgcych ciggtosci
nie postulowaliSmy zadnego zwigzku miedzy copologig a porzadkiem w zbio-

rze A.
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Ponadto, gdy przestrzeh A jest spdjna, to

1°. z twierdzenia 9 wynika,te rozwazany tam homomorfizm Jest ciggty tyl-
ko wtedy, gdy U = {#} lub 11= {a} ,

2°, warunek b/ w twierdzeniu 12 spelniony jest automatycznie, co ozna-
cza, ze zachodzi wtedy takze warunek a/.
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Summary

ON SOME HOMOMORPHISMES AND CONTINUOUS HOMOMORPHISMES OF BRANDT 'S OKOUPOIB

In the part | of this note there are given all homomorphismes of
Brandt's groupold (a~x G,o) and its substructure

(R x G,0) = (ejfx.y.oc)e A2 x G: x 4 y},0)
/m <" is a relation ordering A/ in such semigroup (M,e) with zero
"o", that (M\{O},») is a group. Subsequently,these results were trans-

fered on all Brandt's groupoids. In this part there are given also the
necessary and sufficient conditions, that:

a substructures (B''0) and (R x G,0) of isomorphlo Brandt's groupoids

B,o) and fA2 x G,o0) are isomorphic /theorem 3/,
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b/ two substructures ( X Gl,0) and (a2 x G2,0) of Brandt's groupo-
Ilds (4 x G”~,0) and (a2 x G2,0) are isomorphic /theorem 4/,

¢/ two Brandt's groupoids may be isomorphic /theorem 5 and corollary 6/
and the sufficient conditions, that the homomorphic images of Brandt's
groupoid (a2 x G,0) and its substructure (n x G,0.) are groups.

In the part Il there is given the necessary and sufficient condition,
that homomorphismes of groupoid (A2 x G,0) and its substructure (Rx G,0)
in the semigroup (il,*) are continuous assuming, that the examlnated
spaces are topological If-Frechet's spaces.

In the part 11l there are given alliances among families of homomor-
phismes (a2 x G,0) in (U,e) and (B x G,0) in (u,e).

PeBHUNUB
HEKOTOPbLIE TOMOMOP®/13Mbl 1 TOMOMOP®I3MbI HEMPEPLIBHBLIE TPYTMOVOA

BPALILITA

B uvactu | nogaHH Bce romomopdumsmbl rpynnesga bpaHaTta (J1216>°)

MU ere noAcTpyKType
(RxG,0= ({fx.y.oc)gAXG: <iy},0)

/| *< * - nepegok B A/ B Takoi nonyrpynny (M,3) , ¢ HygeH "0",uTto (M\{0},0),
ABNseTca rpynnoii. NMoTeH, MNO/b30Bas Ha COOTBECTBYHOLLIMX M3OMOPHU3MOB, 3TU pe-
3ynbTaTbl MepeHeceHO Ha 6ol rpynnous bpaHAaTa.
MopaHbl 3[ecb ToXe HeobxoAuMble W AOCTaTO4YHble YC/O0BUS, 4YTOGbI:
a/ nopcTpykTtypa (B', 0) rpynnoupga BpaHpTta (B, 0) 6blna nsomopdHa C MOACTPYKTY-
poii (RxG,0) rpynnonga (AXG,0) wu3omopdHoOro ¢ rpynnougom BpaHpgta (B ,°),
6/ pse noactpyktypbl (R,XG,,c) X (R2xGz>0) rpynnougos EpaHata (A2xG1lto)
n (Arx@, o) ABNANNCL H30HEPPHbIHN,
B/ pBa rpynnouga BpaHaTta (B,,0)n (82»0) ABNANUNCE M30MOP(HbLIMU,
a TakKe [0CTaTOYHble YCNOBUSA, 4TO6bl rOMOMOpP(HbLIE 06pasbl rpynnounja BpaHaTa
ABNANUCH rpynnamMmu.

B yacTu I npeacTtaBneHo HeobxoAnMMoOe W JocTaTO4YHOe Yyc/ioBUe, 4YTOGbl FOMO-
Mopgumambl rpynnouga bpaHgta (AXG,0) 1 erc noactpykTypbl (RXG,0) sBNSANCL  He -
npepbIBHBbIMUW, MpeAnokaagas, 4To pasBellMBaHHble MPoOCcTpaHCTBa SABASATCA Torone -
MKYECKUMXK npecTpaHcTBaMH Lf-®pewe.

B uvacTtu LU nogaHbl cBA3UM Mexay cemeincTtBamu romomopdusmos (A** 6, 0)

* (W,#) wun (RxG»o) B (M,3)



