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OGÓLNE ROZWIĄZANIE RÓWNANIA TRANSLACJI NA GRUPO IB ZIE  BRANDTA

W s t ę p

Główną c z ę ś ć  t e j  p r a c y  ( i  з )  s ta n o w i k o n s tr u k c ja  o gó ln ego  rozw iąza­

n ia  rów nania t r a n s l a c j i  n a  g r u p o id z ie  B r a n d ta , mówiąc d o k ła d n ie j rozw ią­

zanie to  podane j e s t  d la  g ru p o id u  B ran d ta  s p e c ja ln e g o  typu zwanego w dal­

szym c ią g u  grupoldem  szcz e g ó ln y m . Poniew aż je d n a k  każdy g ru p o id  B ran d ta  

j e s t  z nim iz o m o r f i jn y , w ięc o g ó ln o ść  rozw ażań n ie  j e s t  zawężona w sposób 

I s t o t n y .

W § i  1 § 2 podane są  n ie k tó r e  w ła s n o ś c i gru p oid u  s z c z e g ó ln e g o  zwią­

zane g łó w n ie  z ro zk ła d a m i n iezm ie n n iczym i pewnych Je g o  podzbiorów , k tó r e  

to r o z k ła d y  w ykorzystan e s ą  w k o n s tr u k c ji  r o z w ią z a n ia .

N ie z a le ż n ie  od t e j  p racy  rów nanie t r a n s l a c j i  ro z w ią z a ł J .  Tabor na 

in n e j, ch oć z b l iż o n e j ,  d r o d z e .

§ 1 .  Pewne w ła s n o ś c i s z c z e g ó ln e g o  gru p oid u  B ran d ta

N ie ch  A b ę d z ie  dowolnym zbiorem , G z a ś  g ru p ą . Elom enty z b io ru  A 
będziemy o zn aczać l i t e r a m i  ł a c iń s k im i ,  e lem en ty  z b io ru  G l i t e r a m i  g re ­

ck im i. W g ru p ie  G przyjm iem y sym b olikę m u lty p lik a ty w n ą . W z b io r z e  b =  

= A i  G i  A określm y d z ia ła n ie  " o ” n a s tę p u ją c ą  umową:

( a , o e , b )  o ( c , f î  , d )  ma sen s  w tedy i  ty lk o  w tedy, gdy b = o 

1 wówczas

( a ,o c ,  b )  o ( c  , J 5 ,  d )  »  ( a , ° C  ■ fb , d ) .

Można w ykazać, że ( B , o )  j e s t  grupoldem  B ran d ta  o ra z , że każdy gru p oid  

Brandta j e s t  iz o m o r f ijn y  z grupoldem  te g o  sz c z e g ó ln e g o  typu [ l ] .

Zanim podamy pewne w ła s n o ś c i gru p oid u  ( b , o ) przyjm iem y k i l k a  d e f i n i c j i .

D e f i n i c ją  1 . D la  d o w oln ie  u s ta lo n e g o  a 6  A z b ió r  ftG = | a j  x  G x  A 
będziemy nazywać pasem lew ostronnym .
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D e f in ie  .la 2 . D la  dow olnie u s ta lo n e g o  a  £  A z b ió r  Ga=  A x  G i f a j  

będziem y nazywać pasem prawostronnym .

D e f in ic ja  3 . D la  dow olnie u s ta lo n y c h  a ,b ,  t  G z b ió r  &Gb = = { a }  r 

x G x  -j b| nazywamy k r a tk ą .

D e f i n i c ja  4 . J e ż e l i  E C Î  , to  wówczas

E o ( a , ° c  , d) e В; V  d) = ( f ,  y  , g )  o (a ,oc ,b )J
1 ( f . t f ,  g ) 6 E  J

Można łatw o  w ykazać, że g ru p o id  ( S ,o )  p o s ia d a  n a s tę p u ją c e  w ła s n o ś c i .  

ffła sn o ść  1 .

a /  J e d n o ś c ią  lew o stron n ą d la  dowolnego elem en tu  ( a , o c ,  b )  £  В je s t  e l e ­

ment ( a , 6 , a ) , g d z ie  £ j e s t  je d n o ś o ią  w g ru p ie  G. 

b /  Je d n o ś o ią  praw ostronną elem entu ("a,oc , b j  g  В J e s t  elem en t ( b ,  £ ,b), 

o /  Elementem odwrotnym d la  elem entu  ( a , o c , b ) e  В j e s t  ( b ,o c _ 1 , a ) ,  

ff asn ość  2 . Zachodzą ró w n o ści:

В = U aG = U Ga = U U &Gb. 
ae А а€А а£А ЬбА

ffła sn o ść  3 . Pas lew o stron n y  a G j e s t  zbiorem  w s z y s tk ic h  elementów 

z b io ru  В m ających tę  samą je d n o ść  le w o stro n n ą  ( a ,  £ , a ) .

ffła sn o ść  4 . P as praw ostronny Ga J e s t  zbiorem  w s z y s tk ic h  elem en­

tów z b io r u  В m ających  tę  samą je d n o ść  praw ostron ną ( a ,  £ ,  a ) .

ffła sn o ść  5 . K r a tk a  a Gb J e s t  zbiorem  w s z y s tk ic h  elem entów  m ają- 

oych tę  samą je d n o ść  lew o stron n ą ( a ,  £ , a )  oraz  tę  samą je d n o ść  prawo­

s tr o n n ą  ( b , £ , b ) .

ffła sn o ść  6 . D la  dow olnego a 6  A z b ió r  ( a Ga > o )  tw orzy grupę izo  

m o r fljn ą  z grupą ( g , • ) •  D la  dowolnyoh a  1  A , b E A , z U  zach od zi 

zw iązek :

a Ga = (a ,o o  , b )  o bGb o ( b .o c " 1 , a ) .

ffła sn o ść  7 . J e ż e l i  E C  B , ( a , o c , b )  £  B , ( c , J ł , d )  €  B , 

to  prawdziwa J e s t  rów ność:

[ e  o ( a ,o c ,b ) ]  o ( c , / 5  , d )=  E o [ (a ,o c  , b )  o ( c , f i  ,d ) ] .

§ 2 . R o zkład y  n ie z m ie n n icz e  pasów lew o stron n ych

D e f i n i c ja  1 . R odzinę ( wi /  zb iorów  w,, n ie p u s ty c b  i  r o z łą c z ­

nych nazywamy rozkładem  z b io ru  E j e ż e l i  E = U  w ..  Z b io r y  w. nazy-
■i £ 1 i **

waaiy składowym i te g o  r o z k ła d u .

D e f i n i c ja  2 . J e ż e l i  Е С  В oraz  ̂ ^  J e s t  rozkładem  zbioru

o , to  ro z k ła d  j П  E j z b io ru  E nazywamy z a c ie śn ie n ie m  rozkładu

|wj do zbioru E.
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D e f i n i c j a  3 . N leob Gx  b ę d z ie  podgrupą grupy G za ś  

rozkładem  G na w arstw y praw ostronne względem G *. N leob  " a "  b ę d z ie  

ustalon ym , "b "  zmiennym elem entem  A , " 1 ” zmiennym elementem Э .  Roz­

ważmy r o d z in ę  w s z y s tk ic h  zb iorów  p o s t a c i :  { a }  x  w1 x { b| i  oznaczmy j ą  

przez Można w yk azać, że r o d z in a  ta  J e s t  rozkładem  p asa  &G

1 będziem y j ą  nazywać rozkładem  na w arstw y praw ostronne względem G *.

D e f i n i c j a  4 . N ie ch  E O  B . R o zk ła d  {wj } j e 3  z b io r u  E b ę d z ie ­
my nazywać je g o  rozkładem  niezm ienn iczym  J e ż e l i

A A  V [1» . o ( a ,  ос ,ь) C i , ] ,
Jt€3- (a.cc.bl е в J 2e j ,

D e f i n i c j a  5 . R o zk ła d  z b io r u  E nazywamy su m o -ro z k ła -

dem ro z k ła d u  { w j}  l e j  z b io r u  E ,  j e ż e l i  każda składow a W-j j e s t  su­

mą pewnych składow ych r o z k ła d u  -j w^}

Można d ow ieść n a s tę p u ją c y c h  w ła s n o ś c i rozkład ów  n ie z m ie n n ic z y c h .

W łasność 1 .  Na to  by r o z k ła d  { W ^ l e w o s t r o n n e g o  p asa  a G b y ł 

je g o  rozkładem  n iezm ienn iczym  tr z e b a  i  w y s ta r c z a , aby b y ł sum o-rozkładem  

pewnego r o z k ła d u  { w ^  l e ^  te g o  p asa  na w arstw y praw ostronne w zglę ­

dem podgrupy G* C  G, p r z y  ożyw każda składow a Wj J e s t  sumą w arstw  Wj, 

wybranych co  n a jw y żej po je d n e j  z k r a te k  a Gb d la  b e  A .

W łasność 2 .  R o z k ła d  lew o stron n ego  p asa  a G na k r a tk i  a Gb , d la  

b e  A , c z y l i  r o z k ła d  | a Gb j  Ь 6 Д  j e s t  rozkładem  niezm ienniczym  p asa &G. 

W łasność 3 . Moo r o d z in y  składow ych z a o ie ś n le n ia  ro z k ła d u  {*«}■•
y

pasa G na w arstw y praw ostron ne względem podgrupy G C  G do dow ol-
® JE

n ej k r a t k i  a Gb , d la  b e A , równa j e s t  in d ek so w i podgrupy G w zg lę ­

dem G.

§ 3 .  K o n s tr u k o ja  r o z w ią z a n ia  rów nania t r a n s l a c j i

N leoh Л  b ę d z ie  dowolnym zb iorem . E lem en ty  te g o  z b io r u  będziem y 

oznaczać l i t e r ą  co z ew entualnym i w skaźn ikam i. N ie ch  ( B , o )  będzie g ru - 

poldem określonym  w § 1 .  Rozważmy rów nanie (zwane w dalszym  c ią g u  równa­

niem t r a n s l a c j i ) :

( 3 . 1 . )  F ( p ( w ,C a ,o c  ,o ) ) , ( c , j M ) ) =  f ( o > , (  a ,  oc , c )  o ( c , f ł  , <ł))

J e s t  to  rów nanie fu n k c y jn e , w którym  niew iadom a p r z e b ie g a  z b ió r  fu n k c ji  

f ( co , (  a , o c , b ) )  o k r e ś lo n y c h  w z b io r z e  Q  х  В o w a r to śc ia c h  w Q .  Ten 

z b ió r  f u n k c j i  nazwiemy zakresem  rów nania .

Z o k r e ś le n ia  d z ia ła n ia  " o "  w ynika, że i lo c z y n  ( a , o c , c )  o ( c , j i  , <ł i 
i s t n i e j e  d la  dowolnyoh oc , fb £  G; a ,  o , d 6  A , w ięc zarówno prawa jak  

1 lew a s tr o n a  rów nania s ą  o k r e ś lo n e  d la  dow olnej f u n k c j i  F z zakresu 

równania o ra z  dowolnyoh co е й  ; oc , p  6  G, a ,  c ,  d £  A
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N a tom iast równość ty ch  s tr o n  z a c h o d z i ty lk o  d la  pewnych f u n k c j i  F .  J e ­

ż e l i  d la  f u n k c j i  F  z zak resu  rów nania z a c h o d zi rów ność lew ej 1 praw ej 

s tr o n y  rów nania ( 3 .1 . )  d la  dowolnych Ш 6  Q ,  °c , Jb e  G; a , c ,d  6  A ,  to  
mówimy, że fu n k c ja  F j e s t  rozw iązaniem  rów nania .

Podamy k o n s tr u k c ję  f u n k c j i  F  b ę d ą ce j ogólnym rozw iązaniem  te g o  równa­

n i a .

1 . KaZdemu а б A p rzy p isu jem y  pewną fu n k c ję  f  : £2 - >Ś 2  s p e łn ia ją c ą
a

warunek

( 3 .2 )  f a ( f a (c J))  '  f a ^  d la  ш € £2 i  ta k ą , by

(3.3) А ( ( I я  -  Q - b )  , g d z ie  O ®  M  t  ( Q ) .
a ,b  e A a

2 . Każdy z b ió r  _ Q a  rozkładam y na t ę  samą i l o ś ć  S zbiorów  rozłącznych 

i  n ie p u s ty c h , c z y l i  tworzymy r o z k ła d y  | Q a | s e  s  t a k i e ,  by

( 3 . 4 )  A A  \ Q a «  Q b -  in d eksow i podgrupy G* C  g) .
s e S  a , b e  А а в  в

3 .  Tworzymy z b io r y

( 3 . 5 )  Q  = U  Q a .
* а  б A 8

4 .  D la  u s ta lo n e g o  s б S  i  Ъ 6  A rozważmy pew ien pas bG grupoldu В 

oraz je g o  r o z k ła d  { j  e  J sb na w arstw y praw ostronne w zg lę ­
dem podgrupy G* .

Z a c ie ś n ie n ie  te g o  ro zk ła d u  do k r a t k i  bGp J e s t  p o d ro d z ln ą  rozkład u  

{ wj }  i  6 j sb оапас2шу w i^ ° to  z a c ie ś n ie n ie  p rze z  i w j j - j  £ 3  a 
p rzy  czym 3sabc  38b. J 8b
P rzez  hab oznaczmy odwzorowanie w zajem nie jed n ozn aczn e ro d z in y

w  i 6  Dsb na z b ió r  f i :  •
Z w ła s n o ś c i 3 § 2 w yn ika , ł e  d la  dow olnego a € A odwzorowanie ta ­
k ie  i s t n i e j e .  Poniew aż d la  a  /  o r o d z in y  jw ^  a oraa

{ w j J  ł £  j j O^ s ą  r o z łą c z n e  i  eb

( 3 *6 > K l  1 6 3 sb = Ь а  * 1 '  '

▼ ięc możemy o k r e ś l i ć  fu n k c ję  h 8b odw zorow ującą r o d z in ę  j w ^  j  

na z b ió r  Q e w n a s tę p u ją c y  sp o só b :i sb

( 3 - 7) hsb = a ^ A  hsb '

5 b N ie ch  uj £  Z b ió r  h” 1 ( { c o | )  J e s t  pewną r o d z in ą  w arstw  W j.

Ponieważ d la  a  4  c z b io r y  £ 2 a , £2® n ie  m u sia ły  być r o z łą c z n e ,

w ięc r o d z in a  t a  n ie  musi być je d n o e le m e n to w a .a le  s k ła d a  s i ę  z w arstw
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Wj w ybieran ych  co n a jw y że j no je d n e j z dowolnego ro zk ła d u  { w j} ^

a Ç A .  Sumę w arstw  ro d z in y  h- 1 ( { u ) } )  oznaczymy d la  u p r o sz c z e n ia  
. sb

z a p isu  S h“  ( { c o } ) .

Zgod n ie z w ła s n o ś c ią  1 § 2 r o d z in a  zbiorów  | s  h“ £ ( { c o } ) jw e- Q

j e s t  rozkładem  n iezm ienn iczym  p a sa  ^G .

6 . D la  dow olnych c o £  Q  , ( a . t C j c )  f  В przyjm iem y

( 3 . 8 )  P ( o o ,( a ,o c ,o ) )  = h gb ^S h ^  ( { га Ы ) } )  o ( a ,o c ,c ) )

d la  f a (to ) 6  & л . Wykażemy, że wzór ( 3 .8 )  ma se n s  1 o k r e ś la  w a rto ść  

F ( t o ,  ( a , o c , o ) )  je d n o z n a c z n ie .

( a )  f a (to ) Ç Q .a , a  w ięc z 2 w yn ika, ie  i s t n i e j e  d o k ła d n ie  jedno ta ­

k ie  s ,  d la  k tó r e g o  f a (u > )e  Q .  a .

(b )  Z warunku ( 3 .7 )  o ra z  punktu 5 w yn ika, że S b g ^ n * ^ 00) } )  j e s t  

składow ą r o z k ła d u  n ie z m ie n n ic z e g o  p a sa  hG z a w ie ra ją c ą  Jed y n ą  war­

stw ę t a k ą , te

( З . Э )  w ^ e  { * i }  1 6  э *ъ

oraz

(з.ю) beb(*i) = *aM  •

( o )  Składow a S h“ £ (  { г а ( ш )}  )  j e s t  na o gd ł sumą w arstw wi , le c z  
Je d y n ie  d la  elem entów  ( b , f i , a ) ^  Wj d z ia ła n ie  ( b , y ł , a )  o ( a , o c , c )  

ma s e n s , a w ię c  *

( 3 .1 1 )  s  ( { * • < “ > } )  ° ( a  , oc , o) = w^ o ( a ,  oc , c )  = Wĵ  ,
i. 2

g d z ie  w ,2 { w , } ^  D c b .

(d ) W re szcie  zgod n ie  z ( 3 .7 )

( 3 .1 2 )  h s b ( » i  > -  h s b ^ wi ^ =  W i -  g d a ie  ^ 1 € ^ в -

Wykażemy, że ta k  o k r e ś la n a  fu n k c ja  F s p e łn ia  rów nanie ( 3 . 1 ) .

Wyznaczmy lew ą s tr o n ę  rów nania .

W pu n kcie  6 z n a le ź liś m y  w a rto ść  f (u > , ( a , o c , c ) )  i

( 3 .1 3 )  F ( c o ,  ( a .o c .o ) )  = c o t e  Q ® .

Na m ocy( 3 .2 )  mamy
( 3 .1 4 )  f c ( c o t ) »  c o 1 .

Ze związków ( 3 .1 1 )  i  ( 3 .1 2 )  w yn ika , że S h j j f f u } )  j e s t  składową roz­

kładu n ie z m ie n n ic z e g o  p asa  .G  z a w ie ra ją c ą  w arstwę w, . D a l e j , z  w ła s -o x2
n o ś c i ro zk ła d u  n ie z m ie n n ic z e g o  p a sa  ^G i  warunku (3 .1 1 )  mamy zw iązek
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( 3 .1 5 )  S h~b o f o ,  j i  , d )  «  w± о ( c , fi , d )  = Wj ,
2. 3

gdzie wia 6 { » l }  1 6 Э Лв Ъ - 

Wreszcie
( 3 .1 5 )  hs b rwl3 ) -  Ш 2 1 6  Q *  •

a>2 j e s t  w a r to ś c ią  lew ej s tr o n y  rów nania ( 3 . l ) .  N a to m ia st prawą s tro ­

nę wyznaczymy b io r ą c  zgod n ie  z ( 3 . 8 )  w a rto ść

hs b ( Shśb  0 [fa ’ oC » ° )  0 ( ° ’P *d ) ] ) '

Na podstaw ie w ła s n o ś c i 7 § 1 w a rto ść  t a  J e s t  równa

c z y l i
(3 .1 9 )  f a (  f a < w ))  = f a (c o ) .

Z b ió r  w a r to ś c i  f u n k c j i  f  oznaczamy p rze z  Q &.
Ze związku ( 3 .1 9 )  w ynika, że d la  dowolnych elem entów  a £ A , co £  v2 s p e ł ­

n ion a j e s t  rów ność

( 3 .2 0 )  F (c o , ( a ,  6 , a ) )  = co.

Oznaczmy z b ió r  w a r to ś c i  f u n k c j i  F(co  , ( b ,o c  , a ) )  d la  co £  Q  s (b,cc,a)£ B , 

p rze z  Z .  P rzy  u s ta lo n y c h  e lem en tach  co G Q  , a £  A , b £  A oznaczmy 

p r z e z :

Zft (co) z b ió r  w a r to ś c i  f u n k c j i  P ( c o , ( c , o c ,  a ) )  d la  ( c , o c ,  a )  £  Ga ,

aZ(co) z b ió r  w a r to ś c i  f u n k c j i  P ( w , ( a , o c >  c ) )  d la  ( a , o c , c ) £ a G,

aZ^(io) z b ió r  w a r to ś c i  f u n k c j i  F ( c o , ( a ,o 6 ,  b ) )  d la  ( a ,o C ,  b )  £  ftGb .

Lemat 1 . Zachodzą rów n o ści

(3.21) Q a * U z M ,
u>éf2 a

( 3 .2 2 )  Z ж ( J  Q a .
a  e A

Wysażemy wpierw zw iązek  ( 3 . 2 1 ) .

J e ż e l i  cO j € Q a to  z ( 3 .2 0 )  w yn ika , że = F ( c o ^  ( a ,  £ , a ) )  !

c z y l i  co ^ £  Za ( C O j ) .  Na °d w r ó t, j e ż e l i  c o „ €  Z^cajd la pewnego go£ Q  ,

hs b ( L  Shsb ( 0 ( a >o C ' ° ) J  ° ( ° > Р >  «О*

na mocy za ś  ( 3 .1 1 )  równa J e s t  w dalszym  c ią g u  h gb (  0 (  c . fi , d j )  >

c z y l i  zgodn ie z ( З Л б )  i  ( 3 .1 6 )  równa s ię  W g.

Wykażemy t e r a z ,  że każda fu n k c ja  a , o c ,  b ) )  s p e łn ia ją c a  rów nanie

( 3 .1 )  J e s t  skonstruow ana Ja k  w pu n ktach  1 - 6 .

Określm y fu n k c je  f u , a 6  A w n a s tę p u ją c y  sposób

(3 .1 7 )  f a (co) = F (c o ,  ( a ,  £ , a ) )  ; w  e Q  .

Z rów nania ( 3 .1 )  otrzym ujem y

(3 .1 8 ) T ( ? (w , ( a ,  £ , a ) )  , ( a , £ , a ) )  » F (co , ( a ,  6 , a ) )
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to d la  pewnego ( b , ос, a )  € B zachodzi równość:

= F ( w , ( b , c t ,  a ) )  = р ( р ( ( о , ( Ъ ,< * ,  a ) ) ,  ( a ,  £ ,  a ) )  = p ( « 2 , ( a  ,E ,a ) ) t S £  

oo kończy dowód (3. 21) .
Dla udowodnienia związku (3.22) w ystarczy  wykazać, że Z C . ^ .  &.*, gdyż 

zawieranie przeciwne j e s t  o c z y w is te .  J e ż e l i  w e  Z , to to = F(co ,(a,cC,b))* y.
dla pewnych co^, fa,oc , b ) ,  a więc co £  2̂ ( с и .) . Leoz Zb (u>i) cz Q 
zgodnie z (3. 21) co kończy dowód.

Leaat 2. Dla dowolnie ustalonyoh elementów co^e Q  , а eA , b fe A, 

(b,oc ,c)  e  В zachodzą zw iązki

(3.23) bZa (col ) =  oZa ( P ^ cul ’ ( b * ° C - >

(3.24) bZ (Ł0i ) =  c Z C F ( u>i * ( b »ot » e ) ) j .

Dowód równości (3. 23) .  J e ż e l i  u> £ 0 z a (p ( (b,oc , o))) , to 

C0= F ( F ( c o1, ( b t oc, c)) , ( c ,  fi , a ) )  d la  pewnego ( c , / i  , a )  € B .
Ale na mocy (3.1) :

F(p ( lŁ>i . ( b . oc>c)) • (°>fi • * ) )  = F f ŁOi > [ ( b »oC t ° )  ° ( c . / * > a ) ] )  = F(v±,(b,cc-a)), 
a więc to £ feZa(  co.,) .

.Na odwrót, j e ż e l i  co e feZa ( to^) , to co = F ( co^, ( b , Ч7 ,a ))  d la  pewnego 

(b, <f , a )  € bGa . Lecz z równości

co -  F ( c o1,(b ,<F  ,a)) *  f (f  ( w 1 , (b,oc ,o)) , [ ( c , o c _ 1, b )  o(b, <f , a ) ]  )  =

* F ^ F f u ^ . f b . o c  ,C)) ,(c,oc<f_ 1 , a))

otrzymujemy związek co € c z a ( F (co1 , (b,oc ,c ) ) )  , co n a le ż a ło  wykazać.  
Równości (3. 24) dowodzi s i ę  a n a lo g ic z n ie .

Lemat 3. Dla dowolnych elementów a € А, Ъ £ А, с 6 A, co^eS? , u>2 t  Q

zbiory bZa (co J  , Oza (co2̂  są albo identyczne albo r o z łą c z n e .
Dowód. Przypuśćmy, że z b io r y  te mają element wspólny co . Oznacza 

to, że co = F f o ^ ,  (b,oc ,a ) )  i  co = F ( co^, ( c , fi ,a ) )  d la  pewnych 

( b , o c , a ) ,  (o,fi>,a) ze zb ioru B. Lecz ze związku 

(3.23) mamy, że

b V w l ) =  aZa ( P ( u V  ( *>•<*•<*») = aZa (w)*  aZa ( P *a))) x c V w 2>'

oo kończy dowód.

Lemat 4. J e ż e l i  az0( “ i)  ^  bZc  ̂ш  ̂& przy Рето У°ь ć Q  > 

w 2 e Q  , a e  A, b e  a , c £ A ,  to d la  dowolnego d 6 A zachodzi rów­

ność:

(3.25) » * d f “ l ) s bz d ( “ 2^
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Dowód.  N ie c h  1 ы  ^  |>2C ( ш 2 ^ ф Oznacza t o ,  że
со ж p ( u > i , (  a , o c  , c ) )  i  co = F ( C J g ,{ " h , /ь ( c ) )  d la  pewnych elem entów 

C a ,о с ,o ) ,  C b ,J5  , c )  ze z b io r u  B . Lecz na p o d sta w ie  zw ią zk u ( 3 .2 3 )  mamy 

równość

a V “ > i>  *  c z d ( p f " i *  (  a - * - ° » )  -  0 Zd ( r ( o > 2 , ( b , f l  , c ) ) )  =  bz d ( < и г ) .

Lemat 5 . D la  dowolnych elem entów a É A , b £  А , co £  Ç2 zachodzą 

zw iązk i
( 3 .2 6 )  Za (co) = c Za (*>)

( 3 .2 7 )  - Z  (со) ш U  hZ (w )
°  л  Л 4 °  C

Rów ności te  w y n ik a ją  n a ty c h m ia st z o k r e ś le n ia  zbiorów  Z Ccc) ,
а

Z (co)

c V w ) o ra z  z f a k tu , że G « bGcU G , zaś bG = U 
c e  A 0 a b c e A

Ze związków ( 3 . 2 1 ) ,  ( 3 .2 6 )  o ra z  lem atu 3 w ynika, że p rzy  ustalonym

a € A ,  zaś zmiennych b 6  A i  co e  Q  , z b io r y  .Z  (w ) w y zn a cza ją  r o z -
О а

k ła d  z b io ru  Q  .  Różne p ary  ( b ,c o )  mogą dać id e n ty cz n e  z b io r y  ь %а (со). 

P rz y p isu ją o  równym zbiorom  hZn (a>) te n  sam w skaźn ik  s z pewnego zbio­

ru Sa możemy wspomniany r o z k ła d  ozn aczyć p rze z  {  Q  g j s ę  s  
D la  dow olnie u s ta lo n e g o  a £ A o k re ś lim y  te r a z  odwzorowanie a <f>&: AxQ .na

—» Sa w n a s tę p u ją c y  sp o só b : p a rze  ( b ,W )  p rzy p isu je m y  w skaźn ik  s 
zb io ru  bZa (co) Ja k  J uż w spom nieliśm y parom (b ,c o )  dającym  rów­

ne z b io r y  . Ze (co) b ę d z ie  p o p rzez odpow iadał ten  sam e lem en t s .

N iech  te r a z  a ^ a , ,  będą dowolnymi elem entam i z b io r u  A . Rozważmy odwzo­

row ania (Ç.  , <P_ Z lem atu 4 w ynika, że d la  dow olnych p ar (b ,c o ) ,(b ,c u )  
, . a l  a 2 _____

rownosc <f ( b , w ) = (p ( b , w )  J e s t  równoważna rów ności Ф  ( b ,c o )  = 
a i  a i  a 2

= ( b ,c o )  . K rótk o  mówiąc w s z y s tk ie  odwzorowania <jP d la  a  6  A są
a 2 a 

s t a ł e  na ty c h  samych p o d zb io ra ch  z b io r u  A r f l  .  Id e n ty f ik u ją c  w sk aźn i­

k i  zbiorów  Sa , d la  a  в A , m ające te n  sam p rze ćlw o b ra z  p o p rzez od­

wzorowania <jp , zastęp u jem y  z b io r y  S zbiorem  S w skaźników n i e z a l e ż -  

nym od a .  Z i d e n t y f i k a c j i  t e j  w ynika w s z c z e g ó ln o ś c i ,  że p r z y  u s t a lo ­

nym ( b ,c o )  w s z y s tk ie  z b io r y  b z a ( u>) } d la  a  €  A będą te r a z  m ia ły  

ten  sam w skaźn ik  S €  S .

Weźmy te r a z  d la  u s ta lo n y c h  b ,c o  z b ió r  bZ (a > ) .  Ze zw iązku ( 3 .2 7 )  oraz 

u czy n io n e j p rze d  c h w ilą  uwagi mamy, że

(3.28) Z (co) = U „Z (co) -  U
D a g  A D a a g A s

Oznaczmy z b ió r  bZ ( w )  p rze z  Q g . Rozważmy dow oln ie u s ta lo n e  s £  S

oraz z b ió r  Q  .s
Z o k r e ś le n ia  Q g w yn ika, że i s t n i e j ą  e lem en ty  b 6  A , to.^6 Q t a k i e ,
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(b,oc ,c  ) = ( b , o c , a )  o ( a ,  y , c ) ,  (b  , / i  , c )  - ( b , / ł  , a )  о ( а ,  у  , o ') .

Ale poniew aż

P f o ^ .O b .S c .e ) )  = P ( o o 1 , ( ' b , o c , a ) o ( a , 3 ' , o )  = f ( f  (« O j, (b ,o c  ,a ) ) ,  (a , t f ,  c ))

* p (F (c o 1 , ( b , j 3  , a ) )  , f a ,  , o ) ) =  F C c o ^ C b . p  ,a )  o ( a , t f  , c ) ] ) »  Ffco^b ,j5 ,c)),

więc e lem en ty  ( b . ó ć . c ) ,  ( b , j 5 , c )  n a le ż ą  do t e j  sam ej skład ow ej Wj

rozkładu { W. > . T . K ończy to  dowód n ie z m le n n lc z o ś c l  ro zk ła d u  u i l j j  3 e  J b

i j / J € Jb *
Z w ła sn o śc i 1 $ 2 wiadomo, że {  Wj  }  j  £  J  j e s t  w pew ien sposób tworzo­

nym sum o-rozkładem  r o z k ła d u  { w j|  i  g  i  p a sa  bG na warstwy praw o-
_ o

stronne względem pewnej gru p y G d  G . Z uwagi t e j  o ra z  o k r e ś le n ia  

rozkładu | W jj j e  j  w yn ika , że fu n k c ja  F (o o 1 ,( b ,o c  , a ) )  , g d z ie

( b ,o c ,a )  6  b G, J e s t  s t a ł a  na w arstw ach w^, oraz na różn ych  warstwach 

te j  sam ej k r a t k i  b Ga p rzy jm u je  różn e w a r t o ś c i .

O kreślim y te r a z  fu n k c ję  ^ 8 b > k t ó r e j  d z ie d z in ą  b ę d z ie  r o d z in a  zbiorów  

{wi}  i  e  I b , z a ś  zbiorem  w a r to ś c i  z b ió r  Q g n a s tę p u ją c o :

С З . З О )  h s b ^ w i )  =  Г с о а  ,  w ±) {

gdzie ]-e { ozn acza Je d y n y  elem en t z b io r u  E .

Oznaczmy z a c ie ś n ie n ie  ro z k ła d u  { w ^  i  e  i  do z b io ru  bGa p rzez

{wij. j a ,  zaś z a c ie ś n ie n ie  fu n k o ji  h gb do ro d z in y  { w j j  i  £  l a

że Q g я fcZ ( W j ) .  Wybierzmy Je d n ą  ta k ą  p arę ( b .o o ^ ) .  Rozważmy l e ­

wostronny pas bG i  o kreślm y w nim r e la c j ę  R :

(3 .2 9 ) ( b ,o c ,a )  В ( b , / ł , 0  ) M =  P (  а>± , ( b , oc ,a ) )  = P ( c ^ , ( b ,  f i  , c  ) )  ■

R j e s t  r e l a c j ą  rów now ażności w z b io r z e  ^G , a w ięc r o z k ła d a  go na k la ­

sy rów now ażności. R o zk ła d  te n  oznaczymy p r z e z  { Wj  }  j  £  J

Lemat 6 . { j J  j  ç  j  J e s t  rozkładem  n iezm ienniczym  p asa  ^G .

Dowód. N ie ch  ( a , у , e )  b ę d z ie  dowolnym elementem z b io ru  B , zaś 

Wj dowolną składow ą ro zk ła d u  ( Wj j  j  ^ j  .

J e ż e l i  z b ió r  Wj o ( a ,  y , o )  J e s t  p u s ty  lu b  jedn oelem entow y, to  za­

wiera s i ę  o c z y w iś c ie  w pewnej sk ład ow ej ro z k ła d u  {  wj  }  j  g  j  •

Załóżmy t e r a z ,  że p o s ia d a  on oo n a jm n ie j dwa e le m e n ty . N ie ch  ( b , 5 ć , c ) ,

(b , f i  , c )  n a le ż ą  do z b io r u  W. o ( a ,  y , o )  i  n ie c h  ( " ь , й , с )  ^ ( b , j ł ;o ) .
**i

Z o k r e ś le n ia  z b io ru  Wj о ( a ,  y  , c )  w yn ika , że i s t n i e j ą  elem en ty  (b ,°c ,a ) , 

( b , ^ , a )  z b io ru  t a k i e ,  że
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( 3 .3 2 )  Ь вЬ( * 4 )ж f ft( w ) .

Ponieważ z b ió r  Sb“ b ( { f a (oo)} ) J e s t  sumą w arstw  w^, a  w śród nich ty l­

ko w arstw a w^ zaw iera  s i ę  w k r a to e  bGa> w ięc

( 3 .3 3 )  Sh~b ( { f a C W )f) o (a ,o c  ,o )  = w ^  o (a ,o C  , c )  = w± C.  b Gc .

Mamy więo z uwagi na ( 3 ,3 0 )  i  ( 3 .3 2 )  ró w n o ści:

hs b rwi  F ( œ l>  ( b >P  » ° ) )  ”  p ( F f w  i » ^ b * Ï  »a ) )  . ( &’ oc . « ) )  ”2

■ P ( h sto(wi  » ° ) )  *  р ( р ( Ш t ( * i  Ł ' a ) )  » ( a »oC » ° ))  *  Ffw t (  a . o c . o ) ) ,

co  wobec ( 3 .3 3 )  końozy dowód.

Uwaga. W przypadku gdy g ru p o id  s z c z e g ó ln y  В j e s t  g ru p ą , m usi on byó 

p o s t a c i  n a s t ę p u ją c e j :  B = A x  G X A g d z ie  G j e s t  gru p ą iz o m o r f ijn ą  

z В za ś  A J e s t  zbiorem  jednoelem entow ym  c z y l i  A  = ^ a }  .  В pokrywa 

s i ę  wówczas ze swym jedynym pasem lew ostronnym  G, Jedynym pasera prawo-
a

stronnym G_ oraz je d n ą  k r a tk ą  „ G „ .

D z ię k i  temu i l o ś ć  param etrów w y stę p u ją cy ch  w p u n ktach  1 -6  k o n s tr u k c ji  ro ­

z w ią z a n ia  z m n ie jsz a  s i ę , a  w ięc k o n s tr u k c ja  t a  u le g a  u p ro szcze n iu  i  b ę d z ie  
n a s tę p u ją c a :
1 .  jedynem u elem entow i a €  A p rzy p isu je m y  dowolną fu n k c ję  f  ; Q - > Q  
s p e łn ia ją c ą  warunek t ( t  (**>)) = f  ( oj) d la  u> £  Ы  ,

p rze *  bgb . Z o k r e ś le n ia  f u n k c j i  h g b , o k r e ś le n ia  zbiorów  Q .a , zw ią­

zku
(3 ,2 6 )  oraz  z a le ż n o ś o i m iędzy rozkład am i { ) > j }  j  ^  j  1 {w j } i  ę  i  

w yn ika ,że  bab J e s t  odwzorowaniem w zajem nie Jednoznaoznym  r o d z in y  

{ *  }  j  -  ja  na z b ió r  Q a o ra z  z a c h o d zi zw iązek 

( 3 .3 1 )  bh8h = aU  ьаь .

Ponieważ na p od staw ie w ła s n o ś c i 3 § 2 moo k a ż d e j r o d z in y  { w ^  i  e  i a  • 

d la  a  t  A , równa j e s t  in d eksow i podgrupy G* grupy G, więo dzięld. wza­

jem nej je d n o z n a cz n o śc i f u n k c j i  hgb moc zb iorów  Q a , a  6  A , te ż  równa 

j e s t  wspomnianemu in d e k so w i, ffykażemy t e r a z ,  że

F (co  , ( a , oc , o) ) ■ hgb( s  C {f4 (tü)}) o ( a ,o e  , c ) )  , ta k  Ja k  w warunku (3 .8 ) . 

H z e c zy w iśo ie , f a (c j)  *  F ( o >  , ( a ,  £ ,a ) )  6  Q -&.
Poniewai ( Q * j  s 6  s J e s t  rozkładem  z b io r u  Q a , w ięo i s t n i e j e  Jed yn e 

s € S t a k i e ,  że f _  t a k i e ,ż e  f  ( u > ) 6  Q a . W skaźnikow i s odpow iada, 

zgodnie z poprzednim i rozw ażaniam i z b ió r  Q  g , pew ien p a s b G, jego roz­

k ła d  n ie z m ie n n ic z y  { * j  } j  e  J  * rozlcła d  { w ^  x é  J  • a r e s z c i e  fu n k c ja

hg b . Z w ła sn o śo i f u n k c ji  h gb w ynika i s t n i e n i e  w arstw y wA £ [ w ^  i r I a 

t a k i e j ,  że 1 "
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2 . Tworzymy dowolny ro z k ła d  z b io ru  f  (<T2.)t oznaczony p rzez

{ 2 « } 8 6 S i  t a k i ,  by

= in d eksow i pewnej podgrupy G* CZ g)  .s  ь  s  s

3 . D la u s ta lo n e g o  s 6 S ,  rozważamy ro z k ła d  { wi } 1 ^  j  grupy В na
~ s

warstwy praw ostronne względem podgrupy G* (w  s e n s ie  d f .  3 § 2 ) .

Przez h g oznaczmy odwzorowanie w zajem nie jedn ozn aczn e ro d z in y  

na z b ió r  Q s . O c z y w iś c ie , d la  dow olnego to J e s t  te r a z  j e d -

ną warstwą W j, a  w ięc

S hś1({Ł0}̂  = “ wi"
4 . Fu n k cja  F b ę d z ie  w ięc o k re ś lo n a  wzorem:

( 3 .3 4 )  F (c o  , ( a ,o c  , a ) )  -  b ^ h " 1 ^  ( < o ) ) 0 ( a .o c  , a ) )

gd zie  co 6  Q , ( a , o c , a )  e  B .

J e s t  t o  w z a s a d z ie  t a  sama k o n s tr u k c ja  o gó ln ego  rozw iązania równania tra n ­

s l a c j i  na g r u p ie , k tó r ą  podał Z .  M oszner w p racy  [ 2 j .

D z ię k u ję  s e r d e o z n le  Panu P r o f ,  d r  Zenonowi M osznerow l za  w ie le  cen ­

nych uwag, z k tó r y c h  k o rzy sta ła m  w przygotow an iu  n i n i e j s z e j  p r a c y .

P r a c e  c y t o w a n e

[ 1]  A.  N i j e n h u l s ;  "T h e ory  o f  th e  g e o m e tr ie  o b j e c t " ,  Am­

sterdam  1 9 5 2 .

[2 ]  Z .  U o s z n e r ;  " S o lu t io n  g é n é r a le  de l 'é q u a t io n  de tr a n s ­

la t io n  e t  s e s  a p p lic a t io n s " .A e q u a t io n e s  M ath em atioae, v o l . l ,  f a s c . 3 ,1 9 6 8 , 

p . 2 9 1 -2 9 3 .

R é s  u m é

LA SOLUTION GÉNÉRALE DE L'ÉQUATION DE TRANSLATION SUR LE GRUPOID 
DE BRANDT

M etton s que B s  A x  G x  A , où G e s t  un groupe par r a p p o rt à 

< • >  e t  A un ensem ble q u e lco n q u e . Dans l ’ ensem le B d é f in is s o n s  l ’ ope­

r a tio n  < o >  comme s u i t :

pour qu’ i l  e x i s t e  ( a , o c , b )  о ( c , / 3 , d )  i l  fa u t  e t  i l  s u f f i t  que b = c
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e t  a lo r s  ( a , o c ,  b ) o ( c , p ,  d ) = ( a ,  0C - 3 , d ) .  On p e u t dém ontrer que 

l ’ ensem ble ( b , o )  e s t  un g ru p o ïd  de B ran d t e t  que chacun grupoïd de Brandt 

e s t  Isomorphe au g ru p oïd  ( B , o )  .  On donne dans ce t r a v a i l  l a  s o lu t io n  

g é n é ra le  de l ’ éq u a tio n  de t r a n s la t io n  ("3 .1 ) , où P e  Çi  1  B .  La s o lu ­

t io n  F a l a  forme s u iv a n te :

1 . ï f  e s t  une fo n c tio n  qui r e m p lit  d es c o n d it io n s :

a )  : Q  - *  Q .  ,

2 .

b) f a (  f . f t ü )  = t a « o ) ,

O) A ( Q* = Q b , OÙ Qa ш t (Q). 
a , b É 2 v a

Le sym bol | Q a j, s ig n e  des d é c o m p o s itio n s  des en sem bles Q . a

pour a  e  A , q u i s a t l s f a l e n t  au c o n d it io n :

A  A  . ( s :  - 5  b ж à l ’ in d ic e  d ’ un so u s-g ro u p e  G* du g r o -  
S t s  а . ь е ж  - s 8 upe

3 . O s -  U Q s •
8  a e A  8

4 . { wi }  i  £  i  e s t  une d é co m p o sitio n  de ^G en c la s s e s d ’ é q u iv a le n c e

à d r o i t e ,p a r  r a p p o rt à  un so u s-g ro u p e  G*, du groupe G.

5 .
{ * i }  I sb “ { Wi n b Ga W  в  Isb *

6 . bsb e s t  une * опо* 1оп> r e v e r s ib le  de l 'e n se m b le

o f  •

su r

7 .
* * “ . v * h * -

8 . Pour с о б 0 8 l ’ ensem ble ha^ ( { w } )  e s t  1 ’ ensem ble d es c la s s e s wï

Nous d é s ig n o n s  l a  somme d es o e t t e s  c l a s s e s p ar S h ;£ ( { « } ) .

9 . E n fin  nous d é f in is s o n s  l a  fo n c tio n  F comme s u i t :

P (  OJ , Ca, OC , e ) )  = h g b ( s  h“ b ( {  f a ( « ) } )  о (  a .o c  , c ) )  -
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P • а в и •

ОЕЩИЕ РЕЕЕНИЯ УРАВНЕНИЕ ТРАНСЛЯЦИИ НА ГРУШОВДУ БРАНДТА

Да пуст ил, чте В =  j4x G *  где G  является групп ей с еперадией < ■ ?

ж А  какее-те квелест в». В ебщвстве В мы епределаем действие <о> следу­

ющим ебрааем: (a,ac,b)o(o, /î>d)
существует в такеи лишь случае кегда Ь = с  к  тегда

( d , o c , b ) o ( c , ^ , d )  =  ( a , o c- Jb , d ) .

Мохне декаэатъ, чте мяехестве (6,о) эте группеид Брандта и чте каждый 

группежд Брандта есть жгемерфжчен с группеидем (В,о).

В атей рабете педается ебщее решения уравнения трансляции (3.1) где

F e  Q S x B .

Наиструкция решения Г следующая:

1. Депустим, чте f a ебеаначаьт функцию кспелняпцую услевия:

• /  i a : Q - * Q ,

б /  f â( f4(œ)) =  f a(<o),

и/ A  ( £ *  =  Q b) ,  где Q a= f a( Q ) .
a.beQ

2. Деаустим, чта { Q 5 ̂ ^ебеаначает распады мнажеств Q & для а е А 

котерые испвлияют услевыа:

AK.iô-py- показателю подгруппы G % o  omcuiemoo к группе з) 
s e S  а .ЬеА

3 .

**{wiJieIsb является распадеы fcG на правестерешше классы эквивалента

пе етнешенжю к педгруппе G* группы G.

• {"iKelîb = ("i n bGebeIsb.5
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S .  Черва hsb мы обозначаем функцию на 2 .$  определённую и оборотную в 

множестве { * ^ 1е1Д .

7 .
Ь *  У А

8 . Для t t ) c 2 s множество * Ч ь ({ш } )  является множеством классов wi . 

Символом S h bb({co}) обоаначаем сумму этик классов.

9 . Теперь определяем функцию Р :

Г(со, ( a , ° 6 ,c ) )  =  hsb (Sh‘s1b( { f â( w ) } ) o ( d ,o is , с ) ) .


