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OGOLNE ROZWIAZANIE ROWNANIA TRANSLACJI NA GRUPOIBZIE BRANDTA

Wstep

Gtéwng czes$¢ tej pracy (i 3) stanowi konstrukcja og6lnego rozwigza-
nia réwnania translacji na grupoidzie Brandta, moéwigc doktadniej rozwia-
zanie to podane jest dla grupoidu Brandta specjalnego typu zwanego w dal-
szym ciggu grupoldem szczegélnym. Poniewaz jednak kazdy grupoid Brandta
jest z nim izomorfijny, wiec 0g6lnos$¢ rozwazan nie jest zawezona w sposob
Istotny.

W§8 i 1 § 2 podane sg niektére wtasnos$ci grupoidu szczegdlnego zwig-
zane gtéwnie z rozkitadami niezmienniczymi pewnych Jego podzbioréw, ktére
to rozktady wykorzystane sg w konstrukcji rozwigzania.

Niezaleznie od tej pracy réownanie translacji rozwigzat J. Tabor na
innej, cho¢ zblizonej, drodze.

§ 1. Pewne wtasnos$ci szczegdélnego grupoidu Brandta

Niech A bedzie dowolnym zbiorem, G za$ grupg. Elomenty zbioru A
bedziemy oznacza¢ literami tacinskimi, elementy zbioru G literami gre-
ckimi. Wgrupie G przyjmiemy symbolike multyplikatywnga. W zbiorze b=
=Ai Gi A okre$slmy dziatanie "0” nastepujgca umowa:

(a,0e, b) o (c,ff, d) ma sens wtedy i tylko wtedy, gdy b = o
1 woéwczas

(a,0oc, b) o(c ,J5, d) » (a,°’C «&b, d).

Mozna wykazaé, ze (B,0) jest grupoldem Brandta oraz, ze kazdy grupoid
Brandta jest izomorfijny z grupoldem tego szczegdélnego typu [I].
Zanim podamy pewne wtasnos$ci grupoidu (b,o) przyjmiemy kilka definicji.

Definicja 1. Dla dowolnie ustalonego a 6 A zbi6r ftG =]Jajx Gx A
bedziemy nazywaé pasem lewostronnym.
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Definie.la 2. Dla dowolnie ustalonego a £ A zbiér Ga= A x Gifaj

bedziemy nazywa¢ pasem prawostronnym.
Definicja 3. DIla dowolnie ustalonych a,b,t G zbiér &Gb =={a} r

X G x 4b] nazywamy kratka.
Definicja 4. Jezeli ECT , to wowczas
E o (a,°c , d) e B; \% d) =(f, y ,g) o (a,oc,b)d
1 (f.tf,g)6 E J
Mozna tatwo wykazaé, ze grupoid (S,0) posiada nastepujace wtasnosci.
fftasnos¢ 1.
a/ Jednoscig lewostronng dla dowolnego elementu (a,oc, b) £ B jestele-
ment (a,6 ,a), gdzie £ jest jedno$oig w grupie G.
b/ Jedno$oig prawostronng elementu ("a,oc ,bj g B Jest element (b, £ ,b),
o/ Elementem odwrotnym dla elementu (a,oc,b)e B jest (b,oc_1, a),

ff asnos¢ 2. Zachodza réwnosci:
B=Ua= UgeG-=U U &b.
aeA a€A afA bb6A

fftasno$¢ 3. Pas lewostronny aG jest zbiorem wszystkich elementéw
zbioru B majgcych te samag jedno$¢ lewostronng (a, £ ,a).

fftasnos¢ 4. Pas prawostronny Ga Jest zbiorem wszystkich elemen-
tow zbioru B majgcych te samg jedno$¢ prawostronng (a, £, a).

fftasnos¢ 5. Kratka aGb Jest zbiorem wszystkich elementow maja-
oych te samag jedno$¢ lewostronng (a, £ ,a) oraz te samg jedno$¢ prawo-
stronng (b ,£ ,b).

fftasnoé¢ 6. Dla dowolnego a 6 A zbiér (aGa> o) tworzy grupe izo
morfljng z grupa (g,°*)* Dla dowolnyoh alA bEA, z U zachodzi

zwigzek:
aGa = (a,00 ,b) o bGb o (b.oc"1, a).

fftasnosé¢ 7. Jezeli E C B, (a,oc,b) £ B, (c,Jt,d) € B,

to prawdziwa Jest réwnos¢:

[e o(a,0oc,b)] o (c,/5 , d)= E o[(a,0c ,b) o (c,fi ,d)].

8§ 2. Rozktady niezmiennicze paséw lewostronnych

Definicja 1. Rodzine (wi/ zbioré6w w, niepustycb i roztgcz-
nych nazywamy rozkiadem zbioru E jezeli E =H£ Wl. Zbiory Wi nazye
waaiy sktadowymi tego rozkitadu.

Definicja 2. Jezeli EC B oraz N N Jest rozktadem zbioru

o, to rozktad j nEeEj zbioru E nazywamy zacie$nieniem rozkiadu

[wj do zbioru E.
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Definicja 3. Nleob Gx bedzie podgrupa grupy G za$

rozktadem G na warstwy prawostronne wzgledem G*. Nleob "a" bedzie
ustalonym, "b" zmiennym elementem A, "1” zmiennym elementem 3 . Roz-
wazmy rodzine wszystkich zbioréw postaci: {a} x wl x {b] i oznaczmy ja
przez Mozna wykazaé¢, ze rodzina ta Jest rozkiadem pasa &G

1 bedziemy ja nazywac¢ rozkiadem na warstwy prawostronne wzgledem G*.
Definicja 4. Niech E O B. Rozktad {wj}je3 zbioru E bedzie-

my nazywac’Aago A)zkladem niezn\iinniczym Jezeli
. [1». o(a,oc,b)C i, ],
Jt€3- (@achble B J2ej

Definicja 5. Rozktad zbioru E nazywamy sumo-rozkita-
dem rozktadu {wij} lej zbioru E, jezeli kazda sktadowa W jest su-
mg pewnych skiadowych rozktadu 4 w"}

Mozna dowie$¢ nastepujgcych witasnoséci rozktadéw niezmienniczych.

Witasnoé¢ 1. Na to by rozktad {W~rlewostronnego pasa aG byt
jego rozktadem niezmienniczym trzeba i wystarcza, aby byt sumo-rozktadem
pewnego rozktadu {w~” le”~ tego pasa na warstwy prawostronne wzgle-
dem podgrupy G-C G, przy ozyw kazda sktadowa Wj Jest sumag warstw Wj,
wybranych co najwyzej po jednej z kratek aGb dla be A.

Witasno$¢ 2. Rozktad lewostronnego pasa aG na kratki aGb, dla
be A, czyli rozktad | aGbj b64 jest rozktadem niezmienniczym pasa &G.

Wiasnos¢ 3. Moo rodziny skiadowych zaoie$Snlenia rozkiadu {*«}me
pasa G na warstwy prawostronne wzgledem podgrupy Gy C G do dowol-
nej kr(Ztki aGb, dla beA, réwna jest indeksowi podgrupy GJE wzgle-
dem G.

§ 3. Konstrukoja rozwigzania réwnania translacji

Nleoh N bedzie dowolnym zbiorem. Elementy tego zbioru bedziemy
oznacza¢ literag co z ewentualnymi wskaznikami. Niech (B,o0) bedzie gru-
poldem okreslonym w § 1. Rozwazmy réwnanie (zwane w dalszym ciggu réwna-

niem translacji):
(3.1.) F(p(w,Ca,oc ,0)),(c,jM))= f(o>, ( a,oc,c) o (c,ft ,<h)

Jest to réwnanie funkcyjne, w ktérym niewiadoma przebiega zbiér funkcji
f(co, ( a,0c,b)) okreslonych w zbiorze Q x B o wartosciach wQ . Ten

zbiér funkcji nazwiemy zakresem réwnania.

Z okres$lenia dziatania o) wynika, ze iloczyn (a,oc,c) o (c,ji ,<}i
istnieje dla dowolnyoh oc ,fb £ G; a, o, d 6 A, wiec zaréwno prawa jak
1 lewa strona réwnania sga okres$lone dla dowolnej funkcji F z zakresu

rébwnania oraz dowolnyoh coew ; oc,p 6 G, a, ¢, d £ A
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Natomiast réwnos$¢ tych stron zachodzi tylko dla pewnych funkcji F. Je-
zeli dla funkcji F z zakresu réwnania zachodzi réwnos$¢ lewej 1 prawej
strony réwnania (3.1.) dla dowolnych W6 Q , °c ,Jbe G; a,c,d 6 A , to
méwimy, ze funkcja F jest rozwigzaniem réwnania.
Podamy konstrukcje funkcji F bedacej ogélnym rozwigzaniem tego roéwna-
nia.
1. KaZdemu a 6 A przypisujemy pewng funkcje fa : £2->82 spetniajaca
warunek
(3.2) fa(fa(cJd)) '+ fan dla w € £2 i taka, by

(3.3) A ((1s - Q-b) , gdzie 0® M t (Q).
beA a

2. Kazdy zbiér _Qa rozkiadamy na te samg ilos¢ S zbioréw rozigcznych

i niepustych, czyli tworzymy rozktady | Q a|] se s takie, by

(3.4) A A \Q a « Q b - indeksowi podgrupy G* C g).
seS a,be A a B B

3. Tworzymy zbiory

(3.5) Q = u Q a
* a6 A 8
4. Dla ustalonego s 6 S i b6 A rozwazmy pewien pas bG grupoldu B
oraz jego rozktad { je Jsb na warstwy prawostronne wzgle-

dem podgrupy G*

Zacie$nienie tego rozkiadu do kratki bGp Jest podrodzlnag rozktadu

{wj} i 6 jsb oanac2wmy wi”° to zaciednienie przez iwjj-j £ 3 a
przy czym 3sbc 3&
Przez hab oznaczmyodwzorowaniewzajemnie jednoznaczne rodziny
w ie Dsb na zbior fi: -
Z wtasnosci 3 8 2 wynika, te dla dowolnego a € A odwzorowanie ta-
kie istnieje. Poniewaz dla a / o rodziny jw A a oraa
{wjlJ t£ jjO~ sg rozigczne i eb
(3*6> K1l 163sb=b a *1°' '
viec mozemy okreé$li¢ funkcje h8b odwzorowujgcg rodzine jw ™ j
na zbiér Q e w nastepujacy sposoéb:i sb
(3-7) hsb = a~A hsb '
5b Niech ujf Zbiéor h”1({co]) Jest pewnag rodzing warstw Wj.

Poniewaz dla a 4 ¢ zbiory £2a, £2® nie musiaty byé¢ roztaczne,

wiec rodzina ta nie musi by¢é jednoelementowa.ale skitada sie z warstw
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Wj wybieranych co najwyzej no jednej z dowolnego rozktadu {wj}"
aCA. Sume warstw rodziny h-1({u)}) oznaczymy dla uproszczenia
zapisu S h* . ({co}). b

Zgodnie z wtasnoscig 1 §8 2 rodzina zbioréow |s h“£ ({co})jw€Q

jest rozktadem niezmienniczym pasa ~G.
6. Dla dowolnych cof Q , (a.tCjc) f B przyjmiemy

(3.8) P(oo,(a,0c,0)) = hgb”sS h~ ({rabl)}) o(a,oc,c))

dla fa(to) 6 & n. Wykazemy, ze wz6r (3.8) ma sens 1 okre$la wartos¢
F (to, (a,o0c,0)) jednoznacznie.

(a) fa(to) ¢ Q.a, a wiec z 2 wynika, ie istnieje doktadnie jedno ta-
kie s, dla ktérego fa(u>)e Q. a.

(b) Z warunku (3.7) oraz punktu 5 wynika, ze S bg”~n*~700)}) jest
sktadowa rozktadu niezmienniczego pasa hG zawierajacg Jedyng war-
stwe taka, te

(3.3) wre {*i} 16 3 ™

oraz
(3.10) beb(*1)= *am -
(o) Sktadowa S h“£ ({ra(w)}) jest na ogdt sumg warstw wi, lecz

Jedynie dla elementéw (b,fi,a) ~ Wj dziatanie (b,yt,a) o(a,oc,c)
ma sens, a wiec *
(3.11) s ({**<*“ >}) °(a,oc,0)=wr o0 (a,oc,c) = W ,
i 2
gdzie w,2 {w,}”~ Dcb

(d) Wreszcie zgodnie z (3.7)
(3.12) hsb(»i >- hsb~wi~= Wi- gdaie ~N1 € MB-

Wykazemy, ze tak okres$lana funkcja F spetnia réwnanie (3.1).
Wyznaczmy lewg strone réwnania.
Wpunkcie 6 znalezliSmy wartos¢ f(u>, (a,oc,c)) i

(3.13) F(co, (a.oc.0)) = cote Q®.

Na mocy(3.2) mamy
(3.14) fc (cot) » col

Ze zwiazkéw (3.11) i (3.12) wynika, ze S hjjffu}) jest skiadowg roz-

ktadu niezmienniczego pasa 'oG zawierajgcag warstwe Wyeo- Dalej,z wtas-

nos$ci rozktadu niezmienniczego pasa "G i warunku (3.11) mamy zwigzek
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(3.15) S h-b o fo,ji, d) « Wi'zo (c,fi, d) = Wj3,

gdzie wia6 {»1} 16 2ab-

Wreszcie
(3.15) hsbrwl3)- W2 1 6 Q* -
a>2 jest wartoscig lewej strony réwnania (3 .l1). Natomiast prawg stro-

ne wyznaczymy bioragc zgodnie z (3.8) wartos¢

hsb (Shsb 0[fa’oC»°) 0 (°’P *d)1)"

Na podstawie wtasnos$ci 7 § 1 warto$¢ ta Jest réwna

hsb (L Shsb ( 0 (a>0C'@)J) °(°>P> «O*
na mocy za$ (3.11) réwna Jest w dalszym ciggu hgb( 0 (c.fi , dj) >
czyli zgodnie z (3N16) i (3.16) réwna sie Wg.
Wykazemy teraz, ze kazda funkcja a,oc, b)) spetniajgca réwnanie

(3.1) Jest skonstruowana Jak w punktach 1 -6 .
Okre$lmy funkcje fu , a 6 A w nastepujacy sposéb
(3.17) fa (co) = F(co, (a, £, a)) ; weQ

Z réwnania .1) otrzymujemy
(3.18) TG(W, (a, £ya)) (a, £, a)) »: (co ,(a, 64 a))

czyli

(3.19) fa ( fa<w)) = fa(co).

Zbi6ér wartosci funkcji f oznaczamy przez Q&

Ze zwigzku (3.19) wynika, ze dla dowolnych elementéw af£A, cof£ v2 spet-
niona jest rownosc¢

(3.20) F(co, (a, 6, a)) = co.

Oznaczmy zbiér wartoséci funkcji F(co, (b,oc , a)) dla cof Q s(bcca)f B,

przez Z. Przy ustalonych elementach coGQ ,af£ A, b £ A oznaczmy
przez:

Zft (co) zbiér wartoéci funkcji P(co,(c,oc, a)) dla (c,oc, a) £ Ga,
az(co) zbiér wartosci funkcji P(w ,(a,oc> ¢c¢)) dla (a,oc,c)f agG,

az”n(io) zbiér wartoséci funkcji F(co,(a,06, b)) dla (a,0C, b) £ ftG.

Lemat 1. Zachodzg réwnosci

(3.21) Qa* U, zM,
(3.22) Zx (J Qa
aeA

Wysazemy wpierw zwigzek (3.21).
Jezeli cOj € Qa to z (3.20) wynika, ze = F(co™(a, £, a))!
czyli coME Za(COj). Na °dwrét, jezeli co, € Z~cajdla pewnego gofQ ,
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to dla pewnego (b, oc, a) €8 zachodzi réwnosé:

= F(w ,(b,ct, a)) = p(p((o,(b,<*, a)), (a, £, a))= p(«2,(a ,E,a))tSE
oo koriczy dowod (3.21).
Dla udowodnienia zwigzku (3.22) wystarczy wykazaé, ze Z C.~N. &.*, gdyz
zawieranie przeciwne jest oczywiste. Jezeli we Z, to to = F(co*,(a,cc,b&
dla pewnych co”, fa,oc , b), a wiec cof 2’\(C|/|.) . Leoz Zb(u>i) (Z Q
zgodnie z (3.21) co konczy dowdd.

Leaat 2. Dla dowolnie ustalonyoh elementéw co”e Q , a eA, b fe A,

(b,oc ,c) e B zachodza zwiagzKi

3. 23 bza (col)= oza(P~cul '(b*°C- >
3.2% bz (0i)= czZ C F (u>i*(b»ot » e))j.
Dowdd réwnosci (3.23). Jezeli w£E£0za(p( (b,oc, 0))) , to

= F(F(col,(btoc, c)) , (c,fi, a)) dla pewnego (c,/i , a) € B.
Ale na mocy (3.1):

F(p(ksi.(b.oc>c)) « (FHe*)) = Freoi>[(brect®) °(c./*>a)]) = FO,O,aca),
a wiec to EfPZa( co.,) .

Na odwrét, jezeli coefeZa(tor), to co = F(con, (b, W,a)) dla pewnego
(b, < ,a) € bGa . Lecz z réwnosci

co - F(col,(b,<F ,a)) * ¥ (f (w1, (b,oc,0)) ,[(c.oc_1,b) o, &F,a)]) =

* FAFfu~r.fb.oc ,C)) ,(c,oc<f_1, a))

otrzymujemy zwigzek co € cza(F(col, (b,oc ,c))), co nalezato wykaza¢.
Rownosci (3.24) dowodzi sie analogicznie.
Lemat 3. Dla dowolnych elementéw a € A, b EA, c 6 A, co™eS? , B2t Q

zbiory bZa(col , Oza(c02’\ sg albo identyczne albo rozigczne.
Dowdd. Przypusémy, ze zbiory te maja element wspdélny co. Oznacza

to, ze co = Ffo~, (b,oc ,a)) i co = F (con, (c,ﬁ,a)) dla pewnych
(b,oc,a), (o,ﬁ>,a) ze zbioru B. Lecz ze zwigzku
(3.23) mamy, ze

b V wl)= azZa(P(uV ( *>e<*e<*») = aZa(w)* aZa(P *a))) Xc V w 2>
oo konczy dowdd.

Lemat 4. lJezeli azO(“ i) ~ bzc U N& przy PeToY°b ¢Q >
w2e Q , aeA be a, c£A, to dla dowolnego d 6 A zachodzi réw-
nos¢:

3.25) »*df“ 1) s bzd (“ 2~
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Dowé6d. Niech 1 bl N PR2C (w27 Oznacza to, ze
co>xp (u>i, (a,oc,c)) i co= F (Clg,{"h,lb (c)) dla pewnych elementow
Ca,oc,0), Cb,J5 ,c) ze =zbioru B. Lecz na podstawie zwigzku(3.23) mamy
rownosé
aVv “>i> * czd(pf"i* (a-* -°») - 0zZd(r(o>2,(b,fl ,c))) = bzd (<ur)

Lemat 5. Dla dowolnych elementéw a E A, b £ A cof G2 zachodzg

zwigzKki
(3.26) Za (co) = cZa (*>)
3.27 -Z (co) wm U hz (w
(3.27) Z (co)w U hZ (w)
Rownosci te wynikaja natychmiast z okres$lenia zbioréw Za Ccc) Z (co)
oraz z faktu, ze G « U G zas bc=U
¢V ow) ceAOa’ b ceA bGe
Ze zwigzkéw (3.21), (3.26) oraz lematu 3 wynika, ze przy ustalonym
a€A, za$ zmiennych b 6 A i coe Q , zbiory .OZa(w) wyznaczajg roz-
ktad zbioru Q . Ro6zne pary (b,co) moga da¢ identyczne zbiory b%a(co).

Przypisujgo réwnym zbiorom hZn(a>) ten sam wskaznik s z pewnego zbio-

ru Sa mozemy wspomniany rozktad oznaczy¢ przez { Q gj ses
Dla dowolnie ustalonego a £ A okre$limy teraz odwzorowanie a $¥&:AxQ.na

—» Sa w nastepujacy spos6b: parze (b,W) przypisujemy wskaznik s

zbioru bZa(co) Jak Juz wspomnieliSmy parom (b,co) dajacym réw-
ne zbiory . Ze(co) bedzie poprzez odpowiadat ten sam element s.
Niech teraz a”a,, beda dowolnymi elementami zbioru A. Rozwazmy odwzo-
rowania (G. , <P_ Z lematu 4 wynika, ze dla dowolnych par (b,co),(b,cu)
, . al a2
rownosc <f (b,w) = (p (b,w) Jest rownowazna réwnosci @® (b,co) =
ai ai a2
= (b,co) . Krotko moéwigc wszystkie odwzorowania 9P dla a 6 A sa
az2 a
state na tych samych podzbiorach zbioru A rfl . Identyfikujac wskazni-

ki zbioré6w Sa, dla a B A, majace ten sam przeélwobraz poprzez od-
wzorowania dp , zastepujemy zbiory S zbiorem S wskaznikéw niezalez-
nym od a. Z identyfikacji tej wynika w szczegélnoséci, ze przy ustalo-
nym (b,co) wszystkie zbiory bza(u>)} dla a € A beda teraz miatly
ten sam wskaznik S€ S.

Wezmy teraz dla ustalonych b,co zbiér bZ (a>). Ze zwigzku (3.27) oraz

uczynionej przed chwilg uwagi mamy, ze

(3.28) Zco) = U ,Z(c0) - U
D ag A Da agA S
Oznaczmy zbiér bZ (w) przez Q g. Rozwazmy dowolnie ustalone s £ S

oraz zbiér QS'
Z okredlenia Qg wynika, ze istniejag elementy b6 A, to”6 Q takie,
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ze Qg a fcz (W j). Wybierzmy Jedng taka pare (b.oo”). Rozwazmy le-
wostronny pas bG i okreSlmy w nim relacje R:

(3.29) (b,oc,a) B (b ,/t,0)M = P(a>,(b,oc,a))= P(c”™,(b,fi, c))m
R jest relacjg rownowaznos$ci w zbiorze ~G, a wiec rozktada go na kla-
sy rownowaznos$ci. Rozktad ten oznaczymy przez {W1}ij £

Lemat 6. { jJ jcij Jest rozktadem niezmienniczym pasa "G.

Dowdd. Niech (a,y ,e) bedzie dowolnym elementem zbioru B, za$
W dowolng sktadowag rozktadu (Wjj j ™

Jezeli zbiér W o ( a,y,o) Jest pusty lub jednoelementowy, to za-
wiera sie oczywiscie w pewnej sktadowej rozktadu {w }j g j .

Zat6zmy teraz, ze posiada on oo najmniej dwa elementy. Niech (b,5¢,c),
(b, fi, ¢) nalezg do zbioru W. o (a, y,o) i niech ("b,hi,c) "~(b,jt;0).
i
i
Z okreélenia zbioru W] o (a,y ,c) wynika, ze istnieja elementy (b,°c,a),

(b,~,a) zbioru takie, ze

(bjoc ,c) = (b,oc,a) o(a,y ,c), (b,/i,c) -(b,/t,a) o(a,y, o).
Ale poniewaz
Pfo~.Ob.Sc.e)) =P(oo0ol,('b,oc,a)o(a,3"',0) = f(f («Oj, (b,oc ,a)), (a.tf, c))

* p(F(col,(b,j3 ,a)) , fa, ,0))= FCco”~Cb.p ,a) o (a,tf ,c)])» Ffco”b,j5,c)),

wiec elementy (b.6¢.c), (b,j5,c) nalezg do tej samej skltadowej Wj

rljzk}adu {W. > . T . Konczy to dowdd niezmlennlczos$cl rozktadu

A _i 1 jj 3 e Jb

i j/JEI*

Z wtasnos$ci 1 $ 2 wiadomo, ze { W1} j £ jest w pewien sposéb tworzo-

nym sumo-rozktadem rozktadu {wj| i g i pasa bG na warstwy prawo-
(0]

stronne wzgledem pewnej grupy G d G. Z uwagi tej oraz okreSlenia

rozktadu |Wijj je j wynika, ze funkcja F(ool,(b,oc ,a)) , gdzie

(b,oc,a) 6 bG, Jest stata na warstwach w", oraz na réznych warstwach
tej samej kratki bGa przyjmuje rézne wartosci.
Okres$limy teraz funkcje ~ 8b> ktérej dziedzing bedzie rodzina zbioréw

{wi} i e Ib, za$ zbiorem wartos$ci zbiér Q g nastepujgco:

€3.30) h shrwi) = lcoa, wi){

gdzie J-e{ oznacza Jedyny element zbioru E.
Oznaczmy zacie$nienie rozkitadu {w” i e i do zbioru bGa przez

{wij. ja, za$ zacie$nienie funkoji hgb do rodziny {wijj i £ la



40 ALLIA. KRUPINSKA

prze* bgb. Z okres$lenia funkcji hgb, okres$lenia zbioréw Q.a, zwig-

zku
(3,26) oraz zaleznos$oi miedzy rozktadami {)>j} j ~ j 1 {wj}ti e i

wynika,ze bab Jest odwzorowaniem wzajemnie Jednoznaoznym rodziny

{* } j - ja na zbiér Q a oraz zachodzi zwigzek
(3.31) bh8h = aU bab
Poniewaz na podstawie witasnoséci 3 8 2 moo kazdej rodziny {w~” i e ia -«

dla a t A, réwna jest indeksowi podgrupy G* grupy G, wieo dzield. wza-
jemnej jednoznacznos$ci funkcji hgb moc zbiorébw Q a, a 6 A, tez réwna
jest wspomnianemu indeksowi, ffykazemy teraz, ze

F(co ,(a,oc,0)) m hgb(s C{f4(tu)}) o (a,0e ,c)) , tak Jak w warunku (3.8).
Hzeczywisoie, fa(cj) * F(o> ,(a, £ ,a)) 6 Q-&

Poniewai (Q *j s6 s Jest rozktadem zbioru Q a, wiego istnieje Jedyne
s€S takie, ze f_ takie,ze f (u>)6 Q a. Wskaznikowi s odpowiada,
zgodnie z poprzednimi rozwazaniami zbiér Q g, pewien pas bG, jego roz-
ktad niezmienniczy {*j}j e J * rozlctad {w” x é J ¢ areszcie funkcja

hgb. Z wtasno$oi funkcji hgb wynika istnienie warstwy WwA £ [w” irla
takiej, ze 1 "
(3.32) beBb(*4 )k fft(w).

Poniewaz zbi6ér Sb“b ({fa(o0)}) Jest sumag warstw w”, a ws$rdéd nich tyl-

ko warstwa w" zawiera sie w kratoe bGa> wiec

(3.33) Sh~b ({faCWw)f) o(a,oc ,0) = w”™ o0 (a,0C ,c) = w+x C. bGc .

Mamy wigeo z uwagi na (3,30) i (3.32) rownosci:

hsbrwi2 F(e I> (b>P »°)) ” p(Ffw i»*"b*T »a)). (&'oc.«)) ”

m P (hsto(wi »°)) * p(p(W t(*i £ 'a)) » (a»oC»°)) * Ffwt (a.oc.0)),

co wobec (3.33) konozy dowdd.

Uwaga. W przypadku gdy grupoid szczegélny B jest grupg, musi on byo
postaci nastepujgcej: B = Ax GX A gdzie G jest grupa izomorfijng
z B za$ A Jest zbiorem jednoelementowym czyli A = ~a} . B pokrywa
sie wowczas ze swym jedynym pasem lewostronnym G, Jedynym pasera prawo-
stronnym G_ oraz jedng kratka ,G,. :

Dzieki temu ilo$§¢ parametrow wystepujgcych w punktach 1-6 konstrukcji ro-
zwigzania zmniejsza sie,a wiec konstrukcja ta ulega uproszczeniu i bedzie

nastepujaca:
1. jedynemu elementowi a € A przypisujemy dowolng funkcje f ; Q->Q
spetniajacag warunek t(t (**>)) = f (oj) dla u>£ bl ,
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2. Tworzymy dowolny rozktad zbioru f (<T2.)t oznaczony przez
{2«}86S i taki, by

s bs = indeksowi pewnej podgrupy GS* CZg) .

3. Dla ustalonego s 6 S, rozwazamy rozktad {wi}1~n]j grupy B na

s
warstwy prawostronne wzgledem podgrupy G* (w sensie df. 3 § 2).
Przez hg oznaczmy odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne rodziny
na zbiér Q s. Oczywiscie, dla dowolnego to Jest teraz jed-

ng warstwg Wj, a wiec

Sh1{t = “ Wi

4. Funkcja F bedzie wiec okres$lona wzorem:

(3.34) F (co ,(a,0c ,a)) - b~rh"1”™ (<0))0 (a.oc ,a))

gdzie co6 Q,(a,oc,a) e B.
Jest to w zasadzie ta sama konstrukcja ogdélnego rozwiazania réwnania tran-
slacji na grupie, ktorag podat Z. Moszner w pracy [2]j.

Dziekuje serdeoznle Panu Prof, dr Zenonowi Mosznerowl za wiele cen-

nych uwag, z ktérych korzystatam w przygotowaniu niniejszej pracy.

Prace cytowane
[1] A . Nijenhuls; "Theory of the geometrie object", Am
sterdam 1952.
[2] Z. Uos zn er; "Solution générale de l'équation de trans-
lation et ses applications".Aequationes Mathematioae, vol.l, fasc.3,1968,
p. 291-293.

R é s umé

LA SOLUTION GENERALE DE L'EQUATION DE TRANSLATION SUR LE GRUPOID
DE BRANDT

Mettons que B s A X G x A, ou G est un groupe par rapport a
<e> et A un ensemble quelconque. Dans |’'ensemle B définissons | 'ope-
ration <o0> comme suit:
pour qu’' il existe (a,oc,b) o (c,/3,d) il faut et il suffit que b = ¢
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et alors (a,oc, b) o(c,p, d)=(a,0C-3 , d). On peut démontrer que
| "ensemble (b,0) est un grupoid de Brandt et que chacun grupoid de Brandt

est Isomorphe au grupoid (B,0) . On donne dans ce travail la solution
générale de |’'équation de translation ("3.1), ou PeCi 1 B. La solu-
tion F a la forme suivante:
1. 1f est une fonction qui remplit des conditions:

a) ©Q -* Q.

b) fa ( f.ftd) = ta«o),

O A_ (Q*=Qb , Qawt (Q).

a,bE2v a

2 Le symbol | Q aj, sighe des décompositions des ensembles Q.a

pour a e A, qui satlsfalent au condition:

A A . (s -5  a | ’indice d’un sous-groupe G* du gro-
Sts a.bex -S upe

Os- U S .
8 aeA Q 8
{wi} i £ i est une décomposition de ~G en classes d’équivalence

a droite,par rapport a un sous-groupe G*, du groupe G.

{*i} Isb “{Wn bGaW B Isb*

bsb est une *ono*lon> reversible de l'ensemble sur
of .

LI RV N L

Pour co608 |’'ensemble ha*({w}) est 1’ensemble des classes wi

Nous désignons la somme des oettes classes par Sh;£({ «}).
Enfin nous définissons la fonction F comme suit:

P (0OJ,Ca,oc, e)) = hgb(s h“b ({ fa(«)}) o(a.oc, c))-
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PeaBUue
OEWME PEEEHWA YPABHEHVE TPAHCAAUMN HA TPYWOBAY BPAHATA

falyCTWI, 4Te B = j4xG* rge G SIBASETCA Fpynnei c enepagvein <m?
X A kakee-Te KBenecTB». B e6uBCTBe B Mbl enpegenaem feiicteve <o> cremy-
oM ebpaaem: (a,ac,b)o(o,/T>d)
CylWleCTBYET B Takeu /MMlb Cllydyae Kerga b=c « Terga
(d,oc,b)o(c,~,d) = (a,0c-Jb,d).

MoxHe gekasaTb, uTe msexectBe (6,0) 3Te rpynneug BpaHaTa u urte KadkpiiA
rpynnexg bpaHaTa ecTb xrevepdpxyeH c rpynnevgem (B,0).
B areli pabeTe nefsaeTcs eblee pelweHUs ypaBHeHUst TpaHcnaum (3.1) rae

Fe QSxB.
HamcTtpykups peweHna [ crepywowas:

1. Jenyctum, ute fa eGeaHauabT (PYHKLUMIO KCMEHSMLYO YC/EBVS:

e/ ia:Q-*Q,

6/ fa(fa(e)) = fa(<o),

n/ aﬁbeQ(E* = Qb), rge Qa=fa(Q).

2. leayctym, uta {Q 5“'ebeaHauaeT pacnagbl MHaxecTB Q & ana aeA

=-A
AK. 10
] NMoKa3aTe/i0 noarpynnbl G%o omcuiemoo

KOTEpPbLIe NCNBVAKT YC/iEBblaz

seS a.beA

**fwidielsb saBnaetca pacnages TS Ha NpaBecTepelllle KNacChl IKBMBa/IEHTa

rne eTHelweHxo K nearpynne G*  rpynnbl G.

Se {"iKelib = (i n &belsb.
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S. UepBa hsb Mbl 0603HavaeM GyHKUMIO Ha 2.$ onpefenéHHyio U 06OPOTHYIO B
MHOXecTBe {* /N lelf .
7.

b* ¥V A
8. OnAa tt)c2s mMHOXXecTBO *Yb({w}) ABNAETCA MHOXECTBOM K/1lacCoB Wi .
CumBonom Shbb({co}) o6oaHauyaemM cymMmy 3TUK K/accoOB.

9. Tenepb onpegensiem ¢yHKuuto P

Moo (a,°6,c)) = hsh(Shsb({fa(w)})o(d, ok, c)).



