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0 PEWNYM OSZACOWANIU ODCHYLENIA STANDARDOWEGO ZMIENNEJ LOSOWEJ
TYPU CIĄGŁEGO

W 8 t  ę p

N ie ch  X o zn acza  zmienną losow ą jednowymiarową o g ę s t o ś c i  f .  Za

kładamy, że zmienna t a  p o s ia d a  skończone momenty rzędu p ierw szego  1 dru

g ie g o . O d ch y le n ie  standardow e zm iennej X oznaczamy p rze z  Niech

n a stę p n ie  zmienna losow a X-  j e s t  o k r e ś lo n a  p rze z  fu n k c ję  g ę s t o ś c i  f -  

/ j e s t  to  fu n k c ja  zsym efryzow ana n le ro sn ą c o  względem f u n k c ji  f / . Odchy

le n ie  standardow e zm iennej X”  oznaczamy p rze z  G"- . W p racy  /z o b .[ 4 j ,  

s t r .2 6 7 /  a u to r  u d ow odn ił, Ze
/ 1 /  O C C

Celem  n i n i e j s z e j  p ra cy  j e s t  u o g ó ln ie n ie  pow yższej n ie ró w n o śe l na 

przypadek zm iennej lo so w ej n -  w ym iarow ej. O kazuje s i ę ,Z e  rozważenie pro

blemu w p r z e s t r z e n i  n -  wymiarowej d o s ta r c z a  schem at p o stęp o w an ia , k tó 

ry  zastosow an y w p r z e s t r z e n i  jednow ym iarow ej d a je  znaozne u p ro sz cze n ia  

w dow odzie.

P ra ca  s k ła d a  s i ę  z dwóch c z ę ś c i .  W c z ę ś c i  p ie r w s z e j podamy o k r e ś le 

n ie  B . Schw arza / z o h . [ 3 ] ,  s t r .  1 653/ f u n k c j i  zsym efryzow anej n le ro sn ą co  

względem f u n k c j i  o g r a n ic z o n e j i  m ie r z a ln e j o k r e ś lo n e j w z b io r z e  o gran i

czonym, oraz uogólnim y tę  d e f i n i c j ę  na p rzypadek  dow olnej f u n k c j i  c a łk o 

w alnej o k r e ś lo n e j w c a ł e j  p r z e s t r z e n i  Rn .

5 1 . Zaczniem y od p o d an ia  d e f i n i c j i  f u n k c j i  zsym efryzow aneJ n ie r o s -  

nąco względem f u n k c j i  f  / г о Ъ . [ з ] ,  s t r .1 6 5 3 / .

N iech  D o zn acza  Je d n o sp ó jn y  o gra n iczo n y  ob szar  w p r z e s tr z e n i  Rn 

oraz f  j e s t  fu n k c ją  o k r e ś lo n ą , o gra n iczo n ą  i  m ie rza ln ą  w z b io r z e  D. 
N iech Dx  o zn acza  k o ło  o tw arte  o m ierze rów nej m ierze  obszaru  O: środek 

tego  k o ła  pokrywa s i ę  z p o czą tk iem  układu w sp ó łrzę d n y ch . R j e s t  p ro -
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mieniem koła  Dx , zaś r =  Ï  i j  + . . . .  + x 2 o d le g ło ś c ią  punktu X / x Ł, 
. . . ,  xn/  od początku układu w spółrzędnych.

Funkcję zsymetryzowaną n ierosn ąco względem fu n k c ji  f  oznaczamy 

przez f ~ .  J e s t  ona określon a w Dx p rzez n astęp u jące  tr z y  warunki:

1 . Funkcja J e s t  kołowo sym etryczna, tz n .
t~ / X /  = f / г /  d la  0 4 r < H ,  f "  J e s t  fu n k cją  n iero sn ącą  zmiennej r .

2 . Funkcja f"  j e s t  równopolowa względem fu n k c ji  f ,  tz n . j e ś l i  przez

A / z /  oznaczymy miarę zbioru zawartego w D, d la  którego punktów za

chodzi nierówność f  / X /  >  z i  a n a lo g ic z n ie  przez A“ / z /  -  miarę
zbioru punktów, d la  k tórych  f ” / X /  >  z to wówczas ma być spełniony  

warunek: A / z /  « A ~ /z /  d la  każdego z .

3 .  f " / 0 /  =» sup f / X /  / 0  -  początek układu w spółrzęd n ych /,
x e  0

f ~ /R /  » in f  f / X / .
X e D

Wprowadzimy Je s z c z e  n astęp u jące  u o g ó ln ien ie  d e f i n i c j i  fu n k c ji  z s y -  

mefryzowanej n ierosn ąco:
N iech f  oznacza fu n k cję  nleujemną i  całkow alną na obszarze D / o -  

graniczonym lub n i e / .  Wówczas przyjmujemy, że

f  = lim ,
П -» о в

gdzie f£  /к  « 1 ........... n /  oznacza fu n k cję  zsymetryzowaną n ierosn ąco
względem fu n k c ji

к J e ż e l i f / X / >  k ,
r k / X /  = - f / х / j e ż e l i f / X / 4  k,

0 J e ż e l i f / x / <  i  ,

przy czym f£ otrzymujemy n astęp u jąoo:
symetryzujemy funkcję f k w zb io rze

Z -  {  X:  i  < f / X / <  k }  ;

otrzymaną fu n k cję dookreślamy na c a łą  p rz e strz e ń  R przyjm ując poza 
kołem Zx w artość O.

Dla u p roszczen ia  za p isu  przyjmujemy dodatkową umowę: Odchyleniem  

standardowym C  zmiennej losow ej n -  wymiarowej X / х ^ , . . . . ,  хп/ ,  na
zywamy p ierw ia stek  kwadratowy z sumy kwadratów odchyleń standardowych 

, . . . .  .GJj brzegowych zmiennych losowych Х ^ , . . . ,

c?. W ♦ G"22 + .... +<rn2' .



О РШГГМ OSZACCWAinU ООСНТЬЯПА STAITOAEDOWSGO.. . 47

§ 2 .  Udowodnimy te r a z  n a s tę p u ją c e

T w ie r d z e n ie . N ie ch  X ozn acza zmienną losow ą n -  wymiarową, o g ę 

s to ś c i  f ,  skończonych momentach rzędu pierw szego  i  d r u g ie g o  i  o d ch y le 

niu standardowym G" ,

O znaczając p rze z  X-  zmienną losow ą o g ę s t o ś c i  f - , . a  J e j  o d ch y le n ie  

standardowe p rze z  <3~ mamy 
/ 2 /  б ' Х ? - .

Dowód. D la  w ię k s z e j p r z e j r z y s t o ś c i  podamy dowód w przypadku d ru -w y- 

mlarowym.

N ie z m ie n ia ją c  o g ó ln o ś c i  rozważań możemy p r z y ją ć ,ż e  p ierw sze  momen

ty zm iennej lo so w e j X s ą  równe z e ro  /g d y ż  o d ch y le n ie  standardow e J e s t  

n iezm iennikiem  p r z e s u n lę o ia / .  Zatem nierów ność / 2 /  J e s t  równoważna na

s tę p u ją c e j n ie ró w n o ści

Rozpatrzym y n a jp ie rw  p rzy p a d ek , gdy fu n k c ja  f  j e s t  o k r e ś lo n a  w z b io r z e  

płaskim  P . Dowód w tym przypadku podamy w trz e c h  e ta p a c h :

1° f u n k c ja  f  j e s t  fu n k c ją  c h a r a k te r y s ty c z n ą  pewnego pod zb ioru  o b sza

ru D,

2° fu n k c ja  f  J e s t  fu n k c ją  p r o s tą  ob szaru  D,

3 ° fu n k c ja  f  j e s t  dow olną fu n k c ją  c a łk o w a ln ą .

A d .l0 . Obierzm y dowolny p o d zb ió r  m ierza ln y  A o b szaru  D i  n ie c h
f = « y  . Wówczas fu n k c ja  t~  J e s t  fu n k o ją  c h a r a k te r y s ty c z n ą  k o ła  Ax . 

Л . A ,D

Wtedy mamy / z o b . [ 2 ] ,  str.155/

J j / х \  + x \ /  f  dxx dk2 = J J  / x l  + X2^ t e l  <*2 >
D

(‘  P
A

pp
> J J  / х *  + x \ /  dx dx = JJ / x ? + x 27 r  <*1 ^ 2  •

AX Dx

A d .2 ° . Oznaczmy w a r to ś c i  f u n k c j i  f  p rze z  a ^ , . . . ,  aQ / O ^ a ^  . . .  <  a ^ , 

oraz n ie c h  f - 1 /  {  a ^  /  = A ^  i  = 1 , . . . ,  n .  Z b io r y  są ro z łą cz n e

i  ic h  sumą j e s t  z b ió r  D. Przyjm ujem y n a s tę p n ie , że oCQ = О, оС  ̂= а ^~ a i _ i  

d la  i  = l , . . . , n .  Wtedy mamy / z o b . [ l ] /

/3/ JJ /xl + x 2/  f  ^1 ^ 2 ^  JJ /X1 + x 2/  f" 2̂ •
D D*

Stąd w ynika, że możemy zrezygnow ać z z a ło ż e n ia ,  i ż  !j t  cbCj dx2 = 1 .

a

1 '  ■ &  ~  1 * U  a . , d
t k*i K
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a to  n a le ż a ło  d o w ie ść .

Praw dziw ość te z y  w przypadku ogólnym w yn ika z d e f i n i c j i  f u n k c j i  zsym etry- 

zow anej n ie r o s n ą c o .

oraz n

/ 5 /  f “  = o C i  ‘Y / Л  . /* гч* •1=1 1 V U A k /  , D
ksx

Ponieważ /n a  p od staw ie przypadku 1 ° /

JJ / 4  + А/ X n ^ 1  <*2 >
D U  A. , D

X=i ^

^  j ] / х ?  + x 2/  V  n d x . dx
У  1 2 A / ( J  A* / x , Dx  1 2

k=i

w ięc te ż

i ^ i  Jj / x l  + n t e l  ^ 2 >
1 1  D U  A. , D

fc=i

ŁocJJ A? . /̂506 Aox
Г k = i  K

U w zględ n ia ją c  / 4 /  i  / 5 /  d o sta jem y

U / x l  + x 2/  f Й 1 ü 2 >  JJ / x l  + x f y  Г  **1 ^ 2  *
D DX

A d .3 °  Obierzm y dowolny c i ą g  n ie m a le ją c y  f u n k c j i  p r o s ty c h  / f n/ ,  n ieu jem - 

nych i  z b ie żn y ch  do f u n k c j i  f .  Wówczas mamy

Jj / X 1 + x 2 /  « tej dx2 - lim  j j / X 2  + x 2/  f n dxx dx2 >
D n D

>  И  /X 1 + X2 /  f ń t e l  ^ 2  = И  /Ą + Ą/ < * l  « 2  .
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S u m m a r y

On some e s t lm a tio n e  o f  s ta n d a rd  d e v ia t io n  o f  a  co n tin u o u s 

random v a r ia b le

The au th or proved  in  t h i s  s tu d y  th e  fo llo w in g :

Theorem . When X i s  n -d im e n s io n a l random v a r ia b le  o f  d e n s ity  f  

and sta n d a rd  d e v ia t io n  <3" ,X~ i s  random v a r ia b le  o f  d e n s ity  t ~  /n o t  

in c r e a s in g ly  sy m m e tr ica lle d  fu n c t io n  in  th e  sen se  o f  B . Schwarz [ 3 ) /and 

stan d ard  d e v ia t io n  O'  ~ , then  G  > G  .

Sta n d a rd  d e v ia t io n  o f  n -d im e n sio n a l random v a r ia b le  X /X 1 ,X 2 , . . . ,  

Хд/  must be u n d ersto o d  a s  th e  square r o o t  o f  the sum o f  s ta n d a rd  d e v ia 

tio n  sq u a re s  <3^, G"2 , . . . , C T n o f  th e  b o rd e r  random v a r ia b le s  Х ^ .Х ^ .^ Х д

The p r o o f o f  t h i s  theorem  fo r  s in g le -d im e n s io n a l  random v a r ia b le  

was p ro v id e d  by S .  W ołodźko [ 4 ] .  I t  tu rn e d  o u t however th a t  so lu tion  o f 

the problem  in  n -d im e n s io n a l sp ace s u g g e s te d  a method w hich a p p llc a te d  

to  s in g ie -d im e n s io n a l  c a s e  p r o v id e s  an im p ortan t s i m p l i f i c a t i o n  in  the 

p r o o f.
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Р е з ю м е

0 НЕКОТОРОЙ ОЦЕНКЕ ДИСПЕРСИИ НЕПРЕРЫВНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

В этой статье автор доказал следующую теорему:

Теорема: Если X является п -  мерной случайной величиной с плотностью f  

ж джсперсией O' , X”  -  случайней величиной с плотностью i  / с  сиыметриза -  

цией неубнвающей пе Шварцу [ 3 ]  /  и дисперсией С~ , те С '^ С з Г

Как дисперсию случайней величины п -  мерной X /X., .............., Х „ /  надо

падразумевать квадратный корень ив суммы квадратов дисперсий <3̂  , .............. ,0"п

мар; нальных величин X, ............. Х п .
Вышеизложенную теорему для одномерной случайной величины доказал С . 

Веледзко [4] . Однако оказалось, что рассмотрение этой проблемы в п-
мерням пространстве подсказало метод, который, примененный в случае одно

мерный, дает значительные упрощения в доводе.


