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0 PEWNYM OSZACOWANIU ODCHYLENIA STANDARDOWEGO ZMIENNEJ LOSOWE]
TYPU CIAGLEGO

W8 t e p

Niech X oznacza zmienng losowa jednowymiarowa o gestos$ci f. Za-
ktadamy, ze zmienna ta posiada skonczone momenty rzedu pierwszego 1 dru-
giego. Odchylenie standardowe zmiennej X o0znaczamy przez Niech
nastepnie zmienna losowa X- jest okre$lona przez funkcje gestos$ci f-
/ljest to funkcja zsymefryzowana nlerosngco wzgledem funkcji f/. Odchy-
lenie standardowe zmiennej X” oznaczamy przez G"-. Wpracy /zob.[4],
str.267/ autor udowodnit, Ze
111/ occ

Celem niniejszej pracy jest uog6lnienie powyzszej nieré6wnosel na
przypadek zmiennej losowej n - wymiarowej. Okazuje sie,Ze rozwazenie pro-
blemu w przestrzeni n - wymiarowej dostarcza schemat postepowania, kto6-
ry zastosowany w przestrzeni jednowymiarowej daje znaozne wuproszczenia
w dowodzie.

Praca sktada sie z dwoéch czesSci. Wczesci pierwszej podamy okreéle-
nie B. Schwarza /zoh.[3], str. 1653/ funkcji zsymefryzowanej nlerosngco
wzgledem funkcji ograniczonej i mierzalnej okre$Slonej w zbiorze ograni-
czonym, oraz uogélnimy te definicje na przypadek dowolnej funkcji catko-
walnej okreslonej w catej przestrzeni Rn.

5 1. Zaczniemy od podania definicji funkcji zsymefryzowanel nieros-
naco wzgledem funkcji f /rob.[3], str.1653/.

Niech D oznacza Jednospdéjny ograniczony obszar w przestrzeni Rn
oraz f jest funkcjg okre$long, ograniczong i mierzalng w zbiorze D.
Niech Dx oznacza koto otwarte o mierze réwnej mierze obszaru O: $rodek
tego kota pokrywa sie z poczatkiem uktadu wspétrzednych. R jest pro-
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mieniem kota Dx, za$ r = Tij + .... + x2 odlegtosciag punktu X /x¢t,
., xn/ od poczatku uktadu wspétrzednych.

Funkcje zsymetryzowang nierosngaco wzgledem funkcji f oznaczamy
przez f~. Jest ona okres$lona w Dx przez nastepujgce trzy warunki:

1. Funkcja Jest kotowo symetryczna, tzn.
T /x/ = fir/ dla 04r<H, " Jest funkcja nierosngaca zmiennej r.
2. Funkcja f" jest réwnopolowa wzgledem funkcji f, tzn. jes$li przez
A /z/ oznaczymy miare zbioru zawartego w D, dla ktérego punktéw za-
chodzi nieréwnos$¢ f /X/ > z i analogicznie przez A“/z/ - miare
zbioru punktéw, dla ktérych f7/X/ > z to wéwczas ma by¢ speiniony

warunek: Alzl] « A~/z] dla kazdego z.

3. f*/0/ > sup f/X/ /0 - poczatek ukitadu wspétrzednych/,
xe 0

f~/R/ » inf f/X/.
Xe D

Wprowadzimy Jeszcze nastepujgce uogo6lnienie definicji funkcji zsy-

mefryzowanej nierosnaco:
Niech f oznacza funkcje nleujemnag i catkowalna na obszarze D/ o-

graniczonym lub nie/. Wobwczas przyjmujemy, ze

f = lim ,
M-»oB

gdzie f£ /K « 1. . n/ oznacza funkcje zsymetryzowang nierosnaco

wzgledem funkcji

K Jezeli f/X /> Kk,
rk /IX/ = - fIx/ jezeli fiIX /14 Kk,
0 Jezeli f/x/< i ,
przy czym f£ otrzymujemy nastepujgoo:

symetryzujemy funkcje fk w zbiorze
Z - {X i <fIX/< Kk} ;

otrzymang funkcje dookreslamy na catg przestrzen R przyjmujac poza
kotem Zx wartos$¢ O.
Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy dodatkowa umowe: Odchyleniem

standardowym C zmiennej losowej n - wymiarowej X /x”,...., xn/, na-
zywamy pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratéw odchylen standardowych
y e G brzegowy miennych losowych X~,...,

c?. ¢C2 + .. +<mMm2".
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§ 2. Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie. Niech X oznacza zmienng losowg n - wymiarowg, 0 ge-
stosci f, skonczonych momentach rzedu pierwszego i drugiego i odchyle-
niu standardowym G" ,
Oznaczajac przez X- zmienng losowg o gestoséci f-, .a Jej odchylenie
standardowe przez <3- mamy
121 6 'X ?-.

Dowdd. Dla wiekszej przejrzysto$ci podamy dowédd w przypadku dru-wy-
mlarowym.

Nie zmieniajac ogélnos$ci rozwazan mozemy przyjac¢,ze pierwsze momen-
ty zmiennej losowej X sg réwne zero /gdyz odchylenie standardowe Jest
niezmiennikiem przesunleoia/. Zatem nieréwnoé$¢ /2/ Jest réwnowazna na-

st jacej nieréwnosci I
g\ljlxl+xz/f’\1/\2/\\1]/x1+lef /\2
D D*

Stad wynika, ze mozemy zrezygnowa¢ z zatozenia, iz j t cbC dx2 = 1.
a

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy funkcja f jest okre$lona w zbiorze

ptaskim P. Dowdéd w tym przypadku podamy w trzech etapach:

1° funkcja f jest funkcjg charakterystyczna pewnego podzbioru obsza-
ru D,

2° funkcja f Jest funkcjag prostg obszaru D,

3° funkcja f jest dowolng funkcjg catkowalng.

Ad.I0. Obierzmy dowolny podzbiér mierzalny A obszaru D i niech

f=«y . Wboéwczas funkcja t~ Jest funkojag charakterystyczng kota Ax.
n. AD

Wtedy mamy /zob.[2], Str.155/

/Ix\ + x\/ f dxx dk2 =

Jj JJ Ix1l + X2 tel <*2 >
D A
(P PP
> JJxmoe M dxdx o gy x 2 e x27 1 <1 A2 .
Dx
Ad.2°. Oznaczmy wartos$ci funkcji f przez a~,..., aQ /O ~"~a”™ ... <a®,
oraz niech f-1/ {a~ [/ = A" i =1,..., n. Zbiory sa rozigczne

i ich sumg jest zbiér D. Przyjmujemy nastepnie, ze oCQ=0 oC = a”~ ai_i
dla i =1,...,n. Wtedy mamy /zob .[1]/

' - *
1 & lt LH(*iaK' d
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oraz n
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Poniewaz /na podstawie przypadku 1°/

\1]/4 +A/Xn NL<*2 >

D u A, D
X=i
N ] Ix? o+ x21 n dx. dx
y 1 2 A/(J A* Ix, Dx 1 2
k=i
wiec tez
1
\]J Ix1 + n tel ~2>
D u A, D

Loch . ’\/599 Kon

Uwzgledniajac /4/ i /5/ dostajemy

/xl+x2/ nmia2 > Ix1 + xfy [ **1 ~n2 =

Ad.3° Obierzmy dowolny cigg niemalejacy funkcji prostych /fn/, nieujem-

nych i zbieznych do funkcji f. WOoOwczas mamy

JJ x1 Fx2r « tq dx2 = lim jj ix 2 Fx2/ fn dxx dx2>
D n D

> n IX1 + X2/ fn tel "2 = U /A+N <*l o« 2

a to nalezato dowieS¢.
Prawdziwos$¢ tezy w przypadku ogdélnym wynika z definicji funkcji zsymetry-

zowanej nierosngco.
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Summary

On some estlmatione of standard deviation of a continuous
random variable

The author proved in this study the following:

Theorem. When X is n-dimensional random variable of density f
and standard deviation <3 X~ is random variable of density t~ /not
increasingly symmetricalled function in the sense of B. Schwarz [3) /and
standard deviation O'~, then G >G .

Standard deviation of n-dimensional random variable X/X1,X2,...,
Xa/ must be understood as the square root of the sum of standard devia-
tion squares <3", G2,...,CTn of the border random variables X"X~A"Xpg

The proof of this theorem for single-dimensional random variable
was provided by S. Wotodzko [4]. It turned out however that solution of
the problem in n-dimensional space suggested a method which applicated
to singie-dimensional case provides an important simplification in the
proof.
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Pes3wme
0 HEKOTOPOW OLIEHKE AVCMEPCUIN HEMPEPLIBHOW C/IYUYAAHOW BE/INYVHBI

B 3TOli cTaTbe aBTOp foKasas C/efylollylo Teopemy:
Teopema: Ecnm X saBnsetcs n - MepHOW cny4yawHOW BeNMYMHOM C nnAoTHocTbio f

X mKenepcuerd O', X” - cnyvyailiHell Be/IMUMHOW C MIOTHOCTbD | /C cubIMeTpu3a -
umnenn HeybHsawower ne LWeapuy [3] / wn gucnepcueir C—, Te C' C3l
Kak gucnepcuio cnydaliHeld BennumHbl N - MepHoi X [X., ... i

nagpasymeBaTb KBajpaTHbli KOpPeHb VB CyMMbl KBaApaToB gucriepcuii <3t
Map; Ha/bHbIX BeNUUUH X, ............ Xn.

BblILLIEN3NIOXKEHHYIO TeopeMy A1 OAHOMEPHOW cny4aliHOW Ben4YMHbI fokasan C.
Benegsko [4] . OpHako okKasasnocCb, 4YTO paccMoTpeHue 3Tol npobnemsbl B -
MepPHAM MpocTpaHCTBe MoJjcKa3asno MeToJ, KOTOpbIl, MPUMeEHEHHbI B criyyae OfHO-

MeprII\/’I, AaeT 3HadunTesibHble ynpouweHna B AOoBoAae.



