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Wstep

W pracy [I] spotykamy udowodniong przez Archimedesa wtasnos$é doty-

czaca okregu, ktéra brzmi nastepujgco:
- stosunek dtugosci tuku PP~ do diugosci cieciwy P dazy do 1, gdy
P1->PQ po okregu /Po jest punktem ustalonym/. Wiasno$¢ ta pod nazwag
witasnos$ci Archimedesa,zostata p6zniej rozszerzona na inne krzywe prosto-
walne,a nastepnie zastosowana przy rozwigzywaniu réznych probleméw w ge-
ometrii rézniczkowej. W zwigzku z zastosowaniami rozwazono réwniez pewne
Jej modyfikacje.

Niniejsza praca ma na celu dalszg rozbudowe wuog6lnien wtasnosci
Archimedesa, zbadanie stosunku tej witasnos$ci do innyob zatozen regular-
nosciowych czynionych w geometrii rézniczkowej oraz podanie pewnych jej
zastosowan. Problem wywodzi sie z ogdlnej tendencji obnizania zatozen re-
gularno$oiowych w twierdzeniach, a zwtaszcza w twierdzeniach geometrii
rézniozkowej /[4], t.I1/.

I tak, w rozdziale | zostaty ustalone pojecia wystepujace w pracy.
Rozdziat Il zawiera rézne definicje wtasnoséci Archimedesa i rozwazania
nad ich wzajemnym stosunkiem.Modyfikacja witasnos$ci Archimedesa,jakg jest
witasnoé¢ oznaczona w tej pracy przez /A [/, idzie w kierunku poszerzenia
jej na coraz to wiekszy zbidér krzywych, az do krzywych nieprostowalnych
witgcznie. Oczywiscie, najbardziej kuszacym wydaje sie znalezienie takiej
wtasnoséci, ktérg posiadatyby takze pewne krzywe nieprostowalne, a ktéra w ob-

2
rebie krzywych prostowalnych bytaby réwnowazna witasnos$ci Archimedesa /A /.

Préby takich poszukiwan doprowadzity jedynie do sformutowania pojecia

witasnosci Archimedesa /A°/, ktéra jednak nie ma wyzej wspomnianej witasnosci.
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Wrozdziale 11l oméwiony jest stosunek wtasnosci Archlmedesa /A2/
do Innych zatozen regularnos$é¢lowych czynionych w geometrii rézniczkowej .
Okazuje sie, te zatozenie klasy C1 o krzywej w rozwazanym punkcie P ,
pocigga te witasno$é¢ w punkcie PQ, a nawet "silniejsza" witasnos¢ /Al/°.
Natomiast nlezachodzenie tego zatozenia, nie wyklucza zachodzenia witas-
nosci /A2/.

Rozdziat IV zawiera przyktady zastosowan réznych sformutowan wias-
noéci Archlmedesa do réznych zagadnieh geometrycznych.

l« Wiadomos$ci wstepne

Dla ustalenia terminologii podam znane fakty ze wstepu do teorii
krzywych.

Niech E bedzie tréjwymiarowg przestrzenig euklldesowa ze zwykila
metryka.
/1.1/ Definicja. tukiem zwyklym w E nazywamy zbiér punktébw w przestrze-
ni bedacy obrazem wzajemnie Jednoznacznym i ciggtym domknietego przedzia-
tu < a, b)>.
/1.2/ Definicja. Odwzorowanie przedziatu otwartego Ca, b) w przestrzeni
E nazywamy lokalnie wzajemnie jednoznacznym, jezeli dla kazdego punktu
toe (a,b) Istnieje takie > 0, ze odwzorowanie to jest ciggte i
ré6znowartosciowe w przedziale <t - <f, tQ + <fy.
Obraz odcinka <t0 - tf, t0 + <f> jest wiec wtedy lukiem zwykiym.
/1.3/ Definicja. Krzywa nazywamy zbiér punktow w przestrzeni bedacy cigg-
tym obrazem domknietego przedziatu przez odwzorowanie lokalnie wzajemnie
Jednoznaczne.

Krzywa Jest wiec, przy wybranym poczatku uktadu, hodografem funkcji
wektorowej r /t/ ciagtej i lokalnie wzajemnie jednoznacznej.
/1.4/ Definicja. Dwa przedstawienia parametryczne

r = rt/t/ dla t 6 < a,b>

r = rNK/ dla 'CE£ <o0c,/5>

nazywamy réwnowaznymi, jezeli istnieje silnie monotoniczne odwzorowanie
ff="t/t/ przedziatu <a,b> na przedziat <°c,/t> , przy ktérym

rt /t/ » igL'C/t/] dla t € <a,b>

Dwa réwnowazne przedstawienia parametryczne dajg geometrycznie te samg
krzywa.
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/1.5/ Definic.la. Krzywg parametryczng nazywamy klase przedstawien réwno-
waznych danej krzywej.

Poniewaz w dalszym ciggu postugiwaé sie bedziemy krzywymi parametry-
cznymi a nie krzywymi potraktowanymi jako zbiory punktéw,bedziemy mowili
krzywa zamiast krzywa parametryczna.

/1.6/ Definicja. Krzywa parametryczng nazywamy lukiem regularnym klasy Cn
jezeli wséréd jej przedstawien parametrycznych Istnieje takie przedstawie-
nie r =r1 /t/ dla t6<a,b) klasy Cn, dla ktérego / O w tym
przedziale. tuk regularny klasy C1 nazywamy krétko tukiem regularnym.
/1.7/ Definicja. Punkt PQ o parametrze tQ nazywamy punktem regular-
nym krzywej, jezeli wsrdéd jej przedstawien parametrycznych istnieje ta-
kie przedstawienie r =r /t/ dla tf<a,b> , klasy C1, dla ktérego
/ O w punkcie PO.
/1.8/ Definicja. Krzywa o réwnaniu r = r /t/ dla tt<a,b) mawpunk-

cie PO o parametrze t0 styczng i , gdy L jest granica siecznych
przechodzacych przez punkty P,PQ o parametrach t, tQ, gdy t—>1tQ.
/1.9/ Definicja. Krzywa o réwnaniu r = r /t/ dla t £< a,b® ma w punk-

oie Po o parametrze tQ wektor styczny 5 /t0/, gdy

5 /X; x im L/JL-

sgn /t-tO/ lr /t/] - r /[tO/I

Jest widoczne, ze w my$l definicji /1.8/ w tzw. "punktach zwrotu"
krzywa posiada styczng choé¢, jak wiadomo z geometrii ré6zniczkowej,nie ma

w nim wektora stycznego.
/1.10/ Twierdzenie. Jezeli krzywa C o réwnaniu r =71 /t/ dla tE<a,b>

jest prostowalna, to
b

L) Y j 1dt1dt*
a

Roéwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wspdéirzedne wektora r /t/ sa

funkcjami bezwzglednie ciagtymi / [6], t.Il, str.412]/.

/1.11/ Twierdzenie. Jezeli krzywa C prostowalna Jest przedstawiona réw-
naniem r * r /s/ dla s £ <0, L(c)» , gdzie s jest parametrem na-
turalnym krzywej C, to wzbér:

Ir /s) - r /BH1
......... =cemeeeee— feeee =1 dla s,<s<s,

lim
sl(s2™ s s2 - S1 1

jest spetniony dla prawie wszystkich s 6<0, L(C)> / [t"], str. 106/.
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/1.12/ Definicja. Krzywg C o réwnaniu r =r /t/ dla te <a,b> na-
zywany nieprostowalng w otoczeniu swojego ustalonego punktu Po o para-
metrze to, jezeli dla kazdej liczby S > 0 krzywa ta jest nieprosto-

walna w przedziale <t0 - cf, tQ+ tf> o

/1.13/ Definicja. Kawatkiem krzywej C o réwnaniu r = r1 /X/ dla t€
<a,b> nazywamy krzywag o réwnaniu r = r1 /X/ dla t#£€ <a,b/,
gdzie oc

I1l1. R6zne wtasnoséci Arohlmedesa

Nleoh krzywa C bedzie przedstawiona réwnaniem paranietryozno-wek-
torowym r * r /X/ dla tf£<a,b> przy ozym t niekoniecznie Jest pa-
rametrem naturalnym. W podrecznikach geometrii rézniczkowej [/ [3], t.I,
str.66, [T] str.106/ spotykamy nastepujgce definicje wtasnosci Arohime-
desa.

/2.1/ Definicja. Krzywa prostowalna C ma w swym punkcie PO o parame-
trze tQ witasno$é6 Archlmedesa /A1l/ /krotko: wtasnosé J[A1l//, jezeli

lim 4f8r~ « 1,
(P.Q)*>(P0,PO) [PQI
gdzie P,Q sa zmiennymi punktami krzywej C,]PQl oznacza diugos$¢ tuku
P,Q krzywej C, za$ IPQ] jest diugosciag oleciwy PQ.
/2 .2/ Definicja. Krzywa prostowalna C ma w swym punkcie PQ o parame-
trze t0 witasnosd Archlmedesa /A2/ /krétko: witasnosé /A2//, jezeli

|PPo]|
p/I*0 1™Moi “ If

gdzie P jest zmiennym punktem krzywej C.

Nie trudno zauwazyé¢, ze warunkiem koniecznym na to, aby krzywa C
miata w Bunkcie P0 witasnos¢ /A1l Jest, by miata w tym punkcie Wz}as-
nos¢ /A /. Ale - jak zobaczymy - Istniejg krzywe majgce wtasnos¢ /A / a

nie majgce witasnoséci /A1l/ w rozwazanym punkcie.
Obecnie wprowadzimy definicje pewnej witasnosci, ktéora krotko ozna-

czymy przez /W /.

/2.3/] Definicja. Krzywa prostowalna C ma w swym punkcie PQ o parame-
trze tQ wtasnos$¢ /W/, jezeli do dowolnej liczby e takiej, ze 0< £< i
mozna dobraé¢ liczbe < =<(£)> 0 taka, ze dla kazdego punktu P Kkrzy-
wej C o parametrze t spetniajacym nieréwnoé¢ O<it - tol<rf i dla
kazdego podziatu t, = th"<tg< .... <t™* t lub
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t=tC"<tgc.... <th=10 jest
Ir /t/ - r /tcl| >B~p2\r1 /t\/ - r [t"™/1.

/2.4] Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to,aby krzy-
wa prostowalna C o réwnaniu r * r /t/ dla t€ <ab> miata w punk-
cle Po o parametrze tO witasnos¢ /A / jest, by krzywa C w rozwazanym
punkcie miata wtasnosé /V /.

Kroétko moéwigc, wiasnosc 14% jest dla krzywych prostowalnych réwno-
wazna wtasnos$ol / W.

Dowod. Wystarczalnos¢ warunku udowodnimy metodg niewprost. Zakfada-
my, ze krzywa C nie posiada witasnosci /A / w punkcie PO. Oznacza to,
ze
/2.5/ istnieje liczba 6j> O taka, ze przy kazdym tf > 0 istniejg punk-
ty P o parametrach t z przedziatlu O0< It - tOl< £ ,dla ktoérych

IPPOI
Tphr > 1+ G~

Nlecb £2 bedzie dowolng liczbg dodatnia < b~.
Dla kazdego t z przedzialu 0 < It - tQ< O istniejg takie
= grgh Nan N= ¢ tgK eee=s"F'» 1D

oraz o ¢ N 'V

Stad 1 z /2.5/ 1auy:
i <rHr~K Hj2i, i ik

Ktadac e — mamy 0<6<1.

1+ +t2
1 +£+
Ostatecznie otrzymujemy:
/2.6/ lIstnieje liczba O< 6 < 1 taka, ze przy kazdym 6 > 0 istnie-
ja punkty o parametrze t z przedzialu 0 < 11 - tQ Kk cT 1 istnieje
podziat t0 = <tg< .... <t”*"=t lub tw ti< t2<-—- *) dla
ktérego zachodzi:

J
Ir/t/ - r/tO/|<tZL_Ir /t') - r/t'"N/1 *
e2
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A to jest sprzeczne z definicjg /2,3/, tzn. krzywa C nie posiada wtas-
nosci /V/ w punkcie PQ.

Dowdd koniecznos$ci warunku poprowadzimy réwniez metoda niewprost.
Klech krzywa C nie ma wtasnos$oi /W/ w «nawianym punkcie PQ o para-

metrze tQ. Oznacza to, ze zachodzi /2 .6/. Ale dla kazdego t

z przedziatu 0 < It - t |< i dla kazdego podziatu tQ = t" < tg <
.<tM =t Jlub t = tj<tg< ....< th = t0 mamy

12.7 IPPOI> i ir/t'/ - F/t~]]l.

Z1/12.6/ i /2.7/ otrzymujemy:
/2.8/ Istnieje liczba 0 < £ <£i taka, ze przy kazdym > 0 istnie-
Jag punkty o parametrach t z przedziatu O0< It - t0l«< $ , dla ktérych

1PPo! i
|PPO]l > 1 > 1-

A to oznacza, ze krzywa C nie ma witasnosci /AO/ w punkcie PO.
Poniewaz w definicji wtasnos$oi /V/ nie wystepuje explicite diugosé¢
tuku, nasuwa sie pytanie: czy istnieja krzywe nleprostowalne w pewnym o-
toczeniu punktu PO posiadajgce wtasnos¢ /W/ /tj. wtasnosé¢ /A //w punkcie
Po? OdpowiedZ jest negatywna, mozna bowiem udowodni¢ nastepujace
/2.9/ Twierdzenie. Zadna krzywa C o réwnaniu r = r [t/ dla t€<a,b>
nieprostowalna w otoczeniu swojego ustalonego punktu PQ o parametrze ttf
nie ma witasnos$ci /W/ w punkcie PO.
Dowdd. Prawdag jest, ze
/2.10/ istnieje liczba 0 < 8 < i taka, ze przy kazdym 6 > 0 istnie-

ja punkty o parametrach t z przedziatu O0<It - tQ]<l1<? % dla ktérych
Ir /t/ - r/t0/] < £.

Ale, dla kazdego t z przedziatu O0< It - tQlI< <f spetniajgcego
/2.10/ - poniewaz krzywa C nie Jest prostowalna w otoczeniu punktu PO
- mozna znalezé taki podzialt t», tg ... t~h, ze t0= th<tg <....<
<t =t lub t = t"<tg<....<;t"r = t0 oraz

t bl -GV >

a to wraz z /2.10/ oznacza, ze krzywa C nie posiada wtasnosci /W/w punk
cie Po o parametrze tp.

Witasnoé¢ /A 2/ zostata uogélniona przez W. Waliszewskiego w pracy [li]
Podat on nastepujacg definioje.
/2.11/ Definicja. Krzywa prostowalna C ma w swym punkcie P
metrze tQ wtasno$¢ Archlmedesa /A / /krotko: wiasnosé /AO/@;, Jezeli

o para-
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.. (\VA|
pS,, TV =

gdzie oc jest liczbg skonczong, a F Jest punktem zmiennym krzywej C.
Analogicznie do tej definicji mozemy poda¢ nastepujacg definicje.
/2.12/ Definicja. Krzywa prostowalana C ma w swym punkcqie PO o0 parame-

trze tQ wtasnos$é Archimedesa /A / /krétko: wtasnos¢ /A [/, Jezeli

HmM jf§] = coc,
(P,QH(Po,Po) |PQI
gdzie oc Jest liczbg skonnczong a P i Q sa zmiennymi punktami krzy-
wej C.

Obecnie podam przyktad krzywej majgcej witasnosé /AO/, a nie majacej
witasnosci /A / w rozwazanym punkcie.
/2.13/ Przyktad.*” Oznaczmy przez Kg /PO, j/ dla n = 1,2,3,... okregi
o $rodku w punkcie PO i o promieniu j.

Szukang krzywa bedzie krzywa C ptaska, sktadajgca sie z nieskon-

czenie wielu tukéw CQ o dtugosciach:
an — “1) dla “ - 2,3,4...,

gdzie oc jest dowolna liczbg > 1, oraz z punktu PO.

Dtugosé¢ apg +tuku Cuy dla oc,> 1 jest wieksza od odlegtos$ci miedzy
okregami Kpg /PO,]/ 1 Kn+l /Po, jjj/ dla n = 2,3,4 ,... Niech wiec #tuk
On przebiega w piers$cieniu wyznaczonym przez okregi K, /pOiii/ 1 Kn+i
/IP0O,j™j!/ w ten spos6b, ze od pewnego ustalonego punktu na okregu Kpg/P,,.
j/ przechodzi¢ bedzie po promieniu do okregu K~™+~/PO, 117T/- a dalej be-
dzie biegt Juz po okregu Kn+i/p0>n+T~* Pod°bnie niech tuk Cn+l prze-
biega w piers$cieniu wyznaczonym przez okregi AP, WTj * Kn+2 o’

przechodzgc po promieniu do okregu Kn+~/p0> do okregu Kn+ 2

/Ip0. E+2/'t a dalel) bSdzle biegt juz po Okregu Kn+2 /PQ, j~ / itd./zob.
rys.l/.
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tatwo stwierdzi¢, ze przy tej konstrukcji krzywej nie wystepuje jej sa-
monawljanle sie. Krzywa C jest krzywa prostowalng, gdyz szereg z dtu-
gos$ci tukdw Cn tj. jest zbiezny.

2
Obecnie pokazemy, ze krzywa C ma wtasnos¢ /A / w punkcie PQ. Oznaczmy

przez P dowolny punkt potozony na tuku CQ. Wodweczas

an+l * ant2 e*eees X IV I_ L an_ an+l + —

i pgr i

n n+1
gdzis an+l + + eeee * gK dla n = 2»3»4 eeee
Stad |P~P]

lim 1Ty Kk ; *oC , gdzie on> 1.

P-+P~ 1ro '

(e}
Na pytanie: czy istnieje krzywa, ktéra posiadataby wtasnos$¢ /A 4/w pewnym
punkcie PO, a ktéra nie posiadataby wtasnosci /A1/ w tym punkcie - od-

powiedZ jest negatywna*”".
Z twierdzenia /1.11/ wynika bowiem, ze na krzywej prostowalnej C istnie-

je ciag punktow — >PQ i takich, ze w punktach Pv krzywa C ma witas-
nos$¢ /A2/. Jezeli wiec oc > i, to do kazdego Pv istnieje takie, ze
W X1+cCc _. 1+HC~"N .
IPAT < —T -- b0 2 > Fe
oraz takie, ze —»P Q. AI6 stad
Hm 1SS+l / 140/ bi-

PV «v K?0-PO) |PvQvl ~ ~~S~
a wiec mamy sprzeczno$¢ z przypuszczeniem, ze
ivLi
/ 1Vn Tp~o 1 3 °c . «dale oc>1.
(Pv.V ~ ,pl w
I wreszcie podam zapowiedziazny uprzednio przyktad krzywej, ktéra ma
w pewnym swym punkcie wtasnos$¢ /A / a nie ma w rozwazanym punkcie wtas-

nosci /A1l/.
Prostym przyktadem takiej krzywej Jest wykres funkcji y =1Ix], roz-

wazany w punkcie ?0/0,0/. Punkt ten Jest Jednak punktem wewnetrznym tej
krzywej.

Innym bardziej interesujagcym przykiadem zapowiedzianej krzywej jest
oméwiona w przyktadzie /2.13/ krzywa C, rozwazenia w przypadku oc - 1,

x/ Odpowiedz podat Z. Uoszner.
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dla ktérej zmienimy przebieg w nastepujgacy sposéb. Z dowolnie ustalonego
punktu Pn na Okregu Kn/PO, \/ naszej krzywej, wyznaczmy odcinek rea-
lizujgoy odlegto$¢ miedzy okregami Kn/PO, i/ i Kn+l'Po* n+1/n*

Drugi konieo tego odcinka wyznaczy nam punkt Pn+l1 na okregu Kn+1/PO,

j+1/. Na odcinku PuPn+l1 wybieramy punkt tak, aby
P_, 0 = -w-iji-——- dla n=2,3,4
n+l ~ n2/n+il
o0 jest mozliwe, bowiem 'Pn+i < U < IPn+l PJ dla ne 2,3,4

Niech tuk Cn przebiega od punktu Pn do punktu Qn tak, zeby

T w =1 dla 37 e

i dalej od punktu ~ do punktu Pn+l tak,l zeby krzywa byta ciggta
w punkcie PQ /zob.rys.2/.

f tej sytuaeji

I"nPn+11 3n - i

a zatem
lim IVn+jl m3

An-pn+H@pPo-po>1V n+1i1

W pracy [13] spotykamy réwniez nastepujacag definicje wtasnosci Ar-
chlmedesa, zwang jednostajng witasnos$cia Arcbimedesa.
/2.14] Definicja. Krzywa prostowalna C spetnia jednostajna wtasnos¢ Ar-
ohimedesa, jezeli do dowolnej liczby £>0 mozna dobra¢ cf =rfie)>0 ta-
kie, ze

R/ 118
IPQI— A ft
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dla dowolnych punktéow P i Q na krzywej C takich, ze [IPQ1l< cP.
Powyzsza definicja w odré6znieniu od dotychczasowych ma charakter Inte®

grainy /globalny/.

Wykorzystujgc fakt, ze krzywa C o réwnaniu r = r /t/ dla te<a,t
Jest kompaktem, tatwo mozemy stwlerdzidé, ze Jezeli krzywa C posiada wias
noé¢ /A1l/ w kazdym punkcie P o parametrze t 6 <a,b) , to krzywa t

ma Jednostajnag wtasno$¢ Archimedesa w tym przedziale. Odwrotne twierdze'
nie jest oczywiscie banalne.

W szystkie dotychczasowe definicje wtasnos$ci Archimedesa dotyczyly wj
tacznie krzywych prostowalnych. Obecnie podamy pewng modyfikacje wtasno'
§ci Archimedesa, ktéra beda posiadaty nie tylko pewne krzywe prostowata
ale rowniez pewne krzywe nleprostowalne.

/2.16/ Definicja. Krzywa C ma w swym punkcie PO o parametrze tQ wias
noé¢ Archimedesa /A5/, jezeli do dowolnej liczby e takiej, ze 0< $<
mozna dobraé¢ liczbe <f>kcf(6) > 0 taka, ze dla kazdego punktu P krzy
wej C o parametrze t spetniajgcym nieré6wno$¢ 0 < It - tol< <f 1 dli

kazdego podziatu tQ”N t~tj 4 * lub> t 4 N 4*2 4 *0 jest
Ir /t/ - r ftcl]> £ 1 r /t'2 - r [t |

Jest rzecza widoczng, ze kazda krzywa prostowalna posiadajgca wusta
lonym punkcie P wtasnos$¢ /A2/ /tzn. wtasnos¢ /W //, posiada roéwnie
w rozwazanym punkcie witasnos¢ /A /.

Dla doktadniejszego zilustrowania wtasnosci /A5/ podamy nastepujgc*
przyktady:

1/ przyktad krzywej prostowalnej nie posiadajgcej w pewnym swym punkcl
PQ wtasnosdci /A2/, a posiadajacej w tym punkcie witasnos¢ /A5/,

2/ przyktad krzywej prostowalnej nie posiadajgcej w pewnym swym punkecl
Po witasnosci /A5/, a

3/ przyktad krzywej nieprostowalnej posiadajgcej wtasnos¢ /A [/,

4/ przyktad krzywej nieprostowalnej nie posiadajacej witasnosci /A5/.

Nim skonstruujemy zadane przykitady, udowodnimy nastepujgce
/2.17/ Twierdzenie. Jezeli krzywa prostowalna C o réwnaniu r =r1 /t,
dla t 6 <Ta,b> przebiega w ten sposob, ze w kazdym otoczeniu ustalO'
nego punktu Po o parametrze to0 istnieje kawatek krzywej C pokrywa
jacy sie z odcinkiem, ktérego jeden koniec lezy na Jednym ramieniu a dm
gi koniec na drugim ramieniu dowolnie ustalonego kata oc x' (°c- 0>1r)
o wierzchotku w punkcie PO. przy czym zaden z koncow tego odcinka2 ni<
pokrywa sie z punktem PQ, to krzywa C nie posiada wtasnos$ci /A | i

punkcie PO /zob.rys.3/

x/ Kat i Jego miare oznaczamy ta samg literag.
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Rys .3

Dowéd. Bez zwezania ogdélnos$ci mozemy przyjaé, ze

0<oc < |

Oznaczmy przez Pnnh dla n = 1,2,3, .... te kolejne odcinki krzywej C,
dla ktérych punkty Pn beda punktami potozonymi na Jednym ramieniu ka-
ta oc , a punkty On beda punktami potozonymi na drugim ramieniu kata
OC, przy czym 1*VV > 1V 0l oraz Punkty PnQn dla n = 112"'3......
nie pokrywaja sie z punktem P_. Dwusieczna kata oc wyznaczy nam punkt
Rn na odcinku PnOn dla n = 1,2,3,... a dwusieczna kata g-ocSa £ ,r}
wyznaczy punkt Sn na odoinku pnRn “~la n = 1,2,3, ... /zob. rys.3/.
Niech

Tn =< (po'pn-*n) dla n = 1-2-3’ eeee *
to wowczas

on JT—oc dla n —1,2,0,

Stad i z twierdzenia Bolzano - ffeierstrassa wnioskujemy.ze istnieje ciag
nk-)oo taki, ze

r — X gdzie 04 64 OT-ot
un
Prandg Jest, z
Vol ISR » I[P =sInf +sln(yn +f )
IV ol X 1V ol sin(j"noLLb
a dla poprzednio wyznaczonego ciggu —>o0d badzie
/12.18/ tg' i . ee . cc\
!gnkpol sin T * sln(%/nk |

Bkeal A Sinfrf + Tj)
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Oczywiscie | sln | + 8la (" + 1) sin f + sinTY +f )
- 1

nk—)oo sin(3fn* + |) N sinfji" +5)
oraz Jak tatwo stwierdzié

sin 2 + sin (1 +? ) 4

i dla kazdego 04 H ¥r—

sinfj +3)

Stad oraz z /2.18/ wynika, ze istnieje liczba & > 0 i istnieje wskaz-

nik N taki, ze

ISn /ol sin j + sin(¢T +j)

1?2 11> tr?77)) - 6>°

a to oznacza, ze krzywa C nie ma wtasnosci /A2/ w punkcie PQ.

Obecnie przejdziemy do skonstruowania kolejno zapowiedzianych uprzed-
nio przyktadéw krzywych.
/2.19/ Przyktad. Niech P bedzie punktem lezgcym na jednym z ramion ka-
ta ostrego oc o wierzchotku w punkcie Po, P* bedzie rzutem prostokat-
nym punktu P na drugie ramie kata oc , P2 rzutem prostokagtnym punk-
tu Pj na pierwsze ramie itd. /zob.rys.4/. Szukang krzywa C bedzie krzy-

wa tamana, sktadajgca sie z nieskonczenie wielu odcinkéw:
pp~ TWAIr2al

oraz z punktu Po.

Oznaczajgc IPPM] = s oraz en = IPP1li + IP~gl + eeee + |Pn-1 PM
tatwo nozna wykaza¢, ze

a zatem Krzywa ¢ Jest prostow&ina.
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Na podstawie twierdzenia /2.17/ stwierdzamy, ze krzywa C nie po-
o
siada wtasnos$ci /A / w punkcie P
Pokazemy, ze krzywa C ma wtasnos¢ /AS/ w punkcie P . Niech punk-

towi Q potozonemu na krzywej C odpowiada parametr t N IQPq]. Wez-
my pod uwage dowolny punkt OQn o parametrze tn na krzywej C i dowolny
podziat tO<.t~"”™ tg”™ tn przy czym parametrowi t~ dla i =i,2 niech
odpowiada punkt Q' dla i = 1,2. Jezeli odcinek Q™Q2 lezy w tréjkacie
prostokatnym P~AMPg ~ut> w trajkacie prostokatnym t0 napewno
1IQjQMIN |OnPOI ! przypadku tréjkat P, P""  zawsz® jest troj-
katem rozwartokagtnym przy czym hok le*Y przy kacie rozwartym i dla-

tego mamy:

1Q7Qgl 4 1Q2Po*”~ 1QnPoO’ /| zob.rys.4/-

c
A zatem, zgodnie z definicjg /2.16/ krzywa C ma wtasnoé¢ /A / w punk-

cie PO.
/2.20/ Przyktad. Okre$lmy punkty Pn,Qn dla n = 1.2,3...... przez wspot-

rzedne: P /— » 0 /. Q_/ ~s>"s5/ wuktadzie prostokagtnym kartezjanskim.
n n
Krzywa C zdefiniujemy Jako krzywa ptaska, ztozonag z nieskornczenie wie-

lu odcinkoéw:
PfQI Lz NP2/~ P22/~ AQP3A < %

oraz z punktu PQ o wsp6trzednych /0,0/.

Krzywa C jest prostowalna w przedziale <0,1> . Wynika to z nieréw-
nosci: i n 1 00
'I1(b-af
EYW 'I(b-a o
n/l n/i n/1
Pokazemy, ze krzywa C nie posiada wtasnos$ci /A5 w punkcie P . W tym
celu wezmy pod uwage punkty Pn i 47 oraz pewng liczbe £o0 taka, Ze

~Y 4 b, 4 1. W©bwcezas

IpOpnl < dla D= 1>2'3 ...

a to oznacza, ze krzywa C nie ma wtasnosci /A“/ w punkcie PQ.
/2.21/ Przyktad. Oznaozmy przez Pn punkty o wspéirzednych (~,0) poto-

zone na jednym z ramion kata ostrego z przedziatu fo,7) a przez Qn
punkty przeciecia sie drugiego ramienia tegoz kata z lukami * okregu
o promieniu Ipn?</x 5 dla n = 1.2.3. eeee /zOb.rys.5/

Ktadziemy / zoh.rys.5/:

C - pO u u q:lq;,—ﬂrz pZ,,UquO e
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jest rozbiezny. Zaden odcinek lezgcy w wycinku kota o kacie $rodkowym
0<0oC <% nie bedzie wiekszy od promienia tego wycinka. Stad Juz wynika,
ze krzng C posiada wtasnosé /A5/ w punkcie PQ.
/12.22] Przyktad. Zmienmy w przyktadzie /2.20/ wspo6trzedne wyréznionych
tam punktéw Pn.Qn dla n = 1,2,3, .... na wspoétrzedne pn/n>°/>Qn/n>j»
a dalej skonstruujemy krzywa tak jak w tym przyktadzie.

Otrzymana w ten spos6b krzywa bedzie nieprostowalna, a dla punktéow
Pn i On i dla liczby £,Q takiej, ze W < < 1, bedzie zachodzi-
ta nieréwnosé: IpOpnl < £0IPo~nl dla n = 1>2>3f « 00 oznacza, ze
krzywa nie ma witasnosci /AS5/ w punkcie PQ.

(0]
I1l1. Stosunek wtasnos$ci Archimedesa /A / do innych zatozenh

regularnosé¢iowych czynionych w geometrii rézniczkowej

Poniewaz w zatozeniach réznych twierdzen wystepuje witasnos¢ /A2/,
warto pokusi¢ sie o poréwnanie Jej z innymi zatozeniami regularnoséiowy-
mi czynionymi w geometrii rézniczkowej.

W opodreczniku . Biernackiego [3] t.I na str.66 spotykamy nastepu-
jace_twierdzenie dotyczace krzywej ptaskiej:

"Jes$li tuk Jest klasy C™ a punkt M jest punktem zwyczajnme/ tego tuku,
to stosunek dtugos$ci tuku MM do diugoséci cieciwy W' dazy do i, gdy
u-4mMm v

"I obranej tam metodzie dowodu, zatozenie, ze krzywa jest tukiem kla-
sy C1 w otoczeniu punktu M, jest w spos6éb istotny przez autora wyko-
rzystane .

/3.1/ Twierdzenie. Jezeli krzywa C o0 réwnaniu r =r /t/ dla t€<a,b>
jest klasy C1 w punkcie regularnym PQ o parametrze tQ, to krzywa C
Et w tym punkcie wtasnos¢ /A1l/.

X “'unia 2wyczajny oznacza tu punkt regularny.
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Twierdzenie to, w poréwnaniu z powyzej zacytowanym twierdzeniem jest
ogl6lniejsze gdyz dotyczy krzywej przestrzennej, oraz "silniejszej" wtas-
nos$ci Archimedesa, jaka jest wtasno$é/AP/ /w poréwnaniu z wtasnos$cigA”"/
i wreszcie ma stabsze zatozenie regularnosciowe /klasa (A w punkcie, a
nie globalnie/.

Dowé6d. Niech wektor r /t/ ma wspo6trzedne x /t/,y/t/,z/t/. Istnie-
je taki przedziat A |, ze

al tQE£ o ,

b/ funkcje x/t/,y/t/,z/t/ jako klasy C1 w punkcie PQ beda w prze-
dziale A spetniaty warunek Lipschitza, a wiec beda bezwzglednie cia-
gte,

¢/ funkcja

frt/ = /tl)2 (y/tl)y2 +(z/tl)“
bedzie ograniczona w A.

Przedziat [ ma by6 otwarty, gdy tQ6 (a,b), maby6é postaci

gdy tQ = a i postaci (oc ,b> gdy tQ=Db. Z warunku b/ wynika, ze

diugosc¢ tuku krzywej C, odpowiadajgcego t z przedziatu A

wWyraza sie wzorem:

IV (*'/tl)2 +{y'/t/)2 +iz/t/)2 dt.
tl

Niech P» i P2 bedg dwoma dowolnymi punktami krzywej C wyznaczonymi

przez parametry t° i t2 1z przedziatu A . Wobwczas

4N oo\ (x~th)2 +(y/lane +(z'/t))'mdt
/3.2 JW, ~~*

IP1 P2l \j(x/t2/- x[1tj)2 +(y/t2l - y/ltY)2+ (z/tc./- z/t™'

Z warunku c¢/ i z twierdzenia o wartos$ci $Sredniej dla catek wynika, ze

istnieje liczba $€ taka, ze

/13.31 inf £/t/ 4 « 4 sup f/t/
te<tt,t2> té<tl,t2>

oraz

13 .41 pi

\f It/ dt = ae(t, - t)

1y
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Z twierdzenia o wartosci Sredniej dla funkcji, mamy:

/13.51/
=V (x'"/3 /)2 + (y'/121)2 +(*n 3/ ) 2.
gdzie 4 4 t2 dla i =1,2,3.
Ostatecznie, jezeli tj—3t,, t2»t0 tzn* Jezeli punkty /P j,P2/-)/P0,PO/,

to z /3,2/, 13,3/, 13,4/, 13,5/ otrzymujemy teze naszego twierdzenia.
W dalszym ciggu odpowiemyzna nastepujace pytania:
- w jakim stosunku wtasnoé¢ /A |/ pozostaje do zatozenia,ze krzywa prosto
walna posiada styczng w rozwazanym punkcie lub do zatozenia, ze krzywa
prostowalna nie posiada stycznej w tym punkcie?
Ot6z okazuje sie, ze zadne z wymienionych tu zatozen nie wyklucza
ani nie determinuje zachodzenia wtasnosci /Ap/. Doktadniej przedstawimy

to na ponizej skonstruowanych przyktadach krzywych.
| tak, pierwszy przyktad bedzie przedstawiat krzywa prostowalng,kt6-

ra ma w_swym ustalonym punkcie styczng nieciggtg i ma w tym punkcie witas-
nosé /A /.

/3.6/ Przyktad. Okre$lmy punkty Pn.Qn dla n = 1,2,3 ... przez wspo6t-
rzedne: Pa/ jj.O/, Qn /jj, —3 w uktadzie prostokatnym kartezjanskim

10 ; x,yle
Niech tuk Cn sktada sie /zob.rys.6/:

al/ z odcinka PQ+1 Qn+#,

b/ z tuku bedacego wykresem funkcji y = x~, dla

n+2 "~ x4 nli 1

*

c/ Z °dcink<5w: «n+2 Pn+2 1 Pn+2 Pn+3

Krzywg C zdefiniujemy jako sume ztozong z tukéw Cp dla n = 1,2,3...
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Krzywa C jest prostowalna, gdyz szereg ) jest zbiezny i1 krzy-
. 3 r71 n }

wa bedgca wykresem Funkcji y = k  w przedziale <0,0 tez jest pro-

stowalna. Krzywa C ma Styczng w punkcie ™1 1 styczna ta jest niecig-

gta w tym punkcie. Pokazemy, ze krzywa C ma witasnos$¢ /A / w punkcie PO'

Oznaczmy przez P dowolny punkt potozony na tuku C”». Woweczas:

1

B I01 +3 + F+vI o+ (3 x2)2 ' dx
U20 /| kdiT* k g Vv

1 ~ |POP|] ~ 1
0 n+3
Poniewaz
oo i
v Z’\ 075 /[3] . t.n, str.245/
k/in+l K n
oraz 1
n+1 —
J fIT (3 i2)2 V 1+ e2, gdzie £-5 ~ 0
(0]
wiee .. 1V

p i, .,popil' 1

Przyktadem krzywej prostowalnej, ktéra ma w swym ustalonym punkcie
styczng a nie ma wtasnosci /A / jest krzywa skonstruowana w sposob ana-
logiczny jak w przyktadzie /3.6/ z tg jednak réznica, ze przyjetag tam
funkcje y = x3 zastepujemy funkcjg y = x2. Taka krzywa jest prosto-
walna i ma stycznag w punkcie PQ. Pokazemy, ze nie ma ona wtasnos$ci/A/
w punkcie P0> W tym celu wezmy pod uwage dowolny punkt P potozony na

tuku Cn. Woébweczas i i vV°° m1 1
IPQPI 4  KTWIiTI °tl 4 KTInTT °tl ,
- s A .
PP> ieifM i5f>

a poniewaz

0o
\] " H y T /W . t-11- str.245/

k/n+l k
wiec .
JIIV_I > [?
Fppj f

a to oznacza, ze krzywa nie posiada whasnosc¢: /A% w punkcie PQ.
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Przyktad krzywej prostowalnej, ktéra w pewnym ustalonym punkcie nie
ma stycznej, a ma w tym punkcie witasnoé¢ /A /, jest przedstawiony w pra-
cy S. Midury [12], Jest to krzywa, ktérej rownanie w uktadzie biegunowym
ma postac:

/3.8 J 5 sin V llog<pl’ + i dla 0< 9 4\ »
n lo dla 9 =0.

0 krzywej tej autor dowodzi, ze w punkcie Po/0,0/ ma witasnos¢ /A / i da-
lej pokazuje, ze krzywa ta nie jest styczna*” do siebie samej, z cze-
go na podstawie twierdzenia 6 umieszczonego w tejze pracy /str.iii/wnio-
skujemy, ze krzywa ta nie posiada stycznej w omawianym punkcie PQ.

| wreszcie ostatni przyktad krzywej prostowalnej, ktéra w perwyw u-
stalonym punkcie nie ma stycznej i nie ma w tym punkcie wtasnos$ci /A /
podaje twierdzenie /2.17/.
Analizujagc powyzej przedstawione krzywe stwierdzamy, ze troche silniej-
sze zatozenie o krzywej, mianowicie, ze krzywa ma w pewnym ustalonym punk-
cie nie tylko styczng, ale réowniez ma w tym punkcie wektor styczny, row-
niez nie determinuje zachodzenia wtasnosci /AO/ w tym punkcie.

IV. Zastosowanie wtasnosci Archimedesa w geometrii rézniczkowej

Jak juz wspomnieliSmy, wtasno$¢ Archimedesa wystepuje w zatozeniach
réznych twierdzen. Obecnie podamy przyktady takich twierdzen.Dla dosto-
sowania do oznaczen w niniejszej pracy w sformutowaniach przytaczanych
twierdzen bedzie czeSciowo zmieniong symbolika.

/4.1/ S. Goigb i Z. Moszner w pracy [8] zajmujg sie stycznos$cig *tukow
prostychw ogélnych przestrzeniach metrycznych. Ze wzgledu na dalsze
rozwazania, przytoczymy definicji pewnych poje¢ podanych w tejze pracy.

Definicja 1. Rzutem R' punktu R na tuk C nazywamy ten punkt
P/t/ tuku C, ktéry odpowiada najmniejszej wartosci parametru t/te<0J>/
spetniajacego zwiagzek:

<?/R,P/t/l = <?/r,c/,
gdzie 9/R,C/ oznacza odlegto$¢ punktu R od tuku C.

Definicja 2. tuk prosty CO jest w punkcie Po styczny do tuku pro-
stego Cj, jezeli oznaczajac przez P2 biezacy punkt tuku C2 rézny
od PQ a przez Pg jego rzut na tuk C”», mamy:

lim A _ = 9.
P2->Po ~ fo 'V

x/ Definicja stycznos$ci jest podana w nastepnym rozdziale.
XX/ tuk prosty oznacza tu tuk zwykty.
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Stycznos$¢ #Htiku CO do tuku W punkcie Pqg W sensie definicji 2 o-
znaczamy kroétko CATCA.

Poniewaz podcina tu definicja stycznos$ci tukéw nie ma witasnosci sy-
metrii nawet przy zatozeniu, ze tuki Cl1 1 Cg sa prostowalne,powstato
pytanie: jakie zatozenie wystarczy doda¢ do zatozenia C2TCl, azeby moc
stad wnioskowaé C~TCg. OdpowiedZ na to pytanie podajg autorzy w posta-
ci nastepujacego

Twierdzenia. Jezeli dna tuki proste 1 Cg wychodng z tego sa-
mego punktu PQ i jezeli CgTCA w punkcie PQ ora» tuk C» ma w punk-
cie Po wtasnos$¢ /A2/, to C~TCg w punkcie PQ.

Po}2<azano tez w pracy, te zatozenie: fadu Ci ma w punkcie P(.) wtas-
dosS€ /A /, jest istotne w tym twierdzenia. Mozna zapytaé, czy wpowyzszym
twierdzeniu zatozenie: kuk C, aa wtasnos$¢ /A / w punkcie Po, mozna za-
stagpi¢ zatozeniem: Mc asa wtasnos$¢ /4 7/ w punkcie PQ. Okazuje sie
jrtealr, te odpwrlsid$ jest negatywna.

Zeby sie o tjn przekonaé, weZmy pod uwage za krzywa C1 Kkrzywa
ZunMFtrawwwmg w przyktadzie /2.21/, a za krzywg Cg weZmy péiprosta, na
ktérej aa jHrtCiW punkty P, /sab.rya.fi/. Mc juz pokazaliSmy,krzywa C.
na olamins$/ /A / w punkcie Po. Obsunie pokazemy, ze zachodzi c

w punkcie fo. B&a plnrwazej wspoétrzednej punktu P potozonego na krzy-

Wy G, many:

-k < x < t “ * pewnego n naturalnego,
iwbwaw 5AT »
O— ZBiagJjt pam P' raut punktu P na krzywg otrzymamy:

?**p<> b - SK e

Z ostatnich dwu nieréwnosci many:

/< Y4-SL ,

n+T

i gdy B->eo , to

£ ~/1-» 0’
a to oznacza, te zachodzi CgTC™ w punkcie PQ.
Wezmy teraz pod uwage na krzywej C~ punkty oznaczone na rys. 5 przez
*H, ktoére w prostokgtnym uktadzie kartezjanskim /o poczatku umieszczo-
nym w wierzchotku rozwazanego tam kata oC i o osiach tak dobranych, by
oznaczone na rys.5 punkty PQ lezaty na dodatniej po6tosl x, sa$ kat cC
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lezat v pierwszej <C¢wiartce tego oktadu/ majg wspoétrzedne:

L | . .Y
On /—coscc, =sin oc/ ( gdzie O<oCi -

Wtedy P/PjiO,)/ * Oznaozajgo przez rzut punktéw na krzywga
C2, otrzymamy:
?/% .<£' ~ n 8tooC*

Ostatnie dwie réwnosci dajg nam réwnos¢:

P/O_»0_/ y
C/P ,(»7 = HINNC» 8dzle O0<loc< - ,

a to oznacza, ze nie zachodzi C”ICj w punkcie PQ.

14,2/ Witasnos¢ /A2/ wystepuje rowniez w pracy S. Uidury fl2] dotyczacej
stosunku dwu réznych definicji stycznos$ci tukéw w ogdélnych przestrzeniach
metrycznych. Autor rozwaza - uprzednio podang - definicje T stycznoSci
dwu tukéw, oraz nastepujaca definicje 2 stycznos$ci dwu tukéw.
Definicja 3. tuk C2 Jest styczny w punkcie PQ do tuku prostego

Cj, Jezeli spetniony jest zwigzek:

lim y2ip.'v + 22/r°-v . v ,
2?2 'po-V 2?2 [V '/

Sty%noéé tuku C6 do tuku C1 w punkcie PO w sensie definicji 3 he-
dziemy oznaczali krotko C2Tici *

W dalszym ciggu autor zagaje pytanie: czy jezeli C,<,2TC.1 w punkcie
PQ i tuk CA ma wtasnos¢ /A / w punkcie Po, to czy C2Tici w punkcie

PQ? Odpowiedz znajduje on negatywng, o czym $wiadczy wspomniany juz w tej
pracy przyktad /3 .8/ za pare <ci>c2 przyjmuje pare C,C/.

Przyktad /3 .8/ pokazuje, ze otrzymamy odpowiedZz negatywng i w tyn
przypadku, kiedy w powyzszym pytaniu witasnos$¢ /A |/ zastgpimyusilniejszg"
wtasnoécig /A1l/. Pokazemy bowiem, ze krzywa /3 .8/ ma jednostajng witasnos¢
Archimedesa, a zatem i wtasno$¢ /A1l/ w rozwazanym punkcie Po.

Najpierw pokazemy, ze do kazdego E> O istnieje <fi > 0

takie, ze

jfof < 1 +6 -
dla kazdej pary punktéw PffpjVvp) » nalezgoyoh do Kkrzy-
wej i takich, ze O< ¢Gp< dl1l i O< <pa < Poniewaz
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wiec istnieje takie "y- O, ze dla kazdego ¢ takiego, ze
0< <P <<5™ Tawy:
I<P(P)-PI < 6m

Niech P,Q bedg dowolnymi punktami naszej krzywej takimi,ze 0<Cp<CQ<;rfl
Z poprzedniej nieré6wnosci mamy:
P : Ca

I,Ql= J \J i+ fp')2?2'd'?<- J (i H<P(fC)-7)d? < (fQ?P)f1 +£),

*

-1
a poniewaz IPQI> Ga- fp, wiec -Wp < 1 +¢£ ?p < ?2Q < ~
Kawatek krzywej /3 .8/ wyznaczony przez przedziat -£fm ~ 9 ~ ~ Jest kla-
sy C1l, a wiec ma jednostajng witasno$¢ Archimedesa. Oznaoza to, ze dla
kazdego £ > 0 Istnieje liczba 62 = cT™Ce) > 0 taka, ze

Jaty ite

dla kazdej pary punktéw P,Q tegoz kawatka takich, ze |PQ] < cf,,.
Oznaczmy przez <$- min ( -f , «fg). st4ad i na podstawie powyzszych rozwa-
zan ostatecznie stwierdzamy, ze dla kazdej pary punktéw P,Q krzywej /3.fy
zachodzi:

i +8 , gdy tylko IPQI< <f

/4 .3/ Wtitasnoscig Archimedesa postuzyt sie réwniez S. Serafin w prawy [6],

w ktérej badat zwigzek pomiedzy prostowalnos$cig przez styczne, a zwyklg

prostowalnos$oig krzywej.

Definicja prostowalnos$oi krzywej przez styozne jest nastepujaca.
Definicja. Niech krzywa C prostowalna bedzie dana réwnaniem r =

= 7t/, gdzie t 6 <oc,Jby . Rozwazmy dowolny regularny*”~igg podzia-
6w Pn przedziatu <oc,Jb> , py :Joc =t <tk< .... <t, =fi} oraz ciag
tamanych wpisanych w C, o wierzchotkach w punktach wyznaczo-

nych przez punkty kolejnych podziatéw. W kazdym przedziale cze$ciowym tj,
*i+1 dowolnego podziatu wybierzmy punkt ‘t]j taki, by C w odpowia-
dajagcym mu punkcie miata styczng /taki punkt zawsze istnieje/. Cieciwe
odpowiadajgcg temu przedziatowi zrzutujemy prostopadle na styczng w wy-
branym uprzednio punkcie. Sumujgac diugos$ci utworzonych rzutéw dla cieciw
tworzacych tamanag Q n, otrzymamy liczbe @>n. Poniewaz cigg podziatéw

jest regularny, wiec cigg -|!£2M] diugos$ci tamanych n ma za grani-

ce dtugos¢ L krzywej C. Jezeli dla dowolnego regularnego ciggu po-

dziatbw przedziatu </pc,f&y i dowolnego ciggu ukiadéw punktéw °trn ta-

kich, ze w kazdym z tych punktéw krzywa ma styczng, zachodzi limu> = L,
n-too u

to krzywa nazywaé¢ bedziemy prostowalng przez styczne.
x/ Ciag podziatéw p nazywamy regularnymJezeli /1 =maxlt.-t. 110,
gdy n-»o00.
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W pracy zostato udowodnione
Twierdzenie. Jezeli krzywa spetnia warunki:
al/ jest prostowatna,
b/ w kazdym punkcie, w ktéorym ma etyczng, ma wektor styczny,
¢/ w kazdym punkcie, w ktorym ma styczng, ma witasnos$¢ /A [,
d/ zbiér punktéw nieciggtosci wektora etycznego jest miary Lebesgue'a

zero,
to krzywa jest prostowalna przez styczne.
W Swietle rozdziatu 11l mozna tatwo stwierdzié¢, ze zatozenie ¢/ w tym

twierdzeniu jest niezalezne od pozostatych zatozen.

Wtejze pracy spotykamy przyktad krzywej K, ktoéra

al Jest prostowalna,

b/ ma w kazdym punkcie wektor styczny,

c/ ma w kazdym punkcie witasnos$é /A /,

N/ nie Jest prostowalna przez styczne. )

W tej sytuacji mozna zapytaé: czy jezeli wtasnos¢ /A | zastagpimy
witasno$oig /A1l/ oraz krzywa bedzie spetniata wypisane powyzej warunki a/
i b/, to czy ta krzywa bedzie juz wtedy prostowalna przez styczne? Na to
pytanie nie znam odpowiedzi.

Warto zauwazyé¢, ze krzywa K, o ktérej mowa powyzej, nie ma wtas-
nosci /Al/, a wiec nie daje odpowiedzi na postawione pytanie.Nie powta-
rzajgc dos$¢ ditugiego opisu konstrukcji krzywej K - zachowujac jednak
doktadnie oznaczenia jakie zostatly przyjete w pracy [6] - pokazemy, ze
krzywa E nie ma wtasnosci /41/ w punktach P zbioru Q /[6] tw.2 1-X/.
W kazdym bowiem otoczeniu punktu P mozna znalezé¢ zawarty w nim jaki$
przedziat TTI]( a w tym przedziale pewne punkty Aﬁ( i Blj( , w ktérych
styczne tworzg z osig odcietych katy 45° i - 45°, Punkty te sa potaczo-
ne tukiem okregu o $rodku lezagcym na dwusiecznej odcinka Aﬁ( Blj. Ponie-

waz w tej sytuacji mamy:

N Hi br
T«Q= 1 7?7 o

a zatem krzywa K nie ma wtasnosci 4 1/ w punkcie P.
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Résumé

Propriété d’ Archimede et ses applications
dans la géométrie différentielle

Ce travail traite des certaines généralisations de la propriété
d’ Archiméde avec leurs certaines applications, ainsi que des réflexions,
concernant le rapport de ces propriétés aux suppositions de la régula-
rité différentielle.
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PeBeHe
CBOWICTBO APXVIMELA W EFO MPUMEHEHVE B AVGOEPEHLIMAILHOM TELLETPUSA
3TOT Tpy4 BaBMKaeTCA HeKeTepblKM 0606LeHMSMU cBoOlicTBa Apxumega BMecTe C

meKaTapHMU MPUMEHEHUAMU K PacCyxfeHUsIMU KacalolyMUCA OTHOLLEHWA 3TUX CBOMCTB
K APYTrMM perynvpaBaHHbIM OCHOBaM MpUMeHseMbIM B AUddepeHLMabHON reoMeTpUmn.



