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WŁASNOŚĆ ARCHIMEDESA I  J E J  ZASTOSOWANIE W GEOMETRII RÓŻNICZKOWEJ

W s t ę p

W p racy  [ l ]  spotykam y udowodnioną p rze z  A rchim edesa w łasn ość d o ty 

czącą okręgu , k tó r a  brzm i n a s tę p u ją c o :

-  sto su n ek  d łu g o ś c i  łuku РфР^ do d łu g o ś c i  cięciwy P dąży do 1, gdy 

P1-> P Q po okręgu / P o j e s t  punktem u s ta lo n y m /. W łasność t a  pod nazwą 

w łasn ości A r c h im e d e s a ,z o s ta ła  p ó ź n ie j r o z sz e rz o n a  na inne krzywe p r o s to -  

walne, a n a s tę p n ie  zastosow an a p rzy  rozw iązyw aniu różnych problemów w ge

o m etrii r ó ż n ic z k o w e j. W zw iązku z zastosow an iam i rozważono rów nież pewne 

J e j  m o d y fik a c je .

N in ie js z a  p ra ca  ma na c e lu  d a ls z ą  rozbudowę u o g ó ln ie ń  w ła sn o śc i 

Archim edesa, zb ad an ie  sto su n k u  t e j  w ła s n o ś c i do innyob za ło ż e ń  r e g u la r -  

nosciowych cz y n io n y ch  w g e o m e tr ii  ró żn iczk o w ej oraz podanie pewnych j e j  

zastosow ań. Problem  wywodzi s ię  z o g ó ln e j te n d e n c ji  obniżania z a ło ż e ń  r e -  

gularnośoiow ych w tw ie r d z e n ia c h , a z w ła szcza  w tw ie rd z e n ia ch  g e o m e tr ii 

różniozkow ej / [ 4 ] ,  t . I / .

I  ta k , w r o z d z ia le  I  z o s t a ł y  u s ta lo n e  p o ję c ia  w y stę p u jące  w p ra cy . 

R ozd zia ł I I  za w ie ra  różne d e f i n i c j e  w ła s n o ś c i A rchim edesa i  rozw ażania 

nad ic h  wzajemnym s to su n k ie m .M o d y fik a c ja  w ła s n o ś c i A rc h im e d e sa ,ja k ą  j e s t  

własność ozn aczona w t e j  p racy  p rze z  /А  / ,  id z ie  w kierunku p o sz e rz e n ia  

j e j  na c o ra z  to  w ię k sz y  z b ió r  krzyw ych, aż  do krzyw ych n iep rostow aln y ch  

w łączn ie . O c z y w iś c ie , n a jb a r d z ie j  kuszącym w ydaje s i ę  z n a le z ie n ie  t a k ie j  

w ła sn o śc i, k tó r ą  p o sia d a ły b y  tak że  pewne krzywe niepr os towalne, a która w ob-
2

rębie krzywych prostowalnych byłaby równoważna w ła sn o śc i Archim edesa /А  / . 

Próby ta k ic h  poszukiw ań d o p ro w ad ziły  je d y n ie  do sform ułow ania p o ję c ia  

w łasności Archim edesa /А °/, k tóra  jed n a k  nie ma wyżej wspomnianej w ła s n o ś c i .
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2
W r o z d z ia le  I I I  omówiony j e s t  s to su n e k  w ła s n o ś c i A rch lm edesa /А  /

do Innych z a ło ż e ń  re g u la rn o śćlo w y ch  czy n io n y ch  w g e o m e tr ii różn iczkow e j .

Okazuje s i ę ,  te  z a ło ż e n ie  k la s y  C 1 o krzyw ej w rozważanym p u n k cie  P ,
1 °p o cią g a  tę  w łasn ość  w pu n kcie  P Q, a  nawet " s i l n i e j s z ą "  w łasn ość  /А  / .  

N atom iast n le za ch o d z e n ie  te g o  z a ło ż e n ia , n ie  w yklucza za ch o d ze n ia  w łas

n o ś c i  /А 2/ .
R o z d z ia ł IV zaw iera p r z y k ła d y  zastosow ań  różnych sform ułow ań w ła s

n o ś c i A rchlm edesa do różnych zagad n ień  geo m e try czn y ch .

I« W iadom ości w stępne

D la  u s t a le n ia  te r m in o lo g i i  podam znane f a k ty  ze w stępu do t e o r i i  

krzyw ych.

N iech  E b ę d z ie  trójw ym iarow ą p r z e s t r z e n ią  e u k lld e so w ą  ze zw ykłą 

m etryką.

/ 1 . 1 /  D e f i n i c j a . Łukiem zwykłym w E nazywamy zbiór punktów w p r z e s tr z e 

n i  będący obrazem w zajem nie Jednoznacznym  i  c ią g ły m  dom kniętego przedzia

łu  <  a , b)> .

/ 1 . 2 /  D e f i n i c j a . Odwzorowanie p r z e d z ia łu  o tw a rte g o  C a , b )  w p r z e s t r z e n i  

E nazywamy lo k a ln ie  w zajem nie jednoznacznym , j e ż e l i  d la  k ażd ego  punktu 

t o e  ( a ,b )  I s t n i e j e  ta k ie  >  0 , że odwzorowanie to  j e s t  c i ą g ł e  i  

różn ow artościow e w p r z e d z ia le  < t  -  <f, t Q + <fy .

Obraz o d cin k a  < t 0 -  tf , t 0 + <f> j e s t  w ięc w tedy lukiem  zwykłym.

/ 1 . 3 /  D e f i n i c j a . Krzywą nazywamy z b ió r  punktów w p r z e s t r z e n i  będący  c ią g 

łym obrazem dom kniętego p r z e d z ia łu  p rze z  odwzorowanie lo k a ln ie  w zajem nie 

Jed n ozn aczn e .

Krzywa J e s t  w ię c , p rzy  wybranym p o czą tk u  u k ła d u , hodografem  f u n k c j i  

w ektorow ej г  / t /  c i ą g ł e j  i  lo k a ln ie  w zajem nie je d n o z n a c z n e j.

/ 1 . 4 /  D e f i n i c j a . Dwa p r z e d sta w ie n ia  param etryczn e

r  = r t / t /  d la  t  6  <  a , b >  ,

r  = r ^ / K /  d la  'C £  < o c , /5 >

nazywamy równoważnymi, j e ż e l i  i s t n i e j e  s i l n i e  m onotoniczne odwzorowanie 

ff = ' t / t /  p r z e d z ia łu  < a , b >  na p r z e d z ia ł  < ° c , / ł >  , p rzy  którym

r t  / t /  »  ï g L ' C / t / J  d la  t  €  < a ,b >  .

Dwa równoważne p r z e d sta w ie n ia  param etryczne d a ją  g e o m e try czn ie  tę  samą 

krzywą.
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/ 1 . 5 /  D e f in ic . la . Krzywą p aram etryczn ą nazywamy k la s ę  p rze d sta w ie ń  równo
ważnych d an ej k rz y w e j.

Ponieważ w dalszym  c ią g u  p o słu g iw a ć s ię  będziem y krzywymi param etry

cznymi a n ie  krzywymi potraktow anym i ja k o  z b io r y  punktów ,będziem y m ów ili 

krzywa z a m ia st krzyw a p a ra m e try czn a .

/ 1 . 6 /  D e f i n i c j a . Krzywą p aram etryczn ą nazywamy lukiem  regularnym klasy Cn, 

j e ż e l i  w śród j e j  p rze d sta w ie ń  p aram etryczn ych I s t n i e j e  tak ie  przedstaw ie

n ie r  = г  / t /  d la  t 6 < a , b )  k la s y  Cn , d la  k tó r e g o  /  O w tym 

p r z e d z ia le . Łuk r e g u la r n y  k la s y  C 1 nazywamy k r ó tk o  łukiem  regularnym . 

/ 1 . 7 /  D e f i n i c j a . Punkt PQ o param etrze t Q nazywamy punktem r e g u la r 

nym k rz y w e j, j e ż e l i  w śród j e j  p rze d sta w ie ń  p aram etryczn ych i s t n i e j e  ta 

k ie  p r z e d sta w ie n ie  r  = r  / t /  d la  t £ < a , b >  , k la s y  C 1 , d la  k tó re g o  

/  O w p u n kcie  P0 .

/ 1 . 8 /  D e f i n i c j a . Krzywa o równaniu r  = r  / t /  d la  t t < a , b )  ma w punk

c ie  P 0 o p aram etrze  t 0 s ty c z n ą  i  , gdy L  j e s t  g r a n ic ą  s ie czn y ch  

przech odzących  p rze z  punkty P ,P Q o param etrach  t ,  t Q, gdy t — > t Q.

/ 1 . 9 /  D e f i n i c j a . Krzywa o rów naniu r  = r  / t /  d la  t  £ <  a ,b ^  ma w punk- 

o ie  Po o p aram etrze t Q w ektor s ty c z n y  5 / t 0/ ,  gdy

J e s t  w id o czn e , że w m yśl d e f i n i c j i  / 1 . 8 /  w tzw . "pu nktach  zw rotu" 

krzywa p o sia d a  s ty c z n ą  c h o ć , ja k  wiadomo z g e o m e tr ii  ró ż n ic z k o w e j, n ie  ma 

w nim w ektora s ty c z n e g o .

/ 1 . 1 0 /  T w ie r d z e n ie . J e ż e l i  krzyw a C o równaniu r  = г  / t /  dla t £ < a ,b >  

j e s t  p ro s to w a ln a , to

Równość z a c h o d z i w tedy i  t y lk o  w te d y , gdy w spółrzędn e w ektora r  / t /  są 

fu nkcjam i b ezw zg lę d n ie  c ią g ły m i /  [ б ] ,  t . I I ,  s t r . 4 1 2 / .

/ 1 . 1 1 /  T w ie r d z e n ie . J e ż e l i  krzyw a C p ro sto w a ln a  J e s t  przedstaw iona rów

naniem r  *  r  / s /  d la  s £  <  0 ,  L (c )^  , g d z ie  s j e s t  parametrem na

turalnym  krzyw ej C ,  to  w zór:

5 /X J  x lim  L/JL- _____________
s g n  / t - t 0/  I r  / t /  -  r  / t 0/ I

b

j e s t  s p e łn io n y  d la  praw ie w s z y s tk ic h  s 6 < 0 ,  L ( C ) >  /  [t "] , s t r .  1 0 6 / .

L(°) У j  1 dt I d t *
a

I r  / s J  -  г / в ±/1
lim  ---------= - ----------— Ł------  = 1 d la  s , < s < s ,

s1(s2^ s  s2 - S1 1 2
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/ 1 . 1 2 /  D e f i n i c j a . Krzywą C o równaniu r  = r  / t /  d la  t e  < a , b >  na

zywany n ie p ro sto w a ln ą  w o to c z e n iu  sw ojego  u s ta lo n e g o  punktu Po o p a ra 

m etrze t o , j e ż e l i  d la  k a ż d e j l i c z b y  S  >  0 krzywa t a  j e s t  n ie p r o s to -  

walna w p r z e d z ia le  < t 0 -  cf, t Q + tf >  •
/ 1 . 1 3 /  D e f i n i c j a . Kawałkiem krzyw ej C o równaniu r  = г  / X /  d la  t €  

< a ,b >  nazywamy krzywą o równaniu r  = г  / X /  d la  t  € <  a , b / ,

g d z ie  ос .

I I .  Różne w ła s n o ś c i Arohlm edesa

N leoh  krzywa C b ę d z ie  p rze d sta w io n a  równaniem p aranietryozn o-w ek- 

torowym r  *  г  / X /  d la  t £ < a , b >  p r z y  ozym t  n ie k o n ie c z n ie  J e s t  pa

rametrem n atu raln ym . W p o d rę czn ik ach  g e o m e tr ii  ró żn iczk o w e j /  [ з ] , t . I ,  

s t r . 6 6 ,  [T ]  s t r . 1 0 6 /  spotykam y n a s tę p u ją c e  d e f i n i c j e  w ła s n o ś c i A rohim e-

d e s a .

/ 2 . 1 /  D e f i n i c j a .  Krzywa p ro sto w aln a  C ma w swym p u n k cie  P0 o parame

tr z e  t Q w łasnośó A rchlm edesa /А 1/  /k r ó t k o :  w ła sn o ść  /A 1/ / ,  j e ż e l i

lim  4 f 8 r ~  «  1 ,
(P ,Q )^ > (P 0 ,P 0) |PQ|

g d z ie  P ,Q  są  zmiennymi punktam i krzyw ej C ,| P Q l o zn acza  d łu g o ść  łuku 

P,Q krzyw ej C ,  z a ś  IPQ| j e s t  d łu g o ś c ią  o lę c iw y  PQ.

/ 2 . 2 /  D e f i n i c j a . Krzywa p rostow aln a  C ma w swym p u n k cie  PQ o parame

tr z e  t 0 w łasnośó A rch lm edesa /А 2/  /k r ó t k o :  w łasn ośó  / А 2/ / ,  j e ż e l i

|PPo |

рЛ^ 0 l^oi “ lf

g d zie  P j e s t  zmiennym punktem krzyw ej C .

N ie  trudno zauw ażyć, że warunkiem koniecznym  na t o ,  aby krzyw a C

m iała  w pu n kcie  P „  w ła sn o ść  /А 1/  J e s t ,  by m ia ła  w tym p u n k cie  w ła s -  o o 2
ność /А  / .  A le  -  ja k  zobaczym y -  I s t n i e j ą  krzywe m ające w ła sn o ść  / А  /  a

n ie  m ające w ła s n o ś c i /А 1/  w rozważanym p u n k c ie .

O becnie wprowadzimy d e f i n i c j ę  pewnej w ła s n o ś c i ,  k t ó r ą  k ró tk o  ozna

czymy p rze z  /W /.

/ 2 . 3 /  D e f i n i c j a . Krzywa p ro sto w a ln a  C ma w swym p u n kcie  PQ o parame

tr z e  t Q w łasn ość  /W /,  j e ż e l i  do d ow oln ej l i c z b y  e  t a k i e j ,  że 0 <  £ <  i  

można dobrać l ic z b ę  <f = <J ( £ ) >  0  ta k ą , że d la  każd ego  punktu P k rz y 

wej C o param etrze t  sp e łn ia ją cy m  n ierów ność 0 < i t  -  t ol < r f  i  d la  

każdego p o d z ia łu  t „  = t^  <  tg  <  . . . .  <  t ^  *  t  lub
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t  = t^ < tg C . . . .  < t^ = t 0 j e s t  

Ir / t /  -  r / t c/ |  > B ^ p 2 \ г  / t \ /  -  r / t ' ^ / 1 .

/2 .4 /  Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i  wystarczającym na to,aby krzy
wa prostowalna C o równaniu r * r / t /  d la  t €  <a,b> miała w punk- 
cle Po o parametrze t 0 własność / А  /  j e s t ,  by krzywa C w rozważanym 
punkcie miała własność /V /.

oKrótko mówiąc, własność / А  /  j e s t  d la  krzywych prostowalnych równo
ważna w łasnośol / W/ .

Dowód. Wystarczalność warunku udowodnimy metodą niewprost. Zakłada- 
' 2 

my, że krzywa C n ie  posiada w łasności / А  /  w punkcie P0 . Oznacza to ,
że
/2 .5 /  is tn ie je  liczb a  6 j>  O taka, że przy każdym tf >  0 istnieją punk
ty P o parametrach t  z przedziału  0 <  It -  t 0l < £  , dla których

Ostatecznie otrzymujemy:
/2 .6 /  I s tn ie je  liczb a  O <  6 <  1 taka, że przy każdym 6  >  0 is tn ie 
ją punkty o parametrze t  z przedziału  0 <  11 -  t Ql К  cT 1 is tn ie je
podział t 0 = <  t  g <  . . . .  < t ^ =  t  lub t w  t i < t 2 < ----- *о dla
którego zachodzi:

J[
l r / t /  -  r / t 0/ | < t Z L  I r / t './ -  r / t ' ^ / 1  * 

ie2

|PP0 I
Тр^г > 1 + 6i*

Nlecb £<2 będzie dowolną liczb ą  dodatnią < Ь ^ .

Dla każdego t  z przedziału  0 <  It -  t Ql <  Ó is tn ie ją  takie
= tj^ tg ̂  ^ ̂ k a  ̂  ̂= ć. tg К • • • • ̂tĵ  » to

oraz • •’ ^ : . " V

— F -----------^
£  I I / V - Ï / W I
1=2

Stąd 1 z / 2 . 5 /  т а и у :

i < г Н г ^ К  H i2 i  1 ? /ti/ ' * / ‘i-i71*
1 1 +fcl  1*2

Kładąc e — 1 + Ł 2 mamy 0 < 6 < 1 .
1 + £ ±
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A t o  j e s t  sp rzeczn e z d e f i n i c j ą  / 2 , 3 / ,  t z n .  krzywa C n ie  p o s ia d a  w ła s 

n o ś c i  / V /  w pu n kcie  P Q.
Dowód k o n ie c z n o ś c i warunku poprowadzimy rów nież m etodą n ie w p r o st. 

K lech  krzyw a C n ie  ma w ła sn o śo i /W / w «nawianym p u n k cie  P Q o p a ra 

m etrze t Q. Oznacza t o ,  że z a c h o d zi / 2 . 6 / .  A le  d la  każdego t  

z p r z e d z ia łu  0 <  I t  -  t  | <  i  d la  każdego p o d z ia łu  t Q = t^  <  t g  <

. . . .  <  t^  = t  lub t  = t j  <  tg  < . . . . <  t^. = t 0 mamy

/ 2.7/  IPP0I> i  i г / t ' /  -  F / t ^ / l .
1=2

Z / 2 . 6 /  i  / 2 . 7 /  otrzym ujem y:

/ 2 . 8 /  I s t n i e j e  l ic z b a  0 <  £ <£ i  ta k a , 

J ą  punkty o param etrach t  z p r z e d z ia łu

1 PPo! i 
|РР0 | >  1  >  1 -

że p r z y  każdym rf >  0 i s t n i e -  

0 <  I t  -  t 0 l •< $  , d la  k tó ry ch

o
A to  o zn a cza , że krzywa C n ie  ma w ła s n o ś c i  /А  /  w p u n kcie  P0 .

Ponieważ w d e f i n i c j i  w ła sn o śo i / V /  n ie  w y stę p u je  e x p lic ite  d łu g o ść

łu k u , nasuwa s i ę  p y ta n ie : c z y  i s t n i e j ą  krzywe n le p ro s to w a ln e  w pewnym o -
2

to c z e n iu  punktu P0 p o s ia d a ją c e  w ła sn o ść  /W / / t j .  w ła sn o ść  /А  / / w  pu n kcie 

Po? Odpowiedź j e s t  negatyw na, można bowiem udowodnić n a s tę p u ją c e  

/ 2 . 9 /  T w ie rd z e n ie . Żadna krzywa C o rów naniu r  = r  / t /  d la  t € < a ,b >  

n ie p ro sto w a ln a  w o to c z e n iu  sw ojego u s ta lo n e g o  punktu PQ o param etrze t tf 

n ie  ma w ła s n o ś c i /W / w p u n k cie  P 0 .

Dowód. Prawdą j e s t ,  że

/ 2 . 1 0 /  i s t n i e j e  l i c z b a  0 <  8 <  i  ta k a , że p r z y  każdym ó >  0 i s t n i e 

j ą  punkty o param etrach t  z p r z e d z ia łu  0 < l t  -  t Q| <1 <? % d la  k tó ry ch

I r  / t /  -  r / t 0/ | <  £ .

A le ,  d la  każdego t  z p r z e d z ia łu  0  <  l-t -  t Ql <  <f s p e łn ia ją c e g o  

/ 2 . 1 0 /  -  ponieważ krzywa C n ie  J e s t  p ro sto w a ln a  w o to c z e n iu  punktu P0

-  można z n a le ź ć  t a k i  p o d z ia ł  t ^ ,  t g ......................... t ^ ,  że t 0= t ^ < t g  < . . . . <

<t^ = t  lu b  t  = t^  <  tg  < . . . . < ;  t^  = t 0 oraz

Ł  I т/%\/ - F/tj.i/ >

a to  wraz z / 2 . 1 0 /  o zn a cza , że krzywa C n ie  p o s ia d a  w ła s n o ś c i /W/w punk 

c ie  Po o param etrze t p .

W łasność /А 2/  z o s t a ł a  u o g ó ln io n a  p rze z  W. W a lisze w sk ie go  w pracy [ l i ]  

Podał on n a s tę p u ją c ą  d e f i n i o j ę .
/ 2 . 1 1 /  D e f i n i c j a . Krzywa p ro sto w a ln a  C ma w swym p u n k cie  P o para-

3 O ®
m etrze t Q w łasn ość A rchlm edesa /А  /  /k r ó t k o :  w łasn ość  / А  / / ,  J e ż e l i
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.. i VI 
pS ,  T V  =о

gdzie ос j e s t  l ic z b ą  sk o ń czo n ą , a  F J e s t  punktem zmiennym krzyw ej C .

A n a lo g ic z n ie  do t e j  d e f i n i c j i  możemy podać n a s tę p u ją c ą  d e f i n i c j ę .  

/ 2 .1 2 /  D e f i n i c j a . Krzywa p ro sto w a ln a  C ma w swym pu n kcie  P o param e-
a ą  O

trze t Q w łasn ość  A rch im ed esa /А  /  /k r ó t k o :  w łasn ość /А  / / ,  J e ż e l i

Hm -jf§| = ос ,
(P ,Q H (P o ,P o)  |PQI

gdzie oc J e s t  l i c z b ą  skoń czon ą a P i  Q są  zmiennymi punktam i k rz y 

wej C .
O

O becnie podam p r z y k ła d  krzyw ej m a ją ce j w łasn ość  /А  / ,  a  n ie  m ające j
o

w ła sn o śc i /А  /  w rozważanym p u n k c ie .

/ 2 . 1 3 /  P r z y k ła d .* ^  Oznaczmy p rze z  Кд / Р 0 , j /  d la  n = 1 , 2 , 3 , . . .  o k r ę g i 

o środku w p u n kcie  P0 i  o prom ieniu  j .

Szukaną krzyw ą b ę d z ie  krzyw a C p ła s k a , s k ła d a ją c a  s i ę  z n ie sk o ń 

czen ie  w ie lu  łuków CQ o d łu g o ś c ia c h :

an —  "  I )  d la  “  -  2 , 3 , 4 . . . ,

gd zie  oc j e s t  dowolną l i c z b ą  >  1 , oraz z punktu P0 .

D łu g o ść  ад łuku Сц d la  oc, >  1 j e s t  w ię k sz a  od o d le g ło ś c i  m iędzy 

okręgami Кд / Р 0 , | /  1 Kn+1 / Р о , j j j /  d la  n = 2 , 3 , 4  , . . .  N iech  w ięc łuk

0n p r z e b ie g a  w p i e r ś c ie n iu  wyznaczonym p rze z  o k r ę g i K„ / p0 i i ï /  1 Kn+i
/P 0 , j ^ j /  w te n  sp o só b , że od pewnego u s ta lo n e g o  punktu na okręgu К д /Р ,,. 

j /  p r z e c h o d z ić  b ę d z ie  po prom ieniu  do okręgu К^+ ^ /Р 0 , ÏÏ7 T /-  a d a le j  bę

d zie  b i e g ł  Ju ż  po okręgu  Kn +i / p0 > ń+T^* Pod°b n ie  n ie c h  łu k  Cn+1 p rze 

b iega  w p ie r ś c ie n iu  wyznaczonym p rze z  o k r ę g i ^ /P  , J J T j /  * Kn+2 o ’

p rze ch od zą c po prom ien iu  do okręgu Kn +^ / p0 > do okręgu Kn + 2

/ p 0 . E+2/ ' t a  d a le J  bSd z le  b i e g ł  ju ż  po Okręgu Kn+2 / P Q, j ^ /  i t d . / z o b .  
r y s . l / .
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Łatwo s tw ie r d z ić ,  że p rzy  t e j  k o n s t r u k c j i  krzyw ej n ie  w y stę p u je  j e j  s a - 
m onaw ljanle s i ę .  Krzywa C j e s t  krzywą p ro sto w a ln ą , gdyż s z e r e g  z d łu 

g o ś c i  łukdw Cn t j .  j e s t  z b ie ż n y .
2

O becnie pokażemy, że krzywa C ma w łasn ość  /А  /  w pu n kcie 

p rze z  P dowolny punkt p o łożon y  na łuku CQ. Wówczas

PQ.  Oznaczmy

Na p y ta n ie : c z y  i s t n i e j e  krzyw a, k t ć r a  p o s ia d a ła b y  w łasn ość  / A 4/w  pewnym 

punkcie P0 , a k t ć r a  n ie  p o s ia d a ła b y  w ła s n o ś c i /А 1/  w tym p u n kcie  -  od

powiedź j e s t  n egatyw n a*^.

Z tw ie r d z e n ia  / 1 . 1 1 /  w ynika bowiem, że na krzyw ej p r o s to w a ln e j C is tn ie 

j e  c ią g  punktów — > PQ i  t a k ic h ,  że w punktach Pv  krzywa C ma włas

n ość /А 2/ .  J e ż e l i  w ię c  oc >  i ,  to  do każdego Pv  i s t n i e j e  tak ie , że

I  w r e sz c ie  podam zap o w ied zian y  u p rzed n io  p r z y k ła d  k rz y w e j, k t ć r a  ma
2

w pewnym swym pun kcie w łasn ość  / А  /  a  n ie  ma w rozważanym p u n k cie  w ła s 

n o ś c i /А 1/ .
Prostym  przykładem  t a k i e j  krzyw ej J e s t  w ykres f u n k c j i  y  = lx | , r o z 

ważany w pun kcie ? о/ 0 , 0 / .  Punkt ten  J e s t  Jed n ak  punktem wewnętrznym te j 

k rz y w e j.
Innym b a r d z ie j  in te re su ją c y m  przykładem  z a p o w ie d z ia n e j krzyw ej j e s t  

omówiona w p r z y k ła d z ie  / 2 . 1 3 /  krzyw a C , rozważenia w przypadku oc -  1 , 
x /  Odpowiedź p odał Z .  U o sz n e r .

an + l *  an+2 • * • • • •  у  I V !  /  an ап+1 + —  
i ^ ip pj i i
n n+1

g d z i s  an+1 + + • • • •  *  a K  d la  n = 2 »3 »4 • • • •

S tą d  |P^P|
lim  ту к ;' *• oC , g d z ie  ол >  1 .

P -+P  1 r o 'O

I W  X 1 +OC .. . 1 +OC ^ . 
I P ^ T  <  — Г - -  b0 2 >  *•

oraz t a k i e ,  że — » P Q. A l6 s tą d

Hm I S S łI / 1 +oc> / ы- 

(PV « v K ? 0 - P0) |PvQvl ^  ~ ~ S~

a w ięc mamy sp rz e c z n o ść  z p rzy p u szcze n ie m , że

i v L i
/ 1 Vn Tp~ o 1 3 °c  . « d a le  o c > l .
(Pv . V ^ , pJ  W
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dla k tó r e j  zmienimy p r z e b ie g  w n a s tę p u ją c y  sp o só b . Z dow olnie u sta lo n e g o  

punktu Pn na Okręgu Kn/ P 0 , \ /  n a s z e j k rz y w e j, wyznaczmy od cin ek  r e a -  

l iz u ją o y  o d le g ło ś ć  m iędzy okręgam i Kn/ P 0 , i /  i  Kn+ l ' Po* n+1^*

Drugi kon ieo  te g o  o d cin k a  wyznaczy nam punkt Pn+1 na okręgu Kn+1/ P 0 , 

j +1/ .  Na odcinku РцРп+1 wybieramy punkt t a k ,  aby

Р _ ,  0 = - w - i ------- d la  n = 2 ,3 , 4
n+1 ^  n2/ n + i /

oo j e s t  m ożliw e, bowiem ' Pn+ i  < U < lPn+l  PJ  d la  n e 2 ,3 ,4  

Niech łu k  Cn p r z e b ie g a  od punktu Pn do punktu Qn ta k , żeby

T w  = 1 dla *3' •"

i  d a le j  od punktu ^  do punktu Pn+1 t a k , l  żeby krzywa b y ła  c i ą g ł a  

w pu n kcie  PQ / z o b . r y s . 2 / .

f  t e j  s y t u a e j i

I ^nPn + ll  3n -  i

a zatem ____

lim  I V n + j l  м 3 

^ n - pn+ l>ł (p0 - p0> 1 V n + l 1

W p ra c y  [ 13]  spotykam y rów nież n a s tę p u ją c ą  d e f i n i c j ę  w ła sn o śc i A r- 

ch lm edesa, zwaną je d n o s ta jn ą  w ła s n o ś c ią  A rcb im ed esa .
/ 2 . 1 4 /  D e f i n i c j a . Krzywa p ro sto w aln a  C s p e łn ia  je d n o s ta jn ą  własność A r - 

ohim edesa, j e ż e l i  do dow olnej l i c z b y  £ > 0  można dobrać cf = rfie)>0 ta 

k ie  , że

iz&L / i +8
|PQl ^  fc ’
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d la  dowolnych punktów P i  Q n a  krzyw ej C t a k ic h , że I P Q 1 <  cP. 

Powyższa d e f i n i c j a  w o d ró żn ie n iu  od dotychczasow ych ma c h a r a k te r  lnte^ 

g ra in y  /g l o b a l n y / .
W ykorzystu jąc f a k t ,  że krzywa C o równaniu r  = r  / t /  d la  te < a ,t  

J e s t  kompaktem, łatw o możemy s tw le r d z ió , że J e ż e l i  krzyw a C posiada włas 

ność /А 1/  w każdym pu n kcie  P o param etrze t  6  < a , b )  , to  krzywa t

ma Je d n o s ta jn ą  w łasn ość A rchim edesa w tym p r z e d z ia le .  Odwrotne tw ierdze' 

n ie  j e s t  o cz y w iśc ie  b a n a ln e .

W szy stk ie  d otych czasow e d e f i n i c j e  w ła s n o ś c i A rchim ed esa dotyczyły wj 

łą c z n ie  krzyw ych p ro sto w a ln y ch . O becnie podamy pewną m o d y fik a cję  własno' 

ś c i  A rch im ed esa , k tó r ą  będą p o s ia d a ły  n ie  ty lk o  pewne krzywe p ro s to w a ła  

a le  rów nież pewne krzywe n le p r o s to w a ln e .

/ 2 . 1 6 /  D e f i n i c j a . Krzywa C ma w swym pu n kcie  P 0 o param etrze t Q w łas 

ność A rchim edesa /А 5/ ,  j e ż e l i  do d ow oln ej l i c z b y  e t a k i e j ,  że 0 <  $ <  

można dobrać l ic z b ę  <f ж c f(6 ) >  0 ta k ą , że d la  każdego punktu P k r z y  

wej C o param etrze t  sp e łn ia ją c y m  nierów ność 0  <  It -  t o l <  <f 1 dli 

każdego p o d z ia łu  t Q ^  t ^ t j  4  * luł> t  4  ^ 4 * 2  4  * 0 j e s t

|r / t /  -  r  / t c / | >  £ I r  / t ' 2/  -  r  / t ±/  I .

J e s t  r z e c z ą  w id oczn ą , że każda krzyw a p ro sto w aln a  p o sia d a ją ca  w u sta

lonym pun kcie P w łasn ość  / А 2/  / t z n .  w łasn ość  / W / / ,  p o sia d a  rów nie 
°  5

w rozważanym pu n kcie  w ła sn o ść  /А  / .

D la  d o k ła d n ie js z e g o  z ilu s tr o w a n ia  w ła s n o ś c i /А 5/  podamy n astęp u jąc* 

p rzy k ła d y :

1/  p rzy k ła d  krzyw ej p r o s to w a ln e j n ie  p o s ia d a ją c e j  w pewnym swym p u n k cl
2  5PQ w ła s n o ś c i /А  / ,  a  p o s ia d a ją c e j  w tym punkcie w ła sn o ść  /А  / ,

2/  p rzy k ła d  krzyw ej p r o s to w a ln e j n ie  p o s ia d a ją c e j  w pewnym swym p u n kcl

P w łasn ości /А 5/ ,O er
3 /  p rz y k ła d  krzyw ej n ie p r o s to w a ln e j p o s ia d a ją c e j  w ła sn o ść  /А  / ,

4 /  p rz y k ła d  krzyw ej n ie p r o s to w a ln e j n ie  p o s ia d a ją c e j  w ła s n o ś c i /А 5/ .

Nim skon stru u jem y żądane p r z y k ła d y , udowodnimy n a s tę p u ją c e

/ 2 . 1 7 /  T w ie r d z e n ie . J e ż e l i  krzyw a p ro sto w a ln a  C o rów naniu r  = г  / t ,

dla t  6 <Ta,b> przebiega w ten  sposób, że w każdym otoczeniu ustalO'
nego punktu Po o param etrze t 0  i s t n i e j e  kaw ałek krzyw ej C pokrywa

ją c y  s i ę  z o d cin kiem , k tó r e g o  je d e n  k o n ie c  le ż y  na Jednym ram ien iu  a  dm

g i  k o n ie c  na drugim ram ien iu  d ow oln ie u s ta lo n e g o  k ą ta  oc x '  ( °c- O > “J r )

o w ie rzch o łk u  w pu n kcie  P . p rzy  czym żaden z końców te g o  od cin ka ni<
o 2

pokrywa s i ę  z punktem P Q, to  krzyw a C n ie  p o sia d a  w ła s n o ś c i /А  /  i

punkcie P0  / z o b .r y s . 3 /

x /  K ą t i  Je g o  m iarę oznaczamy tą  samą l i t e r ą .
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Rys .3

Dowód. Bez zwężania o g ó ln o śc i możemy p rzy ją ć , że

0 < o c  <  I  .

Oznaczmy przez PnQn d la  n = 1 , 2 , 3 ,  . . . .  te  k o le jn e  o d cin ki krzywej C, 
dla k tórych  punkty Pn będą punktami położonymi na Jednym ramieniu ką
ta oc , a punkty Qn będą punktami położonymi na drugim ramieniu kąta

OC, przy czym I * V V  >  I V 0 I oraz Punkty Pn ,Qn d la  n = l l 2 ' 3 .............
nie pokrywają s ię  z punktem P _ . Dwusieczna kąta  oc wyznaczy nam punkt 
Rn na odcinku PnQn d la  n = 1 , 2 , 3 , . . .  a dwusieczna kąta g-ocSà £ ,r }
wyznaczy punkt Sn na odoinku pnRn ^ la  n = 1 , 2 , 3 ,  . . .  /z o b . r y s .3 / .  

Niech

ï n = < ( p0 ' pn -*n ) d la  n = 1 - 2 - 3 ’ • • • •  *

to wówczas

0 ^  JT— oc d la  n — l , 2 , o ,  . . . .

Stąd i  z tw ierdzenia Bolzano -  ffe ie r s tr a ssa  wnioskujemy. że is t n ie je  c ią g  

nk - ) o o  t a k i , że
г  —» x gdzie 0 4  ó 4  OT-ot
ü И.

Prawdą Jest, że

I V o l lSnRnl » lRnPol = s ln f  + s ln (yn + f  )
I V o l  X  I V o l  s in  ( j " n ♦  Щ )

a d la  p o p rz e d n io  w yznaczonego  c ią g u  — > oa b ą d z ie

/ 2 .1 8 /  tg' p  i . ee . / у  cc \
! n k o l s in  T  *  s ln ( 5 n k  *  -  I

iSnk‘ o! ^ sinfîfn̂  + Tj)
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2
a to  ozn acza , że krzywa C n ie  ma w ła s n o ś c i /А  /  w pu n kcie P Q.

Obecnie p rze jd zie m y  do sko n stru o w an ia  k o le jn o  zapowiedzianych uprzed

n io  przykładów  krzyw ych.

/ 2 . 1 9 /  P r z y k ła d . N ie ch  P b ę d z ie  punktem leżącym  na jednym z ram ion ką

ta  o s tr e g o  ос o w ie rzch o łk u  w pu n kcie  Po , P^ b ę d z ie  rzutem  p r o s to k ą t 

nym punktu P na d ru g ie  ram ię k ą ta  oc , P 2 rzutem  p rostokątn ym  punk

tu  P j na p ierw sze ramię i t d .  / z o b . r y s . 4 / .  Szukaną krzywą C b ę d z ie  krzy

wa łamana, s k ła d a ją c a  s ię  z n ie s k o ń c z e n ie  w ie lu  odcinków :

pp^ Ttr2ur2v3u
oraz z punktu Po .

O zn aczając I РР^| = s oraz en = I PP1i + I P ^ g l  + • • • •  + I Pn -1  Pn  ̂
łatw o nożna w ykazać, że

C
s  — *  ------------------------- 2 d y  П — * o o

П i • COSdC

a zatem Krzywa C J e s t  prostow&ina.

O czy w iście  s ln  |  + 8 la  ( ^  + | )  s in  f  + s in  Г У  + f  )
1 iffl 11 - _ ■

nk—)oo s in(3fn^ + | )  s in f j "  + 5 )

oraz Jak łatwo stwierdzić

s in  2 + s in  ( ï  + ?  ) 4
----------------------------- )  i  dla każdego 0 4  H  *Jr—

sin f j  + 3  ) '

S tą d  oraz z / 2 . 1 8 /  w ynika, że i s t n i e j e  l ic z b a  & >  0 i  i s t n i e j e  wskaź

n ik  N t a k i ,  że

lSn / o l  s in  j  + s in (ćT  + j )

l? ïï>  tr?77j) - 6>‘
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Na p o d sta w ie  tw ie r d z e n ia  / 2 . 1 7 /  stw ierd zam y, że krzywa C n ie  p o-
o

siada w ła s n o ś c i /А  /  w p u n kcie  P .
°  5Pokażem y, że krzyw a C ma w łasn ość  /А  /  w punkcie P . N iech  punk

towi Q położonemu na krzyw ej C odpowiada param etr t  Й  IQPq| . Weź

my pod uwagę dowolny punkt Qn o param etrze t n na krzyw ej C i  dowolny 

p o d zia ł t 0< .  t ^ ^  t g ^  t n p rzy  czym param etrow i t^  d la  i  = i ,  2 n iech  

odpowiada punkt Q ' d la  i  = 1 ,2 .  J e ż e l i  o d cin e k  Q^Q2 le ż y  w tr ó jk ą c ie  

prostokątnym  P ^ ^ P g  ^ut> w t r a jk ą c ie  prostokątn ym  t0  napewno

IQ jQ ^ I^  |QnP0 l '  przypadku t r ó j k ą t  P ,,1? ^ ^  zawsz® j e s t  tró j
kątem rozw artokątnym  p rzy  czym hok 1е *У p rzy  k ą c ie  rozwartym i  dla

tego mamy:

IQ^Qgl 4  IQ2Po* ^  IQnPo' / z o b .r y s . 4 / -
c

A zatem , zgo d n ie  z d e f i n i c j ą  / 2 . 1 6 /  krzyw a C ma w łasn o ść  /А  /  w punk- 

c ie  P0 .

/ 2 . 2 0 /  P r z y k ła d . O kreślm y pun kty Pn ,Qn d la  n = 1 . 2 , 3 ............przez w spół

rzędne: P / —*  » 0 / .  Q_ /  ^ s > ^ 5 /  w u k ła d z ie  prostokątnym kartezjań sk im . 
n n

Krzywą C z d e fin iu je m y  Ja k o  krzyw ą p ła s k ą , z ło ż o n ą  z n ie sk o ń c z e n ie  w ie

lu odcinków :

PfQl Lź ̂ 1Р2 ̂  P2̂ 2 ̂  ̂ 2P3 ̂  ‘ * *

oraz z punktu PQ o w sp ółrzęd n ych  / 0 , 0 / .

Krzywa C j e s t  p ro sto w a ln a  w p r z e d z ia le  < 0 ,1 >  . Wynika to  z nierów 

n o ś c i :  i------------------------------ n----------- 1 oo

Е У И  'l(b-àf) ?•
n / l  n / i  n /1

Pokażemy, że krzyw a C n ie  p o s ia d a  w ła s n o ś c i /А 5/  w p u n kcie  P . W tym 

c e lu  weźmy pod uwagę p u n kty  Pn i  4^ oraz  pewną l ic z b ę  £ o ta k ą , Ze

~Y 4  Ł „ 4  1 .  Wówczas

lp0pn l <  d la  D = 1 >2 ' 3 ..........

a to  o zn a cz a , że krzywa C n ie  ma w ła s n o ś c i /А “ /  w pun kcie PQ.

/ 2 . 2 1 /  P r z y k ła d . Oznaozmy p rze z  Pn pun kty o w spółrzędn ych  ( ^ ,o )  p o ło 

żone na jednym z ramion k ą ta  o s tr e g o  z p r z e d z ia łu  f'0 , 7 ) a przez Qn 

punkty p r z e c ię c ia  s ię  d ru g ie g o  ram ien ia  te g o ż  k ą ta  z lukam i ^  okręgu 

o prom ieniu l pn? < / x 5  d la  n = l . 2 . 3 . • • • •  / z o b .r y s . 5 /
Kł adz iemy / z o h . r y s . 5 / :

c -  p0 i u  u  q1q;, — яг2 p2p„ u qr5 o - ...........
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j e s t  r o z b ie ż n y . Żaden o d cin ek  le ż ą c y  w w ycinku k o ła  o k ą c ie  środkowym

0 < o C  <  % n ie  b ę d z ie  w ię k szy  od p rom ien ia  te g o  w y cin k a . S tą d  Ju ż  wynika,
4 5że krzywa C p o sia d a  w łasn ość  /А  /  w pu n kcie  PQ.

/ 2 . 2 2 /  P r z y k ła d . Zmieńmy w p r z y k ła d z ie  / 2 . 2 0 /  w sp ółrzęd n e w yróżnionych 

tam punktów Pn .Q n d la  n = 1 ,2 , 3 ,  . . . .  na w spółrzędn e pn/n > ° /> Q n/n>j^ 
a d a le j  sko n stru u jem y krzyw ą ta k  ja k  w tym p r z y k ła d z ie .

Otrzymana w ten  sposób krzywa b ę d zie  n ie p r o s to w a In a , a d la  punktów 

Pn i  Qn i  d la  l ic z b y  £, Q t a k i e j ,  że Щ  <  <  1 , b ę d z ie  z a c h o d z i

ła  n ierów ność: I p0pn l <  £ 0 l Po^nl d la  n = 1 >2 >3 f  • 00 o zn a cza , że
krzywa n ie  ma w ła s n o ś c i / А 5/  w p u n kcie  PQ.

o
I I I .  S to su n ek  w ła s n o ś c i A rchim ed esa /А  /  do innych z a ło ż e ń  

re g u la rn o śćio w y ch  czy n io n y ch  w g e o m e tr ii  różn iczk ow ej

2Ponieważ w z a ło ż e n ia c h  różn ych  tw ierd zeń  w y stę p u je  w łasn ość  /А  / ,  

warto p o k u sić  s i ę  o porównanie J e j  z innymi z a ło ż e n ia m i r e g u la r n o ść io w y - 

mi czynionym i w g e o m e tr ii  r ó ż n ic z k o w e j.

W podręczniku Ы .  B ie r n a c k ie g o  [ з ]  t . I  na s t r . 6 6  spotykam y n a stę p u 

ją c e  tw ie rd ze n ie  d o ty c z ą c e  krzyw ej p ł a s k i e j :
' 1 x/" J e ś l i  łu k  J e s t  k la s y  C a  punkt M j e s t  punktem zwyczajnym '  te g o  łu k u ,

to  sto su n ek  d łu g o ś c i  łuku MM/ do d łu g o ś c i  c ię c iw y  Ш ' dąży do i ,  gdy

U '-4M  ."

"! obranej tam m etod zie  dowodu, z a ło ż e n ie ,  że krzyw a j e s t  łukiem  kla

sy  C1 w o to c z e n iu  punktu M, j e s t  w sposób i s t o t n y  p rze z  a u to r a  wyko

rzy sta n e  .

/ 3 . 1 /  T w ie rd z e n ie . J e ż e l i  krzywa C o równaniu r  = r  / t /  d la  t € < a , b >  

j e s t  k la s y  C1 w p u n kcie  regularnym  P Q o param etrze t Q, to  krzywa C 

E t w tym punkcie w łasn o ść  /A 1/ .

x '.'unia zwyczajny oznacza tu punkt regularny.
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T w ierd zen ie  t o ,  w porównaniu z pow yżej zacytowanym twierdzeniem je s t  

o g ó ln ie js z e  gdyż d o ty c z y  krzyw ej p r z e s tr z e n n e j ,  oraz " s i l n i e j s z e j "  w łas

n o śc i A rch im ed esa , ja k ą  j e s t  w ła sn o ść /A P/  /w  porównaniu z w ła s n o ś c ią A ^ /  

i  w r e sz c ie  ma s ła b s z e  z a ło ż e n ie  re g u la rn o ścio w e  /k l a s a  (A  w p u n k cie , a 

nie g l o b a l n i e / .

Dowód. N iech  w ektor r  / t /  ma w sp ółrzęd n e x / t / , y / t / , z / t / .  I s t n i e 

je  ta k i  p r z e d z ia ł  A  , że

a /  t Q £ Д  ,

b / fu n k c je  x / t / , y / t / , z / t /  ja k o  k la s y  C1 w punkcie PQ będą w p rze 

d z ia le  A s p e łn ia ły  warunek L i p s c h i t z a ,  a  w ięc b ęd ą bezwzględnie cią

g ł e ,

с /  fu n k c ja

f  / t /  =  / t / ) 2 ( y / t / ) 2 + ( z / t / ) “

będzie ograniczona w A.
P r z e d z ia ł  Д  ma byó o tw a r ty , gdy t Q6 ( a , b ) ,  ma byó p o s t a c i  

gdy t Q = a i  p o s t a c i  (oc ,b >  gdy t Q = b .  Z warunku b /  w ynika, że 

d łu g o ść  łuku krzyw ej C ,  od p ow iad ającego  t  z p r z e d z ia łu  A

wyraża się wzorem:

I  V ( * ' / t / ) 2 + { y ' / t / ) 2 + i z / t / ) 2 d t .
t l

N iech  Pĵ  i  P2 będą dwoma dowolnymi punktam i krzyw ej C wyznaczonymi 

przez param etry  t^  i  t 2 z p r z e d z ia łu  A  . Wówczas

4_ ^  j  \l ( x ^ t / ) 2 + ( y / 4 / ) “ + ( z ' / t / ) ‘m d t

/3.2/ J W ,  ^ *
lPl P2l \ j ( x / t 2/ -  x / t j ) 2 + ( y / t 2/  -  y / t 1/ ) 2+ ( z / t c ./ -  z / t ^ '

Z warunku с /  i  z tw ie r d z e n ia  o w a r to ś c i  ś r e d n ie j  d la  c a łe k  w ynika, że 

i s t n i e j e  l i c z b a  ś€ ta k a , że

/ 3 . 3 /  in f  £ / t /  4  «  4  sup f / t /
t e < t t , t 2> t é < t 1 , t 2>

oraz

/ 3 . 4 /  p i

\ f  / t /  dt = ae(t„  -  t . )
1У ' to 1
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Z tw ie rd ze n ia  o w a r to śc i ś r e d n ie j  d la  f u n k c j i ,  mamy:

/ 3 . 5 /

= V  ( х ' / з  ±/ ) 2 + ( у ' / 1 21 ) 2 + ( * п  3/  ) 2 .

gd zie  4  4  t 2 d la  i  = 1 , 2 , 3 .

O s ta te c z n ie , j e ż e l i  t j —3> t „ ,  t 2—» t 0 t z n * J e ż e l i  punkty / P j , P2/ - ) / P 0 , P 0/ ,  
to  z / 3 , 2 / ,  / 3 , 3 / ,  / 3 , 4 / ,  / 3 , 5 /  otrzym ujem y te z ę  n a sze g o  tw ie r d z e n ia .

W dalszym  c ią g u  odpowiemy na n a s tę p u ją c e  p y ta n ia :
2

-  w jakim  stosun ku w łasn ość  /А  /  p o z o s ta je  do z a ło ż e n ia ,ż e  krzywa p r o s to  

walna p o sia d a  s ty c z n ą  w rozważanym p u n k cie  lu b  do z a ło ż e n ia ,  że krzywa 

p rostow aln a n ie  p o s ia d a  s ty c z n e j w tym p u n k cie?

Otóż okazu je s i ę ,  że żadne z wym ienionych tu  z a ło ż e ń  n ie  w yklucza
p

an i n ie  d eterm in u je  z ach o d ze n ia  w ła s n o ś c i /А  / .  D o k ła d n ie j przedstaw im y 

to  na p o n iż e j skonstruow anych p rzy k ła d a ch  krzyw ych.

I  ta k , p ierw szy  p rz y k ła d  b ę d z ie  p r z e d s ta w ia ł krzyw ą p rostow aln ą ,k tó 

ra ma w swym ustalonym  pun kcie s ty c z n ą  n i e c i ą g ł ą  i  ma w tym punkcie w łas-
2

nośó /А  / .

/ 3 . 6 /  P r z y k ła d . Określm y punkty Pn .Qn d la  n = 1 , 2 , 3  . . .  p rze z  w sp ół

rzęd n e: Рд/  j j .O / ,  Qn / j j ,  —3/  w u k ła d z ie  prostokątn ym  k a r te z ja ń sk im

/ 0  ; x , у / •

N iech  łu k  Cn sk ła d a  s i ę  / z o b .r y s . 6 / :  

a /  z od cin k a  PQ+1 Qn + ± ,
3b /  z łuku będącego wykresem f u n k c j i  у = x , d la

n + 2 ^  x 4  n Î  i  1

с /  Z ° dcink<5w: «n+ 2 Pn+2 1 Pn+2 Pn+3 *

Krzywą C z d e fin iu je m y  ja k o  sumę z ło ż o n ą  z łuków Сд d la  n = 1 , 2 , 3 . . .
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|Vi > f?
|Fppj r

a to oznacza, ze krzywa nie posiada własność: /A*V w punkcie PQ.

Krzywa С j e s t  p ro sto w a ln a , gdyż sz e re g  )  jest zbieżny i krzy-
3 r 7 Ï  n

wa będąca wykresem funkcji у  = к w p r z e d z ia le  < 0 , 0  te ż  jest pro

sto w a ln a . Krzywa C ma styczną w punkcie 'Рл i styczna ta  jest niecią- 
g ła  w tym p u n k c ie . Pokażemy, że krzyw a C ma w łasn ość  /А  /  w punkcie P„.O
Oznaczmy p rze z  P dowolny punkt p o łożon y  na łuku C ^ . Wówczas:

1

_  J  1 ± 3  + f +V l  + (з X 2) 2 ' dx
.  Ü 2 Ü  /  к4йТ* k ô V 

1 ^  |P0P| ^  _ 1 _
0  n+3

Ponieważ

° °  1 i
' , Z5 ^  Ô 75 / [ э ]  . t . n ,  s t r  . 2 4 5 /

k /n + l  K й

oraz 1
n+1 ________________  ___________,_

J  f l T ( 3 i 2 ) 2  V 1 + e 2 , g d z ie  £ - 5 ^ 0

O

wiee . .  I V  .
lim  p pT 1 - P — > P o '* o r|

Przykładem  krzyw ej p r o s to w a ln e j, k tó r a  ma w swym ustalonym  punkcie 

s ty c z n ą  a n ie  ma w ła s n o ś c i /А  /  j e s t  krzywa skonstruow ana w sposob ana

lo g ic z n y  ja k  w p r z y k ła d z ie  / 3 . 6 /  z tą  jed n a k  r ó ż n ic ą , że p r z y ję t ą  tam 
3 2fu n k c ję  y  = x  z astęp u jem y  fu n k c ją  y = x  . Taka krzywa j e s t  p r o s to -  

walna i  ma s ty c z n ą  w pu n kcie  P Q. Pokażemy, że n ie  ma ona w ła s n o ś c i /A /  

w pu n kcie  P0> W tym c e lu  weźmy pod uwagę dowolny punkt P p o ło żon y  na 

łuku Cn . Wówczas i  i  v ° °  ■ 1 1

I PQPI 4  kTïïTl ° ł l  4  kTnTT ° ł l  ,

|P»P|> ié î fM i5 f> £
a poniew aż

O O

J  " H У Ï ÏTÏ  / W .  t - 1 1 - s t r .245/
k /n + l  k

więc

J V  >  F
|F pj ^
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P rz y k ła d  krzyw ej p r o s to w a ln e j, k tó r a  w pewnym u stalon ym  punkcie nie 

ma s t y c z n e j ,  a ma w tym pun kcie w łasn ość  /А  / ,  j e s t  przedstaw iony w pra

cy  S .  Midury [ 1 2 ] ,  J e s t  to  krzyw a, k t ó r e j  równanie w u k ła d z ie  biegunowym 

ma p o s ta ć :

/ 3 . 8 /  J 5Г s in  V I log<pl‘ + i  d la  0 <  9  4  \  »

^  |o d la  9 = 0 .

0 krzyw ej t e j  a u to r  dow odzi, że w p u n k cie  P o/ 0 , 0 /  ma w łasn ość  /А  / i  da

l e j  p o k a z u je , że krzywa ta  n ie  j e s t  s ty c z n a * ^  do s ie b i e  samej, z c z e 

go na p od staw ie tw ie r d z e n ia  6 um ieszczonego w t e jż e  p ra cy  / s t r . i i i / w n i o 

skujem y, że krzywa ta  n ie  p o sia d a  s ty c z n e j  w omawianym pu n kcie  PQ.

I  w re sz c ie  o s t a t n i  p rzy k ła d  krzyw ej p r o s to w a ln e j, k tó r a  w регшуш u - 

stalonym  punkcie n ie  ma s ty c z n e j i  n ie  ma w tym p u n kcie  w ła s n o ś c i /А  /  

p od aje  tw ie rd z e n ie  / 2 . 1 7 / .

A n a liz u ją c  powyżej p rze d sta w io n e  krzywe stw ierd zam y, że tro c h ę  s i l n i e j 

sze z a ło ż e n ie  o krzyw ej, m ia n o w icie , że krzywa ma w pewnym ustalonym  punk

c ie  n ie  ty lk o  s ty c z n ą , a l e  rów nież ma w tym pu n kcie  w ektor s ty c z n y , rów-
o

n ie ż  n ie  d eterm in u je  za ch o d ze n ia  w ła s n o ś c i /А  /  w tym p u n k c ie .

IV . Z astoso w an ie  w ła s n o ś c i A rch im ed esa w g e o m e tr ii  ró żn iczk o w ej

Ja k  ju ż  w spom nieliśm y, w łasn ość  A rchim ed esa w y stę p u je  w założen iach  

różnych tw ie rd z e ń . O becn ie podamy p r z y k ła d y  ta k ic h  tw ie r d z e ń .D la  d o s to 

sow ania do oznaczeń w n i n i e j s z e j  p ra c y  w sform ułow an iach  p rzy ta cza n y ch  

tw ierd zeń  b ę d z ie  cz ę śc io w o  zm ienioną sy m b o lik a .

/ 4 . 1 /  S . Gołąb i  Z .  M oszner w p ra cy  [8 ]  za jm u ją  s i ę  s ty c z n o ś c ią  łuków 

p r o s t y c h w  o gó ln y ch  p r z e s tr z e n ia c h  m etry czn y ch . Ze w zględu na d a ls z e  

rozw ażan ia , przytoczym y d e f i n i c j i  pewnych p o ję ć  podanych w t e jż e  p r a c y .

D e f i n i c ja  1 . Rzutem R' punktu R na łu k  C nazywamy ten  punkt 

Р/ t /  łuku C , k tó r y  odpowiada n a jm n ie js z e j  w a r to ś c i  param etru t / te < 0 J> /  
s p e łn ia ją c e g o  zw iązek :

< ? / R , P / t / /  = < ? / r , c / ,

g d z ie  9 / R , C /  ozn acza o d le g ło ś ć  punktu R od łuku C .

D e f i n i c ja  2 . Łuk p r o s ty  C 0 j e s t  w pu n kcie  P o s ty c z n y  do łuku pro

s te g o  C j ,  j e ż e l i  o zn a c z a ją c  p rze z  P 2 b ie ż ą c y  punkt łuku C 2 różny 

od PQ a p rze z  Pg je g o  r z u t  na łu k  C ^ , mamy:

< p / P , , P ' /
lim  ----------^— —  = 0 .

_________________________ P2 -> Po ^ f o ' V

x /  D e f in ic ja  s ty c z n o ś c i  j e s t  podana w następnym  r o z d z i a le .
xx /  Łuk p r o s ty  ozn acza tu  łu k  zw ykły .



ШЛЯКМ  ABCEUHtDESA I  JB J ZASTOSOWLRXE V GEOMETRII 69

Styczność łtiku C 0 do łuku w punkcie Pq w sen sie  d e f i n i c j i  2 o -
znac zamy krótko C^TC^.

Ponieważ podcina tu d e f in ic ja  s ty c z n o ś c i łuków n ie  ma w ła sn o ści sy
m etrii nawet p rzy za ło ż e n iu , że łu k i C 1 1 Cg są  prostow alne,pow stało  

pytan ie: ja k ie  z a ło ż e n ie  w ysta rczy  dodać do za ło ż e n ia  C 2TC1 , ażeby móc 

stąd wnioskować C^TCg. Odpowiedź na t o  p ytan ie  podają autorzy w p o sta 
c i n astęp u jącego

T w ierd zen ia . J e ż e l i  dna łu k i p ro ste  1 Cg wychodną z teg o  sa
mego punktu PQ i  j e ż e l i  CgTC^ w punkcie PQ ora» łuk C^ ma w punk

cie  Po w łasność /А 2/ ,  to  C^TCg w punkcie PQ.
Pokazano te ż  w p ra cy , te  z a ło ż e n ie : ładu C . ma w punkcie P . w ła s -  

2 i  o
dość /А  / ,  j e s t  is to tn e  w tym twie rdzen i a . Można za p y ta ć , czy  w powyższym

2
tw ierdzeniu z a ło ż e n ie : kuk C, aa  w łasność /А  /  w punkcie P , można z a -

1 5 °stą p ić  założeniem : M c  asa w łasność /Д  /  w punkcie PQ. Okazuje s ię  

jrteaJr, te  odpwrlsidś j e s t  negatyw na.
Żeby s ię  o t jn  przekonać, weźmy pod uwagę za krzywą C 1 krzywą 

ŻunMFtraWwwmą w p rz y k ła d z ie  / 2 . 2 1 / ,  a za kr zy wą Cg weźmy p ó łp r o stą , na 

k tó rej aą j i ł r t i w  punkty P /s a b .r y a . f i / .  M c  ju ż  pokazaliśm y,krzyw a C.
C “  A

na o lam in ś/ /А  /  w punkcie Po . Obsunie  pokażemy, że zachodzi Ĉ  TĈ 
w punkcie f . . B&a plnrw azej w spółrzęd n ej punktu P położonego na krzy-O
Wtj Cg, mamy:

• k  <  x  <  Ł “ *  pewnego n n atu raln ego, 

i w b w a w  5^T  •

O— ZBiaąJ j t  р а м  P' ra u t punktu P na krzywą otrzymamy:

?**#<> Ł - sk  •
Z o s ta tn ic h  dwu n ierów n ości many:

/ <  Ч -S L  ,
n+T

i gdy в - > е о  , to

| Æ ^ / - » 0 ’

a to oznacza, te  zach od zi CgTC^ w punkcie PQ.
Weźmy tera z pod uwagę na krzywej C^ punkty oznaczone na r y s . 5 przez  

QH, k tóre  w prostokątnym  u k ła d z ie  kartezjań sk im  / o  początku um ieszczo
nym w w ierzch ołk u  rozważanego tam k ąta  oc. i  o o sia ch  tak dobranych, by 

oznaczone na r y s . 5 punkty PQ le ż a ły  na d o d a tn ie j p ó ło s l  x , sa ś kąt cC
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l e ż a ł  v  p ie r w s z e j ć w ia r tc e  te g o  o k ła d u / m ają w sp ó łrzęd n e:
■f !_ УQn / — c o s  c c ,  — s in  ос / ( g d z ie  O < o C  i  -  .

Wtedy P / P j i O , ) /  *  O znaozająo p r z e z  r z u t  punktów na krzywą

C 2 , otrzymamy:

? / % . < £ '  ~  n 8 to o C *

O s ta tn ie  dwie rów n o ści d a ją  nam rów ność:

Р / 0 _ » 0 _ /  у
Ç  / Р  , (^ 7  = н1ппС » 8d z le  0 < Г о с <  -  ,

a  t o  o zn a cza , że n ie  z a c h o d z i C ^ lC j  w p u n k cie  PQ.

/ 4 , 2 /  W łasność /А 2/  w y stę p u je  rów nież w p r a c y  S .  U id u ry  f l 2 ]  d o ty c z ą c e j 

stosu n ku  dwu różn ych  d e f i n i c j i  s ty c z n o ś c i  łuków w o gó ln y ch  p rze strzen iach  

m etryczn ych . A u tor rozw aża -  u p rzed n io  podaną -  d e f i n i c j ę  T s ty c z n o ś c i  

dwu łuków , oraz n a s tę p u ją c ą  d e f i n i c j ę  ^  s ty c z n o ś c i  dwu łuków .

D e f i n i c ja  3 . Łuk C2 J e s t  s ty c z n y  w pu n kcie  PQ do łuku p r o s te g o  

C j ,  J e ż e l i  sp e łn io n y  j e s t  zw iązek :

lim  У 2 / р . ’ V  ł  ?2/r°- V  -  V  ,

2 ? ' po - V ? / V ' /

S ty cz n o ść  łuku C .  do łuku C .  w p u n k cie  P„ w s e n s ie  d e f in ic ji  3 h ę -% 6 1 O
dziem y o z n a c z a li  k ró tk o  C 2 Ti c i *

W dalszym  c ią g u  a u to r  z a d a je  p y t a n ie :  c z y  j e ż e l i  C „T C . w punkcie
2 <2 1

PQ i  łu k  C A ma w łasn ość  /А  /  w p u n k cie  Po , to  c z y  C 2 Ti c i  w punkcie 

PQ? Odpowiedź z n a jd u je  on negatyw ną, o czym św iad czy  wspomniany już w te j  

p racy  p rz y k ła d  / 3 . 8 /  z a  parę c i > c 2 p rzy jm u je  parę C , C / .

P rz y k ła d  / 3 . 8 /  p o k a z u je , że otrzymamy odpow iedź negatyw ną i  w tyn
o

przypadku , k ie d y  w powyższym p y ta n iu  w ła sn o ść  /А  /  z a s tą p im y us i l n i e j s z ą "  

w ła s n o ś c ią  /А 1/ .  Pokażemy bowiem, że krzyw a / 3 . 8 /  ma je d n o s ta jn ą  własność 

A rch im ed esa , a  zatem i  w ła sn o ść  /А 1/  w rozważanym p u n k cie  Po .

N a jp ierw  pokażemy, że do k ażd ego  E >  O i s t n i e j e  <fi  >  O
t a k i e , że

j f o f  <  1 + 6 -
d la  k a ż d e j pary punktów P f f p j V p )  » n a le ż ą o y o h  do k rz y 

wej i  t a k ic h , że O <  Ç>p <  d‘1 i  O <  <pa <  Ponieważ
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więc i s t n i e j e  ta k ie  "y- O, że d la  każdego ę> ta k ie g o , że
0 <  <p <<5^ тащу:

I < P (P )-P I  <  6 ■

Niech P ,Q  będą dowolnymi punktami n aszej krzywej ta k im i,ż e  0<Ç>p<Ç>Q<;rf1. 
Z poprzedniej n ierów ności mamy:

P  : Ç q

|PQ|= J \j i  + fp ')2 ? 2 'd ? <  J ( i  +l<P(fÇ)-?)d? <  (fQ- ? P) f l  + £ )  ,

*  I - I
a ponieważ I PQ I >  Ç>a - f p , więc -Щ р  <  1 + £ ? p <  ? Q <  ^

Kawałek krzywej / 3 . 8 /  wyznaczony przez p rze d z ia ł -£■ ^  9  ^  ^  J e s t  k la 
sy C 1 , a więc ma je d n o sta jn ą  w łasność Archim edesa. Oznaoza to , że d la  
każdego £ >  0 I s t n i e je  l ic z b a  6 2 = cT^Ce) >  0 ta k a , że

Jzaiy ! + c|PQ| V i + fc .

dla każd ej pary punktów P,Q  tegoż kawałka ta k ic h , że |PQ| <  c f„ . 
Oznaczmy przez <5 -  min ( - f  , « fg ) . s t 4 d i  na podstawie powyższych rozwa
żań o s ta te c z n ie  stwierdzam y, że d la  każdej pary punktów P,Q krzywej /3.fÿ 
zachodzi:

i  + 8 , gdy ty lk o  IPQI <  <f.

/ 4 . 3 /  W łasnością Archimedesa p o słu ż y ł s ię  również S . S e ra fin  w prawy [б], 
w k tó r e j badał związek pomiędzy p rosto w aln ością  przez s ty c z n e , a zwykłą 
prostow aln ośoią krzyw ej.
D e fin ic ja  p rostow aln ośoi krzywej przez styozne j e s t  n a stęp u ją ca .

D e f in i c ja . N iech krzywa C prostow alna będzie dana równaniem r =
= т/ t / ,  gd zie  t  6 < 0c , J b y  . Rozważmy dowolny r e g u la r n y * ^ ią g  podzia
łów Pn p rze d zia łu  < o c ,Jb >  , рц : |oc = t  <  t Ł <  . . . .  <  t „  = f i  } oraz ciąg 
łamanych wpisanych w C , o w ierzchołkach w punktach wyznaczo
nych przez punkty k o le jn y ch  podziałów . W każdym p rze d z ia le  częściowym t j ,  
* i+ l  dowolnego p o d zia łu  wybierzmy punkt “t j  ta k i , by C w odpowia
dającym mu punkcie m iała styczn ą  / t a k i  punkt zawsze i s t n i e j e / .  Cięciwę 
odpowiadającą temu p rzed zia łow i zrzutujem y prostopadle  na styczn ą w wy- 
branym uprzednio pu nkcie . Sumując d łu g o śc i utworzonych rzutów d la  cięciw 
tworzących łamaną Q n , otrzymamy lic z b ę  CL>n . Ponieważ c ią g  podziałów 
je s t  re g u la rn y , więc c ią g  -|!£2П1| d łu g o śc i łamanych n ma za grani
cę d łu gość L krzywej C . J e ż e l i  d la  dowolnego regularnego ciągu  po
działów p rze d zia łu  </pc , f&y i  dowolnego c ią gu  układów punktów °trn ta 
k ich , że w każdym z tych punktów krzywa ma sty c z n ą , zachodzi limu> = L,

П - t O O  u
to krzywą nazywać będziemy prostow alną przez s ty c z n e .

x /  C ią g  podziałów  p nazywamy re g u la rn y m ,Je ż e li Л = m a x l t . - t .  11 —>0, 
gdy n -» o o .
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W p racy  z o s t a ło  udowodnione
T w ie rd z e n ie . J e ż e l i  krzyw a s p e łn ia  w aru nki: 

a /  j e s t  p rostow ałn a ,

b /  w każdym p u n k cie , w którym  ma e ty c z n ą , ma w ektor s ty c z n y , 

с /  w każdym p u n k cie , w którym  ma s ty c z n ą , ma w łasn ość  /А  / ,  

d /  z b ió r  punktów n i e c i ą g ł o ś c i  w ektora e ty c z n e g o  j e s t  m iary L e b e sg u e 'a  

z e r o ,

to  krzywa j e s t  p rostow aln a  p rze z  s ty c z n e .

W ś w ie t le  r o z d z ia łu  I I I  można ła tw o  s tw ie r d z ić ,  że z a ło ż e n ie  с /  w tym 

tw ierd zen iu  j e s t  n ie z a le ż n e  od p o z o s ta ły c h  z a ło ż e ń .

W t e jż e  p racy  spotykam y p rzy k ła d  krzyw ej K , k tó r a  

a/  J e s t  p ro sto w a ln a ,
b /  ma w każdym pu n kcie w ektor s ty c z n y , 

с /  ma w każdym punkcie w łasn ość  /А  / ,

Л/  n ie  J e s t  p rostow aln a  p rze z  s ty c z n e .
2

W t e j  s y t u a c j i  można z a p y ta ć : czy  j e ż e l i  w łasn ość  /А  /  zastąpim y 

w ła sn o śo ią  /А 1/  oraz krzyw a b ę d z ie  s p e łn ia ła  w ypisane pow yżej warunki a / 

i  b / ,  to  c z y  t a  krzywa b ę d z ie  ju ż  w tedy p ro sto w a ln a  p rze z  s ty c z n e ?  Na to 

p y ta n ie  n ie  znam o d p ow ied zi.

Warto zauw ażyć, że krzyw a К , o k t ó r e j  mowa p o w yże j, n ie  ma w łas

n o ś c i /А 1/ ,  a  w ięc n ie  d a je  odpow iedzi na p o staw ion e p y ta n ie .N ie  powta

r z a ją c  d ość d łu g ie g o  o p isu  k o n s t r u k c j i  krzyw ej К -  zachow ując jed n ak  

d okład nie o zn aczen ia  ja k i e  z o s t a ł y  p r z y ję t e  w p ra c y  [б ] -  pokażem y, że 

krzywa E n ie  ma w ła s n o ś c i / Д 1/  w p u n ktach  P z b io r u  Q / [ б ]  tw .2  1-Х/.

W każdym bowiem o to c z e n iu  punktu P można z n a le ź ć  zaw arty  w nim j a k i ś
к к кp r z e d z ia ł  TTj a  w tym p r z e d z ia le  pewne pu n kty  A j i  B j , w k tó ry ch

sty cz n e  tw orzą z o s ią  o d c ię ty c h  k ą ty  4 5 ° i  -  4 5 ° .  Punkty te  s ą  p o łą c z o -
к кne łukiem  okręgu o środku leżącym  na d w u sie cz n e j o d cin k a  A j B j . P o n ie 

waż w t e j  s y t u a c j i  mamy:

И  Bli Ъ Г
i*ï «SI = 1 ? •

a zatem krzywa К n ie  ma w ła sn o śc i Д 1/  w p u n kcie P .
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R é s u m é

P r o p r ié té  d ’ Archim ède e t  s e s  a p p lic a t io n s  

dans l a  gé o m é trie  d i f f é r e n t i e l l e

Ce t r a v a i l  t r a i t e  d es c e r t a in e s  g é n é r a l i s a t io n s  de l a  p r o p r ié té  

d ’ Archim ède avec le u r s  c e r t a in e s  a p p l i c a t i o n s ,  a i n s i  que des réflexions, 

con cern an t le  r a p p o rt de c e s  p r o p r ié té s  aux s u p p o s it io n s  de la  ré g u la 

r i t é  d i f f é r e n t i e l l e .
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Р е в е н е

СВОЙСТВО АРХИМЕДА И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕШЕТРИЯ

Этот труд вавикается некетерыки обобщениями свойства Архимеда вместе с 
■екатарнми применениями к рассухдениями касающимися отношения этих свойств 
к другим регулираванным основам применяемым в дифференциальной геометрии.


