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§ 1 .  W p ra c y  f 7 ] /tw ie r d z e n ia  6 i  8 /  z o s t a ł  podany warunek k o n ie c z 

ny i  d o s ta te c z n y  na t o ,  aby dany o b ie k t  geom etryczn y b y ł k o m ita n tą  a lg e 

b ra icz n ą  in n ego  o b ie k tu  geo m e try czn e g o . W n i n i e j s z e j  n o c ie  wykażemy, ze 

nożna na dwa sp osob y wzmocnić k o n ie cz n o ść  te g o  warunku / t w ie r d z e n ia  1 , 2 

i  3 /  i  podamy pewne za sto so w a n ia  te g o  w sn o c n le n ia . Metody stosow ane w no

d e  znane są  w t e o r i i  o b iek tó w  geom etryczn ych  /z o b .  n p . [6] lub [ 8 ] / .

T w ie rd z e n ia  w p ra c y  [7] z o s t a ł y  sform ułow ane i  udowodnione d la g r u -
g

py Ln , a le  prawdziwe s ą  d la  dow olnej gru p y tr a n s fo r m a c ji  G w yznacza

ją c y c h  z b ió r  d o p u szcza ln ych  układów  o d n ie s ie n ia .  Z te g o  te Z  powodu w n i 

n i e j s z e j  n o c ie ,  w y k o r z y s tu ją c e j w y n ik i p ra cy  [ 7 ] ,  form ułujem y otrzymane 

r e z u lt a ty  d la  dow oln ej gru py G w m ie js c e  grupy L®.

P o ję c ia  używane w t e j  n o c ie  moZna z n a le ź ć  w [3j .

§ 2 . Rozważmy dwa o b ie k ty  geom etryczne a b s tr a k c y jn e  ш  i  (f o re

gułach  tra n sfo rm a cy jn y ch

/ 1 /  U > ' « = F ( w , l )  d l a  u) € ЛС i  1 e  G,

/ 2 /  d * ' = H ( < J , l )  d la  S e  JT  i  l €  G

i  o w łóknach J*C i  J C .

/ 3 /  L± (o o o) U  [ l  €  Gï F ( U > 0 , 1 )  -O > 0 ] ,

/ 4 /  L2(tf0) U  [ i e  et H(rf0 , i )  - t f o] .

Zb iory  LjCcOp) i  L , /  r fQ) p rzy  u sta lo n y c h  CUQ i  ó'Q odpowiednio ze 

zbiorów 1 ) / i  JC  są  podgrupam i grupy G /z o b .  U ] i  [б ] tw ie r d z e n ie  5 / ,  

zwanymi podgrupam i s ta b iln y m i o b iektów  ш 1 ( f  odpow iednio d la  elemen

tów uj i d * ,  o o
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Zacytujem y tw ie rd z e n ie  6 z [7 j Ja k o
Lem at.  Tranzytyw ny a b s tr a k c y jn y  o b ie k t  geom etryczny t f  o w łóknie 

J Г  J e s t  кom1ta n tą  a lg e b r a ic z n ą  tran zytyw n ego a b s tr a k c y jn e g o  o b ie k tu  co o 

w łókn ie oU> w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy i s t n i e j ą  e lem en ty  i ü q i  d “o na

le ż ą c e  odpow iednio do w łó k ien  cML 1 J f  t a k i e ,  że L;lf u i 0) < r  L2 ( c f 0) .  

Udowodnimy

T w ierd zen ie  1 . Tranzytyw ny o b ie k t  geom etryczn y cf o w łóknie J C  .Je s t  

кo m ita n ta  a lg e b r a ic z n a  tranzytyw nego o b ie k tu  geom etrycznego to o w łóknie 

(X /  wtedy 1 ty lk o  w tedy, gdy d la  dow olnego elem en tu  c u £ z w łókna 

i s t n i e j e  elem en t d*£ we w łók n ie  J T  t a k i ,  że L£(c o  £) C :  L g ГcT £) .

Dowód. D o sta te cz n o ść  warunku wynika n a ty ch m ia st z lem atu .

Dowód k o n io a z a o ó c i warunku. Na p o d sta w ie  lem atu i s t n i e j j  elem enty 

u>0 i  d*0 n a le ż ą c e  do w łó k ie n  J h  i  J f  t a k i e ,  że

/ 5 /  Ь£ (с о 0) С  Ь2 (<Г0 ) .

Z z a ło ż e n ia  i  tw ie rd z e n ia  zaw artego  w [ 2 ]  s t r .  2 3 -2 4  w y n ika , że podgrupy 

L£ ( o J 0) i  Ц ( Ь )  £) gru py G s ą  sp rz ę ż o n e . Zatem w g ru p ie  G i s t n i e j e  

Lq t a k i e , że

/ 6 /  L1 (U 11) » L ; 1 L1 ( a i a) Lo .

Z / 5 /  i  / 6 /  w ynika, że

/ 7 /  L1 ( o i 1) = l ; 1 L±( u >0 ) Lo C  l ; 1 L2 ( cT0) L0 .

Z z a ło ż e n ia  i  tw ie r d z e n ia  zaw artego  w [2 ] s t r . 2 3 -2 4  p . К w y n ik a ,ż e  pod

grupa L” 1 Ij2 ^ c*ko^ Lo podgrupą s t a b i ln ą  d la  pewnego elem en tu  z włó
kna J f  . E lem en t ten  oznaczymy p rze z  c f £ .  Zatem z / 7 /  w yn ika , że 

/ 8 /  L£ (c o £) C  L2 ( с Г £) .

Z / 8 /  na p od staw ie  lem atu w ynik; k o n ie cz n o ść  warunku. Zatem tw ie rd z e n ie  

z o s ta ło  udow odnione.

A n a lo g ic z n ie  Jak. tw ie r d z e n ie  1 można udowodnić

T w ierd zen ie  2 . Tranzytyw ny o b ie k t  geom etryczn y сГ o w łók n ie  J C  

J e s t  kom itantfc a lg e b r a ic z n a  tran zytyw n ego o b ie k tu  geom etryczn ego co o 

w łóknie cVG w tedy 1 ty lk o  w ted y , gdy d la  dow olnego elem entu  <f £ z w łó

kna J C  i s t n i e j e  elem en t co £ n a le ż ą c y  do w łókna (Л С  t a k i ,  że 

L£(co £) d  L 2 fcT 1> .

N iech  będą dane: o b ie k t  geom etryczny co o r e g u le  tra n sfo r m a c y jn e j 

/ 1 /  i  o w łók n ie  oVC oraz dwa, dow olnie wybrane a le  u s t a lo n e , e lem en ty  ooo 

i  d“0 odpow iednio ze zbiorów  JvC i  JC , Oznaczmy p rze z  Z = z (  F,coo 

z b ió r  w s z y s tk ic h  tran zytyw n ych rozw iązań rów nania 

/ 9 /  н [ н ( с Г ,  11) ,  l 2 ]  = H ( c f ,  12 . 1£)

/ " . "  oznacza d z ia ła n ie  w gru pie G / na zb io rze  Jf r  G , które dla tran -
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zytywnego o b ie k tu  geom etryczn ego to o r e g u le  tra n sfo rm a c y jn e j / 1 /  i  

włóknie JvC oraz d la  elem entów  u>0 i  cTq s p e łn ia ją  warunek

/ 1 0 /  Ц ( И # ) С Ц ( < ? 0 ) .

Z tw ie r d z e n ia  1 i  tw ie r d z e n ia  2 z [7 ] w y n ik a ją  n a s tę p u ją c e  3 w nios

k i .

W niosek 1 . J e ż e l i  wyznaczymy z b ió r  Z ,  to  każda fu n k c ja  te g o  zb io ru  

j e s t  r e g u ła  tra n sfo rm a c y jn ą  k o m ita n ty  a lg e b r a ic z n e j  tranzytyw nego o b ie k 

tu lu o r e g u le  tra n sfo r m a c y jn e j / 1 /  oraz każda tran zytyw n a k om itan ta  

a lg e b r a ic z n a  o w łók n ie  J T  o b ie k tu  to j e s t  równoważna z pewnym o b ie k 

tem o r e g u le  tra n sfo r m a c y jn e j n a le ż ą c e j do z b io r u  Z .

Z w niosku 1 w yn ika , że  d la  w yzn aczen ia  w s z y s tk ic h  k om itan t a lg e b r a 

icznych o w łók n ie  à T  tran zytyw n ego 1 o b ie k tu  g e o m e try czn ego ш z dokład 

n o śc ią  do rów now ażnosoi o b iek tó w  geom etryczn ych  w y sta rczy  wyznaczyć 

zb iór Z .

W niosek 2 . Warunkiem koniecznym  1 d o sta te czn y m  na to .a b y  tra n zv tv w - 

ny a b s tr a k c y jn y  o b ie k t  geom etryczn y co p o s ia d a ł  ja k o  k o m itan ty  algebra

iczne ty lk o  o b ie k ty  z nim równoważne i  s k a la r y  j e s t ,  aby d la  u sta lo n e g o  

to 0 z w łókna (Mu o b ie k tu  co  każd a podgrupa grupy G z a w ie ra ją c a  pod

grupę f 0) i  ró żn a  od n i e j  b y ła  id e n ty cz n a  z grupą G.

W niosek 3 . J e ż e l i  d la  tran zytyw n ego o b ie k tu  geom etrycznego ю o ie - 

gu le  tr a n sfo r m a c y jn e j / 1 /  i  d l a  u s ta lo n e g o  w  ze z b io ru  M i każda pod

grupa gru py G z a w ie r a ją c a  podgrupę L^Cco ) ma in d ek s różn y  od mocy 

zb ioru  iJC , to  o b ie k t  to n ie  ma k o m ita n t geom etrycznych o w łókn ie cY~.
P rz y k ła d  1 . Rozważmy o b ie k t  geom etryczn y typu / 1 , i , 2 / / d e f i n i c j ę  ty 

pu można z n a le ź ć  w [ i ]  s t r . 1 5 /  o r e g u le  tra n sfo r m a c y jn e j

/ u /
L oc£ J

gd zie  g j e s t  u s ta lo n ą  fu n k c ją  różn ow arto ściow ą odwzorowującą zbiór l ic z b  

r z e cz y w is ty c h  na p r z e d z ia ł  ( a ,b )  / p o r . f i ]  s t r . 3 8 / .

Wykażemy, że każda k o m ita n ta  a lg e b r a ic z n a  geometrycznego obiektu o re 

gu le  tr a n sfo r m a c y jn e j / 1 1 /  j e s t  równoważna z tym obiektem  lu b  J e s t  s k a - 

larem . N ie c h  c o o € ( a , b ) .  Oznaczmy p rze z

/ 1 2 /  L3 ( c o 0 ) 0 1)0ç>> € L *  : g [ g- - ü p ~  + Щ  = <*>0 J .

Р =  g " 1 < to  0) .

Z o s t a t n i e j  rów n ości i  / 1 2 /  w yn ika , że

Lo(u)o) = { <<*!• P^i -«̂ l )>}oc,eR0’
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g d z ie  Ho = ( - 00,00) \  { 0}  o ż y l i  J e s t  zbiorem  l i c z b  r z e c z y w is ty c h  r ó ż -  

nyoh od z e r a .
Przypuśćm y, że i s t n i e j e  podgrupa H gru py ta k a , że L j ( u ) C H .

N iech  < / 3 1 , ^ 2> ^ H 1 . Do p ary  < 0 1 , ^ 2 > ?= i
l ic z b y  jo i s t n i e j e  l ic z b a  t  ta k a , że

а з /  ft, -  * /31 -  F>et

oraz t  Ф p , bo L g ( cl>o) С  Ы. Łatwo sp ra w d z ić , że

/iv - p/3±> ./<«?1. v t ą - * 2 > i  ш
l offt C R0

Ponieważ <" y5 ^ , /S ̂  6 w ięc z b ió r  / I V  za w ie ra  s i ę  w pod

g ru p ie  H. Utwórzmy i lo c z y n  dwu elem entów ze  z b io ru  /IV

i  ^ f i±  ~  ^  ^ i *  t o c i  -  “

I  = <  / i 1 OGl ‘ t f i i o c± -  + t f i l oc’ \  ~  H *

P rzez  <^2Tl t  Ъ 2У oznaczmy dowolny e lem en t ze z b io r u  Li 4  V  
Rozważmy u k ła d  równań

I  f i x  0 0  X = * i
/ 16/  i

1 t - Pfi±oC± + tJł2oc2 _ p^oc2 = гг2

o niewiadomych oc^ i  . Z p ie rw sze g o  rów nania u kładu  / 1 6 /  o b liczm y  

f i ^ = r̂ }~ i  podstawmy do d r u g ie g o  rów nania a  otrzymamy

/ 1 7 /  C t  -  Р гг1 )о с 1 = y 2 - ( t ^ 2 -  p y ±) .

Zauw ażyliśm y J u ż ,  że t  t  p w ięc rów nanie / 1 7 /  o n iew iadom ej oC^ posia

da ro z w ią z a n ie . Ponieważ <£ X Q) zatem  r o z w ią za n ie  równa

n ia  / 1 7 /  j e s t  różn e od z e r a . W ykazaliśm y w ię c ,ż e  j e ż e l i  < 3 ^ ,  t f2> 6  Ł jfoo^, 

to  u kład  równań / 1 6 /  p o sia d a  ro z w ią z a n ie . Zatem z / 1 5 / ,  / 1 6 /  i  f a k tu ,  że 

L3 f c o o) c  H w ynika, i ż  H = . W ykazaliśm y w ię c , że j e ż e l i  do podgru

py H n a le ż y  choć je d e n  elem en t op rócz elem entów  z podgrupy gru py L_(u j)
2  «J o

to  H = . wobec te g o , na p o d sta w ie  w niosku 2 , każda k o m ita a ta  a lg e 

b ra ic z n a  o b ie k tu  geom etryczn ego o r e g u le  tr a n sfo r m a c y jn e j / 1 1 /  J e s t  rów

noważna z tym obiektem  lu b  j e s t  sk a la re m .

W a n a lo g ic z n y  sposób można udow odnić, że każda k o m ite n ta  a lg e b r a ic z 

na o b ie k tu  Piencow a j e s t  równoważna z tym obiektem  lu b  j e s t  sk a la re m .
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Przykład 2 . W przykładzie tym zajmiemy s ię  obiektami geometrycznymi 
typu /2 ,  2, 1 / /zo b . f i ]  e t r .136-137/. Rozważmy dwa obiekty geometryczne: 
a/ Wektor kontrawariantny o regule transformacyjnej

V i '  i
/1 8 / V1 = i j  V1 ,

którego włóknem Jest zb iór par lic zb  rzeczyw istych różnych od pary {0,0)> 
b/ Tranzytywny J-ob lekt geometryczny o regule transformacyjnej

/19/ д ' - Л  [ e z M Q ) ]  (A[^(Q)] = Q ),
gdzie fc, * i  lub £  » sgn 9 .

Wykażemy, że obiekt geometryczny o regule transformacyjnej /1 9 /  n ie  
Jest к omitantą algebraiczną wektora kontrawarlantnego.

Dla dowolnego elementu włókna obiektu o regule transformacyjnej /1 9 / 
podgrupa staojonarna j e s t  zbiorem transformaoj i  spełniających warunek

/2 0 / 9  = i  lub |ff| = i .

Dla elementu ł  Vo*  ̂ ® podgrupą stacjonarną wektora kon
tr awariantne go o regule transformacyjnej /1 8 /  j e s t  zbiór transformacji 
spełnlającyob warunek

I V  -  <  V /
/21/  {

1 0 - 4'  V-
Z /2 1 / 1 faktu, że /  0 wynika

/2 2 / Aj -  1 i  O.

I z ' łRozważmy transformację sp ełn ia jącą  warunek /2 2 / ,  d la której IA2 | /  1, 
wiec

f i  4 '
/23/ jdet A2« J I - \Ą‘ I t i.

Transformacja sp ełn ia jąca  warunek /2 3 /  n ie  sp ełn ia  warunku /2 0 / .  Zatem 
podgrupa wektora kontramariantnego dla pary i  Vo ^  0  nle 
zawiera s ię  w żadnej podgrupie stacjonarnej obiektu o regule transforma- 
cyjnej / 1 9 / .  Wobec tego , na podstawie twierdzenia 1, obiekt geometryczny 
o regule transformacyjnej /1 9 /  n ie  Jest komltantą algebraiczną wektora 
kontrawariantnego.

R ezultat ten uzyskuje s ię  w monografii [ i ]  / s t r .136-137/ przez udo
wodnienie, że odpowiednie równanie funkcyjne n ie posiada rozwiązania nie
stałego.

} 3 . Załóżmy teraz, że obiekty geometryczne o regułach transformacyj

nych / 1 /  i  / 2 /  n ie  są tranzytywne. Przypuśćmy, że włóknami tranzytywnymi
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w łókien  <J/C 1 J C  eą  z b io r y  z ro d z in

{ ^ ■ t l  t a  T ł  l ^ [ p e  p

oraz L J  = ЛС i  L J  = JT. Vi’iadom o, że o b iek t geor-erryczny n ie -
1 6 t  p e p

tranzytyw ny j e s t  sumą pewnej ro d z in y  ob iek tów  geometrycznych tranzytyw- 
n ych . O b ie k t geom etryczny o r e g u le  transformacyjnej / 1 / . / / 2 /  /  obciętej 
do z b io ru  JrĈ  x  g /M^ x 6 /  j e s t  obiektem  geome trycznym tranzytywnjTa.Za

tem z tw ie r d z e n ia  1 wynika

Tw ierd zen ie  3 . O b ie k t geom etryczny cf o regule transioraacy.inej /2/ 
j e s t  k om itan ta  a lg e b r a ic z n a  o b ie k tu  geom etryczn ego u> o regule transfor
m acyjnej / 1 /  w tedy 1 ty lk o  w ted y , gd y :

a /  i s t n i e j e  fu n k c ja  h odwzorow ująca z b ió r  T na z b ió r  P , 

b /  d la  dowolnego t  ze z b io r u  T i  d la  dow oln ie u s ta lo n e g o  mt  z włók 

na oXj, i s t n i e j e  n t  n a le ż ą c e  do w łókna t a k i e . że

L lfm t ) C  L2 (n t ) .

Można te ż  sform ułow ać an alogon  tw ie r d z e n ia  2 d la  ob iektów  geom etry

cznych n ie tra n zy ty w n y o h .
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R e s u m e

Q u elqu es rem arques au s u j e t  de la  d é te rm in a tio n  des co m lta n ts  

a lg é b r iq u e s  d es o b je t s  géom étriq u es

Dans l a  n o te  on r e n fo r c e  de deux m an ières une c o n d it io n  n é c e s s a i 

re , donné dans [ T ] , pour qu 'u n  o b je t  géom étrique s e r a i t  l e  corn!ta n t  a l 

gébrique d 'u n  o b je t  g é o m é tr iq u e . On donne a u s s i  des a p p lic a t io n s  de c e t 

te c o n d it io n  r e n fo r c é e .

P  e s в к  •

НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИИ НА ТЕМУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КОМИТАНТОВ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

В работе усиливается двумя способами некоторое необходимое условие, 
даянее в [ 7 ]  , для теге  чтобы геометрический объект являлся алгебраи
ческим комитантом другого геометрического объекта. Приводятся также не
которые применения этого усиленного условия.


