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KILKA UNAG 0 VWWZNACZANIU KOMITANT ALGEBRAICZNYCH OBIEKTOW GEOMETRYCZNYCH

§ 1. Wpracy f7]/twierdzenia 6 i 8/ zostat podany warunek koniecz-
ny i dostateczny na to, aby dany obiekt geometryczny byt komitantg alge-
braiczna innego obiektu geometrycznego. Wniniejszej nocie wykazemy, ze
nozna na dwa sposoby wzmocni¢ konieczno$¢ tego warunku /twierdzenia 1, 2
i 3/ i podamy pewne zastosowania tego wsnocnlenia. Metody stosowane w no-
de znane sg w teorii obiektobw geometrycznych /zob. np. [6] lub [8]/.

Twierdzenia w pracy [7] zostaty sformutowane i udowodnione dla gru-
py Lr?, ale prawdziwe sa dla dowolnej grupy transformacji G wyznacza-
jacych zbiér dopuszczalnych ukiadéw odniesienia. Z tego teZ powodu w ni-
niejszej nocie, wykorzystujacej wyniki pracy [7], formutujemy otrzymane
rezultaty dla dowolnej grupy G Wmiejsce grupy L®.

Pojecia uzywane w tej nocie moZna znalez¢ w [3j .

§ 2. Rozwazmy dwa obiekty geometryczne abstrakcyjne w i (f o re-

gutach transformacyjnych
/117 U>'«=F(w,I) dla uwwe€NCi 1le G,
121 d*'=H(<J,1) dla SelJT i 1€ G

i o wtoknach J*C i JC.
131 L+(oo0) U [l € Gi F(U>0,1) -0>0],

/41 L2(tf0) u [ie et H(rfo,i) -tfo].

Zbiory LjCcOp) i L,/ rfQ przy ustalonych CUQ i 6'Q odpowiednio ze
zbioréw 1)/i JC sa podgrupami grupy G J/zob. U] i [6] twierdzenie 5/,
zwanymi podgrupami stabilnymi obiektow w 1 (f odpowiednio dla elemen-

A 1 H *
tow uj o id g
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Zacytujemy twierdzenie 6 z [7j Jako

Lemat. Tranzytywny abstrakcyjny obiekt geometryczny tf o wibknie
JIMJest komltanta algebraiczng tranzytywnego abstrakcyjnego obiektu co o
wioknie oU> wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg elementy iuq i d“o na-
lezagce odpowiednio do witoékien cML 1 Jf takie, ze L;lIfuiO)<r L2(cf0).

Udowodnimy

Twierdzenie 1. Tranzytywny obiekt geometryczny cf o widéknie JC .Jest
komitanta algebraiczna tranzytywnego obiektu geometrycznego to o widknie
(X/ wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego elementu cuéf z widékna
istnieje element d*t we wioknie JT taki, ze LE(cof) C: LgTlcTE) .

Dowéd. Dostateczno$é warunku wynika natychmiast z lematu.

Dowéd konioazaoéci warunku. Na podstawie lematu istniejj elementy
u>0 i d*0 nalezgce do widkien Jh i Jf takie, ze

/51 b£(co0) C b2(<r0).

Z zatozenia i twierdzenia zawartego w [2] str. 23-24 wynika, ze podgrupy
LE(oJO) i U(b) £) grupy G sa sprzezone. Zatem w grupie G istnieje
Lg takie, ze

161/ L1(U11) » L;1 Li(aia) Lo.

Z |5/ i /6] wynika, ze

171 L1(oil) = 1;1 L*x(u>0) LoC 1;1 L2 (cl0) LO.
Z zatozenia i twierdzenia zawartego w [2] str.23-24 p. K wynika,ze pod-
grupa L”1 lj2~cko”™ Lo podgrupa stabilng dla pewnego elementu z wié-
kna Jf . Element ten oznaczymy przez <cf£. Zatem z /7/ wynika, ze

/81 LE(co£) C L2(cl£).

Z /8/ na podstawie lematu wynik; konieczno$¢ warunku. Zatem twierdzenie

zostato udowodnione.
Analogicznie Jak. twierdzenie 1 mozna udowodnié
Twierdzenie 2. Tranzytywny obiekt geometryczny c o widknie JC

Jest komitantfc algebraiczna tranzytywnego obiektu geometrycznego co o
witéknie cVG wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego elementu <ff 2z wio6-
kna JC istnieje element co£ nalezagcy do widkna (JIC taki, ze

LE(co £) d L2fcT1>.
Niech beda dane: obiekt geometryczny co o regule transformacyjnej
/1/ i o widknie oVC oraz dwa, dowolnie wybrane ale ustalone, elementy ooo
i d“0 odpowiednio ze zbioréw JvC i JC ,  Oznaczmy przez Z =z( F,coo
zbiér wszystkich tranzytywnych rozwigzan réwnania
191/ H[H(cl, 11), 12] = H(cf, 12 . 1£f)

/o oznacza dziatanie w grupie G/ na zbiorze Jfr G , ktoére dla tran-
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zytywnego obiektu geometrycznego to o regule transformacyjnej / 1/ i
wioéknie JvC oraz dla elementéw u>0 i <cTq spetniajg warunek
/ 10/ U (n#)cy (<?20).

Z twierdzenia 1 i twierdzenia 2 z [7] wynikajg nastepujgce 3 wnios-
ki.

Wniosek 1. Jezeli wyznaczymy zbiér Z, to kazda funkcja tego zbioru
jest reguta transformacyjng komitanty algebraicznej tranzytywnego obiek-
tu Ilu o regule transformacyjnej /1/ oraz kazda tranzytywna komitanta
algebraiczna o witoknie JT obiektu to jest réwnowazna z pewnym obiek-
tem o regule transformacyjnej nalezgacej do zbioru Z.

Z wniosku 1 wynika, ze dla wyznaczenia wszystkich komitant algebra-
icznych o wiéknie aT tranzytywnego lobiektu geometrycznegow z doktad-
noécig do réwnowaznosoi obiektéw geometrycznych wystarczy wyznaczy¢
zbior Z.

Wniosek 2. Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym na to.aby tranzvtvw-
ny abstrakcyjny obiekt geometryczny co posiadat jako komitanty algebra-
iczne tylko obiekty z nim réwnowazne i skalary jest, aby dla ustalonego
to0 z widékna (Mu obiektu co kazda podgrupa grupy G zawierajgca pod-
grupe f 0) i r6zna od niej byta identyczna z grupag G.

Wniosek 3. Jezeli dla tranzytywnego obiektu geometrycznego o o0 ie-
gule transformacyjnej /1/ i dla ustalonego w ze zbioru Mi kazda pod-
grupa grupy G zawierajaca podgrupe L~Cco ) ma indeks rézny od mocy
zbioru , to obiekt to nie ma komitant geometrycznych o witdknie C%

Przyktad 1. Rozwazmy obiekt geometryczny typu /1 ,i,2//definicje ty-
pu mozna znalez¢ w [i] str.15/ o regule transformacyjnej

lul/
L ocE

gdzie g jest ustalong funkcja réznowartosciowa odwzorowujaca zbidér liczb
rzeczywistych na przedziat (a,b) /por.fi] str.38/.

Wykazemy, ze kazda komitanta algebraiczna geometrycznego obiektu o re-
gule transformacyjnej /11/ jest réwnowazna z tym obiektem Ilub Jest ska-

larem. Niech coo€(a,b). Oznaczmy przez

112/ L3 (co0) 0 1)0¢>> €L* : glg--up~ + LW = <0
P = g"1l<to 0).

Z ostatniej réwnos$ci i /12/ wynika, ze

Lo@O) = { <<*1= PAi <M )>}oc, eR0’
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gdzie Ho = (-00,00\ {0} ozyli Jest zbiorem liczb rzeczywistych réz-

nyoh od zera.

Przypuéémy, ze istnieje podgrupa H grupy taka,ze Lj(u)CH.
Niech </31,~2>""H 1 . Do pary <01,M2>7= i
liczby jo istnieje liczba t taka, ze

as/ ft, - * /31 et

oraz t ® p, bo Lg(er>0)C bl. tatwo sprawdzi¢, ze

/iv -p/3-|_>./|<«?l vta-*2>i o w

C RO

Poniewaz <'y5’\,/5’\ 6 wiec zbiér 1V  zawiera sie W pod-
grupie H. Utwoérzmy iloczyn dwu elementéw ze zbioru 1V

i Nt ~ N Ni* o toci - “

I =< /JiloGl* tfiiocx - + tfiloc\ ~ H*

Przez <A2TIt b 2Y oznaczmy dowolny element ze zbioru Li 4 V
Rozwazmy ukitad réwnan

IJ fix 00X = *i

[ 16/

1t - PfitoCt + tJ4t20c2  p~roc2 = 2
o niewiadomych oc” i . Z pierwszego rownania uktadu /16/ obliczmy
fin = N}~ i podstawmy do drugiego réwnania a otrzymamy
1171 Ct - Prrl)ocl = y2 -(t™N 2 - py 1)

ZauwazyliSmy Juz, ze t t p wiec réownanie /17/ o niewiadomej oC” posia-
da rozwigzanie. Poniewaz <£ X Q) zatem rozwigzanie roéwna-
nia /17/ jest rézne od zera. WykazaliSmy wiec,ze jezeli <37, tf2>6 tjfoo”,
to uktad réwnan /16/ posiada rozwigzanie. Zatem z /15/, /16/ i faktu, ze

L3fcoo)c H wynika, iz H = . WykazaliSmy wiec, ze jezeli do podgru-
py H nazlezy cho¢ jeden element oprécz elementéw z podgrupy grupy Lw(u!))
to H= . wobec tego, na podstawie wniosku 2, kazda komitaata alge-

braiczna obiektu geometrycznego o regule transformacyjnej /11/ Jest réw-
nowazna z tym obiektem lub jest skalarem.
W analogiczny sposéb mozna udowodni¢, ze kazda komitenta algebraicz-

na obiektu Piencowa jest rownowazna z tym obiektem lub jest skalarem.
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Przyktad 2. Wprzyktadzie tym zajmiemy sie obiektami geometrycznymi
typu /2, 2, 1/ /zob. fi] etr.136-137/. Rozwazmy dwa obiekty geometryczne:
a/ Wektor kontrawariantny o regule transformacyjnej
/181 vi=ij Vi

ktérego wiéknem Jest zbior par liczb rzeczywistych réznych od pary {0,0)>
b/ Tranzytywny J-oblekt geometryczny o regule transformacyjnej

[1o] A'-J1[ezMQ)] (AIMQI=Q),

gdzie ©* i Ilub £ » sgn 9.

Wykazemy, ze obiekt geometryczny o regule transformacyjnej /19/ nie
Jest xomitantg algebraiczng wektora kontrawarlantnego.

Dla dowolnego elementu wibkna obiektu o regule transformacyjnej /19/
podgrupa staojonarna jest zbiorem transformaoji spetniajacych warunek

120/ 9 =i lub  [ff] =i.
Dla elementu } Vo* ~ ® podgrupa stacjonarng wektora kon-

trawariantnego o regule transformacyjnej /18/ jest zbiér transformacji
spetnlajgcyob warunek

|2/ { VvV -< V/
10 -4 V-

Z/21/ 1 faktu, ze / 0 wynika

122/ Aj - 1 i O.

Rozwazmy transformacje spetniajgcg warunek /22/, dla Kktorej |A§'I /1,
wiec
i

A2l - At it i

Transformacja spetniajgca warunek /23/ nie spetnia warunku /20/. Zatem
podgrupa wektora kontramariantnego dla pary i Vo ~ 0 nle
zawiera sie w zadnej podgrupie stacjonarnej obiektu o regule transforma-
cyjnej /19/. Wobec tego, na podstawie twierdzenia 1, obiekt geometryczny
o regule transformacyjnej /19/ nie Jest komltantg algebraiczng wektora
kontrawariantnego.

Rezultat ten uzyskuje sie w monografii [i] /str.136-137/ przez udo-
wodnienie, ze odpowiednie réwnanie funkcyjne nie posiada rozwigzania nie-

statego.

f
12/ joet

} 3. Zalézmy teraz, ze obiekty geometryczne o regutach transformacyj-
nych /1/ i /2/ nie sg tranzytywne. Przypusémy, ze widknami tranzytywnymi
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wiokien <JJIC 1 JC ea zbiory =z rodzin

{"mtl ta T t I~ [ pe p

oraz LJ =1C i LJ =JT. \iadomo, ze obiekt geor-erryczny nie-
16 t pep
tranzytywny jest suma pewnej rodziny obiektéow geometrycznych tranzytyw-

nych. Obiekt geometryczny o regule transformacyjnej /1/.//2/ / obcietej
do zbioru JCMx g/M™ x 6/ jest obiektem Qgeome trycznym trarzytywnjTa.za-
tem z twierdzenia 1 wynika
Twierdzenie 3. Obiekt geometryczny Cf 0 regule transioraacy.inej /2/
jest komitanta algebraiczna obiektu geometrycznego u> o regule transfor-
macyjnej /1/ wtedy 1 tylko wtedy, gdy:
a/ istnieje funkcja h odwzorowujgca zbiér T na zbiér P,
b/ dla dowolnego t ze zbioru T i dla dowolnie ustalonego mt z wiék
na oXj, istnieje nt nalezgce do witdkna takie. ze
LIfmt)C L2(nt).
Mozna tez sformutowaé¢ analogon twierdzenia 2 dla obiektéw geometry-

cznych nietranzytywnyoh.
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Resume

Quelques remarques au sujet de la détermination des comltants
algébriques des objets géométriques

Dans la note on renforce de deux maniéres une condition nécessai-
re, donné dans [T], pour qu'un objet géométrique serait le cornltant al-
gébrique d'un objet géométrique. On donne aussi des applications de cet-

te condition renforcée.

P esBK:«
HECKOJ/IbKO 3AMEYAHUN HA TEMY OMPEAENEHNA ANTEEPAVNYECKNX KOMUTAHTOB
FEOMETPNYECKNX OBBEKTOB
B paboTe ycmnuBaeTcsa ABYMS cnocob6amMu HeKOoTopoe Heobxoammoe ycnoBue,
pnasHee B [7] , ANA Tere 4yTobbl reoMeTpuyeckuii 06bLEKT ABNAMCA anrebpan-

YeCKMM KOMUTaHTOM ApYyroro reomMeTpmyeckoro ob6beKkTa. MpunBoaaTca Takxe He-
KOTOpble MPUMEHEHUA 3TOro YCW/JIEHHOro ycsioBuma.



