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0 PEWNYM TWIERDZENIU Z TEORII CIAGLYCH GRUP PRZEKSZTALCEN

Wpracy wykazano, Ze pewne twierdzenie w monografii Pontrlaglna [2]
Jest niedoktadne, wypowiedziano 1 udowodniono pewne twierdzenie uzupet-
nione na ten san temat, stwierdzano istotno$¢ zatozen topologicznych w tym
twierdzeniu 1 wskazano na Jego zastosowania w roznych dziatach matematy-
ki. Wyniki zawarte w niniejszej pracy byty juz sygnalizowane w notach[5]
i [].

8 1. Wmonografii [2] str.139 wypowiedziano pewne twierdzenie doty-
czace ciagtych grup przeksztatcen,w ktérym stwierdzono,miedzy innymi, ze

- jezeli G jest tranzytywng 1 ciggta grupg przeksztatoen przestrze-
ni topologicznej 1, g 1 I sg lokalnie dwuzwarte i G jest suma prze-
liczalnej ilosci podzbiorow dwuzwartych, to funkcja

/111 N'(f) as | X4r G ! X*(oc) - f },
gdzie z* oznacza tg transformacje przestrzeni r , ktéra odpowiada ele-
mentowi X w G, jest ciggta /a wiec jest homeomorfizmem w tym przypad-
ku/ dla kazdego oc z T

Stwierdzenie to cle jest doktadne. Przyjmijmy bowiem za G grupe
multyplikatywng liczb wymiernych z topologia dyskretng a za I zbior liczb
wymiernych, réznych od zera, z topologig przez otoczenia, ktére sg zde-
finiowane jako dopetnienia zbioréw skonczonych. Wida¢ tatwo,ze G przez
przyporzadkowanie

X ——--» (p- Xoc) ,

gdzie xef6.o0c¢c”™ T, (&br » Jest grupg tranzytyrmag i ciggta przestrzeni
T 12¢e G 1 P spetniajg zatlozenia twierdzenia dyskutowanego.Teza te-
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go twierdzenia nie je«t jednak prawdziwa w tym przypadku, bowiem funkcja

v (f )={kc}
nie jest funkcja ciggta. Wynika to stad, ze w przestrzeni G zbiezne sg
jedynie ciagi prawie state, a w przestrzeni I takze i Inne.

Nie trudno zauwazyé jaka conajmnlej wiasnoé¢ topologiczng musi po-
siada¢ przestrzen P na to, by dyskutowane twierdzenie byto prawdziwe.
Przy prawdziwej tezie P musi przystawa¢ topologicznie do zbioru warstw
lewostronnyoh grupy G wzgledem Jej podgrupy G~ =LU'(oc) ( [2] str.23),
a poniewaz ta ostatnia przestrzen topologiczna Jest catkowicie regularna
([2] str.102) wiec 1 przestrzen P musi byé oatkowiole regularna.

$ 2. Okazuje sie, ze jednak nie trzeba zakltada¢ az tak wiele. Jeze-
li do powyzej obalonego twierdzenia dotozymy zatozenie, ze przestrzen
jest przestrzenig Hausdorffa, to otrzymamy Juz twierdzenie prawdziwe. Co
wiecej mozemy w nim pewne zatozenia ostabi¢. Przyjmijmy w tym celu defi-

nicje nastepujace.

Nazwijmy funkcje P(oc ,x):[X G6— , gdzie G i I S8 prze-
strzeniami topologicznymi, prawie ciggta Jezeli
/21 Istnieje takie oc 0 z [, ze funkcja F(000,z) jest ciagta wzgle-

dem 2z w kazdym punkcie przestrzeni G,
/3/ dla kazdego z =z G funkcja F(oc,z) jest ciggta wzgledem oc na
r
Grupe transformacji G zbioru P nazwijmy prawie ciggtg Jezeli
jest prawie ciggta funkcja F(oc ,x) w przyporzgdkowaniu
Z s = F(oc , zj)
przez ktére G jest grupa transformacji zbioru P
Prawdziwe jest nastepujgace twierdzenie 1.

- .lezeli G jest tranzvtvwna. prawie olggta i poétdwuzwarta/tzn.su-
mag przeliczalnej ilosci podzbioréw dwuzwartych/grupg przeksztatcen prze-
strzeni Hausdorffa P lokalnie dwuzwartej w jednym przynajmniej punkcie.
to funkcjg V , zdefiniowana powyzej zwigzkiem /1/ jest ciggta na P

Przed dowodem tego twierdzenia udowodnimy lemat nastepujacy:

- Jezeli Ffoc,z) jest prawie ciggtym rozwigzaniem réwnania trans-
lao.1l
117/ F(F(oc ,z), y) » F(oc,y z)

na P z G, gdzie G jest grupa topologiczna pétdwuzwarta i P jest prze-
strzenia Hausdorffa lokalnie dwuzwarta cho¢ w jednym punkcie 1 jezeli

spetniony jest warunek tranzytywnosci

~ n vV (pfoc,z) —|b),
G

oc,fb-EP 16
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wtedy F .jest .lako funkcja z przeksztatcenie!» otwartym dla kazdego cC
» .

Dowdd.
1. Z zatozenia /5/ wynika, Ze Jezeli e jest neutralnym elementem grupy
G to

F(y3,e)- f(f(oc,x),e)= Ffoc.e z)- F(oc,x)-fi,
dla dowolnego fi z I , a stad 11« /4/ mamy
f(f (oc ,x), X-i)= F(oc ,e)moc ,

a wiec F(oc,x) jako funkcja oC jest funkcja odwrotng do funkcji
F(oc, z-1-) traktowanej tez jako funkcja oc . Stad 1 z zatoZenia prawie
clagtodol funkcji F(oe,x) /warunek /3/ w definicji prawie ciggtosci/wy-
nika, Ze F(oc,x) jest dla kaZzdego z z G wzgledem oc boaecomorflzmem.

Stad i z zaloZenia lokalnej dwuzwartos¢i przestrzeni 1l w eonaj-
mnlej jednym punkcie oraz z zatoZenia /5/ wynika, Ze przestrzen [ jest
lokalnie dwuzwarta w kazdym swoim punkcie.
2. Niech ocQ bedzie elementem [ wystepujgcym w warunku /2/ definicji
prawie clggtodéol funkcji F(oe,x). liany 0Co = F(ocQe). Rozwazmy dowol-
ne otoczenie U elementu neutralnego e w grupie G. Wykazemy,Ze Ist-
nieje zbior otwarty J taki, Z& ocQ¢ V 1

16/ VC F(oc0, O).

V tym oelu wykazemy najpierw, Ze do otoczenia U istnieje takie otocze-
nie Ul elementu e, Ze

171 01 . DLCI 0.

Poniewaz G Jest grupg topologiczng wiec ( [2] str.9S) do otoczenia 0
elementu e Istnieje takie otoczenie W2 tego elementu, Ze

a .C 0.

Oznaczmy przez W3 takie otoczenie elementu e, Ze

03 ¢ OMn u2.
Poniewaz przestrzeh grupy topologicznej G jest catkowicie regularna, a

wiec 1 regularna,do otoczenia 03 istnieje takie otoczenie 0~ elemen-
tu e, Ze DjC Cj. Stad 02, a wiec o C . zatem

1Mi4 > Ti1cC '°2C °-
ozyll zachodzi /7/.
Z potdwuzwartosci grupy G wynika, Ze

GkKU V
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gdzie Gn sag zbiérani dwuzwartymi.

Rozwazny rodzine zbioréw postaci x uU», gdzie x ¢ G. Sa to zbio-
ry otwarte i pokrywajgce G, a wiec pokrywajgce kaZdy ze zbioréw dwu-
zwartycb &n. z pokrycia tego noZeny wybra¢ pokrycie skoticzone dla kaz-
dego @. Istnieje wiec cigg elementow
181 n1* eee

1 taki olag rosnacy liczb naturalnych Tu, 2ze ciag

4 -1 + 1 e 4 D1

stanowi pokrycie zbioru Gn (mo » 0 ) takie, ze

191/ xy Djn cn/ P9 dla v - Th-1 + 1 ,..., M.
Rozwazmy cigg zbioréw

Xj-0j M Gk, Xgr . oULn 6t, xa™lbprn G2,...

1 oznaczmy Jego elementy kolejno przez , O0j,... . Poniewaz Gr Jako
dwuzwarte zbiory przestrzeni catkowicie regularnej, a wleo przestrzeni
Hausdorffa sa([2] str.75) domkniete, wiec 1 zbiory Dm sg domkniete,
a wiec, Jako podzbiory dwuzwartych zbioréw Gg, sa dwuzwarte.Ponadto ro-

dzina zbiorow DK stanowi pokrycie zbioru G. Zbiory

Cm U F(oco> Dm)

Jako ciagte obrazy zbioréw dwuzwartych sg dwuzwarte,a wleo Jako podzbio-
ry przestrzeni Hausdorffa P sa tez domkniete ([2] str.75). Ponadto Z
tranzytywno6ci /5/ funkcji F wynika, ze zbiory Cm pokrywaja prze-
strzen TI.

Przypuéémy, ze zaden ze zbiordéw CLLI nie ma punktéw wewnetrznych.
Poniewaz - Jak to wykazano w punkcie 1 dowodu - przestrzen I jest lo-

kalnie dwuzwarta w kazdym swoim punkcie, a wiec 1 w punkcie oc, .Istnie-
je takie otoczenie tego punktu, ze Jest zbiorem dwuzwartym.Wo-
bec przyjetego przypuszczenia zbiér nie zawiera zbioru V”, a wiec
Istnieje taki punkt p , ze p 6 i p-eC”~. Zbio6r- V~H, traktowany

Jako przestrzen, Jest przestrzenig dwuzwarta, a jako podzbidér przestrze-
ni Hausdorffa sam stanowi tez przestrzen Hausdorffa. Stad VjL Jest ([2]

str.75) przestrzenig normalng. Poniewaz zbiory n i sg domk-
niete i roztgczne, Istnieje wiec taki zbiér otwarty V2, zawarty w Vj
i taki.ze .

V2nCi - *

Stosujac powyzsze postepowanie do zbioré6w V, i C, i tak dalej, skon-
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etruujemy cigg otoczen V7, V2, ... czynigcych zado$¢ warunkom
10/ V.9 V. dla w- 1,2.....
/11/ Vv jest zbiorem dwuzwartym,
112/ Vvi (Ctu..UuC J w0 dla ' - 2,3,...
Poniewaz jest przestrzeniag dwuzwarta, wiec Wi/l 0 ([2]

str.73). Wobec warunku /12/ istnieje element, ktéry nie nalezy do Zad
nego ze zbiorow Om, co jest sprzeczne z faktem, te zbiory Ca pokrywa-

ja przestrzen [ . Wynika stad, te ktéryz ze zbioréow (s ma punkt wo-
nngtrzny.
Poniewaz _ _
F(ocO, * .Uj) * Uj), x),

wiec z i punktu dowodu wynika, te zbior F(CO0, x .U”) przystaje topo-
logicznie do zbioru F(oco, Ifj) .
Ola dowolnego xy z ciggu /8/ rozwazanego powyzej oznaczmy przez 1
taki wskaznik, te
Xp-Ut O Oj 0 f
Wskaznik taki istnieje wobec /9/. lizmy ponadto
x-UNCI x Uj * x-Un |
a stad

pANo- vUi>3 FK>- v uinei)_ FK -Dn)* V

Poniewaz ktéryz ze zbioré6w Cm aa punkt wewnetrzny, musi go mled
ktoryz ze zbioréw T (0c0O,¥3 U”), a wiec musi go posiada¢,przystajgcy don
topologicznie, zbidr FfocO, Ut). Stad istnieje takie otoozenie VQ ze

113/ VO C F(°c0, Ut).
Dla dowolnego elementu x ze zbioru Ut mamy, wobec /T/,
x-~UjCcuU,
a stad
p(Vo'x 1) C FQCcCO» A b X-1J=F(*o* X1 Ui)CFCCO'U]|
Zbiér f(v0, x"1) jest otwarty, Jako obraz przez homeomorfizm zbioru

otwartego Vo, a stad zbidr
V=U_ F(v,h x1)

Jest otwarty, a ponadto zachodzi /6/. Dla zakonczenia dowodu wystarczy
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wieo Jeszcze tylko pokazaé, ze /3#6T. Ot6z dla dowolnego p z VO
Istnieje wobec /13/ takie x z U~ te

fi - F(e0, *)e

a etad
°<? - r(°°o> ) “ f(f(ocO, 5 7- F(fi "x_1) e v-

3. Wykazemy obecnie, ze przy ustalonym dowolnie oc z T1 funkcja Fcx)
zmiennej x Jest otwartym przeksztatceniem grupy G. Wystarczy w tym
celu pokazaé¢, ze Jezeli xQ Jest ustalonym elementem G, to do kazdego
otoozenla F tego elementu lIstnieje zbiér otwarty taki,ze F)foc.xjev®

1 V C F(tr, U).
Z warunku tranzytywnoéci /5/ wynika, ze Istnieje x z G, dla kté6-

rego
F(oc0, x) - CC.
Zbi6ér x-1-x"1F x Jest otoczeniem elementu e, a wiec z drugiej cze-
§ci dowodu Istnieje taki zbiér otwarty V | ze
fio0e v i vec F(«r0, 5"1. x"1. U ' x).
Stad
Vt = Ffv, x0i)cF(F(ccO,x*~ux),X01). f(f(oc,x),U)- Ffoc.U)

a ponadto V”, jako obraz borneomorflczny zbioru otwartego V, Jest zbio-

rem otwartym. Kamy tez
F(°C, *0)- f(f(ocO0, x). x0)= F(oco, x0-x)6Vt,

bowiem o0c06 V. Dowdd lematu zostat wieo ukonczony.

Dowdd twierdzenia 1.
Niech

x— > (fi- FCoc, Xxj)

bedzie przeksztatceniem, dzieki ktéremu G Jest grupa przeksztatcen zbio-
ru I . Jak wiadomo ([2] str.23) funkcja Y (?) okresSlona zwigzkiem (I)
odwzorowywuje zbiér I na zbiér warstw lewostronnych G/G - grupy G
wzgledem podgrupy stabilnos$ci Goc— 4,{foc)= { x6 G :F(oc, x)=oc}. Udbuiac o
ciggtosci \¢/ mamy na mysli w G/G". topologie indukowang na zbior
warstw z topologii w G /zob.[2] str.99-100/, a wiec wykazanie, ze "

Jest funkcjg ciagta polega¢ bedzie na pokazaniu, ze do dowolnego otocze-

nia V* warstwy Y (f ) Istnieje zbiér otwarty U taki, ze fO€U i
1141 V(U)CV*.
Zgodnie z definicjg otoczenia warstwy zbiér V jest postaci

x G\ : x”~V} , gdzie V Jest pewnym otoczeniem w G, a ponadto
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V3N 6 {x'Ce: XAV} , tan. istnieje takie xQ w V, ze \|]/(*f)=

>xo0' Gc » °*y1l xO~y (fob a wleo F(OC' xo> to* stad v JCEt °"
toczeniem elementu x_

Przyjmijmy U» T(oc,Y) « Z lematu wynika, ze jest to zbiér otwarty. Po-

niewaz (10 - F(6c, x0) dla xof T , mamy U . Niech U, wte-
dy istnieje takie x z V, ze LU » F(bc, x). Zbioér Jest warstwag
postaci x , a wiec "y* , co dowodzi zachodzenia /14/ i

konczy dowdd twierdzenia 1.

(3 . Pokazemy, ze wszystkie zatozenia topologiczne w twierdzeniu 1
sg istotne, co dowodzi zarazem, ze kazde z nloh Jest niezalezne od pozo-
statych.

i/ Istotno$¢ zatozenia bansdorffowskos$ci przestrzeni I' wykazana zostata
przez przyktad i i i,
2/ Niech G bg¢dsle grupa multypllkatywna liczb rzeczywistych z topolo-
gig dyskretng a [ niech bedzie zbiorem liczb rzeozywlstych réznyoh od
sera z topologia zwykitag 1 potézmy

F(oc, Xx) « oc x

Spetnione sa wtedy wszystkie zatozenia twierdzenia i z wyjatkiem
pétdwuzwartosoi grupy G, a teza tego twierdzenia nie Jest tu prawdziwa
z tych samych powodéw, oo brak ciggtos$ci funkcji w przyktadzie w $ 1.
3/ Niech G bedzie addytywng grupa liczb wymiernych z topologig dyskre-
thg a ' niech bedzie zbiorem liczb wymiernych z topologig okres$lona przez

otoczenia zdefiniowane nastepujaco: potézmy
Z(oc) uf{oC+ : K liczba catkowita}

dla oc€rl i niech otoozenlem oc bedzie zbiér (oc - j, oc+ y) \ Z(oc)
przy dowolnym i naturalnym. Potézmy
P(oc, X) - oC + X
Wtedy spetnione sg wszystkie zatozenia twierdzenia 1, z wyjatkiem lokal-
nej dwuzwartos$cl przestrzeni I w pewnym punkcie (I nie jest lokalnie
dwuzwarta w zadnym swoim punkcie oc, bowiem zbiér Z(oc) nie ma punk-
tow zageszczenia ([2] str.73)), a teza spetniona nie jest. Mamy bowiem
-oC} 1 brak ciggtos$ci funkcji 4* spowodowany Jest tymi sa-

aymi wzgledami, oo w przyktadach poprzednioh.

Pokazemy jeszcze, ze warunki (2) 1 (3) wdefinicji prawie ciggtosci
sg od siebie niezalezne.

4/ Nieoh G bedzie grupa addytywna liczb wymiernych z topologiag zwykta,
I zbiorem liczb wymiernych z topologig dyskretng a F(oc, X)» oc + X .
Wteov warunek /3/ w definicji prawie ciggtosci Jest speitniony, a warunek

/2] me.
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5/ Przyjmijmy za G grape addytywng liczb wymiernych =z topologiag dys-
kretng a za P zbi6ér liczb wymiernych z topologia

al/ dyskretng, dla liczb wiekszych od ifiP,

b/ zwykta, dla liczb mniejszych od fS
i niech F(oc, x) «oc+ x. Jest wtedy spetniony warunek /2/ /przy dowol-

nym ocQ z P/ w definicji prawie ciagtos$ci, natomiast warunek /3/
spetniony nie Jest /przy zadanym x > 0 funkoja ta nie Jest ciggta wzgle-
dem oc w punkcie oc0 takim, ze ocO Ne oraz ccO+ x vy \fz/.

f 4. Udowodnimy obecnie nastepujgce twierdzenie 2. bedace zastoso-
waniem twierdzenia 1 do teorii réwnania translacji

- przy zatozeniach lematu funkcja F .lest ciggta na I'X G.

Dowéd. Wiadomo /zob. np. [4]/, ze o0g6lne rozwigzanie traislacji pr®

warunku tranzytywnoscl /5/ Jest postaci

/16/ F(0CX)=47 V* J(°0)),
gdzie {x€ G:F K »*)=«}

dla dowolnego ustalonego ocO z T - Ustalmy «r, na wystepujagcym w za-
tozeniu /2/ definicji prawij ciggtosci funkcji F i przyjmijmy w zwiagz-
ku /15/ oc=o0c, . Z ciggtos$ci F(oc0,x) wzgledem x w dowolnym punk-
cie grupy G wnioskujemy stad z tatwos$cig o claggtosoi funkcji Y /bej
zatozen topologicznych o [ 1 G I/. Z twierdzenia i wynika,ze XY jest

tez funkcjg ciagta, a stad oraz z /15/ 1 z tego, ze G jest grupag topo-
logiczna wynika ciggtosé funkcji F na Tx G

Uwaga. Z przeprowadzonego rozumowania i z przykitadu 5/ wynika, zt
z ciggtos$ci funkcji Vj/'l nawet przy zatozeniach topologicznych o f
i G, wystepujacych w twierdzeniu 2, nie wynika ciggto$¢ funkcji Y,
Ciggtos¢ funkcji 47 wynika juz bowiem z warunku /2/ wdefinicji pra-
wie ciggtoséci, a ciggtos¢ funkcji Y wobec /15/ pociggataby warunek /3/
w tej definicji.

Wskazemy obecnie na pewne zastosowania poznanych twierdzen w topo-

logii i wteorii obiektéw geometrycznych, wypowiadajagc Je w jezyku tyci
teorii.

Twierdzenie 3. Jezeli dla lokalnie dwuzwarte.l cho¢ w jednym punkcie
przestrzeni Hausdorffa [ istnieje tranzytywna, prawie ciggta i po6tdwu-

zwarta grupa G transformacji tej przestrzeni, to r jest przestrzenie
jednorodna topologiczna /espace homogéne topologique [lj str.24) odpowia-

dajgca grupie topologicznej G, r szezerélnotci I jest przestrzenie
catkowicie regularna a G jest ciegta grupa przeksztatcen erre?trzrrl I
Jezeli r(oc.X) jest tranrvtywnvir obiektem geoneir-'rrgr. abstrak-

cyjnym. prawie ciggtym na TI'x G , gdzie I jest lokalnie awuzwarte
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w pewnym punkcie przestrzenia Hausdorffa a Q .jest pdidwuzwarta grupa
topologiczna, to F .leat obiektem regularnym ( [3 str.44), tzn. F
Jest funkcjg oiggta 1 dla katdego oc z [ funkcja F((IZX) Jest wzgle-
dem x przeksztalceniom otwartym.
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Ré sume
Sur un théoréme de la théorie des groupes continus des transformations

On corrige dans la note un théoréme au sujet des groupes continus
des transformations qui se trouve dans le livre r2] p.139. On montre
aussi qu'elles sont essentielles toutes les suppositions du théoréme co-
rrigé et on donne des applications du théoréme en question dans la thé-
orie de Il'équation de translation, dans la théorie des objets géométri-
ques et dans la topologie. Les résultats de cette note sont signales dans
[5) et [6].

P eaBx e
O HEKOTOPOW TEOPEME W3 TEOPUW HEMPEPbIBHbIX MPYLL MPEOBPA3OBAHMIN

B pa6oTe ucnpaBneHO HEKOTOPYK TeopeMy Ha TeMy HernpepbiBHbIX Fpynmn npeoo6-
pasoBaHU, HaNoXKeHHy B KHuUre [2] , cTp. 139. [Jo>eBblBaeTcs, 4YTO BCe npea-
MoNIOXKeHNA 3TOM MCNpaBNeHHOW TeopeMbl CyLeCTBEHHblI U MPUBOAATCA HEKOTOpble Mpu-
MeHeHNs paccMaTpmMBaemMoil TeopeMbl K TeOpUU ypaBHEHWS cABWUra, K Teopunm reome -
TpUYeCcKUX 06BbeKTOB, a Takxke K Tononormu. O pe3dynbTatax 3TolW paboTbl ynoMuHa-
nocb B f5j n [6]



