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WPŁYW REGULARNOŚCI FUNKCJI lffx )i NA REGULARNOŚĆ FUNKCJI £ (* )

W pracy [2] udowodniono następujący lemat: ^  ^
J e ż e l i  d la  p e w n e j n a t u r a ln e j  l i c z b y  к  f u n k c ja  I f  M l  j e s t  k la s y  C

Ob.2w punkcie x .  oraz funkcja f(x )  j e s t  k lasy  C w pewnym otoczeniu
® -,2 k - i

punktu x . to funkcja f (x )  j e s t  k lasy  C w punkcie x .
”  _ 2ic-2 ®

Po tym lemacie pokazano, że za łożen ie k lasy u funkcji f  f  x)
w otoczeniu punktu xQ j e s t  Istotn e d la  к  « 1 . Skonstruowano tam przy­
kład fun kcji c ią g łe j  w punkcie x Q = O, której moduł j e s t  k lasy C °° 

w ca łe j swej d zied zin ie  1 n ie  mającej pochodnej w punkcie xQ •  O.
Nasuwa s ię  pytanie czy d la  dowolnego naturalnego к  większego od 1 

można podać przykład funkcji f (x )  sp ełn ia ją cej warunki powyższego przy­
kładu o ż y l i  warunki następująoe:
1 / Ifń0| J est k lasy  C2k~* w punkole x0 ,
2/ ffx) ma w każdym punkcie pewnego otoczen ia  A  punktu xQ pochodną

rzędu 2k -  2 o ią g łą  w punkcie ,
2k—1 0

3/ f(x) n ie  j e s t  k lasy G w punkcie xQ.

W pierwszej o zęśo l n in ie jsz e j  pracy pokażemy, że takiego przykładu 
skonstruować n ie  można, co wynika bezpośrednio z powyższego twierdzenia 
oraz tw ierdzenia 1 udowodnionego p o n iżej.

W o zęśo l drugiej pokażemy, że d la  Is tn ien ia  pochodnej rzędu 2k -  1 
funkcji f fx )  w punkcie x0 wystarozy, by funkcja lf(x)| miała w punk­
cie  xQ pochodną rzędu 2k -  1 i  by funkcja f fx )  miała pochodną rzędu
2k -  2 w pewnym otoczeniu tego punktu /tw ierdzen ie 2 / .

Praca przynosi więc pewne wyniki dotyczące regularności funkcji wew­
nętrznej, gdy znane są regularności z ło żen ia  i  funkcji zewnętrznej /zob . 
z tego oyklu np. praoa [ i ] / .
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1. Udowodnimy

Twierdzenie 1
J e ż e li d la pewnego к  natnralnego większego od 1 funkcja lf (x ) | ma po­
chodna rzędu 2k -  i  w każdym punkcie pewnego o to czen ia  punktu x0 i  
. le ż e li funkcja f fx )  aa pochodna rzędu 2k -  2 w każdym punkcie pewnego 
otoczenia pnnktn x0 , .to f fx )  l e s t  k lasy C2lc-2 w otoczeniu punktu xo> 
Ola dowodu wykażemy 

Lemat
J e ż e li Д  j e s t  takim otoczeniem punktu x Q, w którym is tn ie je  IfMP2*-2  ̂
oraz f <2k~2\x 0) i to d la  każdego x z Д х spełniony j e s t  związek

/ i /  It ( x ) \ W  » 6 fx ) t W(x )  , gdzie £?(x) » i  i  A •  1 ,2 ,. ..  2k-2.

Dowód
Niech х ^ б  Д '  . Gdy ffXj) Ф O, to teza  lematu j e s t  oczywista, gdyż 
wtedy w pewnym otoczeniu punktu x^ mamy l f ( x ) l= f ( x )  lub lffx)| =  —ffx) 
o ż y li £fx) m i  lub £ fx )«  - i .
Gdy ffxj) » 0, to rozważymy dwa przypadki:
А /  punkt xŁ j e s t  izolowanym zerem fun kcji f f x ) ,
В /  punkt x  ̂ j e s t  punktem skupienia zer funkojl f  ( x ) ^ .
Ad A. Uamy tu dwie możliwości:

A^ funkcja f  (x) na w punkcie x^ ekstremum lokalne,
A2) funkcja f fx)  przy przejśo iu  przez punkt x^ zmienia znak. 

J e ż e li zachodzi A^, to | f |  » f ( x )  w pewnym otoozenlu punktu x^
lub lf(x)| x -  t ( x )  w pewnym otoozenlu punktu x^, a więc teza  lema­
tu Jest oczywista.
J e ż e li zachodzi A2 , to dla x d ostateczn ie b lisk ic h  x^ mamy )f(x)l «
* f fx )  d la x  <  x± lub |ffx )l * - t ( x )  d la  x  <  x^, co daje tezę l e ­
matu.
Ad B. J e ż e l i  x^ j e s t  punktem skupienia zer funkojl f f x ) ,  te  z tw ier­
dzenia B olle 'a wynika, że w punkcie x 1 znikają w szystkie pochodne funk­
o j l  f  co najmniej do rzędu 2k -  2 . Analogiczna uwaga odnosi s ię  do 
funkojl l ffx)l  , a stąd

/ 2 /  lfCx)|fA)=  f % )  =  O dla * =  1 ,2 ......... 2k -  2.
X1

W ten sposób teza lematu zo sta ła  udowodniona. Przechodzimy obecnie do do­
wodu twierdzenia 1 .

Niech A  będzie takim otoczeniem punktu x Q, w którego każdym punk-
ole I f 601 ma pochodną aż do rzędu 2k -  1 zaś f fx)  pochodną rzędu
2k -  2 1 niech x^ będzie dowolnym punktem z tego otoczen ia .

* / Pomysł rozważenia takich przypadków Jak i  zastosowania twierdze­
n ia  B olle a w przypadku В  podsunął nam S .  Wołodźko.
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Jeżeli f fx j)  Ф О ,  to  na podstawie c ią g ło śc i funkcji f  teza twierdze­
nia j e s t  oczyw ista. Nleoh wito f (хл) =  0 .
Dla dowodu twierdzenia rozpatrzymy podobne przypadki A 1 В  Jak przy do­
wodzie lematu.
Ad A. J e ż e l i  x ± J e s t  zerem Izolowanym funlcojl f ( x ) ,  to zachodzą pod- 
przypadkl Ax lub A,, z dowodu lematu.
w przypadku Â  w pewnym otoczeniu punktu j e s t  f(x )  = |f ( x j |  lub
* pewnym otoczeniu punktu x^ j e s t  f(x ) = - | f ( x ) |  , oo na podstawie za­
łożeń twierdzenia kończy dowód.
Jeżeli zachodzi A  ̂ to d la  x dostateczn ie b lisk ich  x^ mamy:

f(x )  gdy x < x Ł, I -  ffx ) d la x  <  xt ,
|ffx )| lub |f (x ) | - <

-  f(x ) gdy x  у  x ± , t ( x )  d la x > x t .

Wobec powyższego 1 założeń twierdzenia otrzymujemy dla dowolnego 
/ А -  0 , 1 , 2 , . . . ,  2k -  3

. .  . .  - M )lim 1 ■ 1 - ■ ■ *—  * lim ..  ...v------
h-»0' h h-eO” h

I fw f ih  -  KWIÏ? . .
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lub

l t t  I f w g l ,  -  I fM lg  _ _ ш

h-»0" h ĥ O" h

KWI?
l* V  ----------------E---------------  * ХЙ(Г -------------5--------------

Z równości (3)  1 ( 4 )  1 faktu , że w х^  I s tn ie ją  poohodne funk-
o j l f  (x) i  lf(x)l  aż do rzędn 2k -  2 wynika, że

/ В /  l f ( x ) l ^  = f fx t) -  O gdy /t  ж  0 , 1 , 2 , . . . , 2 k  -  3.

Funkcja I fCx)| ma w każdym punkcie otoczenia A  , a więc w punkcie 
pochodną rzędu 2k -  1, a stąd pochodna rzędu 2k -  2 rozważanej 

funkcji w tym punkcie j e s t  c ią g ła . Zachodzi więc

lim l f fx ) ł f2k -  2) = I f f x ) ! ^ -  2) = 0 . 
x-»xt xt
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Na podstawie lematu w rozważanym otoczeniu spełniony j e s t  związek 
/1 / .  Wobeo tego

lim ĆOOfr*) = 0 ,  
x -»xi

o ż y li wobeo ogranlozonośol funkcji £(*>

l i a  Ą f =  0.
x-*xl

I s tn ie je  więc granica poohodnej rzędu 2k -  2 funkcji f  fx) w punkcie 
i  J est równa w artości funkcji w tym punkcie, co dowodzi c iąg łości 

funkcji ffck -  2j. xj w punkcie .
Ad B. W tym przypadku na mocy dowodu lematu zachodzi wzór ( 2 ) ,  a co za 
tym Idzie i  wzór ( s ) . Dowód J est więc identyczny jak w przypadku A. Tal 
wlęo dowód twierdzenia 1 zo s ta ł zakończony.
2. Nasuwa s ię  pytanie o I le  można osłab ió  za łożen ie rozważanego we wstę- 
ple lematu z pracy [2], gdyby chodziło  n ie  o k lasę G t a tylko o 
is tn ie n ie  pochodnej rzędu 2k -  1 funkcji f (x )  w punkcie xg . W odpo­
w iedzi na to pytanie udowodnimy:

Twierdzenie 2
J e ż e li funkc.la l f (x) l  ma w punkcie x 0 pochodna rzędu 2k -  i  oraz 
funkcja f (x )  ma w pewnym otoczeniu punktu x 0 pochodna rzędu 2k- 2, 
to funkcja f (x)  ma w punkcie xo pochodna rzędu 2k -  1 .

Dowód. J e ż e l i  f ( x 0)»< O, to na mocy c ią g ło ś c i fun kcji ffx)  w puni 
c le  xQ teza  tw ierdzenia j e s t  oczyw ista.
Niech t ( * 0) ■  O. Rozważamy w punkcie x g przypadki A 1 В  tak, jal 
w dowodzie lematu. W przypadku A, gdy zaohodzl przypadek Â  otrzymu­
jemy rozumując jak w dowodzie lematu wniosek o is tn ien iu  poohodnej rzędu 
2k -  1 w punkcie xQ. V przypadku A, gdy zachodzi Aj l w  przypadku 
В  rozumujemy w sposób następujący.

Rozwijając funkcję I f (x)l w szereg Taylora aż do rzędu 2k -  2 
w punkcie x g przy d ostateczn ie małych h dostajemy

If ( x 0 + h )U  t y  I f ( x ) | ^ 2 k " 2) , gdzie0<e<d .
x o *

. ,(2k -  2)
Stąd |f(* )| >  0,

xo + №

a dalej wobeo dowolności znaku h:|
. i<2k-2>

( f f * ) ! ^  « lim — ■— flC6b- ~'*c h_*0 6h
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Me mocy lematu many stąd

£ f x  + h) t(2t - 2 , ( x  + h)
1 1 .  ------------------ 2 -----------------------------------------------g --------------------- 2 -------------------------------0 ,

h-*0 “

czyli

u. tl2t - ..
h O TÏ u*

skąd f^2 t - 1 V x 0) - O ,

co kończy dowód tw ierdzenia 2 .
Przez analogię do rozważań, które doprowadziły do twierdzenia 1 na­

suwają s ię  w stosunku do twierdzenia 2 dwa pytania, a mianowicie:
1. Czy twierdzenie Z pozostanie prawdziwe, j e ż e l i  rząd nieparzysty pochod­

nej zastąpimy rzędem parzystym, tzn . rzędy pochodnych w nim występu­
jących obniżymy o 1?

( o ir  2  )
2. Czy można w twierdzenia 2 za łożen ie is tn ie n ia  pochodnej f  fx)

w pewnym otoczeniu punktu x Q ograniczyć tylko do is tn ie n ia  te j po­
chodnej w punkcie xQ?

Odpowiedź na pierwsze z wyżej wymienionych pytań Jest negatywna, o czyn 
świadczy następujący  

Przykład 1
Rozważmy d la  dowolnej liczb y  naturalnej 1 funkcję

x21 d la  x >  0,
Г Г х )  -

-x 21 d la x <C 0 .

funkcja |f (x ) | j e s t  k lasy  C°° d la  każdego x . Funkcja f (x )  J est w
21 —  1punkcie x 0 * 0 k lasy  C , n ie  ma natomiast w tym punkcie pochodnej

rządu 21.
Zauważmy, że na drugie z postawionych pytań d la  к  = i  odpowiedź 

Jest pozytywna, bowiem gdy f f x ^ s  0,  to zachodzi związek

f (x 1) * l f ( x) l Xi « 0 .

Okazuje s ię  jednak, że gdy k ^  i  odpowiedź na rozważane pytanie je s t  
negatywna. Fakt ten wynika z następującego 

Przykładu 2
W każdym z przedziałów | — -—  , 4  I d la i  = 1 , 2 , . . . ,  obieramy środek

L i  + 1 1
Sj oraz pewne /d ostateczne małe tak, by mogły być spełnione poniższe wa­
runki Ъ /  i  c / /  otoczen ie Pj tego środka o domknięciu zawartym я

przedziale ( .  - j ) . W każdym przedziale Pj zlepiamy ze sobą



ça ZENON MOSZNER, ZBIGNIEW POW±ZKŁ

w środka S j  t v le  krzywe o równaniach

ч - [x - з + i f *~ or« r2 - - [* - 1(та ♦ i)]2k
/ к  dowolne natu raln e w iększe od 1 / ,  p rzy  czyn J e ż e l i  i  J e s t  liczbą n ie­

p a rz y stą , to  ro b la y  to  podobnie Ja k  w p rzyk ład zie  i ,  J e ż e l i  zaś i  J e s t  

l lo z b ą  p a rz y stą , to  tunkoje У1 >7г e l l e e i o , oBe ja k  w p rz yk ła d zie  1 od­
b ija n y  sym etrycznie w o s i  x .

Tak otrzymane krzywe u zupełniany do wykresu fu n k c ji  t(x) o k reślo ­

nej na p r z e d z ia le  [ o , i ]  1 s p e łn ia ją c e j  w p r z e d z ie lę  (o,l) warunki na­
stę p u ją ce :
a /  f (x )  J e s t  k la s y  C ° °  z w yjątkiem  punktów d la  1 «= 1 , 2 , . . . ,
Ъ / f(x) J e s t  k la s y  C °°  oraz pochodna l f f x ) l fW są  ograniczone d la  

0 «• 0 , 1 , 2 , . . .  2k -  i ,
o /  pochodne tM (x) są  ograniczone d la  V = 0 , 1 , 2 , . . . ,  2k -  3 .

Funkcja FCx) » x2k t(x) na n a stęp u jące  w ła s n o ś c i: lFfx}| J e s t  k la s y  
2k — 1C w punkole 0 ,  F( x)  na w punkcie 0 pochodną rzędu 2k -  2 ,n ie

n ająć t e j  poehodnej w o toozen lu  te g o  punktu / n i e  na j e j  bowiem w punktach 

S j/ ,  a stą d  F fx ) n ie  na w punkole 0 pochodnej rzędu 2k -  1.

P r a o e  c y t o w a n e

[ i ]  A. H o b o r c k l ,  Bber d ie  A b le itu n g  zusammengezetzter 

Funktionen, U ath en atlo a  7 /1 9 3 3 / ,  s t r . 3 2 -3 7 .
[2 j  Z . U o s  z  n e г ,  I .  L a  w e r  a , Tw ierd zen ia d otyczące re­

g u la rn o ści krzywych położonych na pow ierzchni I I ,  R ocznik Naukowo-Dydak- 

tyozny WSP w Krakowie nr 31 / 1 9 6 8 / ,  s t r . 2 7 -3 6 .



WPŁYW HEGULAHNOSCI FUN KCJI | f(x )|  NA HEGULAHNOSĆ FUN K CJI f ( x ) 99

R e  з а в е

L 'in flu en ce de l a  r é g u la r it é  de la  fo n c tio n  If<*)l sur la  r é g u la r ité  de
la  fo n c tio n  f ( x )

On a démontré dans la  n ote  le s  deux théorèmes s u iv a n ts .
1. S i  pour un к e n tie r  p lu s grand que 1 la  fo n c tio n  l f( x) l  a la  dérivée  

d 'o rd re  2 - k - i  en chaque p o in t d'un entourage d'un p o in t xQ e t  f ( x )  a
la  d é riv é ed 'o rd re  2 - k - 2  en chaque p o in t d'un entourage du p o in t x ,

2k—2 °dans ce ca s f ( x )  e s t  de la  c la s s e  C dans un entourage du point x^
2. S i  la  fo n o tio n  If(x)l  a la  d é riv é ed 'o rd re  2 - k - l  en p o in t xQ e t  la  fon­

c t io n  f ( x )  a la  d é riv é ed 'o rd re  2 - k - 2  dans un entourage du p o in t xQ, 
a lo r s  f ( x )  a la  d é riv é ed 'o rd re  2 * k - l  en p o in t x0 .

On a montre a u s s i  qu'on ne peut pas remplaqer pour к >  1 dans le  

théorème 2 de la  su p p o sitio n  que f ( x )  possède la  dérivée d 'o rd re 2 - k - 2
,  £(2k -2)

dans un entuorage du p o in t  x par la  su p p o sitio n  qu i l  e x is te

P a s s a *

ПОСТУПЛЕНИЕ РЕГУЛЯРНОСТИ ФУНКЦИИ IfOdl НА РЕГУЛЯРНОСТЬ ФУНКЦИИ f  (я)

В работ* доказана следующие две теорема:
Теорема I

Если для некоторого натурального к>1 функция IfdOl кмеет проке водную 2 к - 1  
ряда в любой точке некоторой окрестности точек  х0 к  если ffr) кмеет производ­
ную 2 к - 2  ряда в лвбей течке некатерей окрестностк точки х0 , те f(x) 

г* 2к—2является С в некетерей окрестностк течхк я „ .

Теорема 2

Еслм функция I имеет в точке хс проивводную 2к- l  ряда н функция f М  
имеет в некетерей окрестности точки х„ пронвводнув 2к-2 ряда, те она имеет 
в течке хс производную 2k-d ряда.
Укаван* таххе, что в теореме 2 предложение обладания черев фухкцяв £«) про­
кв водной 2к -2  ряда в некоторой окрестностк точкк х, невовмохно при к>1

______  *Г2к-2) ,заменить предложением существования I  <х0).


