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STRUKTURA OGÓLNEGO ROZWIĄZANIA RÓWNANIA TmNSLACJI NA GRUPOIDZIE EHRESMANNA 
ORAZ ROZKŁADY NIEZMIENNICZE TEGO GRUPOIDU

W s t ę p

P ra ca  t a  s k ła d a  s i ę  z 5 r o z d z ia łó w .

W r o z d z ia le  I  /w prow adzającym / przypomnimy d e f i n i c j e  grupoidów 

Brandta i  Ehresmanna oraz zacy tu jem y  pewne tw ie r d z e n ia  d o ty c z ą c e  tych  

grupoidów , z k tó r y c h  skorzystam y w n astęp n y ch  r o z d z ia ła c h .

W r o z d z ia le  I I  podamy k o n s tr u k c ję  w s z y s tk ic h  rozkładów  n ie zm ie n n i­

czych u s ta lo n e g o  gru p old u  B ran d ta  i  grupo.idu Ehresm anna. K o n s tr u k c ja  ta  

b ęd zie  n a jp ie r w  podana w przypadku pewnego s z c z e g ó ln e g o  gru p old u  Brandta, 

n a stę p n ie  u zyskane w yn ik i z o s ta n ą  p r z e n ie s io n e  na dowolny grupoid Brandta 

a w końcu na g ru p o id  Ehresm anna.

W r o z d z ia le  I I I  podamy o gó ln e  ro zw ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  na 

g ru p o id z ie  B ra n d ta  i  Ehresm anna. Podobnie ja k  w r o z d z ia le  I I  problem  ten 

b ęd zie  rozw iązyw any eta p am i: n a jp ie r w  podamy ogóln e ro zw ią za n ie  równania 

t r a n s l a c j i  na pewnym szczególn ym  g ru p o id z ie  B ran d ta  /ty m  samym co po­

p r z e d n io /, n a s tę p n ie  -  na dowolnym g ru p o id z ie  B ra n d ta , a  w końcu na gru­

p o id z ie  Ehresm anna. W r o z d z ia le  tym podamy te ż  pewne w n io sk i w ynikające 

b ezp o śred n io  z o gó ln ego  ro z w ią z a n ia .

W r o z d z ia le  IV wprowadzimy p o ję c ie  to p o lo g ic z n e g o  grupoldu Ehresman­

na oraz udowodnimy pewne tw ie r d z e n ia  d o ty c z ą c e  p r z e n ie s ie n ia  wybranych 

w ła sn o śc i grup to p o lo g ic z n y c h  na gru p o id y  t o p o lo g ic z n e . Udowodnimy też  

pewne z a le ż n o ś c i  zachodzące m iędzy grupą to p o lo g ic z n ą  a odpowiednim g ru - 

poidem to p o lo g iczn y m  B ra n d ta .

Rozw ażania przeprow adzone w r o z d z ia le  V d o ty c z ą  z n a le z ie n ia  pewnych 

warunków k o n ie czn y ch  i  pewnych warunków d o sta te o z n y c h  na t o ,  by s p e łn ia ­
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Ją c e  warunek tożsa m ośc i  rozw ią za n ie  równania t r a n s l a c j i  na topologicznym  

grupo id z i e  B randta b y ło  c i ą g ł e .

Chciałbym s e r d e c z n ie  podziękować Panu P r o t . d r  Z .  Mosznerowi za trud 

w ie lo k r o tn e g o  p r z e g l ą d n i ę c i a  pracy  i  s z e r e g  ce n n y ch ,p o cz y n io n y ch  p r z y  tej 

o k a z j i . r a d  i  wskazówek.

I .  Wprowadzenie

Przyjm ijm y za W aliszewskim / [ l ś ]  s t r .6/  n a s t ę p u ją c ą  d e f i n i c j ę  gru ­
po idu:

D e f i n i c j a  1 . Rozważmy parę ( C , * )  g d z ie  C o zn acza  z b i ó r ,  a 

o p e ra c ję  b in a rn ą  w tym z b i o r z e .  P r z e z  R oznaczmy d z ie d z in ę  t e j  o p e ra -  

o j i .  N iech C b ę d z ie  zdefin iow ane n a s t ę p u ją c o :
JP i l

Cc — I е : ее С л  (e,e)£R a e*e = e
Parę (C  •) nazywać będziemy grupoidem, j e ś l i  spełnione s ą  następujące 
aksjom aty:

( 1. 1) Л  ( ( l 'x , y )  f  Й < ( y , z )6 В )  ( x , y  z )  £ r ) ,

a . 2) Д  ( i ( x , y )  6 R A t y , Z )  é  r ) = 4  ( x , y , z )  e  r ) ,

( 1 . 3 )  Д  ( ( ( y , z ) e  R A ( X , y , z )  £ R ) = = ^ ( x , y )  e  r ) ,

(1.4) Л  f ( ( x , y ) €  R A ( x . y , z )  G н ) = 4  ( y . z )  6  R ) ,
X,y,z

( Ï . 5 )  A  ( ( x ,y )  €  R л ( y . z ) €  R а ( x . у , z ) G R A ( x , y . z )  6  R ) = ^
x , y , z  ,

7= »  ( x • у ) .  z = x ( y . z ) J  ,

1 . 6  A  ( ( ( X , y )  6 R A ( X , Z )  £  R A X . y  = X . Z ) y = z ) ,
X ł y łZ

( 1 .7 !  л '  ( ( ( y . x )  é  R A f z , x )  £  R a y - x  = z - x )  = #  y = z ) ,

( I .8-) V  C ( x , y )  €  H a x . y  g C ) .
x e C y  É C

W o p a rc iu  o powyższą d e f i n i c j ę  ła tw o  wykazać / f i 4] s t r . 6 - 7 / ,  że w 

g r u p o ld z le  s p e łn io n e  są  n a s tę p u ją c e  w arunki:

( 1 .9 )  e ' e q .  x t  C ^ fx , e )  6 Н = Ф  x - e  = x ) л ( ( e , x )  fc R =ÿ e x  = x ) )  ,

( 1 . 10) x Ae C Л е  é  C0 ( ( ( M j H l  a ( x , e 2 , t  R ) ^ ^  = e 2 ) ,

(1 .1 1 )  x A C e f i e 2 6 co l ^ e l , X ^e K A ( e 2 ’ X R ) e i  = e 2 ) ’
( l« 12 )  ( ( ( x , y )  e  R a x . y  e  c0 ) = ^ ( 7 y ,x )  e R л y . x  c 0 ) ,

( 1 . 13) х ’л с e ^ ,e 2 e. Co ( ( x , e 1) é R A ( e 3 , x )  е в ) ,

(1 .1 4 )  C0 = { e  : e e C  a A  f ( x , e ) 6 R х . е  = х ) л ( ( е ,x )eR = ^ e .x = x l|
к ( /  X t  c ”

(1 .1 5 )  x , y . z ( » X , y )  6 R a ( x , z )  €  R A x . y  e  Cc. A X . Z 6C0 ) ** у  = z ) ,

x . 'y .z  f(Cy»x ) É R A f z , x )  6 R A y . x  e  Cc A z X £ C 0 )  * *  y *  z ) .



OGÓLNE ROZWIĄZANIE RÓWNANIA TRAN SLACJI NA GOTPOIDZIE EHHESMANNA 109

Ze w zględu na t o ,  że p o ję c ie  gru p oid u  w s e n s ie  d f . i  j e s t  równoważ­

ne p o ję c iu  gru p oid u  w s e n s ie  Ehresmanna / [ 1 4 ]  s t r . 9 / ,  g ru p o id  w se n sie  

d f . i  będziem y w dalszym  c ią g u  nazywać grupoidem  Ehresmanna.

W p ra cy  t e j  k o r z y s ta ć  będziem y z n a s tę p u ją c e j d e f i n i c j i  grupoidu 

Brandta / [ i 2] s t r . 8 / :

D e f i n i c ja  2 . Z b ió r  C z o p e r a c ją  b in a rn ą  w tym z b io r z e  nazywa­

my grupoidem  B ra n d ta , j e ś l i  sp e łn io n e  są  n a s tę p u ją c e  a k s jo m a ty : 

i /  J e ś l i  a .b  = c ,  to  kaZdy z elem entów a ,b ,c  j e s t  je d n o zn a cz n ie  wy­

znaczony p rze z  dwa p o z o s ta łe .

2 / J e ś l i  a ,b  i  b .c  m ają s e n s , to  tak że  ( a . b ) . c  1 a . ( b .  c) mają

se n s ; j e ś l i  a .b  i  ( a .b )  ,c  m ają s e n s , t o  b .c  i  a . ( b . c )  m ają sens; 

j e ś l i  b .c  i  a . ( b . c )  m ają s e n s ,  to  a .b  1 ( a .b ) .c  m ają s e n s -w e  

w s z y s tk ic h  w ym ienionych przypadkach ( a . b ) . c  = a . ( b .c )  .

3 /  D la  każd ego  elem entu a i s t n i e j ą  t r z y  Je d n o zn aczn ie  wyznaczone e l e ­

m enty: p raw ostron na je d n o ść  e . lew o stro n n a  Je d n o ść  e - 1  1 element
j  a  a

odwrotny a“  t a k i e ,  że

ea- i . a  =  a - e a = 

a 1* a -  ea ,  a  - a 1 =  ea- i ,

4 / D la  każd ych  dwu Je d n o ś c i  e . e. i s t n i e j e  elem en t c t a k i ,  Ze c .e
a  O SL

oraz e ^ .c  m ają s e n s .

P o ję c ie  gru p oid u  B ran d ta  i l u s t r u j e

P rz y k ła d  1 . Rozważmy dow olny z b ió r  A oraz z b ió r  AxA. Operację 

w z b io r z e  AxA d e fin iu je m y  n a s tę p u ją c o : ( a , b ) . ( c , d )  ma sen s wtedy i  

ty lk o  w te d y , gdy  b *  c -  gdy to  za ch o d zi w ted y:

( a ,b ) .( c ,d )  =  C a ,4 ) .

Łatwo s p ra w d z ić , że z b ió r  AxA z ta k  o k r e ś lo n ą  o p e r a c ją  J e s t  grupo­

idem B r a n d ta . G rupoid  t e j  p o s t a c i  będziem y w dalszym  c ią g u  nazywać gru­

poidem parowym.

W ro zp raw ie  £ i 4 ]  podana j e s t  n ieo o  in na d e f i n i c j a  gru poidu  B ran d ta . 

Ponieważ b ra k  w n i e j  w yraźnego s tw ie r d z e n ia , że podana tam d e fin ic ja  gru­

poidu B ra n d ta  j e s t  równoważna d e f i n i c j i  2 , a  k o r z y s ta ć  będziem y z wyni­

ków u zyskanych  w [ l 2 ]  ja k  i  w [ 1 4 ] ,  udowodnimy n a s tę p u ją c e  /w  [l4~j przy­

j ę t e  ja k o  d e f i n i c j a / :
T w ierd zen ie  i . Z b ió r  C z o p e r a c ją  j e s t  w tedy i  ty lk o  wtedy 

grupoidem B r a n d ta , gdy j e s t  grupoidem  Ehresmanna sp e łn ia ją cy m  warunek:



110 j Oz b f  ta bo r

(1.17) ^X,ye c X i e C  ^ x' u )6 R  A < « * * * ) .
Dowód. Wykażemy n a jp ie r w , że a k sjo m a ty  ( 1 ) ,  ( 2 )  i  f3 ) d e f .  2 są 

równoważne aksjom atom  f i . i )  -  ( l . e )  d e f . l .  J e s t  b ezp o śre d n io  w id oczn e, 

że a k s jo m a ty (i)  i (2) są  równoważne aksjom atom  f i . i )  - f l . 7 ) .  D la  w ykazan ia , 

że z aksjom atów  f i )  -  f3 ) wynika f l . 8 )  w y sta rcz y  p o k a zać , że ea- i в C0 
c z y l i ,  że ea-i • ea-i = ea- i .

Ponieważ ea- i -a  oraz a .a _ i  m ają s e n s , w ięc na p o d staw ie  f2 )  ma sens 

ea-i-(a -a" '). K o r z y s ta ją c  w dalszym  c ią g u  z ( 2 )  i  (3 )  mamy:

ea-< • ea-i =  ea- i ( a -a 'ł) =  fea-ł ' a ) <a '1=  a - a 'd= e a- i ,

Udowodnimy z k o l e i ,  że z aksjom atów  f l . i ) - f l . 8 )  w ynika ak sjom a t f 3 ) . Na 

podstaw ie f l . 8 )  i  f l .1 2 )  wiemy, że do każdego x  i s t n i e j e  у  t a k i e ,  

że х ' у e C c i  y x  e  C „ .

Oznaczmy x -y =  ex- i  ,  у  х =  e x .
Na p od staw ie f l . l )  i  f l . 9 )  mamy w tedy:

ex- i ‘* = x  , x »ex = x .

Jed n ozn aczn ość elem entów e x- i ,  ex >7 w ynika z warunków f l . i O ) ,  f l . l l ) ,  

f 1 .1 5 )  .

Udow odniliśm y w ten  sp o só b , że ak sjom a ty  f l . l ) - f l . 8 )  d e f . l  są  równoważ­

ne aksjomatom ( l ) - f 3 )  d e f . 2 .

D la  o sta te o z n e g o  za k o ń cz e n ia  dowodu p o z o s ta je  wykazać równoważność 

aksjom atów  f4 )  i  f l .1 7 )  na g ru n c ie  gru p oid u  Ehresm anna. Z ak sjom a tu  ( l . l i )  

wynika o c z y w iś c ie  ak sjom a t f 4 ) .

Udowodnimy, że z ak sjom atu  f4 )  w ynika ak sjo m a t f l . 1 7 ) .  Rozważmy w tym c e ­

lu  dowolne e lem en ty  x ,  у  ze z b io r u  C .  D la  elem entów  ex , e y- l  na pod­

sta w ie  (4 )  i s t n i e j e  c t a k i e ,  że m ają sen s  e ^ . c ,  c . e y- l .  Ponieważ x .e x 

oraz ey- 1 y maJ 4  s e n s , w ięc m ają sen s  w y ra że n ia :
x -fe x -c )  =  (x -e x) - c  =  x -c  , f c - e y.1) - y =  c - f e ^ - y ) * c - y .

Warunek f l .1 7 )  z o s t a ł  w ięc udow odniony, a w te n  sposób zakończono dowód 

tw ie rd z e n ia  1 .

W [ l 4 j  z o s t a ło  udowodnione n a s tę p u ją c e

Tw ierd zen ie  2 . Z e s p ó ł ( C y )  J e s t  grupoidem  Ehresmanna w tedy i  t y l ­

ko w tedy, gdy i s t n i e j e  r o z k ła d  11 z b io ru  C na ta k ie  z b io r y  r o z łą c z n e , 
ż e : R c  U {M X M  : Meli}
i  każdy z b ió r  A z ro d z in y  11 z z a c ie śn ie n ie m  o p e r a c j i  n. n do z b io r u  A 

J e s t  grupoidem  B ra n d ta . J e ś l i  ( C / )  j e s t  grupoidem  Ehresm anna, w tedy ta ­

k i  r o z k ła d  j e s t  je d n o zn a cz n y .

R o z k ła d , o którym mowa w powyższym tw ie rd ze n iu ,p o d y k to w a n y  j e s t  na­

s tę p u ją c ą  r e la c j ą  w z b io r z e  C / [ 1 4 ]  s t r . I O / :

(1.18) x S y < ^ »  Vnf(x,n)eR л fn ,y )e R ).
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K o rz y sta ją c  z t e j  uwagi udowodnimy

S i e r d z e n i e  3 . J e ż e l i  e lem en ty  x ,z  gru p oid u  Ehresmanna są  przemna- 

żalne / X . z ma s e n s / ,  to  x  1 z n a le ż ą  do te g o  samego gru poidu  Brand­

ta, k tó r y  j e s t  je d n ą  ze składow ych ro z k ła d u  danego gru p oid u  Ehresmanna na 

grupoidy B ra n d ta .

Dowód. N ie ch  (x ,z )e R ..  Na p o d sta w ie  (1 .1 3 )  i  (1 .9 )  i s t n i e j e  e l e ­

ment e t a k i ,  że (x ,e )e R  i  x*e =  x . K ład ąc wtedy w ( 1 . 4 )  : x = x ,

y = e ,  z *  z otrzym ujem y; (e ,z )e R .

Mamy w ię c : (x .e )e R  i  ( e . z ) e R .
Oznacza t o ,  że e lem en ty  x ,z  są  w r e l a c j i  ( 1 .1 8 ) ,  co  kończy dowód.

W n i n i e j s z e j  p ra c y  w danym z b io r z e  rozważamy je d n ą  ty lk o  o p e ra c ję  

binarną n„ " .  Z b ió r  C z o p e r a c ją  nazywać będziem y s tr u k tu r ą . P r z y j­

miemy n a s tę p u ją c ą  d e f i n i c j ę  izom orfizm u s tr u k tu r :

D e f i n i c j a  3 . S tr u k tu r y  ( C ^ ,* )  , ( C 2 , *) nazywamy iz o m o r f ic z n y m i,je ż e ­
l i  i s t n i e j e  fu n k c ja  różn ow artośoiow a f  p r z e k s z ta łc a ją c a  C.  ̂ na C ,  

taka, że s p e łn io n y  J e s t  warunek: f fx ) -f fy )  ma sen s wtedy i  ty lk o  w te­

dy, gdy x .y  ma s e n s ; -  gdy to  z a c h o d zi w tedy:

f6c)-f(y  ) = f ( x - y ) .
J e s t  b e z p o śre d n io  w id o czn e , że obrazem p op rzez izom orfizm  gru poidu Ehres­

manna /B r a n d t a /  J e s t  g ru p o id  Ehresmanna /B r a n d t a / .  Podobnie widoczne J e s t ,  

że f u n k c ja  odw rotna do izom orfizm u j e s t  izomorfizmem oraz z ło ż e n ie  iz o ­

morfizmów J e s t  izom orfizm em .

W dalszym  c ią g u  wprowadzimy p o ję c ie  ilo c z y n u  p r o s te g o  stru k tu r .P rzy j­

mijmy m ia n o w ic ie :

D e f i n i c ję  4 . Rozważmy dwie dowolne s tr u k tu r y  ( C j ,*  ) i ( C 2 , - ) .

W z b io r z e  C i *  C 2 o p e r a c ję  d e fin iu je m y  n a s tę p u ją c o :

(xi<yi) Ч*2'Уг> ma se n s  w tedy 1 ty lk o  w ted y, gdy x1-x 2 i у-^уг 
mają sen s -  gdy to  z a c h o d z i k ład ziem y

(*i<yi) -(* г .У г)=  , У Г У Л

Zbiór C * X C 2 z ta k  o k r e ś lo n ą  o p e r a o ją  nazywać będziem y iloczynem  

prostym s tr u k t u r .

Łatwo sp ra w d z ić , że i lo c z y n  p r o s ty  grupoidów  Ehresmanna /B r a n d ta / 

j e s t  grupoldem  Ehresmanna /B r a n d t a / .

Przytoczym y z a  N ije n h u isem  / [ l 2 ]  s t r . i l /  n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie  4 .  K ażdy g ru p o id  B ra n d ta  J e s t  iz o m o rficz n y  z iloczyn em  

prostym pewnego gru p oid u  parowego i  pewnej grupy -  obydwu wyznaczonych 

jed n o zn a czn ie  / z  d o k ła d n o ś c ią  do iz o m o rfiz m u /.

T w ierd zen ie  4 w d a ls z y c h  n aszych  rozw ażan iach  odgrywać będzie zasad­

n iczą  r o l ę .  Odwoływać s i ę  będziem y do n ie c o  in n e j ,  podanej p ó ź n ie j wypo­

w iedzi te g o  tw ie r d z e n ia  /tw ie r d z e n ie  4 V .  D la  w ię k s z e j ja s n o ś o i  d a ls z y c h  
rozważań /w  s z c z e g ó ln o ś c i  w ypow iedzi tw ie r d z e n ia  4 /  podamy za N ije n h u i-
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sem /n i e c o  p rze z  nas zm odyfikow any*^ s z k ic  k o n s t r u k c j i  izom orfizm u ,o  któ­

rym mowa w tw ie rd ze n iu  4 .

Rozważmy dowolny g ru p o id  B ran d ta  H. W szystkim  elementom neutralny® 

te g o  gru p old u  przypiszm y odpow iednie In d ek sy  o , p rzy  czym każ­

demu elem entow i p rzy p isu jem y  ty lk o  je d e n  in d e k s  / t z n .  zakład am y,że 

w tedy i  ty lk o  w tedy, g d y o c = J ï / .

D la  d a ls z e g o  c ią g u  u sta lm y  dow olnie oc .  Z b ió r  ta k ic h  elem entów a 

że ex -a  oraz  a -e ^  m ają s e n s , j e s t  g ru p ą . Grupę tę  ozn aczać będziemy 

w dalszym  c ią g u  p rze z  • Każdemu różnemu od oc w skaźnikow i f i  przy­

piszm y d o k ła d n ie  Je d e n  e lem en t ze z b io r u  t a k ic h  elem entów  ,

że Ц * or az  m ają sen s / i s t n i e n i e  t a k ic h  elem entów  gwaran­

t u je  a k sjo m a t ( 4 ) / .  P rzy jm ijm y p o n ad to :
<& <tf .

CoCoc. — eoC , cf i t  — Cccfi ' CcC» '

Z b ió r  w s z y s tk ic h  otrzym anych w ten sp osó b  elem entów  c oznaczmy przez 

H,* . Łatwo sp ra w d zić , że z b ió r  te n  j e s t  grupoidem  B ran d ta  /podgru poiden  

gru p oid u  Н / .  Każdy e lem en t x  z gru p oid u  H można je d n o zn a cz n ie  przed­

s ta w ić  w p o s t a c i

x — *■ c« r  » g d z ie  a €  £ «  , bp# , € Ha  .
Połóżm y w tedy:

f(*)= (efilef ,a) .
J e s t  b e zp o śre d n io  w id o czn e , że ta k  o k r e ś lo n a  fu n k c ja  f  j e s t  różnowar- 

to ś c io w a .

Rozważmy dwa dowolne e lem en ty  z , у  ze z b io r u  H . Wobec poprzednich uwag 

można j e  p rze d sta w ić  w p o s t a c i

X!= - У ~ Crfccc<*e •
N ie tru d n o  sp ra w d z ić , że x .y  ma se n s  w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy у —â .  Gdy 

to  z a c h o d z i, w tedy
x.y =

a  więo : S U - y) »  ( , ee , a-a' ) ,

J e ś l i  przyjm iem y, że ^ , е у, а ) - (etf,e e ,a‘ ) ma sen s  w tedy i  t y lk o  wte­
dy , gdy ff =  cf oraz  przyjm iem y w tym przypadku :

to  f  j e s t  izom orfizm em , o którym  mowa w t w .4 .

K o r z y s ta ją c  z pow yższych rozw ażań tw ie r d z e n ie  4 można rów nież s f o r ­

mułować n a s tę p u ją c o :

T w ierd zen ie  4 ' . Każdy g ru p o id  B ra n d ta  H j e s t  iz o m o rfic z n y  z pewnym 

grupoidem  p o s t a c i  l A x A x Q ) ,  g d z ie  ô  j e s t  gru pą a o p e r a c ja  Je s t
zd efin io w an a  n a s tę p u ją c o :

x /  M o d y fik a c ja  t a  p o le g a  w sw ej I s t o c i e  na t^ m .ż e  za  w a r to ś o i kon­
struow anego izom orfizm u bierzem y t r o j k i  pewnych elem entów .
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<>,4, X)• С д  .Ÿt.y) =  (/t .V ,x 7  ) y g d z ie  A .  V>, / 4 , v>4 6 Д  , x ,y 6  S ,

przy czym ( / x , \ > , x )  • ( A t - V / J  ma sen s w tedy i  ty lk o  w tedy, gdy v = A i -  

Z d r u g ie j  s tr o n y  J e s t  b e z p o śre d n io  w id o czn e, że s tr u k tu r a  (A  1  A 1  G J 

/А  -  dow olny z b ió r  n ie p u s ty , 5  -  dowolna g r u p a /, g d z ie  operacja J e s t  

rozumiana w powyższym s e n s ie ,  J e s t  grupoidem  B ra n d ta . J e ś l i  z b ió r  A J e s t  

Jednoelem sntow y, to  g ru p o id  ten  J e s t  grupą iz o m o rficz n ą  z grupą Q ,  n a to ­

m iast J e ś l i  gru p a G J e s t  Jedn oelem en tow a, to  g ru p oid  ten  J e s t  izomor­

f ic z n y  z grupoidem  parowym ( A x A , ’ ) .

I I .  R o zk ła d y  n ie z m ie n n ic z e  grupoidów  B ran d ta  1 Ehresmanna

P rzy jm ijm y  za  S .  M idurą i  Z .  Mosznerem / [ 8 ]  s t r .  3 2 5 / n a s tę p u ją ce  

d e f i n i c j e :

D e f i n i c j a  5 . Rodzinę { Ht }te T zbiorów  n ie p u s ty c h ,r o z łą c z n y c h  na­

zywamy rozkładem  z b io r u  H, j e ż e l i  H = y THt . Z b io ry  Ht  nazywać bę­

dziemy składow ym i r o z k ła d u .

D e f i n i c j a  6 . R o zk ład  { H t} teT z b io ru  H nazywamy niezm ienniczym  

względem o p e r a c j i  o k r e ś lo n e j w H, j e ż e l i  d la  dowolnego x  e  H i  do­
wolnego t t e T  i s t n i e j e  t 2 £  T t a k i e ,  ż e : 

xHt i C  Ht2(
g d zie  xHt £  ( z ; У ., ( z * * / ) }.

W n o c ie  [ 8 ]  udowodniono n a s tę p u ją c e

TvTierdzenie 5 . Warunkiem koniecznym  i  w ysta rcza jący m  na to ,b y  obiekt 

f  o k r e ś lo n y  na s tr u k tu r z e  ( H , * )  b y ł  obiektem  g e o m e try c zn y m ,je s t,b y  roz­

k ła d  z b io ru  H podyktow any obiektem  /r o z k ła d  p o s t a c i  H = w )/

g d z ie  Q  j e s t  zapasem f u n k c j i  f / ,  b y ł  rozkładem  niezm ienniczym  w zg lę ­

dem o p e r a c j i  "

Pon iew aż, ja k  ju ż  w spom in aliśm y, w p racy  t e j  rozw ażać będziem y J e ­

dynie g ru p o id y  /B r a n d ta ,  Eh resm an n a/, a  w ięc z b io r y  z je d n ą  ty lk o  opera­

c j ą  wobec te g o  z a m ia st r o z k ła d  n ie z m ie n n icz y  względem o p e r a c ji

będziem y p is a ć  k r ó tk o  -  r o z k ła d  n ie z m ie n n ic z y .

Wobec tw ie r d z e n ia  5 w yzn aczen ie  w s z y s tk ic h  ob iektów  geom etrycznych 

/ z  d o k ła d n o ś c ią  do rów now ażn ości/ o k re ś lo n y ch  na danym g ru p o id z le  H spro­

wadza s i ę  do w yzn aczen ia  w s z y s tk ic h  rozkładów  n ie zm ie n n iczy ch  te g o  gru­

po id u .

W [8 ] udow odniono, że r o z k ła d  grupy j e s t  n ie zm ie n n io zy  wtedy i  t y l ­

ko w ted y , gdy  J e s t  rozkładem  gru p y  na w arstw y lew ostron n e względem pewnej 

podgrupy. Tak w lęo r o z k ła d y  n ie z m ie n n icz e  w g r u p ie , to  po p r o s tu  r o z k ła ­

dy grupy na w arstw y le w o stro n n e . R o zk ład y  n ie z m ie n n icz e  grupoldu parow e-
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go wyznaczone z o s ta ły  przez Z . Mosznera. K on stru kcja  tych  rozkładów nie 
była  publikowana. My zajmiemy s ię  w dalszym cią gu  wyznaczeniem rozkładów 
niezm ienniczych grupoldu Brandta a następ n ie  grupoidu Ehresmanna.

Przyjm ijm y w tym c e lu  n astęp u jące d e f in ic je :
D e f in ic ją  7 . /Гб1 s t r . l O i / .  Rozważmy dwa ro zkład y zbioru  H: {A ;}ie3 , 

. Rozkład nazywamy sumorozkładem rozkładu {B s}s t$ , Je ­
ż e l i  d la  dowolnego t e J  i s t n ie je  zb ió r Ś c S  ta k i ,  że:

A Ł =  U g B s .

D e f in ic ja  8 . Rozważmy dowolny zb ió r H i  je g o  rozkład  { 

Sumorozkład {B s}S6g rozkładu - t a k i . że przy każdym u sta ­
lonym i Q ze zbioru ^  w każdym ze zbiorów Bs może zawieraó się 
co najwyżej jeden zb ió r z rodziny { ^ i c.j} je 3 -  / t z n .  J e ś l i  Htoj ec  Bs 
i  \  U Bs , to  Hj,e>jc =  Hj,c /  , nazywać będziemy sumorozkła­
dem sem iselekcyjnym  względem 1.

Rozkłady ta k ie  w ystępują bez nazwy w pracy [ 6 ] .  Wyznaczymy rozkłady 
niezm iennicze grupoidu p o s t a c iA x A x 9 .  Udowodnimy m ianow icie n astęp u jące

Twierdzenie 6 . Każdy ro zkład  niezm lenniozy grupoidu A x  A x G  moż­
na otrzymać w n astęp u jący  sposób:
1 /  Zadajemy dowolny rozkład  zbioru  A na zb io ry  ro z łą c z n e , n ie p u ste :

а  - У Л -
2 / Dla każdego ocfei6 wybieramy dowolną podgrupę 5 ,*  grupy 9  oraz 
zadajemy dowolnie fu n k cję :

W ?) : Ą*—* S .
3 /  Konstruujemy rodzinę zbiorów p o s ta c i :

( l i . i )  {(/t,v,x) i DeA* л x e a S o t V ^ } /

gdzie /u-е А , о с € в б / a . e Q .
J e s t  bezpośrednio widoczne, że rodzin a ta  Steinowi pokrycie  zb ioru  AxAxÇ.  
Ja k  wykażemy p ó ź n ie j, zb io ry  t e j  rodziny są identyczne lub ro z łą c z n e , a 
więc rodzina ta  po re d u k c ji zbiorów identycznych  stanow i ro zk ła d  zbioru 
/ 4 * 4 x 5  . Możemy więc mówić o ro z k ła d z ie  { C u,/0t / a } rozum iejąc przez to 
rodzinę pow stałą z rodziny { С ^ (0С/а }  p rzez zredukowanie w n ie j  zb io ­
rów identyczn ych.
4 /  Zadajemy dowolny sem ise lek cy jn y  względem / 4  sumorozkład { Hs j s e § 

rozkładu { СЯ/ОС, а } .
Rodzina {Hs }s e £ J e s t  szukanym rozkładem niezm ienniczym .

Dowód♦ a / Udowodnimy,że rodzina {H s }seg podana k o n stru k c ją  1 -4  je s t  
rozkładem niezmienniczym grupoidu (AxAx5,*)'W tym c e lu  wykażemy najpierw, 
że zbiory rodziny { Сд./0е a }  są ro złą czn e  lub identyozne.Udowodnimy właś­
ciw ie  coś w ię ce j -  wykażemy, że
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°С(з. a c • ос* ' а ,
wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy /<-0 = / ^  , occ =  ocd , а '/а^е& ос / t z n .  a 0 -a i  należ!ł 
do t e j  samej lew ostronnej warstwy względem podgrupy S«; / ,  w po­
zo sta ły ch  natom iast przypadkach zb io ry  te  są ro z łą cz n e .

N iech bowiem ( ^ C/V0,xB) £ С П  C A,,«elA | *
Na podstaw ie (з) otrzymujemy s tą d :
/ t 0 - A ,  oraz V , £ ^ ( 0  А Л1 , a więc A oCl i  w konsekwencji
0Co = oĉ  .
T dalszym c ią g u  mamy w ięc:

xoe a 4 ^ ) n  а1%с0Ц ,Ю .
Stąd otrzymujemy

a0 x0 £ , a, x0 e 50ccboCc(vc) ,
a więc a^xe-fa-‘ xe)*‘ =  a J ^ e S b ^ .
Mamy w tedy:

a0 x„g 'Ŝ ;oboC('>) , xe e ôoCjbeêXĵ  •
ff konsekw encji d la  dowolnego v> ze zbioru  Aocc zachodzi związek:

=  f&Jkcj»)-
O sta teczn ie  wobec ( I I . i )  otrzymujemy: С ^ С(осс a0 = =  ^ •
Z d ru g ie j stron y j e s t  bezpośrednio w idoczne, że j e ż e l i

SJ-o*fa<oCo=  ° ° 1   ̂ ^о*н6 ^оСс’ t0  Qu.*<ete,a0=  C^ ,l0Cl,dt - 
Wprost z o k re ś le n ia  rodziny { С ^ /Сс a}- wynika, że rodzina ta  po­

krywa z b ió r  A k A x Q  a w ięc wobec przeprowadzonego rozumowania po zredu­
kowaniu w n ie j  zbiorów identycznych, J e s t  ona rozkładem zbioru AxAx Q  
W konsekw encji rodzina {H 3} se g j e s t  również rozkładem zbioru A*AxQ 
Pokażemy, że ro zkład  ten j e s t  n iezm ien n iczy . Rozważmy w tym ce lu  zb ió r:

O 0,v * o ) -H 8c.
J e ż e l i  w MSo n ie  zaw iera s ię  żaden zb ió r rodziny {C y c,oc.a} ( V0 — 
u s ta lo n e ), to  wobec d e f i n i c j i  o p e r a c ji zb iorze  A x A x G zb iór
(М'оУо-^о ) Hs0 J e s t  p u s ty , więc zawiera s ię  w każdym ze zbiorów Hg. 
J e ś l i  natom iast i s t n ie je  zb ió r p o s ta c i C V(J,oc, a zawarty w HSo , to  
wobec o k re ś le n ia  zbiorów Hs zb ió r ta k i  J e s t  ty lk o  Jeden. Elem ent 

(/Ło,v0,x 0) J e s t  przemnażalny ty lk o  przez te  elementy ze zbioru  HSq , 
które n a le ż ą  do te g o  wyodrębnionego zbioru  0c,a • Poniew aż ro d z in a

{Hs ) s 6 g  j e s t  sumorozkładem rozkładu { С д , с с а } ,  w ięc i s t n i e j ę  ta k i  

wskaźnik s t , że :

( / V vo/*o) Су„ oc.a =  ^ o X , * c a ^  ^ si  ■
Mamy zatem:

^ 0 /V 0(Xc)H Sc=  (>i 0/V0.*0) ' С у 0 c

W ten sposób dowód p ierw szej c z ę ś c i  tw ierdzenia 6 z o s ta ł zakoń­

czony.
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b /  Wykażemy z k o l e i ,  że k ażd y ' r o z k ła d  n ie z m ie n n icz y  grupoldu 
( A x A x Q , - )  da s ię  otrzym ać k o n s tr u k c ją  1 /  -  4 / .

Rozważmy w tym c e lu  dowolny r o z k ła d  n ie z m ie n n icz y  {H s}se <j grupoidu

(AxA x 5,-).
D la  u s ta lo n e g o  д е Д  określam y ro d z in ę  zbiorów  p o s t a c i :

(11.2) {v: Ух(а°У,*) 6 Ws}.
Wykażemy, że n ie p u s te  z b io r y  t e j  r o d z in y  są  id e n ty c z n e  lu b  r o z łą o z n e . 

Załóżmy d la  dowodu, że v e A ^ ° n A /̂ °.

Oznaoza t o ,  że i s t n i e j ą  ta k ie  e lem en ty  Xj .X j é S ,  ż e : 

f l l . 3 )  Cac /v0/x0) 6  Н д , Н д ,
S tą d  otrzym ujem y:

Załóżm y, że V €• A^e, I s t n i e j e  w ięc x 6  Ç  t a k i e ,  że ( m -c , v . x ) 6 Нд. 
K o r z y s ta ją c  ze związków ( l l . 3 ) ,  ( l l . 4 )  i  z n le z m ie n n lc z o ś o l rozkład u  

{ M s}s c S otrzym ujemy s tą d :

( ^ « .V' X« V * ) 6  Hs<ł ^  ^

Wobec ( l i . 2 )  ozn acza t o ,  że V 6 A ^ '.  Udow odniliśm y w ię c , że A s C  A s° . 

Z u p ełn ie  a n a lo g ic z n ie  dowodzi s ię  i n k l u z j i  o d w ro tn e j; prow adzi to  o s ta ­

te c z n ie  do w n iosku, że A ^  =  А дс.

Udow odniliśm y w ten  sp o só b , że z b io r y  r o d z in y  { A s c} s c g  są  id en ty czn e  

lub r o z łą c z n e .

J e s t  b ezp o śred n io  w id o czn e, że r o d z in a  zbiorów  { A s c|s e g  pokrywa 

z b ió r  A . W p o łą c z e n iu  z p o p rzed n ią  k o n k lu z ją  prow adzi t o  do w n iosku , że 

ro d z in a  ta  po " ś c i ą g n i ę c i u "  zbiorów  id e n ty cz n y ch  i  o d rzu cen iu  p u sty ch  

stan ow i ro z k ła d  z b io r u  A .

Wykażemy w d alszym  o ią g u , że r o z k ła d  te n  n ie  z a le ż y  od wyboru A « -  

Rozważmy w tym o e lu  dwa dowolne e lem en ty  A  o ra z  dowolny n i e -

p u sty  z b ió r  A /  fc {  A s s i s e g  • Weźmy dowolny u s ta lo n y  e lem en t (/xe,V0(xe)

(r HSo / i s t n i e n i e  ta k ie g o  elem entu  w ynika z ( I I . 2 )  / .  N ie ch  H S i bę­

d z ie  tą  składow ą ro z k ła d u  {  H s }S g g  do k t ó r e j  n a le ż y  e lem en t (A i,V c .xc).. 
Wykażemy, że

~ s 0 Я  i i  .
Mamy o c z y w iś c ie :

( l i . 5 )  (A i ,A o /e ) (A o ^ o ,xo) =  (М ч .У ' ,* о )е  H S i,

N iech  V 6  Д - j ' ,  I s t n i e j e  w ięo x 6  Q  , t a k i e ,  że (/<-c<V , x ) 6  H s „ .

S tą d  i  z n ie z m ie n n ic z o ś c i  ro zk ła d u  /w obec ( l l . 5 )  /  otrzym ujem y:

(мч.м-о^Км-оУ.х) =  H s4.
. Д  лМ " Ç A J jx .

Oznacza t o ,  te  \> 6  А д 1, Udow odniliśm y w ię c , te  A So C .  7Тд .
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Załóżmy na od w rót, że v e  Л * 1 . Wynika s tą d ,  że i s t n i e j e  y 6 G  t a k ie ,

*• 0 * , ,v .y ) e

Ponieważ *o> ^  WSo,

więc ta k ż e  ( K > ) ( e ) ( * , v , y )  =  ( A , ,V ,y  ) 6 MS c .*
Oznacza t o ,  że v 6  A £ ‘ • Udow odniliśm y w te n  sp o só b , że A Si C  A So ; 

a więo A ^° =  s tą d  każdy z b ió r  r o d z in y  { А ^ с}5ед J e s t  równy od­

powiedniemu z b io ro w i ro d z in y  { A ^ * } s e g .  Prow adzi to  do w niosku, że ro ­

dziny te  są  Id e n ty c z n e .

N le p u ste  z b io r y  r o d z in y  { ^ s T 'I s e S  //*■• -  dow olnie u s ta lo n e /  ponu­
merujmy nowymi w skaźnikam i осл,ос2/ . .  .  ze z b io r u  < ^ ,t a k  aby każdy z b ió r  

o la ł  ty lk o  je d e n  w skaźn ik  1 różne z b io r y  m ia ły  różne w skaźniki.W obec nie­

z a le ż n o ś c i  r o d z in y  { ^ s ^ js f c S  od ^  s p e łn io n y  j e s t  następujący związek:

(II.6) h К  , V&( A c = K ) .oceit seS
Ola d a ls z e g o  o lą g u  rozważmy z b ió r :

{ * :  (рУ,*) 6 H s} (

gdzie s ą  dow olnie u sta lo n y m i elem entam i odpow iednio ze zbiorów :

A, A , S .  Z b ió r  te n , w przypadku gdy J e s t  on n le p u s ty ,o z n a c z a ć  będziem y:

( i i . t ) WM s = { x :  ( д л « ) е Н 5 } .

Z f a k tu , ze r o d z in a  { H s } s e <5 J e s t  rozkładem  z b io ru  А х  А  X Q  wynika 

b e z p o śre d n io , że p rzy  u s ta lo n y c h  / t , , V0 r o d z in a  { W p ,v c, s }  P °  " ś c ią g ­

n ię c iu "  zb ioró w  ld e n ty o zn y ch  j e s t  rozkładem  gru py Q .  Wykażemy, że J e s t  

to r o z k ła d  na w arstw y lew o stron n e względem pewnej podgrupy grupy Q .  Wy­

s ta r c z y  w tym c e lu  w ykazać / [ 8 ]  s t r . 3 2 7 / ,  że r o z k ła d  te n  J e s t  niezmien­

n iczy  względem  d z ia ła n ia  w g ru p ie  S . Rozważmy w tym c e lu  dowolny 

/u s t a lo n y /  z b ió r  Wp,o ve<S0 » dowolny elem en t x Q z te g o  zbioru oraz e le ­

ment p o s t a c i  ( / 4'» ,/*« ,y # ) .  I s t n i e j e  o c z y w iś c ie  s t  t a k i e ,  t e :

( l i . 8 ) O i0, / Ło,y<1H M o.'><w*o) —  (M «, Vo( y0ke ) 6  MS i ,

N iech x 6  , sc -
Z ( l i . 7 ) otrzym ujem y w ted y: ( m« ,V „ ,x ) 6  H Sc-

Wobec n ie z m ie n n lc z o ś c i  ro z k ła d u  { H * } sfeg  oraz zw iązku

( l i . 8 )  mamy s tą d :

(Х.М сУо Н уР-.Л -*) =  (Me.^o/YeX) 6  H5)1 

a więo w k o n se k w e n cji y0x в  ^ a e,V0,s t .

Udow odniliśm y w te n  sp o só b , że y ,^ f i 0 ^0 s c C  W ^ y
Ponieważ y0 b y ło  d ow oln ie wybranym elem entem  grupy Q  , oznacza t o ,  

że r o d z in a  { yC(S } s £ §  /p o  " ś c i ą g n i ę c i u "  zbiorów  id e n ty cz n y ch / J e s t  

rozkładem  niezm ienniczym  gru p y  Q  , a  w ięc rozkładem  na w arstwy lewo­

stronne względem pewnej j e j  podgru py.
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Rodziny warstw { ^  s } ,{ W ^ .^  s }  d la  dow olnie u stalon ego v,
są identyczne przy każdym /л.с, ^ .
Rozważmy bowiem dowolną warstwę ,V0,s0 i  element t e j  warstwy XQ.

Weźmy ta k ie  s, , że x, 6 V\̂ u.4Jv ,A '
Wtedy: (д*. Vc,x,  ) 6  HSl.

Ponieważ (ЛЧ»/‘' « е ) ^ в/Ч>»хо) =  (Af. vo. *o ) 6 HSl, 
więc d la  dowolnego x z warstwy ” AŁe,V0,s. mamy :

(Мч,М-c . e ) ( / i cy 0, x )  = .  Ca1(v „ * ) e  H S t.

Wobec ( i l . 7 ) prow adzi t o  do w n iosku, że x e  W/Ł-live,s1.

PoK azallśm y w ten  sp o só b , że W a .(Vo,s 0 J e s t  zaw arte w 
Zu p ełn ie  a n a lo g ic z n ie  dowodzi s i ę  i n k l u z j i  o d w ro tn e j. Udow odniliśm y więc, 

że każda warstwa ro d z in y  { W ^ ^ s }  J e s t  równa od p ow ied n iej w arstw ie 

ro d z in y  {Wj i  O znacza t o ,  że ro d z in y  te  są  id e n ty c z n e .

Wyznaczymy z k o l e i  podgrupy 5 ^  o ra z  sko n stru u jem y fu n k c je  b^Cv). 

Oznaczmy w tym c e lu  p rze z  Q v podgrupę gru py S >  na t l e  k t ó r e j  two­

rzone są w arstw y W ,a>v>jS /y> -  u s t a l o n e / .

Rozważmy dowolne / u s t a l o n e /  oc £  <ł£.. Ze z b io ru  A,*. wybieramy jeden 

u s ta lo n y  e lem en t Vc i  połóżm y:

(11.9) Soc =  9Ve.
D la  w yznaczenia f u n k c j i  b ^ /v )  rozważmy u s ta lo n e  Д ,  o ra z  s 0 , takie  

że =  A s *. D la  v £  Ax z b io r y  s„  / J a k o  n ie p u s t e /  są  war­

stw am i. Z k ażd e j w arstw y v s w ybierzm y je d e n  u s ta lo n y  e lem en t xy

i  przyjm ijm y

(11.10) b̂ y) =  \ x v.
Udowodnimy, że sp e łn io n e  j e s t  n a s tę p u ją c a  w łasnośó ff:

Rozważmy dowolne / u s t a l o n e /  / * f c A  i  $t  S t a k i e ,  że A s Ф $ . 

N iech  oc b ę d z ie  takim  w skaźn ikiem , że A s =  A ^  .

I s t n i e j e  w tedy a g  &  t a k i e ,  że d la  dow olnego V 6  A ^  z a c h o d z i:

(11.11) W *.,.* =  a S K b«(v).
Wykażemy n a jp ie r w , że w łasn ość  ta  J e s t  s p e łn io n a  d la  A 0 ,  s0 u sta lo n y ch  

p rzy  k o n s tr u k c ji  f u n k c j i  b ^ tv ).

Rozważmy warstwę WjU,o y>c , s 0 oraz / d l a  V 6  A «  / .

Zgodnie z poprzednim i o zn aczen iam i mamy:

( 1 1 .1 2 )  *y0 e W„,0jve,s 0 , xv 6  W ai0,V ,S0 , 
a w ię c :

( 11.13) HS( , (ao< *v) £ HSi.
Rozważmy dowolny elem en t у  z gru py Q  / t a k i ,  że

У Х ,, É WV , )S< , c z y l i  ( / » ( V „ y x Vc) 6 H S ( .
Ponieważ

( u'« '> .,y )(>u .„v ,,xv#) =  (ya0,vc .y x Vił) e  H sc ,
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więc wobec ( 1 1 . 1 3 ) i  n ie z m ie n n ic z o ś c i  ro z k ła d u  { ^ s l s e S  mamy: 

0 (t,A ,y )(^ o (4 J!v) =  (<i«>v»yx>') e HSc.

Oznacza t o ,  że yxv 6 ^ c,\>,sc -
Podobnie można udow odnić, ż e :  j e ż e l i  уХ уб  »

to  yxVc e WM„v0,s..
Mamy w ię c :

У Ч  e  y xv e VVo.V/S«-

S tą d  i  z ( l i . 1 2 ) otrzym ujem y:

* v > 4 6 & Vc e 5 * ’
a w ię c : ху =  Xy&yxÿ*.

S tą d  na p o d sta w ie  ( l l . 9 ) ,  ( i l . i O )  i  (1 1 .1 2 )  otrzym ujem y w dalszym ciągu: 

( l i .  1 4 )  ^jjLcy , s c ~  xv-5 y  == xvcSyox VeXv =  k*e0 ,c 4 t(v )«

W ykazaliśm y w ten  sp o só b , że w arstw y W Ac<y ibe są p o s t a c i  ( l l . i l ) .
Rozważmy te r a z  dowolne м -ь А  , s e S ,  oł t a k i e ,  że sp e łn io n e  są

z a ło ż e n ia  w ła s n o ś c i W.

Rozważmy dowolny e lem en t p o s t a c i  ê  .

N ie ch  y0 b ę d z ie  elem entem  grupy Q  sp e łn ia ją cy m  zw iązek

Ус *v„ =  X i .
Mamy w tedy:

(м,^о,УсК**-о/Ч>,Хуо) =  (p,.vc / x , ) 6  H s .

S tą d , na p o d sta w ie  ( l I . 1 3 )  i  n ie z m le n n ic z o ś c i  ro z k ła d u  { Ws } s £ S  d la  

dow olnego v е А л  i  dow olnego x £ Q ,  t a k ic h ,  że (yu0,v ,x ) e  H Sr a w ięc

x 6  W,iic v;sci mamy:

(A ,»4 ,yo)("-c.V'X ) =  (p -.v .y jx ) 6 H s - 
O znacza to  wobec ( l l . 7 ) ,  że d la  każdego \> t  A ^  za ch o d zi

C  W ^ .y .s .

S tą d , poniew aż УУд,а(у ,8 с •> W u.,y,s /p r z y  ustalon ym  v / s ą  warstwami lew o­

stronn ym i na t l e  t e j  sam ej podgru py, mamy:

V Sc =  \A/n,v>,s
Z te g o  w niosku i  z ( 1 1 .1 4 )  otrzym ujem y:

Wą, V, S =  Ус Xyc Soc Ь *М  .
Poniew aż ye , x Vo s ą  u sta lo n y m i elem en tam i, o zn acza t o ,  że warstwy 

Wł y s  są  p o s t a c i  ( l l . i l ) .  W łasność W z o s t a ł a  w ten sposób w z u p e ł­

n o ś c i  d o w ied z io n a .
Z b io r y  C u .j0£ a d e fin iu je m y  a n a lo g ic z n ie  ja k  w k o n s t r u k c j i ,  t z n . 

przyjm ujem y:

(1 1 .1 5 )  CMłOC/& — {(^,v,x): v 6 А л  X x e  a 9 o c b J v ) } .

Z rozumowania przeprow adzonego w pu n kcie  a /  na p o czą tk u  dowodu wiemy, że
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r o d z in a  { С м к а } po zredukow aniu w n i e j  zbiorów  Id e n ty czn y ch  J e s t  roz­

kładem z b io ru  i 4 x ( 4 / S .  Udowodnimy, że z b io r y  H 6 s ą  sumami zbiorów 

t e j  r o d z in y .
Rozważmy w tym celu  dowolną składową Hs, oraz dowolny zbiór

Ç a ,.o c ,,a , , t a k i .  * e -’
Сяц(ве4/а 4 П  H Si Ф  Ф .

Wykażemy, że /оС ,.а , C  Mv
Rozważmy elem en t ( ai, , v, , x , )  , t a k i ,  ż e :

(1 1 .1 6 )  . V*, , x4 ) & С д ., oC,, a ,  ^  ■
Stą d  na p od staw ie ( I I . 2)  i  ( 1 1 .1 5 )  mamy:

V. e  Ą * ,  n  A £  ■

Wobec k o n s tr u k o jl  zb iorów  A x  ozn acza t o ,  ż e :

A  =  A M1’ ч с ,  ™5, *
Rozw ażly warstwę W ^  ^ . s ,  • Wobec w ła s n o ś c i  W m usi być ona p o s t a o l :

w * , , V,, s, = =  a c 5 oCi b ^ tv ).
S tą d  i  z ( I I . 1 6 )  mamy;

X, 6 a , 5 0c1 b ^tv ,) O  a„Soc, Ь ^ Ц ) .

Wynika s tą d ,  że z b io r y  a Q ^ b x ^ )  5 A oÔ ^ b ^C v ,) ,  ja k o  w arstw y lew o stro n ­

ne na t l e  t e j  sam ej podgrupy (  [  b o c/v ,).] & «;, b ^ C v , ) )  p o sia d a ją ce
elem ent w s p ó ln y ,s ą  id e n ty c z n e . O trzym aliśm y w ię c :

( I I . 1 T )  WM4.v ,,s ,  =  a , Soc, Ьх ^ л  ) ■
N ieoh (ju,,, V, x ) e  C ^ , a , -  Wykażemy, że ( m , , v , x ) 6  Н 8<.

Z p r z y ję te g o  z a ło ż e n ia  wobec ( I I . 1 5 )  mamy:

* e  a \ Goc, boc^  ) .
Z ( l i . 17 )  1 w ła s n o ś c i W w y n ik a , ż e :

WM, v. —  a .S ^ b o c W ) d la v f e A * , .

W ykazaliśm y w ię c , że x e  \A (a ,,v ,s  » c z y l i  ( м , , у ,  x )  6  H s<. 

Udow odniliśm y w ten  sp o só b , że С д ,  ,o c ,,a , C  Ws, .

Przeprow adzone rozumowanie o zn a cza , że  r o z k ła d  { H s }sfeg  <Je s t  sum oroz- 
kładem ro z k ła d u  { С д >ос>в. } ,

O la  o s ta te c z n e g o  z a k o ń cz e n ia  dowodu tw ie r d z e n ia  6 p o zo sta ło  nam je s z ­

cze  do w ykazan ia , że sum orozkład te n  j e s t  s e m is e le k c y jn y  względem / к .  

Załóżm y w tym c e lu ,  ż e :

a , c  ' s , .
Z o k r e ś le n ia  zbiorów  * A  mamy w ted y :

A * , =  «  Л Лг,

a w ięc oc, = oc2 .

Z w ła s n o ś c i W d la  dow olnego v e A ^ ,  mamy zatem :

a.ócc.bj/) =  Aa,.v,s, *  Atv>).
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Prowadzi t o  do w n iosku , że С л  пг я =  С . ,  *

W ykazaliśmy w ię c , że każdy zadany r o z k ła d  n ie zm ie n n iczy  { H s } se s gru p o- 
idu ( i4 x  A x S ,  • )  da s i ę  p r z e d sta w ić  k o n s tr u k o ją  i / - 4 / .

Dowód tw ie r d z e n ia  6  z o s t a ł  w te n  sposób zakończony.

Z d e f i n i c j i  izom orfizm u s tr u k tu r  b e zp o śre d n io  wynika n a s tę p u ją c e : 

T w ierd zen ie  7 . N ie zm ie n n iczo ść  ro zk ła d u  j e s t  n iezm ienn ikiem  izomor­

fizmu s t r u k t u r .

Ze w zględ u  na t o ,  że izom orfizm  s tr u k tu r  j e s t  r e l a c j ą  sym etryczn ą, 

z tw ie r d z e n ia  7 w ynika:

T w ierd zen ie  7 * . J e ż e l i  s tr u k tu r y  ( C , / )  i ( C 2 s ' )  są  iz o m o r f ic z n e , to  

rod zin a  { C ^ ,Ц  j e s t  rozkładem  niezm ienn iczym  s tr u k tu r y  ( c , , ‘ ) wtedy i  

ty lko w tedy, gdy rodzina (C ^ , g d z ie  f  J e s t  izomorfizmem struk­

tu ry  ( C , , *) na s tr u k tu r ę  ( C 2 t ' ) t  J e s t  rozkładem  niezm ienniczym  s tr u k ­

tury C 2 -
Bezpośrednim  w nioskiem  z tw ie rd z e ń : 4, '  6 , 7 '  j e s t  n a s tę p u ją c e  

T w ie rd ze n ie  8 . Jedynym i rozk ład am i n iezm ie n n iczym i zadanego g r u p o i-  

du B ran d ta  ( Ц , - )  są  r o d z in y  zbiorów  otrzym ane w n a s tę p u ją c y  sp osób :

1/  Zadajem y dow olny izom orfizm  f  gru p oid u  ( H , - ) na g ru p oid  p o s t a c i

( A x  A x b ,  • ) .

2 /  K o n s tr u k c ją  i /  -  4 /  zadajem y dowolny r o z k ła d  n ie z m ie n n icz y  

gru p oid u  ( А х  Д  xô, • ) •

З / "Pow ielam y" te n  r o z k ła d  p o p rzez  fu n k c ję  f " 1 na z b ió r  H, tz n .p r z y j­

mujemy:

Hs =”  f  (H s ) d la  s fe S  .

Otrzym ujem y w te n  sp osób  poszukiw any ro z k ła d  n ie z m ie n n icz y  { H s } b tg 

grupoidu ( H ,* ) .

Zajm iem y s ię  z k o l e i  wyznaczeniem  rozkładów  n ie zm ie n n iczy ch  g ru p o i­

du Ehresm anna. Udowodnimy w tym o e lu

T w ie rd ze n ie  9 . Jedynym i rozk ła d am i n iezm ie n n iczym i zadanego g ru p o i­

du Ehresmanna E są r o d z in y  zbiorów  otrzym ane w n a s tę p u ją c y  sposób:

1 /  Rozważmy r o z k ła d  gru p oid u  E na r o z łą c z n e  gru p o id y  B r a n d ta /tw ie rd z e ­

n ie  2 / :

E — • g d z ie  И л  j e s t  grupoidem  B ra n d ta .

2 /  Zadajem y dow olny r o z k ła d  n ie z m ie n n icz y  {1-1 *  } s £ g każdego grupoidu

H *.
J e s t  b e z p o śre d n io  w id o czn e , że ro d z in a  J e s t  r o z k ła ­

dem z b io r u  E .

3 /  Zadajem y dowolny s e m is e le k c y jn y  względem sum orozkład ( E - J - ^ ^  

ro z k ła d u  { H t } s e S o c > o C 6 ić .

Rodzina zb iorów  3  j e s t  szukanym rozkładem  n iezm ienn iczym .
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Dowód.

a /  Udowodnimy n a jp ie r w , że sum orozkład { E i } i e C J  w yznaczony kon­

s tr u k c ją  1 /  -  3 /  j e s t  rozkładem  niezm ienniczym  gru p oid u  E .

Ze w zględu na tw ie rd z e n ie  3 ,  n ie z m ie n n icz o só  każdego rozkładu 

{ Ws } s e S «  oraz f a k t * że sum orozkład { E i } i e 3  ro z k ła d u  { H *  b e S ^ c c e #  
J e s t  se m lse le k o y jn y  względem oc -  d la  zadanego x e E , i e 3  i s t n i e j e  ac-ebt 

seSec > s .e S .^  i4€ Э t a k i e ,  że * E j C  x H “  C  H ^ C E ^ ,
Oznacza to  w ła ś n ie , że ro z k ła d  J e s t  rozkładem  n iezm ien n iczyn

gru poidu  E .

b /  Załóżm y na odw rót, że dany J e s t  r o z k ła d  n ie z m ie n n ic z y  { E i } ; e 3 

gru poidu  Ehresmanna E .  Wykażemy, że r o z k ła d  { Е [ } £ е ?̂ da S *Ç o tr z y ­
mać k o n s tr u k c ją  1 /  -  3 / .  Wobec tw ie r d z e n ia  2 g ru p o id  E można p r z e d s ta ­

w ić w p o s t a c i

( l i . 1 8 '  E =  g d z ie  И  j e s t  grupoldem  B ran d ta  o ra z

H 1 O H ы'г — ф d la  ^  ■
Przyjm ijm y n a s tę p u ją c e  o zn a c z e n ia :

l £ M : E , n i r V * }  ,

Hf i  E iOH“ .
Z ( l i . 18) o ra z  z f a k tu , że r o d z in a  { E i } . j e £j J e s t  rozkład em  niezmien­

niczym  gru poidu  E w ynika, że r o d z in a  { H f } j e  •j J e s t  rozkładem  n ie ­

zmienniczym gru p oid u  B ran d ta  H ,*  ,  co  w o p a rc iu  o tw ie r d z e n ie  3 prow adzi 

do w n iosku, że r o d z in a  {  Н * } ^ е ^  J e s t  rozkładem  niezmienniczym gru­
poidu E .

Aiamy p on ad to :

E i -  E i o E  — E i n U j g H *  —  U ^ n H . U H*-
асеХ. 1 ■ ^  H f

O znacza t o ,  że r o z k ła d  { E j } i e 3  J e s t  sum orozkładem  semiselekcyjnym wzglę­

dem °c ro zk ła d u  { H f  € ^  ^  e£  .

Udow odniliśm y, w ten  sp o só b , że zadany r o z k ła d  n ie z m ie n n ic z y  { E i} ie J  

gru poidu Ehresmanna E da s i ę  o trzym ać k o n s tr u k c ją  1 /  -  3 / . Dowód tw ie r ­

d ze n ia  9 z o s t a ł  w ięc zakoń czon y .
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I I I .  Ogólne rozw iązanie równania  t r a n s la c j i  w grupoIdzie Brandta 

1 w gru poId zie  Ehresmanna

Oznaczmy przez ( Г х Н ; Г )  rodzinę w szystk ich  fu n k c ji o polu zawar­
tym w zb io rze  Г х  H i i  o w a rtościa ch  w zb io rze  Г  . W oparciu  o [ ló ]  
/ s t r .6 8  aksjom at В /  przyjmiemy n a stęp u ją cą  d e f in ic ję  sp e łn ia n ia  równania 
tr a n s la c ji* ^ :

D e f in ic ja  9 .  Rozważmy dowolny zb ió r Г  oraz dowolną stru k tu rę  (M /). 
Mówimy, że fu n k c ja  F 6 (Г х И ;Г )sp e łn ia  równanie t r a n s l a c j i , j e ś l i  sp e łn io ­
ne są n a stęp u ją ce  dwa warunki:
1/  D la  dowolnego oc ze zbioru  Г  i s t n ie je  w zb iorze H. element x ta ­

k i ,  że F  (oc, x) ma se n s .
2/ D la dowolnego oc ze zbioru  Г  i  dowolnych x ,y  ze zbioru И -  J e ś ­

l i  F(oe/ y) 1 yx  mają se n s , to  mają sen s w yrażenia: 
F (< * ,x ) ,F [F fo c ,x ) ,y ] , F (o c .y x ) I i  zach odzi:

( i i i . i )  F [ F ( - .x ) ,y ]  =  F ( « , y x ) .
Z d efin iu jem y z k o le i  ogólne rozw iązanie równania t r a n s l a c j i .  P rz y j­

miemy mianowicie n a stęp u ją cą
D e f in ic je  iO . Zb iór w szystk ich  fu n k c ji  P sp e łn ia ją cy ch  równanie 

tr a n s la c j i  /p r z y  zadanym zbiorze  Г  i  zadanej stru k tu rze  ( W , - ) /  nazywać 
będziemy ogólnym rozwiązaniem równania t r a n s l a c j i .

Przyjm ijm y ponadto -  również w oparciu  o [ ió ]  / s t r .6 8  aksjom at С / 
-  n a stęp u ją cą

D e f in ic je  1 1 . Mówimy, że fu n k cja  F 6 (Г х  H ; Г )  / Р  j e s t  dowolnym zbio­

rem a ( H, * )  dowolną s tr u k tu r ą / sp e łn ia  warunek tożsam ości, j e ż e l i  sp e ł­
nione są n a stęp u ją ce  dwa warunki:
1 /  D la dowolnego oc ze zbioru  Г  i  dowolnych x , ex ze zbioru H - J e ś ­

l i  F(oc,x) ma sens i  ex ■ x = x to  F(<*.,ex) ma sens i  F(oc,ex) = o C - 
2 / D la dowolnego oc ze zbioru F  i  dowolnych x , ze zbioru H - J e ś ­

l i  F(oc.x) ma sens i  x r f x= x  , to  ma sens i  F (oc rfx) = o c .
Rozwiązanie ogólne równania t r a n s la c j i  w przypadku, gdy ( H , - )  Je s t  

grupą i  przy z a ło ż e n iu , że F odwzorowuje Г х  Я na Г  podał S . Ł o ja -
slew lcz  w n o d e  [5 ] i  n ie z a le ż n ie  od n iego  Z . Moszner. Rozwiązanie ogó l­
ne równania t r a n s la c j i  na gru pie  przy słabszym z a ło ż e n iu ,ż e  F odwzoro­
wuje Г x I-I w Г  /z a ło ż e n ie , że F J e s t  określona na Г х  H J e s t ,  ja k  
pokażemy p o n iże j w przypadku grupy, zbędne/ podał Z . Moszner w nocie [9 ] .

* /  W dalszym cią gu  noty [ 1 5 ] / s t r . 6 9 /  k o rzy sta  s ię  fak tyczn ie
z aksjomatu /ró ż n eg o  od aksjom atu В , w sformułowaniu którego n a stą p iła  
pomyłka dru ku /, k tó ry  prowadzi do innej d e f i n i c j i  sp e łn ia n ia  równania 
t r a n s la c j i .  My pozostaniem y jednak przy pierw otnie p r z y ję te j d e f i n i c j i .  
Inne u o g ó ln ie n ia  p o ję c ia  sp e łn ia n ia  równania t r a n s la c j i  będą przedmiotem 
oddzielnych rozważań.
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Rozw iązanie t o  s k ła d a  s i ę  z f u n k c j i  n a s tę p u ją c e j  p o s t a c i :

Ci i i . 2 ) F(<=c.x) =  dla f ( « ) e  IJ

g d z ie :
1 /  f  j e s t  dow olną fu n k c ją  o p o lu  Г  s p e łn ia ją c ą  rów nanie

f  [ f  (■*)] —  f(oe) dla OC €  Г ,

2 /  {  fj } j e 3  J e s t  dowolnym rozkładem  z b io r u  f ( D  ta k im , że 

3 /  moc z b io ru  Г? J e s t  równa In deksow i pewnej podgrupy gru py H i  

4 /  fu n k c ja  ł j  r e a l i z u j e  3 /p r z e k s z t a ł c a  różn ow artościow o z b ió r  Г1 na 

z b ió r  odpow iednich w arstw  le w o str o n n y c h /.

2nane j e s t  rów nież / [ l ]  s t r . 2 2 /  o gó ln e  ro zw ią za n ie  n a stę p u ją ce g o

rów nania fu n k c y jn e g o :
(1 1 1 .3 )  F [F (< * ,h -,v ),v .v > ,] = F ( o

g d z ie  a , v , 6 i4 , «с- ft Г  ( Г ,  Л  dowolne z b io r y ) .

p rzy  z a ło ż e n iu , że s p e łn io n y  J e s t  warunek to ż sa m o śc i t z n . z a c h o d z i:

(1 1 1 .4 ) F te .v , v) =  cc d la  o c e r , v > 6 i 4 .

Równanie ( I I I . 3 )  j e s t  w ię c  równaniem t r a n s l a c j i  /p r z y  zm ie n io n e j k o l e j ­

n o ś c i  d z i a ł a n i a /  na g r u p o id z ie  parowym AxA. R o zw iązan ie  ogólne te g o  rów­

n an ia  p rzy  warunku ( I I I . 4 ) ma p o sta ó  n a s tę p u ją c ą  /sformułowanie z a cz e rp ­

n ię t e  z [7] s t r . 1 2 / :

( i i i . 6) F(°c„h-.v)= h1(h(oc,^Ł),v) , все P, V y v e A ,

g d z ie  h(oc.,v) J e s t  ro d z in ą  f u n k c j i  z a le ż n y c h  od param etru v, p r z e k s z ta ł ­

c a ją c y c h  różn ow arteściow o z b ió r  Г  na s ie b i e  / a  p oza tym d o w o ln y ch /.

N ie ch  Г , - А  będą dowolnymi z b io ra m i, a  9  dowolną g ru p ą . Rozważmy 

równanie :
Ci i i . 6) p [F (oc, ^ , v, x ) ,o ,o ,/] =  F (*./Р ' ,ъ ,ух) , о с е  Г ,  /ł ,v, vî, e A,  x , ye  Q,

g d z ie  szukana fu n k c ja  F ma odwzorowywać z b ió r  Г  X A X Л  X 5  w zb iór  Г .  

Rozw iązanie o gó ln e  te g o  rów nania p r z y  z a ło ż e n iu , że s p e łn io n y  ma być wa­

runek to ż sa m o śc i t z n . :
Ci i i . 7) F(oc,v,v,e) =  oc dla vc-A , œ 6 Г,
można w y razić  n a s tę p u ją c o  / [ i ]  s t r . 2 3 ,  [б ]  s t r . 1 3 2 / :

( I I I . 8 )  F  (<c, ju .,v ,x ) =  h‘ 1(W [h (o c ,ju ,) ,x ] ,v ) ,

g d z ie  ( -l(= c ,x ) J e s t  dowolnym rozw iązaniem  rów nania t r a n s l a c j i  na grupie 

Q  sp e łn ia ją cy m  warunek to ż s a m o ś c i, a  hfoc.ju.) ma p o p rzed n ie  z n a c z e n ie .

W r o z d z ia le  tym zajmować s i ę  będziem y w yznaczeniem  o gó ln eg o  rozw ią­

z a n ia  rów nania t r a n s l a c j i  na g r u p o id z ie  B r a n d ta , a  n a s tę p n ie  wyznaczeniem 

ogó ln ego  ro z w ią za n ia  te g o  rów nania na g r u p o id z ie  Ehresm anna.

Udowodnimy w tym o e lu  n a jp ie r w  n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie  1 0 . J e ż e l i  fu n k c ja  Р б ( Р х Н ; Г )  g d z ie  H J e s t  g ru p o i- 

dem B ra n d ta , s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i ,  t o  f u n k c ja  t a  j e s t  o kreślo n a  

na całym  z b io r z e  Г х  H.
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Dowód. N ie ch  fu n k c ja  P s p e łn ia  z a ło ż e n ia  tw ie r d z e n ia . Rozważmy 

dowolny elem en t о с е Г . Wobec warunku (1 )  d e f .9  i s t n i e j e  x , t H  t a k i e ,  że 

F(oc,x0)  ma s e n s .  Pokażem y, że p r z y  każdym x e H ,  F (<x.x) ma s e n s . Rozważmy 

w tym c e lu  dow olny elem en t x e U o ra z  elem en t c e  I-I, t a k i ,  że x Qc i  cx  

m ają s e n s .  Poniew aż F(oc,xc) ma se n s  i  x0c  ma s e n s , w ięc na p odstaw ie 

warunku (2 )  d e f .9 ,  F(oc,,c) ma s e n s . K o r z y s ta ją c  te r a z  ponownie z warunku

( 2 )  d e f .9  możemy zaw nloskow ać, że F(oe,x) ma sens.Dow ód tw ie r d z e n ia  10 

z o s t a ł  w te n  sp osób  zakoń czon y .

Udowodnimy z k o l e i  n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie  1 1 . J e ś l i  s tr u k tu r y  ( C l l " ) , ( C 2 , 0  są  iz o m o rfic z n e , to 

fu n k c ja  F (c c ,x )  6 (T x C „ ‘ Г )  s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  wtedy i  tylko w te - 

d y , gdy fu n k c ja  1̂  6  (Г х  C2; Г )  p o s t a c i :

( 1 1 1 .9) F ( o c ,x ' ) =  F [ ° c . W ) ]  dla x '6  C 2 ,

g d z ie  (p j e s t  dowolnym /u s ta lo n y m / izom orfizm em  s tr u k tu r y  Ç C 1 ( *) na 

s tr u k tu r ę  ( C 2 , 0  s s p e łn ia  to  rów n an ie .

Dowód. Załóżm y, że fu n k c ja  (Гх Ct ; Г) s p e łn ia  równanie tr a n s la ­

c j i .  Pokażem y, że w tedy fu n k c ja  F  dana zw iązkiem  ( I I I . 9 )  s p e łn ia  rów­

n an ie  t r a n s l a c j i .
F a k t , że F  s p e łn ia  warunek ( i )  d e f .9  w ynika n a ty ch m ia st z fa k tu , 

że F s p e łn ia  te n  w arunek.

P o z o s ta je  zatem  sp ra w d z ić , że fu n k c ja  F  s p e łn ia  warunek ( 2 )  d e f .9 . 

Załóżm y w tym c e l u ,  że 1"ЧоС, y ')  o ra z  y .'x 'm a ja  s e n s . Wobec te g o  Ffćbtfy)] 

i  Г С у О Ч ’Ъ ' )  m ają s e n s . Wynika s t ą d ,  że ma sen s  w yrażenie 

F f P k ^ d F t y ) ] .  a  w ięc ma ta k ż e  se n s  w yrażen ie F*[F (oc ,x '),y '] . K o r z y s ta ją c  

z ( I I I . 9 )  i  z f a k t u ,  że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s la c ji,o tr z y m u je m y  

s tą d  w dalszym  c ią g u :

>x'j,y ’J = f r[F(«ic,<F'V*')),(? ' V ; ] - F [ « , <(s,' ' ' ( y T V k ' j ] -  F [ < * ,< r V * ') ] = F ( « ,y x ) .

*■
W ykazaliśm y w ię c , że j e ś l i  F s p e łn ia  równanie t r a n s l a c j i , t o  fu n k c ja  F 

dana zw iązkiem  ( I I I . 9) rów nież s p e łn ia  to  rów nanie /n a  odpow iedniej 

s t r u k t u r z e / .  Dowód warunku odw rotnego j e s t  z u p e łn ie  a n a lo g ic z n y .

Wyznaczymy te r a z  o gó ln e  ro z w ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  na g ru p o i-  

d z ie  B ran d ta  p o s t a c i  A  x A x  Ç  . Udowodnimy m ian ow icie  n a s tę p u ją ce

T w ie rd ze n ie  1 2 . O gólne ro zw ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  na grupoidzie 

Ax Ax 9  /p r z y  zadanym z b io r z e  Г  /  j e s t  r o d z in ą  f u n k c j i  F(oc, ,u.» V> x ) 

n a s tę p u ją c e j  p o s t a c i :

( 1 1 1 .1 0 ) F(oc,ji-, v ,x )  =  H(h(*f, Coe»v>) , v ) , x ) ,  Л*-)

d la  ос e t A . x t S ,

* *
F[F(«

g d z ie :
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1/  P  J e s t  dowolną funkcją przekształcającą  zbiór Г x A  w Г spełniającą 
następujące dwa warunki:
a / <£[<p(oc,v),v] =  v )  d la  « 6  Г , A ,
b /  z b io r y  p o s t a c i  Ç  =  <Р(Гх  { v } ) /z a p a s  f u n k c j i  p rzy  ustalonym

у /  s ą  ró w n o licz n e ,
2 /  h(be, v) j e s t  dowolną fu n k c ją  / V  tra k tu je m y  ja k o  p a ra m e tr / p r z e k s z ta ł ­

c a ją c ą  różn ow artościow o z b ió r  Гу na z b ió r  Pp.0 , g d z ie  M,c j e s t  

dow olnie ustalonym  elementem z b io r u  A ,

3 /  H(oc ,x )  J e s t  dowolną fu n k c ją  o k r e ś lo n ą  na z b io r z e  [a 0 x  S s p e łn ia ją c ą  

rów nanie t r a n s l a c j i  i  warunek to ż s a m o ś c i.
Dowód. D la  u p r o sz c z e n ia  z a p isu  z a m ia st <P(ce ,v ) ,  h (o c ,v ) będziem y p i -  

saó odpow iednio / J e ś l i  to  b ę d z ie  w ygodne/ c) , hy (oc).

Wykażemy n a jp ie r w , że fu n k c ja  F o k r e ś lo n a  zw iązkiem  ( I I I . 10) s p e ł ­

n ia  równanie t r a n s l a c j i .

J e s t  b ezp o śred n io  w id o czn e, że fu n k c ja  ta  j e s t  o k r e ś lo n a  na z b io rz e  

Px(AxAxS). W ystarczy  zatem  sp raw d zić ty lk o  warunek (2) d e f .9 .  Rozważ­

my w tym c e lu  dwa dowolne przem nażalne e lem en ty  gru p oid u  A x A x S , a  więc 

elem enty p o s t a c i :

7 ( М ч » e A x A x S .
kamy o c z y w iś c ie : -,y ) ■ (м-i » » ,  x ) =  (/»-, »  . x ) .

Sprawdzim y, ż e :
p [F (p e ,/i4 ,V ,x ) ,> i . ,> J .1 ły] =  F ( o c ,^ .v > y 'x ) .

Sens wyrażeń w y stę p u ją cy ch  w tym zw iązku mamy zagw arantow any, gdyż funk­

c j a  F J e s t  o k re ś lo n a  na z b io r z e  Г  x A x A X 93 a w a r to ś c i  ma w z b io ­

rze Г .
Z ( I I I . 1 0 )  mamy:

F [ F ( e c ,^ ,V tx ) , /Ł ,^ » y J  —  h j ^ ^ ^ , Ь^ | Н ( ЬД у (в£Ь х ) , у ) .

Ze zw iązku i /  a /  w ynika b e z p o śr e d n io , że p rzy  u sta lon y m  fu n k c ja

4>a  (oc) j e s t  to ż sa m o śc ią  na z b io r z e

K o r z y s ta ją c  ponadto z f a k tu , że H (o c ,x )  s p e łn ia  zrów nanie t r a n s l a c j i ,  

z o s t a t n i e j  rów nośoi otrzym ujem y:

F[F (oc,M ,)v , x ) , > Ł , ^ Jy ] =  C M ( H ( h v,V >,(o c ),x ),y ) =

=  h'  ̂ M(hv¥>y(o c ) ,y .x )=  F (o c ,^ ,v , y x ) .

P ierw sza  c z ę ś ć  dowodu tw ie r d z e n ia  12 z o s t a ł a  w ięc zak oń czon a.

Załóżm y na od w rót, że fu n k c ja  F g  (Гх  ( Ах А x 5 ) ; Г ) s p e łn ia  równanie 

t r a n s l a c j i .  Wykażemy, że F da s ię  p r z e d sta w ić  w p o s t a c i  ( I I I . 9 ) .  Dowód 

tego  fa k tu  ro zb ije m y  na k i lk a  c z ę ś c i .
1 . N iech  e o zn acza  je d n o ść  gru py 9  . Połóżm y:

(1 1 1 .11) <Py (oc) == F (o c ,v ,v ,e )  d la  о с е Г , у е А »

( 1 1 1 .12) Гу =  % ( Г ) .
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Ponieważ, wobec tw ie r d z e n ia  1 0 , fu n k c ja  F j e s t  o k re ś lo n a  na z b io rz e  
Г « ( А х А х 5 )  ,  w ięc fu n k c ja  tyy j e s t  o k r e ś lo n a  na z b io r z e  Г  .

Машу p o n a d to :
% (% (< * ) )  — F [F (o e ,v ,v ,e ) ,v ,v ,e ]  —  F ( « : ,v ,v ,e )  =  <Pv (°c).

Wykażemy, że p rzy  u sta lon ym  , ‘x  zapasem zarówno f u n k c j i  F  (oc , / ^ ,v ,e )  ja k  

i  f u n k c j i  F(oc , / i , V , x )  j e s t  z b ió r

W prost z o k r e ś le n ia  f u n k c j i  ^ ( o c )  w ynika, że z b ió r  Fu, zawiera się 

w z a p a s ie  f u n k c j i  F (o t,iŁ ,v , e ) .  S tą d  z a ś  w ynika, że z b ió r  Г .̂ zawiera się  

także w z a p a s ie  f u n k c j i  F (oc,-/u . ,v ' ,x ) .

Z d r u g ie j  s tr o n y  z ( l l l . i l )  i  z f a k tu , że F s p e łn ia  rów nanie tr a n s la c ji  

otrzym ujem y:
^ ( F C o e , / t ,v ,x ) ) =  F [ F ( < * ,A ,v ,x ) > .^ ,> * » e ]  =  F ( e e ,p . , v , x ) .

Oznacza t o ,  że zapas f u n k c j i  F(oc x )  j e s t  zaw arty w z b io rz e  Га .

W k o n se k w e n c ji, zap a s f u n k c j i  F(oc , jll, v ,  e )  j e s t  tak że  zawarty w zbiorze Ç ,.

2 .  N ie ch  /U, b ę d z ie  dow olnie u stalon ym  elementem z b io ru  A . Rozważ­

my dow olny e lem en t f i  e  Ги . Wobec (1 1 1 .1 2 )  i  ( l X I . l l )  I s t n i e j e  ос e  Г ,  

t a k i e , że :
fié F(oc, v , v , e ) .

Połóżm y:

( I I I . 1 3 ) h „ O ł ) =  F (o c ,* jL „ ,v ,e ).

Pokażemy, że ta k  o k r e ś lo n e  przyporządkow anie n ie  z a le ż y  od wyboru oc a 

w ięc, że j e s t  fu n k c y jn e . J e ś l i  bowiem:

F(atcr\>, v ,e )  =  F C o c , ,v ,y ,e ) ,

to wobec f a k tu , że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  mamy:

F ( ° c ,,p .o ,v ,e )=  r[F(oce , y ,y ,e ) ,u .0, v , e ] =  F[F(cc, ,v ,v ,e ) ,p .c ,v ,e ]  =

=  F(œ.,,M.0,v ,e ) .
Oznacza to  w ła ś n ie  n ie z a le ż n o ś ć  o k r e ś le n ia  (1 1 1 .1 3 )  od wyboru oc. 
A n a lo g ic z n ie  -  otrzym ujem y: 
j e ś l i  F(ce0,A-0 ,v ,e )  =  F(oc,,>i.0>V ,e ) ,  

to  F(oc„, v , v , e ) =  F ( o c ^ ,v ,v ,e ) .

Fu nkcja  h v J e s t  w ię c  ró żn o w a rto śc io w a .

Pokażemy, że p r z e k s z t a łc a  ona z b ió r  Гу na z b ió r

Wprost z o k r e ś le n ia  t e j  f u n k c j i  w ynika, że j e s t  ona o k r e ś lo n a  na z b io rz e  

Гу . W y sta rczy  zatem  w ykazać, że j e j  zapasem j e s t  z b ió r  Г * .  .  Rozważmy 

w tym c e lu  dowolny elem en t f i  é  Г)1о-

Wobec ( I I I . I l )  i  ( l i i . 1 2 )  fi  można p rz e d sta w ić  w p o s t a c i :

9> =  F(oco ;> . , u . . , e ) .
Ze w zględu na t o ,  że p rz y  u stalon ym  у zapasem f u n k c j i  F(oc, v >;u ,e )  

j e s t  z b ió r  Гу mamy:

F (°C o 3 V , A' O } в ) G Гу ,
I s t n i e j e  zatem о ^ е Г ,  t a k i e ,  ż e :
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F(occ i y ^ ( o c Ą) =  F(oc , , v , v ,  e).

Stąd  otrzym ujem y:

fr(«e,Mc,^ .e )= F [fr(oc0,v)̂ 0,e),/u1,łv,e]”= F[F («, , v, v ,e),,aC)Y ,e]=  Ffoc1ł î,4,Y*e).

Mamy zatem:
hÿ ( F K  j v, v, e)) = F K  >ync, y, e) =  F (ccc ,/ac , e)

W ykazaliśm y w ię c , że J i  n a le ż y  do zapasu  f u n k c j i  hp .

Udowodnimy z k o l e i ,  że d la  dowolnego ос e Г  i  d l a  dowolnego / ł c A 

zachodzi:
( 1 1 1 .1 4 ) F U , p . , n . c, e ) =  ł u ( F ( c c , / i eKu , ,e ) ) .

Rozważmy w tym c e lu  d ow oln ie u s ta lo n e  ос & Г  i  d ow oln ie u s ta lo n e  /X. e A. 
Ja k  w ykazaliśm y w 1 .  F ( oc, ju, ,  A o>0  e  ГД •
I s t n i e j e  zatem óć £ Г  , t a k i e ,  ż e :

( 1 1 1 .15) F (5 ćs^ , M , e )  =  F(oc,Ai.>>Lc>e).

S tą d , ze w zględu na t o ,  że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i ,  otrzymujemy:

(111.16) F(<x.,Mc,/u.,e) =  F [ =  F[F(oc>>t,/u0,e),Mc, -̂,eJ =
=  ^ (о с ,д с , д с ,е ) .

Z ( I I I . 1 3 ) ,  ( I I I . 1 5 ) i  ( I I I . 1 6 )  otrzym ujem y:

b„. ( F(oc ,m  , M-c, e)) =  hA ( F (к , e)) =  F (<z ,  p ., e ) *  F (cc, p .,, p.c , e ).
S tą d , w w idoczny sp o só b , wynika zw iązek  ( I I I . 1 4 ) .

3 .  O k reślim y fu n k c ję  H (o c ,x ). K ład ziem y m ianow lol e :
cłf

( 1 1 1 .17) H ( o c ,x ) = F ( o t , / i t ) .Mt ,x )  d la  OC € fjle , * ^ S .
F u n k cja  Н(ос,л) j e s t  o k r e ś lo n a  na z b io r z e  Г^а x 5 .  W 1. p o k a z a liśm y , że 

p rzy  ustalon ym  /U.c zapasem f u n k c j i  F(oe,/u-0 łv’, л) j e s t  z b ió r  Fp.0 . Wynika 

s t ą d ,  że zapas f u n k c j i  H (oc,x) zaw ie ra  s i ę  w z b io r z e  Гц.с . Mamy w ięc:

( 1 1 1 .18) H (o c ,x )e  ( r Mcx Q ; I ^ c).
Z f a k tu ,  że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  otrzym ujem y:
( 1 1 1 .19) H (H (< * ,x ) ,y )=  — F(oe,,u.c ,p .c,y * )  =

=  H (o c ,y x ).

Z w iązk i ( I I I . 18 ) 1 ( I I I . 19) o z n a c z a ją , że fu n k c ja  H ( i , i )  sp ełn ia

równanie t r a n s l a c j i  na z b io r z e  rMcx G .

Wykażemy, że fu n k c ja  H (°c,,x) s p e łn ia  te ż  warunek to ż s a m o ś c i. Roz­

ważymy w tym c e lu  dow olny e lem en t oc ze z b io r u  Г ^ с . Wobec ( I I I . 12) e- 

lem ent te n  można p rz e d sta w ić  w p o s t a c i :

oc. =  F ( p ,w .c?/a ,,5 e )  , g d z ie  f i  j e s t  pewnym elem entem  z b io r u  Г.

S tą d  i  z z a ło ż e n ia , że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  otrzym ujem y:

H (oc,e) ^  F (°c, p c , u.ç, e ) F [ F c>fici ®), =  F (ft i f i e *fic > ® ) —  ос,

Oznacza t o ,  że fu n k c ja  И(ос,х) s p e łn ia  warunek to ż s a m o ś c i .

4 . Pokażemy, że fu n k c ja  F s p e łn ia  zw iązek  ( I I I . I O ) .

Z z a ło ż e n ia , że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  oraz  ze z w ią z k ó w (li1.13)
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( I I I .14) i  ( I I I . 17) otrzym ujem y:

F(oc,ju.,v>,x) =  F[F(octp.t. ,v ,x ')) n.,jj.B, e ]  =  F {F[F(K.,p.0,v ,e ') ,^ cfn.c,^ \i/j.,M.c , e ^

= ĥ (F{F[hy(F(e£,v,vłeV„>ic,x],M„A ,e})-h^(F{hv,(Ffee,v,y,e),>i0.^<})=h^(H(hv>,̂ H,>«)).

Dowód tw ie r d z e n ia  12 z o s t a ł  w te n  sposób  zakoń czon y.

Z p ie r w s z e j c z ę ś c i  przeprow adzonego dowodu j e s t  b ezp o śred n io  w id o- 

ezne, że z a ło ż e n ie  i ż  H («,x) s p e łn ia  warunek to ż sa m o śc i j e s t  w tym twier­

dzeniu n i e i s t o t n e .  Z a ło ż e n ie  to  p r z y ję l iś m y  ze w zględu na t o ,  że w d a l­

szych prow adzonych p rze z  n as rozw ażan iach  prow adzi ono do znacznych upro­

szczeń.

K o r z y s ta ją c  z tw ie r d z e n ia  12 i  z o gó ln eg o  ro zw ią za n ia  równania trans­

la c ji  na g ru p ie  f l l l . 2 ) , można u zyskać b e z p o śre d n io  o s ta te c z n ą  p o sta ć  

ogólnego r o z w ią z a n ia  rów nania t r a n s l a c j i  na g ru p o id z ie  A / A - x ô ,  Zauważ- 

«y n a jp ie r w , że  fu n k c ja  P dana zw iązkiem  ( I I I . 2 ) s p e łn ia  warunek 

tożsamości w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy fu n k c ja  f  w y stę p u ją ca  w tym zw iąz­

ku j e s t  to ż s a m o ś c ią . R o zw iązan ie  o gó ln e rów nania t r a n s l a c j i  na grupoidzie 

Ax Ax G ma zatem  p o s ta ć :

( I I I .2 0 )  F (o c ,p .,v ,x )=  h '^ g V fx g T ih ^ ^ Io c ))  d la  Ьу ^ ( о с ) 6  Г ^ . ,

gdzie:
1/ u c J e s t  dow oln ie u stalon ym  elementem z b io r u  A ,

2/ ^ ( « 9  » hy(oć) m ają ta k ie  z n a cze n ie  Ja k  w tw ie rd z e n iu  1 2 ,

3/ { ^ х К е З  J e s t  dowolnym rozkładem  z b io ru  Гм<_ =  P )  ta k im , że 

4/ d la  każd ego  i  ę  C7 i s t n i e j e  podgrupa Q^ gru py ô  o in d e k s ie  równym 

mocy z b io r u  Гц.в,

5/ g,i odwzorow uje w zajem nie je d n o z n a cz n ie  z b ió r  Гц_о na z b ió r  warstw 

lew o stron n y ch  grupy Ô względem podgrupy Q -x .

Na p o d sta w ie  tw ie r d z e n ia  12 i  11 można w yznaczyć o gó ln e rozw iązan ie  

równania t r a n s l a c j i  na dowolnym g r u p o id z ie  B ran d ta  H . W ystarczy  w tym 

oelu dow oln ie zadać izom orfizm  (p  gru p oid u  E na gru p o id  p o s ta c i  AxAxS 
1 p o ło ży ć :
(III.21)̂  F(oc,x)= F(oc,<?(x>) dla x é W,
gdzie F j e s t  ogólnym rozwiązaniem równania t r a n s l a c j i  na grupoidzie
Ax Ax&-

Udowodnimy te r a z  dwa tw ie r d z e n ia  będące w nioskam i z tw ie rd z e n ia  1 2 . 

T w ierd zen ie  1 3 . O gólne ro z w ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  na g ru p o i-  

izie Ax AxQ p rzy  z a ło ż e n iu , że s p e łn io n y  j e s t  warunek to ż s a m o ś c i, ma 
postać:

( I I I .  22) F(oc,u.,v>, x )« h l(H  ^ dla ccê Г , а , не А  , х £ Q .

gdzie Ь^(ос) j e s t  dowolną fu n k c ją  ./r o d z in ą  funkcji z parametrem /  p r z e -
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k s z t a łc a ją e ą  ró ż n o w a rto ścI owe z b ió r  Г  na s i e b i e ,  а  H (о с ,л ) j e s t  dowol­

nym rozw iązaniem  rów nania t r a n s l a c j i  na z b io r z e  Г  y  Ô  s p e łn ia ją c y m  wa­

runek tożsam ość i .

Zw iązek ( I I I . 2 2 ) j e s t  w ięc odpow iednikiem  zw iązku ( I I I . 8 ) .

Dowód. W staw ia jąc w zw iązku ( I I I . I O )  yU=*v> , X =  e i  k o rz y s ta ją c  

z f a k tu , że H (oc ,x)  s p e łn ia  warunek to ż sa m o śc i otrzym ujem y:

F (o c ,v ,v ,e )=  h‘y H (hył J /ć c ) ,e ) =  h > y Vvf c c )«

J e s t  s tą d  w id o czn e, że fu n k c ja  F dana zw iązkiem  ( I I I . I O )  s p e łn ia  wa­

runek to żsa m o śc i w tedy i  t y lk o  w ted y , gdy każda f u n k c ja  (<*-) J e s t  toż­

sa m o śc ią .

J e ś l i  (PŸ(°c) j e s t  to ż sa m o śc ią , to  wobec p r z y ję ty c h  oznaczeń  Гу =  П 

w k o n sek w en cji fu n k c je  hy s ą  w zajem nie jedn ozn aczn ym i p rzekształcen ia­

mi z b io r u  Г  na s i e b i e ,  a  fu n k c ja  H (ot,x) j e s t  rozw iązaniem  równani: 

t r a n s l a c j i  na z b io r z e  P x & .

Zw iązek ( I I I . I O )  p rzy jm u je  w ięc w tedy p o s ta ć  ( I I I . 2 2 ) .  Dowód tw ierdzenia 

13 z o s t a ł  w ten  sp osób  zakoń czon y.

T w ierd zen ie  1 4 . O gólne ro z w ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  na grupo idzit 

parowym A x A  ma p o s ta ć :

(111.23) F(«,p-»v)= Ид bv % ( o c ) , осе Г, } L , v e  A,

g d z ie  fu n k c je  <<pv , by m ają ta k ie  z n a c ze n ie  ja k  w tw ie r d z e n iu  1 2 .

Dowód. Bozważmy dowolną grupę jedn oelem cn tow ą ( e )  i  połóżm y: 

^ ( p ,,v )  =  Г м .V) e ) d la  } i , \ > e A .

J e s t  b e zp o śre d n io  w id o czn e , że ta k  o k r e ś lo n a  fu n k c ja  j e s t  izo m o rfiz ­
mem gru p oid u  parowego A x A  na g ru p o id  A x A x { e } .  Wobec tw ierdzenia 

12 i  zw iązku ( I I I . 2 1 )  o gó ln e ro z w ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  na grupol- 

d s ie  Ax  A ma p o s ta ć :

F ( o c , , u , v ) = F ( o c , y,e) — ЬА M(hy^y(°c),О  ж Рд,^ y ■

Dowód tw ie r d z e n ia  14 z o s t a ł  w ięc zakoń ozon y.

J a k  s tw ie r d z il iś m y  w dow odzie tw ie r d z e n ia  1 3 , f u n k c ja  F dana związ­

kiem ( I I I . I O ) ,  s p e łn ia  warunek to ż s a m o ś c i w tedy i  t y lk o  w ted y , gdy V * )  

j e s t  to ż s a m o ś c ią . J e ś l i  w ię c  założym y, że s p e łn io n y  j e s t  warunek to żsa ­

m o śc i, to  zw iązek ( l H . 2 3 )  p rzy jm ie  p o s ta ć :

(111.2 4 ) F(oc,n,v) =  h^hy(«:) , oc e  Г  , £ A- ,

p rzy  czym h у J e s t  te r a z  dowolnym w zajem nie jednoznacznym  p r z e k s z ta łc e ­

niem z b io r u  Г na s i e b i e .  Zw iązek ( I I I . 24 ) j e s t  ja k  w idać analogoneu 

zw iązku ( I I I . 5 ) .
Powyższym rozumowaniem udow odn iliśm y n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie  1 5 . O gólne ro z w ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  na grupoidzie
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parowym A x  A  p r z y  z a ło ż e n iu , że s p e łn io n y  ma być warunek to ż sa m o śc i, 

J e s t  r o d z in ą  f u n k c j i  F(óc, / ł , v ) zadanych zw iązkiem  ( I I I . 2 4 ) .

P rz y stą p im y  te r a z  do w y zn a cze n ia  o gó ln e g o  ro zw ią za n ia  równania trans­

l a c j i  na dowolnym g r u p o id z ie  Ehresm anna. Udowodnimy m ian ow icie  n a stę p u ­

ją c e

T w ierd zen ie  1 6 . Rozw iązaniem  ogólnym rów nania t r a n s l a o j i  na z b io rz e  

Г х Е ,  g d z ie  P j e s t  dowolnym zbiorem  a E j e s t  dowolnym grupo idem Ehres­

manna -  j e s t  r o d z in a  f u n k c j i  F(oc,x)  otrzym anych w n a s tę p u ją c y  sposób: 

1 /  Rozważamy r o z k ła d  /je d n o z n a c z n y  wobec tw ie r d z e n ia  2 /  gru p oid u  E na 

r o z łą c z n e  g ru p o ld y  B ra n d ta :

E =  U  Hs ,  g d z ie  H s j e s t  grupoidem  B ra n d ta .
seS

2 /  O la  każd ego  s e S  zadajem y dow oln ie z b ió r  С  Г  a le  t a k ,  aby:
( I I I . 25) U s H = r .

3 /  D la  każd ego  s e S  t a k ie g o , że Q  Ф  Ф  zadajem y dow olnie fu n k c ję

f^(óo,x) s p e łn ia ją c ą  rów nanie t r a n s l a c j i  na z b io r z e  1̂  x H s .

4 /  F u n k c ję  F (o C ,x ) o k reślam y n a s tę p u ją c o :
df *

F (o c ,x )==  ł^ (o c ,x ) d la  (o c ,x )e  F ^ x H s .

Przyjm ujem y p o n a d to , że j e ś l i  n ie  i s t n i e j e  s e S  t a k i e ,  że П" x H5l
to  sym bol F (o c ,x )  n ie  ma s e n su .

Dowód. Ze w zględu na tw ie r d z e n ie  3 j e s t  b ezp o śred n io  w id oczn e, że 

ta k  o k r e ś lo n a  fu n k c ja  F ( œ ,x )  s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i .

Załóżm y w ięc na o d w rót, że dana j e s t  fu n k c ja  F ( o c ,x )  s p e łn ia ją c a  

rów nanie t r a n s l a c j i  na z b io r z e  Гх E . Wykażemy, że F da s i ę  p rzed ­

s ta w ić  w p o s t a c i  w y s z c z e g ó ln io n e j w dowodzonym tw ie r d z e n iu .

Z d e fin iu je m y  n a jp ie r w  z b io r y  l~ś . Przyjm iem y m ian ow icie :

Г3 =  { ос € Г : V  ( F Сое, х ) ma se n s )} .
1 xêHs

W prost z o k r e ś le n ia  zb iorów  i s i  z f a k tu , że F s p e łn ia  równanie trans­

l a c j i  /w aru n ek  1 /  d e f i n i c j i  9 /  w ynika, że sp e łn io n y  j e s t  zw iązek  ( l i  1.25).

Pokażemy z k o l e i ,  że z b ió r  x H s / H s ma p o p rzed n ie  z n a c z e n ie / 

zaw ie ra  s i ę  w p o lu  f u n k c j i  F .  Rozważmy w tym c e lu  dowolny niepusty zb ió r  

Q i  dowolny elem en t oc z te g o  z b io r u . Z d e f i n i c j i  z b io r u  w ynika,

że i s t n i e j e  x„ g Hs t a k i e ,  że F(oc,x<>) ma s e n s . Na p od staw ie  dowodu 

tw ie r d z e n ia  10 w ynika s tą d ,  że d la  dow olnego ye Hs , F (oc ,y ) ma s e n s . 

P rzy jm ijm y :

F̂ (oc,x) i  F(°c>x) dla (°c,x) € Is x Hs -

Z p o p rze d n ich  rozważań w yn ika, że fu n k c ja  Fs j e s t  o k r e ś lo n a  na zb io rze  

Ps x Hs . Wobec f a k tu , że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i ,  d la  sprawdze­

n ia ,  że Fs s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  na z b io r z e  Ç ^  ?  w y sta r­
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czy  p o kazać, że w a r to ś c i  f u n k c j i  Fs n a le ż ą  do z b io ru  Q  . Rozważmy w 

tym c e lu  dowolne oc e Q ( E  ^  0  ) i  dowolne x e  H s . N ie ch  y będzie ta ­

kim elementem gru poidu  ,  że yx  ma s e n s . J a k  p o k a za liśm y  poprzed­

n io  -  F(oc,y) ma s e n s .  Ma w ięc tak że  se n s  w yrażen ie F [ F ( o c J x ) } y ] ,  o zn acza 

to  wobec d e f i n i c j i  z b io ru  Q i  f u n k c j i  F, , ż e :

F ę f « r , x )  —  F ( o c , x )  £  t s  .

Dowód tw ie rd z e n ia  16 z o s t a ł  w ięc zakoń czon y.

Z udowodnionego tw ie r d z e n ia  w y n ik a ją  b e z p o śre d n io  dwa n a s tę p u ją c e  

w n io sk i:

Wniosek 1 .

Fu n k cja  F(*,x) s p e łn ia ją c a  równanie t r a n s l a c j i  na g r u p o id z ie  U ires- 

manna s p e łn ia  warunek to ż sa m o śc i w tedy i  t y lk o  w ted y , gdy fu n k c je  F̂ (oc,x) 
s p e łn ia ją  ten  w arunek.

W niosek 2 .
Fu n kcja  F(oc,x) s p e łn ia ją c a  rów nanie t r a n s l a c j i  na gru poidzie E h r e s -  

manna /p r z y  zadanym z b io r z e  F /  j e s t  o k r e ś lo n a  na z b io r z e  Г .x E w tedy 

i  ty lk o  w ted y , gdy d la  każdego SG S z a c h o d z i:

rs = r .

Ja k  w idać z tw ie r d z e n ia  1 6 , p r z y  p r z y ję t e j  p rze z  n as d e f i n i c j i  speł­

n ia n ia  rów nania t r a n s l a c j i  i s t n i e j ą  /p r z y  odpowiednim doborze z b io r u  P  

i  s tr u k tu r y  ( C , ‘ ) / t a k i e  fu n k c je  F(oc,x)e Г s p e łn ia ją c e  równanie tr a n s ­

l a c j i ,  że o d rzu cen ie  pewnych elem entów  s tr u k tu r y  ( C j * )  n ie  zmienia funk­

c j i  F .  C h o d zi tu  o ta k ie  e lem en ty  x  s tr u k tu r y  ( C , • ) ,  dl® k tó r y c h  n ie  

i s t n i e j e  ос e  Г t a k i e ,  że F(oć,x) ma s e n s .  D la te g o  w ydaje s i ę  sensowne 

u z u p e łn ie n ie  d e f i n i c j i  9 n astęp u ją cy m  w arunkiem :

( l i i . 21) D la  każdego x  €  H i s t n i e j e  ос £  Г  t a k i e ,  że 

F(cc,x) ma s e n s .

Wobec tw ie r d z e n ia  10 ta k a  m o d y fik a c ja  d e f i n i c j i  9 n ie  w p ły n ie  na zmianę 

rozw ią za n ia  rów nania t r a n s l a c j i  na g r u p o id z ie  B r a n d t a .J e s t  n atom iast b ez­

p ośred n io  w id o czn e , że w przypadku ro z p a try w a n ia  rów nania t r a n s l a c j i  na 

g ru p o id z ie  Ehresmanna zaproponowana m o d y fik a c ja  d e f i n i c j i  9 w p ły n ie  j e ­

dynie na t o ,  że w s z y s tk ie  w y stę p u ją ce  w r o z w ią za n iu  z b io r y  F  będą n i e -  

p u s te . W k on sek w en cji d la  każdego s e S  b ę d z ie  o k r e ś lo n a  f u n k c ja  £.(oł, x).
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I V .  P o ję c ie  gru p oid u  to p o lo g ic z n e g o  Ehresmanna

W tym i  w następnym  r o z d z ia le  rozw ażać będziem y pewne p r z e s tr z e n ie  

to p o lo g ic z n e  z t o p o lo g ią  zadaną p rze z  bazę o to c z e ń .

Przyjm iem y n a s tę p u ją c ą

D e f i n i c ję  1 2 . Z b ió r  E nazywamy p r z e s tr z e n ią  to p o lo g ic z n ą , j e ś l i  

zadana j e s t  w tym z b io r z e  r o d z in a  Z  podzbiorów  z b io ru  E , pokryw ająca 

z b ió r  E ta k a , że s p e łn io n e  s ą  n a s tę p u ją c e  dwa w arunki:

W -l. D la  każd ych  dwóch różn ych  elem entów a ,b  z b io r u  E i s t n i e j e  z b ió r  

U e 2 i  t a k i ,  że a  € O i  b £  U.

W-2. D la  każdego a €. E ,  U ,V € 2 L  t a k ic h , że a £ Ü i  a € V i s t n i e ­

j e  z b ió r  W £ Z ,  t a k i ,  że a e ï c ü n v .

Rodzinę s p e łn ia ją c ą  pow yższe w arunki nazywać będziem y bazą p r z e s tr z e n i  

E , n a to m ia st z b ió r  D E L  t a k i ,  że a  € U nazywać będziem y otoczeniem 
elem entu a .

Uwaga.
W szy stk ie  używane p r z e z  n as w dalszym  c ią g u ,  a  osobno n ie  d e f in io ­

wane p o ję c ia  to p o lo g ic z n e  n a le ż y  rozum ieć w pow szechnie p rzy ję ty m  s e n s ie  

/n p . zgo d n ie  z Г 1 3 ] / .

Z d e fin iu je m y  te r a z  g ru p o id  to p o lo g ic z n y . Rozważmy w tym c e lu  dowol­

ny g ru p o id  Ehresmanna ( £ , ' ) .  P rz e z  R oznaczmy d z ie d z in ę  o p e r a c ji  

Z b ió r  R j e s t  w ięc z d e fin io w a n y  n a s tę p u ją c o : 

f i v . i )  R =  * e E  * y e E  a * -y  ma s e n s } .

Przyjm ujem y n a s tę p u ją c ą

D e f i n i c je  1 3 .  G ru poid  Ehresmanna ( £ , • )  nazywamy grupoidem  topo­

logicznym  /E h re sm a n n a /, j e ś l i  w z b io r z e  E zadana J e s t  ta k a  to p o lo g ia , 
że :

a /  fu n k c ja  x .y  j e s t  c i ą g ł a  w p o d p r z e s tr z e n i R p r z e s tr z e n i  ЕхЕ /Е хЕ  

-  i lo c z y n  k a r t e z ja ń s k i  p r z e s t r z e n i  to p o lo g ic z n e j  E p rze z  s i e b i e / ,

Ъ / fu n k c ja  X*1 J e s t  o i ą g ła  w p r z e s t r z e n i  E .

N ie ch  w dalszym  o ią g u  ( £ > • )  b ę d z ie  grupoidem  Ehresm anna. Rozważmy 

dowolne z b io r y  V , V, ■> V2 zaw arte w E . P rzy jm ijm y n a s tę p u ją c e  znane /hp. 

г [ 1 3 ] /  o z n a c z e n ia :

( I V .2 ) V,-V2 =  { z : V Vj V j z « * . y ) } ,

( I V .3 )  V ’ 1 —  ( z :  Y  ( z  =  x 'ł ) V ,
1 xtY

Udowodnimy n a s tę p u ją c e

Twie r d z e n ie  1 7 . G rupoid  Ehresmanna ( £  , • )  g d z ie  E j e s t  przestrze­

n ią  to p o lo g ic z n ą  z bazą Z  J e s t  grupoidem  top o log iczn y m  wtedy i  tylko
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wtedy, gdy spełnione są n astęp u jące  dwa warunki:
W-3 . D la każdego o toczen ia  U elementu x y  i s t n i e j ą  o to czen ia  Vi » V2 

elementów odpowiednio x , y  ta k ie , że

^  ^  C  U '  _ !  W
W-4. Dla każdego o toczen ia  D elementu X. i s t n i e j e  o to czen ie  » ele­

mentu x , ta k ie  że:

V ' c  U,
Dowód.
Warunek W-4 j e s t  w widoczny sposób równoważny c ią g ł o ś c i  fu n k c ji  x! 

P ozosta je  więc udowodnić równoważność warunku W-3 z warunkiem a /  d e fin i­
c j i  3 . Ze względu na sposób zadania to p o lo g ii  w p r z e s tr z e n i R , otocze­
niami w t e j  p r z e strz e n i są  zb io ry  p o s ta o l:
( I V .4 ) U * =  ( U, x ) Л  R
gdzie U, , są otoczeniam i w p r z e strz e n i R .

C ią g ło ść  fu n k c ji x .y  w p r z e s tr z e n i R oznacza /  [i3] s t r .6 4 / ,  U 
d la  zadanych, przemnażalnych elementćw x i > y, 6 E oraz d la  zadanego o- 
to czen ia  U elementu x y j  i s t n i e j e  o to czen ie  U* pary (x ^ .y ^ J  /p r z e ­
s tr z e n i R / ta k ie ,  że j e ś l i  ( x , y ) e U * ,  to  x .y  £ U. Ze wzglę­

du na ( I V .4.) warunek powyższy J e s t  w dalszym cią g u  równoważny uastępu- 
jącemu warunkowi:

Dla zadanych przemnażalnych elementów x1 , ул € E oraz zadanego oto­
czen ia  0 elementu x, • y, i s t n ie ją  o to cz en ia  U, , elementów odpo­
wiednio x, , y , , ta k ie , że :

U , 'U 2 C U .
W ten sposób dowód tw ierd zen ia  17 z o s ta ł  zakończony.

J e ś l i  rozważać grupę z zadaną w n ie j  to p o lo g ią  przez b a z ę ,to  warun­
k i  W-4, W-3 są  równoważne nastę]ującem u warunkowi / [ 1 3 ]  s t r .9 4 / :
W-5. Dla każdego o toczen ia  Ü elementu х -у '*  i s t n i e j ą  o to czen ia  Ui

elementów odpowiednio x ,y  ta k ie ,ż e

CI, • U2 c  U .
W przypadku grupoidu Ehresmanna /B r a n d ta / z to p o lo g ią  przez bazę i 

nim zadaną -  w widoczny sposób z warunków W-3, W-4 wynika warunek W-5. 
Wynikanie odwrotne jednak n ie  za ch o d zi. Przekonuje nas o tym następując;

Przykład 2 . Rozważmy grupoid parowy RxR, gdzie  R J e s t  zbiorei 
l ic z b  rze czy w isty ch . Za bazę TL przyjmujemy rodzinę zbiorów p o s ta c i:

Ü =  { (* c ,y ) ' в. с  у < b } ,
gdzie xc ; a ,b  są dowolnymi elementami ze zbioru  R, takim i że a <  b. 
J e s t  bezpośrednio w idoczne, że warunki W -l i  W-2 są sp e łn io n e . Sprawdzi­
my, że spełn ion y J e s t  także warunek W-5. Weźmy w tym c e lu  pod uwagę do­
wolne dwa elementy p o s ta c i (хе,ус ) , ( х , ,у е) oraz rozważmy element



OGÛLîIE ROZWIĄZANIE RÔ77NANTA TRAN SLACJI NA GHUPOIDZIE 3HE3SMANNA 135

Машу o c z y w iś c ie :

уУо)(х'пУе)  —  (х оуУо)(Уе>х 1^

Rozważmy dowolne o to c z e n ia  U, elem entów  odpow iednio (*o>*i) » (*o< Уь),
( л ,  г * ,)  . Są to  w ię c  z b io r y  p o s t a c i :

U =  {(x0>y): a„ < у  < b„ } , g d z ie  a„ < x, < o„,
U — a, < у < b< } , g d z ie  i ,  < y„ < Ц  ,
U2 =  { (x,:y ) : а г < У < b2] , g d z ie  à2 < ,y„ < b2.

Mamy s tą d :

021= { C y * xi ) :  a 2 < y < b 2 }

i  w k on se k w e n cji

U , < -  {fx 0 )x , ) } c : U .

S p ra w d ziliśm y  w ię c , że s p e łn io n y  j e s t  warunek W -5. N ie  j e s t  n ato m ia st 

s p e łn io n y  warunek W -4, gdyż U 2 n ie  j e s t  zaw arte w żadnym o to c z e n iu .

Rozważmy dow olny g ru p o id  to p o lo g ic z n y  B ran d ta  H . N iech  '•? będzie  

izom orfizm em  /a lg e b r a ic z n y m / gru p oid u  H na g ru p o id  p o s t a c i  A x  A x Ç  , 

Wprowadzimy w z b io r z e  A x A x S  to p o lo g ię  t a k , by fu n k c ja  (p b y ła  te ż  

homeomorfizmem. W ystarczy  w tym c e lu  za  bazę w z b io r z e  Ах Д х  9  p rzy ją ć  

ro d z in ę  obrazów elem entów  b azy  gru p oid u  H p o p rzez fu n k c ję  V5- J e s t  oczy­

w is te  /< P  j e s t  ró ż n o w a r to śc io w a /, że ta k  otrzym ana rodzina zbiorów s p e ł­

n ia  a k sjo m a ty  W -l,  W -2, a  w ię c  można j ą  r z e c z y w iś c ie  uważać za  bazę no­

wej p r z e s t r z e n i .  Ze w zględu na t o ,  że izom orfizm  "zachow uje d zia łan ie"je st 

p rzy  tym b e z p o śr e d n io  w id o czn e , że nowa b a za  s p e łn ia  aksjornaty W -3, W -4. 

Z ta k  wprowadzoną to p o lo g ią  g ru p o id  A x A  x Q J e s t  w ięc grupoidem  to ­

p o lo g icz n y m . F u n k c ja  <P j e s t  w tedy izom orfizm em  gru p oid u  to p o lo g ic z n e g o  

H na g ru p o id  to p o lo g ic z n y  A x A x G , g d z ie  p rze z  izom orfizm  grupoidów 

to p o lo g ic z n y c h  rozumiemy izom orfizm  a lg e b r a ic z n y , k tó r y  j e s t  homeomorflz- 

mem.

J e s t  b e z p o śre d n io  w id o czn e , że w o p isa n y  sp osób  można otrzymać wszy­

s t k i e  t a k ie  t o p o lo g ie  w g r u p o id z ie  A x  A x G  ,  p rzy  k tó ry ch  s t a j e  s ię  on 

grupoidem  to p o lo g ic z n y m . P ostęp o w an ie  powyższe można p rzy  tym odw rócić, 

t z n .  można w podobny sposób indukować to p o lo g ię  z gru poidu to p o lo g ic z n e ­

go A x A x 5  na g ru p o id  H /iz o m o r f ic z n y  z grupoidem  А х  A x 5 / ,  tak 

aby otrzym ać g ru p o id  to p o lo g ic z n y .

Pow yższe rozw a ża n ia  można s t r e ś c i ć  w fo rm ie  n a s tę p u ją ce g o  

T w ie rd z e n ia  1 8 . Każdy g ru p o id  to p o lo g ic z n y  B ran d ta  J e s t  iz o m o rficz ­
ny z pewnym grupoidem  to p o lo g iczn y m  p o s t a c i  A x ' A x 5 .

Zajm iem y s i ę  te r a z  indukowaniem t o p o lo g i i  z gru p oid u  Ax ^ x G  na 

grupę 5  i  na z b ió r  A . Udowodnimy n a jp ie rw  n a s tę p u ją c e

Tw ierd zen ie  1 9 . N ie ch  r o d z in a  H i  b ę d z ie  bazą gru poidu to p o lo g ic z ­

ne dow oln ie ustalonym  elementem zb io ru  A . Wtedynego A *  A x  & ,
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rod zin a  TL*  zbiorów  p o s t a c i :

( I V .5 )  U ' =  { х :

g d z ie  U J e s t  dowolnym elem entem  bazy TL , j e s t  bazą grupy 5 i gru­

pa 5  z tą  bazą J e s t  grupą to p o lo g ic z n ą .

Dowód.
J e s t  b ezp o śred n io  w id o czn e , że r o d z in a  ZL* pokrywa z b ió r  5  oraz 

s p e łn ia  ak sjom a ty  W -i i  W -2. Stan ow i w ięc ona bazę p r z e s t r z e n i  S.
Pokażemy, że s p e łn io n y  j e s t  ak sjo m a t W -3. Rozważmy w tym c e lu  dowol­

ne o to c z e n ie  U *  elem entu x . y .  I s t n i e j e  w tedy U t  Z  t a k i e ,ż e  

( д 0>г - »xy)£  U  i  U *  j e s t  zw iązane z 0  p o p rzez  zw iązek  ( I V . 5). Mamy:

oD-c.y) =  ( А с> « - .» х у )  e U.
Stą d  wobec p r z y ję te g o  z a ło ż e n ia , że Ax Ax S j e s t  grupoidem  t o p o lo g i ­

cznym / a  w ięc s p e łn ia  ak sjo m a t W- з /  w ynika, że i s t n i e j ą  o to c z e n ia  V, , V2 

elementów odpow iednio Ote łMe*x) > (p-c > Mc >y ) t a k i e ,  że V, • c  U ,  Mamy 

w tedy:
К  л ( Ю  x { x &)) •( \4n ( W х{дс} x 9 )) с  (V, n ({uc} x Ax 5» • ( V'2o(

«fK V2)n({p.Jx{^}x5 с  &)•

Ze związku te g o  w ynika, że V,*- V f  C  U ?

Udowodniliśm y w ten  sp osó b , że s p e łn io n y  j e s t  warunek W -3.

Udowodnimy z k o l e i ,  że s p e łn io n y  J e s t  warunek VT-4. Rozważmy w tym 

c e lu  dowolne o to c z e n ie  U *  elem en tu  X"1 . Z o k r e ś le n ia  z b io r u  V *  wy­

n ik a , że i s t n i e j e  o to c z e n ie  0  elem en tu  ( / A  , jx c , x~Ą) t a k i e ,  że U  i V *  

s p e łn ia ją  zw iązek ( I V .5 ) .  Mamy:

(u.,, , х"1 ) =  ( u c u-c > *) 1 ć U.

I s t n i e j e  zatem o to c z e n ie  V elem en tu  1* )  t a k i e ,  że

V 1 c  U.
Stą d  otrzym ujem y:

V o  ({ д сУ х{р с} х 9 ) ) ł — V п ({ д с}х { и ч,} х 9 /С .  U .

Oznacza t o ,  że (V * )* ' С  V* Pon ad to  o c z y w iś c ie  x e V *

Sp ełn ion y  w ięc j e s t  warunek W -4. Z ak o ń czy liśm y  w ten  snosób  dowód tw ier­

d zen ia  1 9 .

T o p o lo g ię  w g ru p ie  5  wprowadzoną p rz y  pomocy t o p o l o g i i  w g r u p o i-  

d z ie  top o logiczn ym  A x  A  x i *  w sposób  o p isa n y  w tw ie r d z e n iu  19 na­

zywać będziem y t o p o lo g ią  indukowaną z gru p oid u  to p o lo g ic z n e g o  А х  А /  5  

przez u s t a le n ie  dwóch p ierw szych  składow ych /w  przypadku tw ie r d z e n ia  19 

na tym samym elem en cie  A c / .

Ja k  pokażemy p ó ź n ie j ,  m etodą o p isa n ą  w tw ie r d z e n iu  19 można również 

indukować to p o lo g ię  z gru p oid u  to p o lo g ic z n e g o  Я х г + х »  na z b ió r  A .
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0 ta k ie j  to p o lo g i i  mówić będziemy, że J e s t  indukowana z to p o lo g ii w gru - 
poidzie topologicznym  A x  A x 9  przez u s ta le n ie  odpowiednich dwóch skła­
dowych /n p . d ru g ie j i  t r z e c i e j / .

Udowodnimy n a s tę p u ją c e

T w ie rd ze n ie  20 . T o p o lo g ia  w g ru p ie  Ç  indukowana z to p o lo g ii  w gru- 
p o ld z ie  to p o lo g iczn y m  A x A x G  p rze z  u s t a le n ie  dwóch pierwszych sk ła ­
dowych n ie  z a le ż y  od wyboru ty ch  sk ład ow ych .

Dowód. /

N ie ch  r o d z in a  2L b ę d z ie  bazą grupo id u  to p o lo g ic z n e g o  A *  A x 5 .  

Ustalm y d ow oln ie д е Л  o ra z  wybierzm y u s ta lo n y  elem en t (,u,, у,) 6 Ах А. 
Rozważmy r o d z in y  h  , zbiorów  odpow iednio p o s t a c i :

U * =  {x  : < М о , М ч>» х)  e l f ) ,

( J Y .6 )  U **  =  { x :  < /ц ,У , ,х )  é  U } ,

g d zie  w obu wypadkach U j e s t  dowolnym elem entem  b a z y £ .

J e s t  w id o czn e , że r o d z in y  ZL > 2 1 **  pokryw ają grupę 9  oraz s p e ł ­

n ia ją  a k s jo m a ty  W -l,  W -2. Stan ow ią  w ięc bazy  p r z e s tr z e n i  9  . Wykażemy, 

że b a zy  te  s ą  równoważne, a  w ięc w k o n s e k w e n c ji,ż e  odpow iednie to p o lo g ie  

są id e n ty c z n e . W y sta rczy  w tym c e lu  udowodnić / [ 1 3 I s t i . 6 0 / , że d la  każ­

dego o to c z e n ia  U *€  2L* elem en tu  x i s t n i e j e  o to c z e n ie  U * * e 7L? * 
te g o ż  elem en tu  t a k i e ,  że V  с  l i *  o ra z  n a  odw rót, że d la  dowolnego o to ­

c z e n ia  'Ч**€1[л** elem en tu  x  i s t n i e j e  o to c z e n ie  У * в Т л * ’г elem entu x 
t a k i e ,  że V * C  V * * .

Rozważmy w ię c  dowolne o to c z e n ie  U *  elem en tu  x  £ 9  . Wobec postaci l'* 

( I V .5) i s t n i e j e  o to c z e n ie  U £ ZL elem en tu  (u c,u.5,x1 takie, że I/ i U* 
s p e łn ia ją  zw iązek  ( lV .5 )  .
Mamy:
( I V .7) (/lc,M 4 . e ) ( p , , ,V , ,x ) ( v , , a c, e ) =  O i0 , > 3, x ) €  t r.

Analogicznym rozumowaniem Ja k  w przypadku grupy to p o lo g ic z n e j łatwo wy­
kazać /w oparciu  o warunek W -3 /, że w gru p oid zie  topologicznym  d la  dowol­
nego o to cz e n ia  V elementu xyz i s t n i e j ą  otoezeŁ ia  t'. V, elemen­

tów odpowiednio x , y , s  ta k ie ,  że:

V W j C  V ,
gdzie " ilo c z y n "  V , V 2 Vj n a leży  rozumieć jako naturalne uogólnienie 

" ilo c z y n u " dwóch czynników ( I V .2 ) .
Ze związku ( I V .7) wobec powyższej uwagi wynik3, że i s t n i e j ą  tak ie  otocze­
n ia IL, , Uz , U 3 elementów odpowiednio ( ,  e ) ,  (,aw v ,, x ) ? < v, ,>ic , f  ) ,  
że zach o d zi:

t r, Uz - l .r3 C  U.

K o rzy sta ją c  z tego związku mamy:

(jU.t , a , , e ) - ;  U ,Pi ({ h .,} x { v 1} x 5 ) ) ‘ ( v „ a c , e ) c  ( Ц n ({ ueyXA a S ))• В Д р ( A x { Uc) X9 ' =
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=  (U, U2 Ü3)п ({д .}х Ц } х 9 ) С  U n  ({дс} X {де}х 9 ).
Wynik» s tą d , że V f *  С .  U * . ■ Ponadto ponieważ (Al, ,V4, * ) e  V2 więc x € V*.' 
Pierw sza część  dowodu z o s ta ła  więc zakończona.

Zupełnie a n a lo giczn ie  przeprowadza s ię  drugą c z ę ść  dowodu.
Zajmiemy s ię  w dalszym cią gu  indukowaniem to p o lo g ii  z grupoidu to- 

pologiczn ego A x A x Ç r  na zb ió r A . Udowodnimy w związku z tym nastę­
pujące

Twierdzenie 21 . W szystkie to p o lo g ie  indukowane z grupoidu topologi­
cznego A  x A x S  na zb ió r  A poprzez u s ta le n ie  odpowiednich dwóch skła­
dowych są identyczn e.

Dowód.
W ystarczy wykazać, że odpowiednie bazy są równoważne.Rozważmy w tyu 

celu  trz y  przypadki.
i .  Ustalamy dowolnie na dwa sposoby ( (Y e>Xc) » (v , , x , ) )  drugą i  trzecią 
składową w grupoidzle topologicznym  A x A x  5 -  N iech 21 , Ł * *  oznaczają 
rodziny zbiorów odpowiednio p o s ta c i:

( I V .7) U* —  { д :  <Ai ,vc , x 0) e U  \  dla U c L  ,

( IV.8) O i , v „ x , ) £ U )  dla U e L  ,

gdzie 21 J e s t  bazą grupoidu to p o lo giczn ego  A x  A x  Ô .  J e s t  oczyw iste, 
że zarówno rodzina 2 1 *  ja k  i  2 2  * stanow ią pokrycie  zbioru A oraz 
s p e łn ia ją  aksjom aty W -l, W-2. Można je  więc uważać za bazy p r z e strz e n i A 

Pokażemy, że bazy te  są równoważne. Rozważmy w tym c e lu  dowolne o- 
toczen ie  U * elementu I s t n i e j e  wtedy o to czen ie  U elementu (м-0,Уо, x0J
sp e łn ia ją ce  ( I V .7 ) .  M e ch  x będzie takim elementem grupy 5 ,  że :

x , x == xc .
Mamy wtedy:

(ń- 0  , V, , X,) ( V, , V0  , X ) =  (h-c , Ve , X„) .

I s tn ie ją  więc na mocy W-3 ta k ie  o to cz en ia  U , , U 2 elementów odpowiednio

(/i*> V, .x ,) * ( V ,,  vc , x ) 2 że :

u,-u, c u.
Stąd otrzymujemy:
(U4n(Ax{v,}x{x,})).(y1,v0,5?)c(U,-U2)n(Ax{v„ix{xc})c(A x{vê  x{xc}).
Wynika s tą d , że U f  * C  U*. Ponadto ponieważ ( / ic , V, x .) e U  więc wobec 
(IV .8 )  mamy: u-C £ U * * .

Zupełnie a n a lo g icz n ie  dowodzi s i ę ,  że d la  każdego o to cz en ia  * 
elementu At i s t n ie je  ta k ie  o toczen ie  V* tego elementu, że y ^ c y * *  
Bazy 2 2  ,2 1 **  są w ięc równoważne.
2 . Ustalmy dowolnie na owa sposoby pierw szą i  t r z e c ią  składową w grupoi-

dzie topologicznym  А  л - -  x G . Analogicznym sposobem ja k  w pierwszy® przy­
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padku można wykazać, że indukowane w ten sposób to p o lo g ie  w zbiorze A 
są id en tyczn e .
3 . Eozważmy dwie to p o lo g ie  indukowane w zb io rze  A -  jedną przez u s ta le ­
n ie  /dow oln e/ p ierw sze j i  t r z e c ie j  składow ej, drugą przez u s ta le n ie  dru­
g ie j  i  t r z e c ie j  składow ej w gru p o id zie  topologicznym  A x A x 5 .  Pokażemy, 
że ta k ie  to p o lo g ie  są  id en tyczn e .

Wobec udowodnionych przypadków 1 1 2  n ie  zmniejszymy o g ó ln o ści za­
k ła d a ją c , że pierw sza u sta lo n a  składowa w przypadku pierw szej to p o lo g ii 
J e s t  równa d ru g ie j u s ta lo n e j składowej w przypadku d ru g ie j to p o lo g ii ,n a ­
to m iast w obu wypadkach t r z e c ia  składowa J e s t  u sta lo n a  na elem encie neu­
tralnym e .

Oznaczmy podobnie ja k  poprzednio przez Z _ * , Z .*  * rodziny zbiorów od­
powiednio p o s ta c i :

( I V .9) U '  =  { v :  (ju.c,v ,e ) €  U } d la  U e J Ł .

( I V .10) U * * = { p ;  O i ,p .„ ,e )e U }  d la  U e Z ,

gdzie  Z j  j e s t  bazą grupoidu to p ologiczn ego  Wykażemy, że ro­
dziny 2->*, .Z .* *  traktowane ja k o  bazy p r z e s tr z e n i A są równoważne.

N iech bowiem U * będzie  dowolnym otoczeniem  elementu y0 . I s tn ie je  
wtedy U e Z j  ta k ie ,  że ( д с , v0 ,e )€  U  i  0 wraz z U* sp e łn ia ją  waru­
nek ( I V .9 ) .  Mamy zatem:

=s=

Wobec W-4 wynika stą d  is tn ie n ie  ta k ie g o  o to czen ia  Ц, elementu (vc,p c,e), 
że zach odzi:

u;lc: u.
Stąd  otrzymujemy:
(Ц л  (A x ^ x -Je } ) .) '1 =  U,'’n ({p e} x A x { e } ) c  1гп ( { д Л х А х { е ) ) .

Wynika s tą d , że U ** CL U * . Ponadto z fa k tu , że (ус. д с , е ) е  U-, i  z ( I V .10) 
wynika, że \>c £ U * * .  Pierw sza c z ę ść  dowodu równoważności baz ZL  , Z j tr  
z o s ta ła  w ten sposób zakończona. Dowód d ru g ie j c z ę ś c i  j e s t  an alogiczn y .

Można oczyw iście  również indukować to p o lo g ię  z grupoidu to p o lo g ic z ­
nego A x A x &  na zb ió r  A x A  przez u s ta le n ie  t r z e c ie j  składow ej. Jed ­
nak tak  wprowadzona to p o lo g ia  w zb io rze  A x  A  za le ż y  od wyboru u s ta lo ­
nej t r z e c ie j  sk ład ow ej. Eozważmy bowiem n a stęp u ją cy

Przykład 3 . N iech A będzie  zbiorem l ic z b  rze czy w isty ch ,a Ç gru­
pą dwuelementową złożoną z elementów 0 ,1  z działaniem  dodawania modu­
lo  2. Eozważmy grupoid A x A x S -  Oznaczmy przez 22 rodzinę zbiorów 
sk ła d a ją cych  s ię  ze zbiorów jednoelementowych p o s ta c i | (/u , v ' , l ) }  oraz ze 
zbiorów p o s ta c i :
( IV .il/ Ud,b,c =  {(>*., v. 0 ) : u 6 (a, b) i  v = u. - e j,
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g d z ie  ( a , b) o zn acza n iezero iry  p r z e d z ia ł  o tw a rty  o końcach a ,b ,  a  c 

J e s t  dowolną e t a łą  r z e c z y w is tą . Z b io r y  U a ,b ,c  można in te rp re to w a ć  J a ­

ko r z u t  ró w n o le gły  do o s i  y , p r z e d z ia łu  o tw a rte g o  n iezerow ego  ( a .b )  na 

o s i  u . ,  na p r o s tą  v = ,u .+  c / r y s . l / .

J e s t  b ezp o śred n io  w id o czn e, że r o d z in a  Л ,  s p e łn ia  a k sjo m a ty  bazy. Spraw­

dzim y, że sp e łn io n e  s ą  ak sjom a ty  W -3, W -4, a  w ię c , że g ru p o ld  Ą  x A V S  

z to p o lo g ią  p rze z  bazę ZL J e s t  grupoidem  to p o lo g ic z n y m . W prost z okre­

ś le n i a  bazy  .21 w ynika, że s p e łn io n y  j e s t  ak sjo m a t W -4.

O la  sp raw d zen ia , że sp e łn io n y  J e s t  ak sjom a t W-3 rozważmy najpierw  dwa ele­

menty p o s t a c i :  0 ) , (v „ , v, , 0 ) .

Mamy:
(Д .  .  V, , 0 )  ■ ( y c , У, , 0 )  =  O o >  V , , 0 ) .

Rozważmy dowolne o to c z e n ie  ^ e .b .c  / p o s t a c i  I V . i l  /  elem entu  (p.„,, y ,, 0). 

Mamy w tedy:

( I V . 1 2 ) Л Д € ( a .b )

i  y, = > i c -t c , c z y l i  с  =  v, - m c .
Połóżm y: df

T  l a ' b . V o - 4 c ’
ТГ =  ITu2 V0-> c ,b + V 0- i i .c , V ,-y 0 ‘

Z ( I V .1 1 )  i  ( I V .1 2 )  w ynika b e z p o śr e d n io , że :

(До j V (, 0 )  é  U, -, ( v01 v , 0 ) € ■ U j .
Wobec o k r e ś le n ia  zbiorów  U, ,  U , mamy p o n ad to :
Ц ' Ц г —-{(a.V,0) : д  6 (a,b)  i v =  a + vn -  v„} =

=  {(.U,V,C): i l €  (a ,b )  i  V =  yU . -r c }  =  lfa b iC .

Sp raw d ziliśm y w te n  sp o só b , że d la  elem entów o t r z e c i e j  sk ła d ow e j zero 

sp e łn io n y  j e s t  a k sjo m a t W -3. S p e łn io n y  j e s t  te ż  o c z y w iś c ie  a k sjo m a t W-3 

d la  elem entów p o s t a c i  (jU-cVo,'!) , (v 0 , V , ,  1) . O to czen ia m i bowiem ty c h  e l e ­

mentów są  z b io r y  Jedn oelem en tow e. Podobnie w idoczne J e s t ,  że sp e łn io n y  

j e s t  ak sjom at W-3 d la  elem entów  o ró żn ych  t r z e c i c h  sk ład ow ych . Rozważmy 

bowiem n p. elem en ty  p o s t a c i  (ju .,, ve , 1) , (v 0 ! v , , 0 ) .  W ystarczy  w tedy za  Ü; 

w iąć dowolne o to c z e n ie  elem entu  ( yc , У, , 0 )  . Wobec ( I V .1 J .)  otrzym ujem y:
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A n a lo giczn ie  dowodzi s i ę ,  że sp ełn io n y  j e s t  aksjom at W-3 d la  elementów 

p o s ta c i (Mc, v0 , 0 ) , (y>0, v., » 1 ) .

Udowodniliśmy w ten sposób o s ta te o z n ie , że baza X  sp e łn ia  a k sjo ­

maty W -3, W -4, a w ię c , że grupold А х  A x 5  z bazą X  J e s t  grupoidem 

topologicznym .
J e s t  przy tym bezpośred nio w idoczne, że u s ta la ją c  t r z e c ią  składową 

w tym g ru p o id zie  topologicznym  raz na elem encie 0 , a d ru gi raz na e l e -  

menole 1 otrzymamy dwie różne to p o lo g ie  /odpow iednie bazy n ie  są bowiem 

równoważne/.
Prawdziwe j e s t  Jednak n astęp u jące

Tw ierdzenie 2 2 . Grupold parowy A x A  z to p o lo g ią  indukowaną z to­
p o lo g i i  w gru p o id zie  topologicznym  A x A x G  p rzez u s ta le n ie  tr z e c ie j  

składowej na elem encie neutralnym grupy G j e s t  grupoidem topologicznym .
Dowód tego tw ie rd zen ia  przeprowadza s ię  podobnie Ja k  dowód twierdze­

n ia  1 9 .
Udowodnimy z k o le i  n astęp u jące
Tw ierdzenie 2 3 . J e ś l i  dany j e s t  parowy grupold to p o lo g iczn y  A x A  i  

grupa to p o lo g ic z n a  &, to  gru pold AxAxÔ  z to p o lo g ią  indukowaną z 

to p o lo g ii  w A x A  i  S  na ilo c z y n  k a r te z ja ń s k i ( Ax A) x G  J e s t  gru poi­
dem topologiczn ym .

Dowód.
Sprawdzimy n a jp ie rw , że sp ełn io n y  j e s t  aksjom at W -3.

Bozważmy w tym c e lu  dwa dowolne elem enty p o s ta c i :

(A e j Vo , X0)  , (v 0, V, ,X Ą) .
Mamy o c z y w iś c ie :

(Mo > > X.) (Vo , V, >X, ) =  (До ) , X0X, ) ,

(Mo >Vc) ( V0 ,
Nieoh U b ęd zie  dowolnym otoczeniem  elem entu (}xc, Ve, л , х , ) , Ze względu 

na rod zaj t o p o lo g ii  w z b io r z e  A x A x S ,  U j e s t  p o s ta c i :

( I V .13) U = V x W ,
gd zie  V j e s t  pewnym otoczeniem  elementu (ja0 ,v,) a W J e s t  pewnym o- 

toczenlem  elementu x0x.,.
Wobeo p r z y ję ty c h  założeń  i s t n i e j ą  ta k ie  o to c z e n ia  V, , V2 elementów od­

powiednio (Me>v0) j (v0, v<) oraz ta k ie  o to c z e n ia  \V.,,W2 elementów odpo­
w iednio x0 , xĄ, że za ch o d zi:

( I V .14) V, • V2 с  V , W ,• W2 c  W.
Połóżmy:

( I V . 1 5 ) Ц  =  V„xW, , U2 -  V2x w 2 -

Z ( I V .1 5 ) , ( I V .1 4 ) i  ( I V .13) otrzym ujem y:

U ,U 2 =  (V ,x  W ,).(V 2x W2) =  (Ц V2) x (W,-\A4)c  V x W =  0 .
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D la  spraw dzenia aksjom atu  W-4 rozważmy dowolny e lem en t v0 ,  x0) ' »

=  (V o j^io .X e1) o ra z  dowolne je g o  o to c z e n ie  U = V x W  , g d z ie  V j e s t  

pewnym otoczeniem  elem entu (л 0 ,у с )"1 =  fv c ,P -o ) i  a  W J e s t  pewnym o to ­

czeniem  elem entu х ^  . I s t n i e j e  w tedy t a k ie  o to c z e n ie  elem entu

СДо.У») i  ta k ie  o to c z e n ie  W, elem entu  x„ > że z a c h o d z i:

v;(c v  , w;*c w.
Połóżm y: U, = •  V4 x  W ,.

Otrzymujemy s tą d :  ( A , , Vc , x 0) e U.,

i  u;* =  (V, x w1)"< =  v ;1*  w ; 'c  v *  w — u.
Dowóa tw ie rd z e n ia  23 z o s t a ł  w te n  sposób  zakoń czon y .

W dalszym  c ią g u  udowodnimy je s z c z e  je d n o  tw ie r d z e n ie  dotyczące związ­

ku m iędzy gru pą to p o lo g ic z n ą  a  grupoidem  to p o lo g lo z n y m . B ę d z ie  to  n a s tę ­

p u ją ce

T w ierd zen ie 2 4 . J e ś l i  zadana j e s t  dowolna t o p o lo g ia  w z b io r z e  A , 

oraz tak a  to p o lo g ia  w g ru p ie  6 , że S J e s t  gru p ą to p o lo g lo z n ą ,t o  g r u - 

p o ld  Ax Ax G z t o p o lo g ią  indukowaną z t o p o l o g i i  w A i  w 9 na Ilo ­

czyn k a r te z ja ń s k i  AxAx5 j e s t  grupoidem  to p o lo g ic z n y m .

Dowód.

Wykażemy n a jp ie r w , że s p e łn io n y  j e s t  ak sjo m a t W -3. Weźmy w tym c e lu  

pod uwagę dwa dowolne elem en ty  p o s t a c i :

(>o»v0.Xo) f (v„, V, ,x ,)  e  A x  A x  S
Mamy: 0u„, V„,x0) (vc , V ^ x , )  =  (p.0 , V ,,

Rozważmy dowolne o to c z e n ie  elem en tu  xcx ,) .  O to c z e n ie  t o  musi być

p o s ta o l  U x V, x W , g d z ie  U , V. , W są  o to c ze n ia m i odpow iednio elem en­

tów: /Л, , v, , x 0x, /w  odpow iednich p r z e s t r z e n ia o h / .

Wobec z a ło ż e n ia ,  że G j e s t  gru pą to p o lo g ic z n ą  i s t n i e j ą  t a k ie  o t o -  

o ż e n ią  W, ,W2 elem entów  odpow iednio x0 , x , , że z a c h o d z i:

W., VV2 c .  w .

N iech  V b ę d z ie  dowolnym oto cze n ie m  elem entu  V0 . Mamy w tedy:

fUxVxW) (Vx V4xW2) =  U x V 4x(W, W j)c U x V , x W .
Zaoh odzl t e ż :

(ji0, v„, x0) £ Ux V x W4 . ( v« > v, * x4 ) ^  V x V, x W2 •
Udow odniliśm y w ię o , że s p e łn io n y  j e s t  ak sjo m a t W -3.

D la  spraw dzen ia warunku ff-4  rozważmy dowolny e lem en t (A c , v , , x ,  )  , 

elem en t do n ie g o  odw rotny (> „  , V0 , x0)-1=  ( v0 , p.c , ) oraz dowolne o to ­

c z e n ie  elem entu  ( v0 , M-0 » x*ł ) . O to c z e n ie  t o  J e s t  p o s t a c i  V x U x W ,  
g d z ie  V , U , W  s ą  o to cze n ia m i odpow iednio elem entów  v0 ,n .t ,x ó ł .

Na p odstaw ie p r z y ję te g o  z a ło ż e n ia  i s t n i e j e  ta k ie  o to c z e n ie  W, elem en­

tu  * „ ,  Że w ; ’ c  w .
Mamy wtedy: (UxV x W„)~1=  V X Ux W„"1c  V x U x W .
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W p o łą c z e n iu  z fak tem , że O ix ,v 0 , x c) e  O x  V x  W , ozn acza t o ,  że s p e łn io ­

ny j e s t  warunek W -4.

Z ak o ń czy liśm y  w te n  sposób  dowód tw ie r d z e n ia  2 4 .

V .  0 pewnych w ła s n o ś c ia c h  c ią g ły c h  rozw iązań  rów nania t r a n s l a c j i  

na to p o lo g iczn y m  g r u p o id z ie  B ra n d ta  s p e łn ia ją c y c h  warunek tożsam ości

Ze w zględ u  na tw ie r d z e n ie  11 / r o z d z . H I /  i  tw ie rd z e n ie  1 8 /r o z d z .I V /  

możemy /n i e  o g r a n ic z a ją c  o g ó ln o ś c i /  zaw ęzió n asze rozw ażan ia do g r u p o l-  

dów to p o lo g ic z n y c h  p o s t a c i  Л х А х . 5 .

Udowodnimy n a jp ie r w  n a s tę p u ją c e
T w ie rd ze n ie  2 6 . J e ś l i  fu n k c ja  F (o c (/u , v ,x )  j e s t  c ią g ły m  na z b io rz e  

Г х ( Л х А х 5 )  rozw iązaniem  rów nania t r a n s l a c j i  na g ru p o id z ie  topologicznym 

AxAxQ  o w a r to śc ia c h  z dow oln ej p r z e s tr z e n i  t o p o lo g ic z n e j  Г, s p e ł ­

n ia jącym  warunek to ż s a m o ś c i, to  i s t n i e j e  t a k ie  p r z e d sta w ie n ie  fu n k o ji  P 
w p o s t a c i  ( l i i . 2 2 ) ,  w którym  fu n k c je :  h(oC ,v )  , h >v) , H (aC ,X  ) s ą  c ią g łe  

odpow iednio na z b io r a c h  Г х А ,  Г х А , Г х 5  p rzy  t o p o lo g i i  w z b io r z e  A i  

g ru p ie  S  indukow anej z t o p o l o g i i  w g r u p o id z ie  top o logiczn ym  A x A x 9  

p rze z  u s t a l e n i e  odpow iednich składow ych /tw ie r d z e n ie  21 1 twierdzenie 1 9 / . 

Dowód.

Z tw ie r d z e n ia  13 w yn ika, że fu n k o ję  F s p e łn ia ją c ą  równanie tr a n s ­

l a c j i  i  warunek to ż sa m o śo i na g r u p o id z ie  A y Ax. S  można przedstaw ić w po­

s t e d :

(v .l)  F (o c ,it,V ,x) =  h'YM[h(oe,v),x],>t) ,
g d z ie  /z g o d n ie  z umowami ( I I I . 1 3 )  1 ( I I I . 1 7 )  w d r u g ie j  c z ę ś c i  dowodu

tw ie r d z e n ia  1 2 / :

(v.2) h (» c ,v ) =  P ( o c , j i . , ,v ,e ) ,

( V .3 )  H (o c,x ) —  F  (oc ,p-t  , x) ,

p rzy  czym м-c j e s t  dow oln ie ustalon ym  elem entem  z b io ru  A .

Z f a k tu , że F s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  i  warunek to ż sa m o śc i wynika 

zw iązek :
p [ f f < x : ,u ,„ v ,e ) ,v ,> c ,e] =  F (o c ,v , v , e )  =  oc.

O znacza t o ,  wobec ( V . 2 ) ,  ż e :

(v .4 ) h'Y"c,v)= P ( o c ,Y ,4 « .e ) .

Z c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  F (oc , / i ,  \>,x) wynika c i ą g ł o ś ć  f u n k c ji  P («  , y - e1 

na z b io r z e  Г х ( { к ,} х А х { е } ) ,  j e ś l i  {д0} x A x {e} traktow ać Jak o  pod- 

p r z e s tr z e ń  p r z e s t r z e n i  A x  A x  S  / [ 41 s t r . 5 8 / .

Ze w zględ u  na sposób zad a n ia  t o p o l o g i i  w z b io r z e  A , oraz n ie z a le ż n o ś ć
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t e j  t o p o l o g i i  od wyboru u s ta la n y c h  elem entów  / t w . Z t /  w ynika s tą d  w dal­

szym c ią g u  wobec (V . 2 )  c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  h ( c e ,v ) .  Z u p e łn ie  podobnie w opa* 

c iu  o z w ią z k i ( V .4 )  i  ( Ÿ .3 )  dowodzi s i ę  c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  h“ Y o c ,v )  1 

f u n k c ji  M («»■ *)•
Udowodnione tw ie r d z e n ie  25 n ie  o zn acza  w c a le , t e  c i ą g ł o ś ć  fu nkcji 

h (? c ,v ) , h '4 «> v ) ,  Й(оc , x )  /p r z y  takim  ic h  zn a cze n iu  ja k  w t w .1 3 /  J e s t  dla 

c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  F  d anej zw iązkiem  ( I I I . 2 2 ' )  warunkiem k o n ie czn ym .Ilu ­

s t r u je  to  n a s tę p u ją c y

P rz y k ła d  4 . N ie ch  A b ę d z ie  p r z e s t r z e n ią  l i c z b  r z e c z y w lsty o h  ze 

zw ykłą t o p o lo g ią ,  a  S gru p ą to p o lo g ic z n ą  Jednoelem entow ą { i }  . Wobec 

tw ie r d z e n ia  24 g ru p o id  Л x A x  9 z t o p o lo g ią  indukowaną z t o p o lo g i i  w i  

i  w S na i lo c z y n  k a r t e z ja ó s k l  4x->4x S  j e s t  grupoidem  topologicznym , 

J e s t  p rzy  tym b e zp o śre d n io  w id oczn e, że to p o lo g ie  w z b io r z e  A i  g ru p ie  G 

indukot ane z t o p o l o g i i  w ta k  otrzymanym g r u p o id z le  to p o lo g io zn y m  AxAxG 

p rze z  u s t a le n ie  odpow iednich sk ła d ow y ch ,p ok ryw ają  s i ę  z w yjściow ym i to­

p o lo g ia m i w ty c h  z b io r a c h .

N ie ch  Г b ę d z ie  zbiorem  l i c z b  r z e c z y w is ty c h . Za bazę p r z e s tr z e n i Г 
p rzyjm ijm y ro d z in ę  z ło ż o n ą  z w s z y s tk ic h  n ie p u s ty c h  p r z e d z ia łó w  otw artych 

i  z w s z y s tk ic h  zbiorów  jednoelem entow ych utw orzonych z l i c z b  całkow itych. 

J e s t  w id o czn e , że r o d z in a  t a  s p e łn ia  r z e c z y w iś c ie  a k sjo m a ty  b a zy . 

Połóżm y:
h (<*> v) =■  ,

H(oC,1) —  oC.

Mamy s tą d :  =  2oc.

Łatwo zauw ażyć, że f u n k c ja  h (ó c ,v ) n ie  J e s t  c i ą g ł a ,  n ie  j e s t  ona bo­

wiem c i ą g ł a  n p . w żadnym p u n kcie  p o s t a c i  ( \  >v) .

Rozważmy te r a z  fu n k c ję  F p o s t a c i :

F (o c ,> i.,v ,i)  =  h_<(H [ h ( o c ,v ) ,l ]  „u )>

g d z ie  fu n k c je  h(oc,v) , h'1(o c .v ) ,H (o C ,x )  m ają p o p rzed n io  zd efin io w an e zna­

c z e n ie .

Mamy zatem :
F(°c,yU..v, , / 0  =  Z(t«:) =  oC.

J e s t  s tą d  w id o czn e, że ta k  o k r e ś lo n a  fu n k c ja  F j e s t  c i ą g ł a  na przestrze­
n i Г x ( 4 - x A x & ) .

Pokażemy t e r a z ,  że c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  h (cc, v) , h («■ , v ) , H(oc,x) /przy 

takim  ic h  zn aczen iu  Ja k  w t w .1 3 /  odpow iednio na z b io r a c h  Гх A  , Г х Л ,  Гх5 
z dowolną to p o lo g ią  w z b io r z e  Г , a to p o lo g ią  w A i  w 5  indukowa­

ną z t o p o l o g i i  w g r u p o id z le  top o logiozn ym  4 x A x &  p rze z  u s t a le n ie  od­

pow iednich składow ych n ie  J e s t  d la  c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  F zad a n e j związ­

kiem ( I I I . 2 2 ) /n a  zbiorze Г х ^ х А х б ) /warunkiem wystarczającym.Rozważmy w tym celu 
n a s tę p u ją c y
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Przykład  5 . N iech A będzie zbiorem l ic z b  rzeczyw istych  różnych od 
zera, a  S  grupą jednoelementową { o } .  W gru p o ld zle  А х  Ax 9  wprowa­
dzimy to p o lo g ię  przyjm ując za o to czen ia  zawężenia zbiorów p o s ta c i C lV .il) 
/p rzy kła d  3 /  do te g o  grupoidu . Analogicznym rozumowaniem Ja k  w p rzykła ­
dzie 3 można wykazać, że grupoid A x A x Q  z ta k  zadaną to p o lo g ią  J e s t  
grupoidem topologicznym . J e s t  bezpośrednio w idoczne, że to p o lo g ia  indu­
kowana w zb io rze  A i w  gru pie  S  z to p o lo g ii  w gru poldzle  to p o lo g ic z ­
nym A x A x ô  przez u s ta le n ie  odpowiednich składowych J e s t  d yskretn a.

N iech  Г  b ęd zie  p r z e strz e n ią  l ic z b  rzeczyw istych  różnych od zera 
z dyskretną to p o lo g ią .
Połóżmy:
(V .5 ) HfoCjO) =  oc ,
(V .6 ) h (oc,v) —  V-OC .
Z (V .6 )  mamy /  hfoc,v) J e s t  fu n k c ją  zmiennej oc z parametrem у / :

(V .7 ) h "V »c,v )=  -$ • « .

Ze względu na t o ,  że A , 5  i  Г są  p rzestrzen iam i dyskretnym i ,  Je s t  bez­
pośrednio w idoczne, że fu n kcje  Н (°е*0)5 hfoc, v) , h '1(oc, v) są  c ią g ł e .  
Rozważmy fu n kcję  F zadaną związkiem:

F(oc,^ł , v , 0 ) =  h 4(H [ hfoc, v) , 0 ]  ,>o ).

Wobec ( V .5 ) ,  fV .6 )  i  (V .7 ) mamy s tą d :

(V .8 ) F ( o c ,> t ,V ,0 )  =  -д-ос .

Pokażemy, że tak  ok reślon a  fu n kcja  F n ie  J e s t  c ią g ła  na zbiorze 
Г х ( А л А х б ) .  W ystarczy o czyw iście  wykazaó w tym c e lu , że fu nkcja ta  nie 
je s t  c ią g ła  względem d ru g ie j zmiennej p r z e b ie g a ją c e j grupoid to p o lo g ic z ­
ny A x  A  x  G  . Ustalm y w tym c e lu  dowolnie oce oraz ul,. , v0 tak aby

До ¥= V».
Oznaczmy: Jbg =  F (oc0, fu.c , V„, 0 )).

Mamy wtedy:

(▼•«) P>0 =

Wyznaczymy przeciw obraz zbioru {  /2>„} poprzez fu nkcję  F /p r z y  u sta ­
lonym oc0 / .  Wobec (V .8 ) przeciw obraz ten J e s t  zbiorem p o s ta c i:

Z = { 0 u , V , 0 ) : £ o c o * =  lr 0^ }*

Z (V .9 ) mamy: ■&. Ф \ .
OC0

Wynika stą d  wobec p r z y ję te j  to p o lo g ii  w gru poidzie  topologicznym  A x A x S ,  
że zb ió r  Z n ie  j e s t  sumą o toczeń , a więc n ie j e s t  zbiorem otwartym. 

Zbiór { P 0j  j e s t  natom iast o tw arty , gdyż w Г to p o lo g ia  J e s t  dyskretna. 

Prowadzi to  do w niosku, że fu n kcja  F n ie  J e s t  c ią g ł a .
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D la  d a lszy o h  rozważali p rzy jm ijm y  n a s tę p u ją c ą

D e f in ic ję  1 4 . Rozważmy dowolny g ru p o id  to p o lo g ic z n y  A x A x S .  
N iech  r o d z in a  Z j b ę d z ie  bazą te g o  gru p old u  to p o lo g iczn e g o .O zn a czm y  przez 

Z j* bazę p r z e s tr z e n i  А x A * 5  otrzym aną p rze z  indukow anie to p o lo g ii  

z gru p old u  to p o lo g ic z n e g o  A x A x S  na z b ió r  A 1 grupę S  p rze z  u s ta ­

le n ie  odpow iednich składow ych , a  n a s tę p n ie  indukow anie ta k  otrzymanych 

t o p o lo g i i  na i lo c z y n  k a r t e z ja ń s k i  A x A x S .  T o p o lo g ię  te g o  typu nazywać 

będziem y podw ójnie Indukowana. G rupoid  to p o lo g ic z n y  AxAxQ nazywać bę­

dziem y p ó łk a r te z ja tis k lm . j e ś l i  do każdego o to c z e n ia  U e Z .  elem entu 

i s t n i e j e  ta k ie  o to c z e n ie  U * e  Zi* te g o  e lem en tu , że z a c h o d z i:

\J C  U*.
J e ś l i  ponadto z a c h o d z i warunek odw rotny / c z y l i  w k o n se k w e n cji bazy  Z . ,L *  

są  równoważne/ to  g ru p o id  to p o lo g ic z n y  AxAxS nazwiemy k a r te z ja ń sk im . 

Będziem y te ż  mówić w ty c h  p rzy p a d k a ch ,że  gru p o id  to p o lo g ic z n y  AxAxG 

ma to p o lo g ię  p ó łk a r te z ja ń s k ą  /k a r t e z j a ń s k ą / .

Prawdziwe j e s t  n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie 2 6 . J e ś l i  g ru p o id  to p o lo g io z n y  A x  A x & j e s t  p ó łk a r te z -  

ja ń s k i  i  fu n k c je : h(oc, v ) , , V ) , M f« :,x )  /o k r e ś lo n e  w t w .1 3 /  s ą  c ią g ­

łe  p rzy  t o p o l o g i i  w z b io r z e  A i  g r u p ie  S  indukow anej z t o p o l o g i i  w 

g r u p o id z ie  to p o lo g iczn y m  A x A x ô  p r z e z  u s t a le n ie  odpow iednich  sk ła d o ­

wych / Г  j e s t  dowolną p r z e s t r z e n ią  t o p o lo g ic z n ą / ,  to  fu n k c ja  F zadana 

zw iązkiem  ( I I I . 2 2 )  na z b io r z e  Гх ( A x A x S )  j e s t  c i ą g ł a  p r z y  w y jścio w e j 

t o p o lo g i i  w g r u p o id z ie  A x A x S .
Dowód.

Ze w zględ u  na r o d z a j p r z y ję t e j  t o p o l o g i i  w z b io r z e  A i  g ru p ie  G 

j e s t  b ezp o śre d n io  w id o czn e , że z c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  h(oc,v), h'Y«,v>)* H(oc,x) 
wynika c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  F ,  j e ś l i  w g r u p o id z ie  AxAxS p r z y ją ć  to p o lo ­

g ię  podw ójnie indukow aną. Wynika s t ą d ,  że do każdego o to c z e n ia  V e l e ­

mentu A ,  =  F(°c0,( ,u 0 , y0,  x 0>) i s t n i e j e  ta k ie  o to c z e n ie  V, *  U*, g d z ie  

j e s t  pewnym otoczen iem  elem entu  o c„, a  U *  j e s t  o to cze n ie m  /p r z y  top o­

l o g i i  podw ójnie in d u k ow an ej/ elem en tu  (>u, , v0 » x0) , że z a c h o d z i:

F(V«xir*)c V.
Ponieważ gru p o id  A x A x S  j e s t  p ó łk a r t e z ja ń s k i ,  w ię c  do o to c z e n ia  U* 

można dobrać ta k ie  o to c z e n ie  D elem en tu  (>ix , v „ , x0 ) /p r z y  w y jścio w e j 

t o p o l o g i i / ,  że U C  U?
S tą d  i  z p o p rzed n iego  z a w ie ra n ia  otrzym ujem y:

F( V, x U) C  F( V, x U*) С  V.
Otrzymany zw iązek prow adzi do w n iosku , że fu n k c ja  F j e s t  c i ą g ł a  przy 

w y jśo io w e j t o p o l o g i i  w g r u p o id z ie  AxAx S .
W szy stk ie  p oczyn ion e w tw ie rd z e n iu  26 z a ło ż e n ia  to p o lo g ic z n e  są  I s t o t n e , 
a  w ięc w k o n sek w en cji i  w zajem nie n ie z a le ż n e .
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I s t o t n o ś c i  z a ło ż e n ia ,  że grupo id  to p o lo g ic z n y  A x A x S  j e s t  p ó ł -  

k a r t e z ja ń s k i  dow odzi p r z y k ła d  5 .

D la  w y k azan ia , że c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  h (o c ,v )  j e s t  w tw ie rd ze n iu  26 

założen iem  is to tn y m , rozważmy n a s tę p u ją c y

Pr z y k ła d  6 . N ie ch  A h ę d z ie  p r z e s tr z e n ią  l i c z b  n a tu ra ln y c h  z d ys­

k r e tn ą  t o p o l o g i ą ,  9 gru p ą to p o lo g ic z n ą  jednoelem entow ą { i } ,  а  Г p rze­

s tr z e n ią  l i c z b  r z e c z y w is ty c h  z ta k ą  to p o lo g ią  Ja k  w p r z y k ła d z ie  4 .

Rozważny g ru p o id  to p o lo g ic z n y  A x  A x G  z to p o lo g ią  indukowaną z to­

p o l o g i i  w A i  w S na i lo c z y n  k a r t e z ja ń s k i  AxAxQ, J e s t  w id oczn e, że 

g ru p o id  te n  j e s t  p ó łk a r t e z ja ń s k i  /n aw et k a r t e z j a ń s k i / .  T o p o lo g ia  induko­

wana z te g o  gru p oid u  to p o lo g ic z n e g o  na z b ió r  A 1 grupę 9 p rze z  u s ta ­

le n ie  odpow iednich  składow ych pokrywa s i ę  o c z y w iś c ie  z w y jścio w ą to p o lo ­

g i ą  w ty c h  z b io r a c h .

Połóżm y: h foc ,v )  =  v-oc , =  oc .

Mamy s tą d :  h~’( « , v )  =  -ń-oc.

Łatwo sp ra w d z ić , że fu n k c je  t-ICoc,-!) , h~4°o>v) s ą  c i ą g ł e .  N ie  j e s t  n a to ­

m ia s t c i ą g ł a  fu n k c ja  h ( o c , v )  / n p .  w p u n kcie  ( | j , 2 ) / .  N ie  J e s t  te ż  c i ą ­

g ła  fu n k c ja :

F ( o c ,( > ,V ,1 ) )  =  K 4 H [h (o c ,v )?l ] > A )  =

D la  p o k a z a n ia , że c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  h"Y<*»V) J e s t  w rozważanym tw ierd ze­

n iu  I s t o t n a  w y sta r c z y  t y lk o  n ie c o  zm odyfikow ać p rzy k ła d  6 k ła d ą c :

h(oc ,v )  — A -o c .

Pokażemy j e s z c z e ,  że c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  H (o c ,x )  j e s t  w tw ie rd z e n iu  26 za­

łożen iem  is to tn y m . Weźmy w tym c e lu  pod uwagę dowolne n i e c i ą g ł e  rozw ią­

za n ie  H (o c ,x ) rów nania t r a n s l a c j i  na z b io r z e  Г *  А  / Г  -pew na p rze s­

tr z e ń  t o p o lo g ic z n a , S -  gru pa t o p o lo g ic z n a /  s p e łn ia ją c e  warunek tożsamoś­

c i .  P rz y k ła d y  t a k ic h  rozw iązań  zaw arte s ą  w n o c ie  [lO ] . Rozważmy ponad­

to  jedn oelem entow ą p r z e s tr z e ń  to p o lo g ic z n ą  { a }  i  g ru p o id  to p o lo g ic z n y  

{ a } x { a } x S  / z  t o p o lo g ią  indukowaną z { a }  i  z 5 / .

Połóżm y: h (ос , a ) —  o c .

S tą d  otrzym ujem y:
łT (o e ,a )  =  oc.

J e s t  w id o czn e , że fu n k c je  \) (cc ,a .)  , h’ Y o c ,a ) s ą  c i ą g ł e .  N ie  J e s t  natomiast 

c i ą g ł a  fu n k c ja :
F(cc , ( a  ,« t , x ))  i  h ( И fh(<x-, a ) , x j  , a )  =

W o p a r c iu  o tw ie r d z e n ie  26 udowodnimy n a s tę p u ją c e

T w ierd zen ie  2 7 . J e ś l i  A x A x S  j e s t  grupoidem  top o log iczn y m  p ó ł-  

k a r te z ja ń s k im . P  j e s t  dowolną p r z e s tr z e n ią  to p o lo g ic z n ą ,a  F(ac,  (p .,  v ,x)) 

j e s t  takim  rozw iązaniem  rów nania t r a n s l a c j i  na z b io r z e  Г * ( А х А х 5 )  , że
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sp e łn io n y  J e s t  warunek, to ż sa m o śc i i  p rzy  pewnym j x c z A fu n k c je :

F(oo, ( u c, v,e))  , F (ос, (v , F(oc, 6u.c„u..,x))
są  c ią g łe  odpow iednio na p o d p r z e s tr z e n ia c h : Г x ( { i i -еУх A  ■* { e }  ) ,

Гх (А х  {Mc} х- {e} )  , Г x ( {м-v} х {мЛ x 5  ) przestrzeni Г х ( А х А х 5 ,  
to  fu n k c ja  F ( o c , ( u .  , V , x ) )  j e s t  c i ą g ł a  na Г  x ( A x A x 9 ) .

Dowód.
Vobeo p r z y ję ty c h  z a ło ż e ń  j e s t  w id o czn e, że fu n k c je  h(oc,v)»b (oc,v), 

И («x , х ) o k re ś lo n e  zw iązkam i ( V . 2 j - ( V . 4 ) , p r z y  t o p o l o g i i  w z b io r z e  A 

i  g ru p ie  9 indukowanej z t o p o l o g i i  w g r u p o id z ie  to p o lo g iczn y m  Ax  A xG 
/p r z e z  u s t a le n ie  odpow iednich sk ła d ow y ch / s ą  c i ą g ł e .  S p e łn io n e  s ą  więc 

z a ło ż e n ia  tw ie r d z e n ia  2 6 , a to  kończy dowód.

Podobnie ja k  w tw ie rd z e n iu  26 w s z y s tk ie  p r z y ję t e  w tw ie r d z e n iu  27 

z a ło ż e n ia  to p o lo g ic z n e  są  i s t o t n e ,  a w ięc i  w zajem nie n ie za le żn e .D o w o d zą  

tego  p rzy k ła d y  u z a s a d n ia ją c e  i s t o t n o ś ć  z a ło ż e ń  to p o lo g ic z n y c h  w tw ie r ­

dzen iu  26 .

Rozw ażania d o ty c z ą c e  c ią g ły c h  rozw iązań rów nania t r a n s l a c j i  na gru ­

p o id z ie  top o log iczn y m  AxAxS można p o sz e r z y ć  o znane Ju ż  pewne w yn iki 

d o ty czą ce  c ią g ły c h  rozw iązań  rów nania t r a n s l a c j i  na g ru p ie  to p o lo g ic z n e j.

Wiadomo J e s t  /n p .  z [9 ]/( że j e ś l i  Г  o zn acza  dowolny z b ió r ,  a  G 

dowolną g ru p ę , to  każde ro z w ią za n ie  F rów nania t r a n s l a c j i  na z b io rz e  

Гх S s p e łn ia ją c e  warunek tra n z y ty w n o ś c i:

( V . 10) Л  V  ( F (oc,x) = / > )
oc,jbeF X 6 &

można p rz e d sta w ić  w p o s t a c i :

( V . l i )  F (< * .* ) —  V ' Y x  Y ( o c ) )  ,  g d z ie

(V .1 2 )  Y  Coc) =  |x  e G  : F ( o c „ ,x )  *  o c } .

/ о с ,  J e s t  dow olnie u sta lon ym  elementem z Г / ,

Fu nkcja  Y f ° c )  o k r e ś lo n a  zw iązkiem  ( V . i 2 ) p r z e k s z t a łc a  w zajem nie je d n o ­

znaczn ie z b lć r  Г  na z b ió r  w arstw  lew o stron n y ch  gru py 5  względem pew- 

n e j j e j  podgrupy S *

Z [9] wiadomo rów n ież, że każd a  fu n k c ja  F p o s t a c i :

(V .1 3 )  F fo c ,* )  Æ  & ~ '(x g (o ü ))  d la  OC6 Г ,  x t  S ,

g d z ie  g j e s t  dowolną fu n k c ją  p r z e k s z t a łc a ją c ą  w zajem nie je d n o zn a cz n ie  

z b ió r  Г  na z b ió r  w arstw lew o stron n ych  gru py Q  względem pewnej j e j  

podgrupy S * ,  s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  i  warunek tr a n z y ty w n o ś c i(V .IO ).

S .  P o n tr ia g in  p o k a za ł /  [13] s t r . 2 3 9 / , ż e  p rzy  n a tu r a ln e j t o p o lo g i i  

w z b io r z e  w a rstw ,z  c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  F(°c,x) s p e ł n i a ją c e j  równanie tra n s­

l a c j i  i  warunek tra n zy ty w n o śc i w ynika c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  Y  Coc). Z c i ą g ł o ś c i

fu n k c ji  F / s p e ł n i a j ą c e j  rów nanie t r a n s l a c j i  i  warunek tr a n z y ty w n o ś c i/
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nie w ynika n a to m ia st /n aw et p rz y  pewnych dodatkow ych z a ło ż e n ia c h  to p o lo ­

g iczn y ch  -  [ t o ] /  c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  4 4 °c ) o k r e ś lo n e j zw iązkiem  (V .1 2 )/zo b . 

np. [ з ]  s t r .2 9 ,  4 8 / .  C i ą g ł o ś c i  f u n k c jiy d o ty c z y  udowodnione w [ l i ]  n a s tę ­

pujące

T w ie rd ze n ie  2 8 .  J e ś l i  Г  j e s t  p r z e s t r z e n ią  H a u sd o rffa  lo k a ln ie  dwu- 
zw artą p rzy n a jm n ie j w jednym p u n k c ie , G gru p ą to p o lo g ic z n ą  półdw uzwar- 

tą  /sum ą p r z e l i c z a l n e j  i l o ś c i  zb iorów  dw uzw artych/ a fu n k c ja  F okre­

ś lo n a  na Г х &  s p e łn ia  rów nanie t r a n s l a c j i  i  warunek tra n zy ty w n o śe i 

oraz  dwa n a s tę p u ją c e  w a ru n k i:

a /  i s t n i e j e  t a k ie  oc0 z  Г  , że fu n k c ja  F (« с » * ) j e s t  c ią g ła  w zglę­

dem x  w każdym p u n k cie  p r z e s t r z e n i  S ,

b /  d la  k ażd ego  x  z G  fu n k c ja  F f o c ,* -) j e s t  c i ą g ł a  względem cC 

na Г ,

to fu n k c ja  Ч'Гоо) o k r e ś lo n a  zw iązkiem  (V .1 2 )  J e s t  c i ą g ł a  /oczyw iście  przy 

n a tu r a ln e j t o p o l o g i i  w z b io r z e  odpow iednioh w a r s tw /.

J e s t  b e z p o śre d n io  w id o czn e , że j e ś l i  w z b io r z e  w arstw  lew ostron n ych  

grupy S względem podgrupy S *  p r z y ją ć  t o p o lo g ię  n a tu r a ln ą , to  z c i ą g ­
ł o ś c i  f u n k c j i  g (° c )  i  g " Y ° c )  w ynika c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  F o k r e ś lo n e j 

zw iązkiem  ( V . 1 3 ) .

Z p r z y to cz o n y c h  tu  wyników d o ty c z ą c y c h  c ią g ły c h  rozw iązań równania 

t r a n s l a c j i  n a  g r u p ie  i  z podanych p rze z  n as tw ierd zeń  d o ty c z ą c y c h  c ią g ­

ły ch  rozw iązań  rów nania t r a n s l a c j i  na g ru p o id z ie  p o s ta o i  A x  A x  G 

/ tw ie r d z e n ie  2 5 , 26 i  p r z y k ła d  5 /  w id a ć , że w ty c h  dwóch przypadkach sy ­

tu a c je  p r z e d s ta w ia ją  s i ę  w pewnym s e n s ie  o d w ro tn ie . W przypadku grupy z 

c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  F s p e ł n i a ją c e j  rów nanie t r a n s l a c j i  i  warunek tr a n z y - 

ty w n ości n ie  w ynika o ią g ło ś ć  f u n k c j i  V (o c )  o k r e ś lo n e j zw iązkiem  fV .1 2 ), 

a z c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  £ (o c ) i  g ~ f« )  w ynika c i ą g ł o ś ć  f u n k c j i  F o k r e ś lo ­

n e j zw iązkiem  ( V .1 3 ) .  N a to m ia st w przypadku gru p oid u  A x  A x &  z o ią g -  

ł o ś o l  f u n k c j i  F s p e ł n i a ją c e j  rów nanie t r a n s l a c j i  i  warunek tożsam ości wy­

n ik a  o ią g ło ś ć  s to so w n ie  o k r e ś lo n y c h  f u n k c j i  h (oc, v ) , Ь'^ос ,v ) , Ц{ос ,x )  wy­

s tę p u ją c y c h  w ogólnym ro z w ią z a n iu , n ie  z a c h o d zi za ś  wynikanie odw rotne.

Zaznaczmy na z a k o ń c z e n ie , że podane p rze z  nas pewne w yn ik i d o ty cz ą ­

ce c ią g ły c h  rozw iązań  rów nania t r a n s l a c j i  na g r u p o id z ie  topologicznym  po­

s t a c i  Ax AxG  można b y ło  ta k  p r o s to  u zyskać g łó w n ie  d z ię k i  temu, że 

rozw ażaliśm y ty lk o  ro z w ią za n ia  s p e łn ia ją c e  warunek to ż s a m o ś c i. I s to tn y  

z w łaszcza  d la  prow adzonych p o p rze d n io  rozważań b y ł f a k t ,  że p rzy  z a ło ż e ­

niu s p e łn ia n ia  p rze z  ro z w ią za n ie  rów nania t r a n s l a c j i  warunku to ż s a m o ś c i, 

w y stę p u jące  w ro zw ią za n iu  z b io r y  Гу pokryw ają s i ę  ze zbiorem  Г. W p rzy ­

padku gdy od r o z w ią z a n ia  n ie  żądamy s p e łn ia n ia  warunku to ż sa m o śc i,w y stę ­

p u jące  w ro z w ią za n iu  fu n k c je  h ( о с ,V ) » h 1(oe, v )  m ają odpow iednio -  pierw ­
sza z a  d z ie d z in ę , a  d ruga za  p r z e ć iw d z ie d z in ę ,z m ie n ia ją c y  s ię  z b ió r  t y  •
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D la te g o  te ż  w ydaje s i ę ,  że u z y sk a n ie  w tym przypadku an a lo giczn ych  do po­

danych p rze z  n as wyników, a  z w ła sz c z a  u z y sk a n ie  tw ie r d z e n ia  odpow iadają­

cego  tw ie rd ze n iu  26 n ap otka na znaczne t r u d n o ś c i .

W s z c z e g ó ln o ś c i  -  prawdopodobnie k o n ie cz n e  b ę d z ie  n a ło ż e n ie  pewnych 

warunków to p o lo g ic z n y c h  na z b io r y
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S u m m a r y

S tr u c tu r e  o f  tb e  g e n e r a l  s o lu t io n  o f  t r a n s la t io n  e q u a tio n  on Ehresmaims 

gro u p o ld  and In v a r ia n t  d e c o m p o s itio n s  o f t h i s  grou p oid

We prove In  t h i s  paper th a t  e v e r y  in v a r ia n t  decom position o f B ran dts 

groig>oid o f  the form A x A x S  may be c o n s tr u c te d  a s  f o l lo w s :

1 .  L e t  A  =  U  Ą *
OCCoC

be an a r b i t r a r y  d e co m p o sitio n  o f  A /  b e in g  d i s j o i n t  and n o n -e m p ty

s e t s / .
2 .  Fo r e v e ry  œ from L a  subgroup o f  5  and a fu n c tio n

M v ) :  A * - »  S
are ad m ited  a r b i t r a r i l y .

3 .  L e t  ,

C ^ )0£. a- { f> * v*x ) :  V€74;-  И X £  a ^ c W ) '

where >u- 6  A , o ce ^ C , a  f  S .
The fa m ily  b u i l t  o f  a l l  d i f f e r e n t  i s  a  d eco m p o sitio n  o f  i4*Ax&.

4 .  L e t  { Hs }s e S  be an over -  d e co m p o sitio n  o f  one c o n s tr u c te d  in  3 ,  

w hich h o ld s  th e  c o n d it io n :

i f  г Слц ,ос1 } а 2 С  H s , than O n ., ,o c , , a , =  Qu,, ,осг , &2 -
The fa m ily  o f  s e t s  { H s } sfeg  i s  th e  d e s ir e d  in v a r ia n t  d e co m p o sitio n .

The a u th o r  c o n tin u e s  p ro v in g  th a t  g e n e r a l s o lu t io n  o f  the e q u a tio n : 

(1) F [F (o c ,x ) ,y ]  =  F(oc,yx) , « б  Г ; х . у е И ,
where H i s  a  g ro u p o id  o f  th e  form Ax Ax S  has th e  fo llo w in g  form:

F(oc ,(jul,V,x)) =  h'1( H ( h ( ^ ( o c ,v ) ,v ) ,x ) ,> )  

fo r  ос e  Г , ^ , V 6  A ,xe.9 ,  

where
1 . <p i s  an a r b i t r a r y  fu n c t io n  tra n sfo r m in g  Г х А  in to  Г , w hich satisltes 

two c o n d it io n :
a /  =  ^PCoc, v )  ,  fo r  о се  Г  , v e  A ,

Ь /  s e t s  o f  th e  form =  ¥ ’ ( r lx { v } )  have th e  same pow er,

2 .  h(oc,v) i s  an a r b i t r a r y  o n e -to -o n e  fu n c t io n  tra n sfo rm in g  Гу in to  Fu,» 

where ii.„ i s  a  c o n s ta n t  elem en t o f  A ,
3 .  H (oc,x) i s  an a r b i t r a r y  fu n c t io n  d e f in e d  on Г ^ о х &  w hich h o ld s  equa­

t io n  (1 )  and so  t h a t
H ( 0 C , 1 )  = o c  .

W ith re g a rd  to  the f a c t  th a t  e v e ry  B r a n d t 's  g ru p o id  i s  isom orphic 

w ith  some g ro u p o id  o f  th e  form Ax Ax 9  , th o se  r e s u l t s  are e a s ily  trans-
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fe re d  fo r  any B r a n d t 's  gro u p o id  H . For exam ple, to  o b ta in  g e n e r a l eo­

la t io n  o f  Cl )  on a  B r a n d t 's  g ro u p o id  H ,  i t  i s  enough ch oose a r b i t r a r i ly  

an isomorphism f  o f  H o n to  a  g ro u p o id  o f  th e  form  Ax Ax 5 and to 

put

p ( c c ,x )  =  F  foe , f  ( x ) ) , f o r  ос e Г  ,  x e H , 

where f  i s  the g e n e r a l s o lu t io n  o f  ( 1 ) on th e  g ro u p o id  A x A x S .

C o n s id e r in g  the f a c t  th a t  e v e r y  Eh resm an n 's g ro u p o id  i s  com posed of 

d i s j o i n t  B r a n d t 's  g ro u p o id s , th e  form o f  in v a r ia n t  d e co m p o sitio n s  o f th is  

grou p oid  and th e  g e n e r a l s o lu t io n  o f  f i )  on t h i s  g ro u p o id  can be found 

e a s i l y .
In  the n e x t p a r t  o f  th e  p ap er t o p o lo g ic a l  Ehresmann s g ro u p o id  is  

d e fin e d  and some c o n n e c tio n s  among t o p o lo g ic a l  g ro u p o id  A y  A x  5  and to ­

p o lo g ic a l  group 6  a re  e s t a b l i s h e d .  The r e s u l t  o f  t h i s  p a r t  and th e  ge­

n e r a l s o lu t io n  o f  ( i )  are  u sed  f o r  p ro v in g  some n e o e s sa r y  c o n d it io n s  and 

some s u f f i c i e n t  c o n d it io n s  . t h a t  th e  s o lu t io n  o f  ( i )  on B ran d t s  to ­

p o lo g ic a l  gro u p o id ,satisfy in g  th e  id e n d ity  c o n d it io n , be c o n tin u o u s .

F e  s ю и е

ПОСТРОЕНИЕ ОБЩЕГО РЖЕНИЯ УРАВНЕНИЯ СДВИГА НА ГРУППОИДЕ ЭРЕСМАНА 

Л  ИНВАРИАНТНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭТОГО ГРУППОИДА

В этей работе доказываем, чте всякое инвариантное распределение груп­

поида Брандта вида АхАх 9 подучаем следушаш образом:

1 . Принимаем произвольное разложение мнохества А ха непересекающхеся не­

пустые мнохоства
А  =  U А к  .

о с е Х .

2 .  Для любого о се iS  подбираем произвольную подгруппу группы 5 ,  затем
определяем произвольным образом функцию:

b*<v) : Аж - * 9 .
3 . Строим семейство мнохеств вида:

C U ) 0 t j l ł  =  { ( д . , у , х ) :  V € Аос /1 Х €

где м е 4 , o c e Ü  , а е S.

Семейство после отохдествдения идентичных мнохеств является распределением 

мнехества А х  А х  9 •
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4. П р и н и м а е м  н а д р а с п р е д е я е н и е  { t-l s Vs€S р а с п р е д е л е н и я  { >оь> а } т а к е е , ч т о  

м  С М л > осЛ 1 а 1 ) С ^ , о с 2, а 2с  с л е д у е т  С и „ о с , , а ,  —  Qu, , ,  а 2 ■
С е м е й с т в е  { H s}ses я в л я е т с я  т р е б у е м ы м  и н в а р и а н т н ы м  р а с п р е д е л е н и е м .

Д а л е е  д о к а в ы в а е м ,  ч т о  о б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1) F[F(ac.,x),y]» F («„ух), 
«  е Г, х , у е Н  е с л и  И  е с т ь  г р у п п е и д е м  в и д а  А х  А х 9 , п р и н и м а е т  в и д

F(oc,(>ł, y, *)) =  h"4(H(h(<Pfoc,v),v),x),>0, о с еГ , / д . , уеЛ, х е  Q,

г д е
1. я в л я е т с я  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к ц и е й ,  о т о б р а ж а ю щ е й  м н о ж е с т в о  Г х  Л  в  м н о ж е с т ­
в о  Г , в ы п о л н я ю щ е й  с л е д у ю щ и е  у с л о в и я :

а /  [ ( ? ( « ,  v), v] =  <P(oc,v) , осе Г ,  ve  А -,

б /  м н о ж е с т в а  в и д а  Ç “  ^ ( Г х  {v})  я в л я ю т с я  р а в н в м в щ ы ы м » ,
2. b (ос, v) я в л я е т с я  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к ц и е й  /  v с ч и т а е м  п а р а м е т р о м / ,  и н ъ е к ­
т и в н о  о т о б р а ж а ю щ е й  м н о ж е с т в о  Г у н а  м н о ж е с т в о  Г ц с , г д е  м и -  п р о и з в о л ь ­
н о  ф и к с и р о в а н н ы й  э л е м е н т  м н о ж е с т в а  А  ,
3. Н («, х  ) я в л я е т с я  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к ц и е й ,  о п р е д е л е н н о й  н а  н н о ж е с т в о  FQx Ç, 
у д о в л е т в о р я ю щ е й  у р а в н е н и ю  (1) и  в ы п о л н я ю щ е й  у с л о в и е

Н ( о с ,1 ) =  О С .
И з - з а  т о г о ,  ч т о  л ю б о й  г р у п п о и д  Б р а н д т а  -  и э о н о р ф и ч к ы м  н е к о т о р о м у  г р у п п о и д у  
в и д а  А  к  А х  9  , п о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  п е р е н о с и т с я  н а  с л у ч а й  п р о и з в о л ь н о г о  
г р у п п о и д а  Б р а н д т а .  И т а к ,  н а п р и м е р , д л я  о п р е д е л е н и я  о б щ е г о  р е ш е н и я  у р а в н е  -

и ж я  (1) н а  п р о и з в о л ь н о м  г р у п п о и д е  Б р а н д т а  М  д о с т а т о ч н о  п о с т р о и т ь  л ю б о й
и з о м о р ф и з м  f г р у п п о и д а  И  н а  г р у п п о и д  в и д а  A x A x S  ж  п о л о ж и т ь :

F(oc,x) =  F(°c,£(x)) , о с  е Г , х е Н ,

г д е  F -  о б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( \ )  н а  г р у п п о и д е  А х  А х 9.
У ч и т ы в а я  ф а к т ,  ч т о  в с я к и й  г р у п п о и д  Е р е с м а н а  я в л я е т с я  с у м м о й  н е п е р е с е к а в -  
щ и х с я  г р у п п о и д о в  Б р а н д т а ,  о п р е д е л я е т с я  в и д  и н в а р и а н т н ы х  р а с п р е д е л е н и й  э -  
т о г о  г р у п п о и д а  а  т а к и е  о б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1) н а  э т о м  г р у п п о и д е .

С л е д у ю щ а я  ч а с т ь  р а б о т ы  п о с в я щ е н а  о п р е д е л е н и ю  т о п о л о г и ч е с к о г о  г р у п ­
п о и д а  Э р е с м а н а  и  у к а з а н и ю  н е к о т о р ы х  с в я з е й  м е ж д у  т о п о л о г и ч е с к и м  г р у п п о и ­
д о м  и  т о п о л о г и ч е с к о й  г р у п п о й  5 . И с п о л ь з у я  р е з у л ь т а т ы  э т о й  ч а с т и  р а ­
б о т ы  и  о б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (4) , д о к а з ы в а ю т с я  н е к о т о р ы е  н е о б х о д и ы ы о  
у с л о в и я  и  н е к о т о р ы е  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  р е ш е н и е  у р а в н е  -  
н и я  (4) , и с п о л н я ю щ е е  у с л о в и е  и д е н т и ч н о с т и  н а  т о п о л о г и ч е с к о м  г р у п п о и д е  
Б р а н д т а ,  я в л я л о с ь  н е п р е р ы в н ы м .


