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Wstep

Praca ta sktada sie z 5 rozdziatéw.

W rozdziale | /wprowadzajagcym/ przypomnimy definicje grupoidéw
Brandta i Ehresmanna oraz zacytujemy pewne twierdzenia dotyczgce tych
grupoidéw, z ktérych skorzystamy w nastepnych rozdziatach.

Wrozdziale Il podamy konstrukcje wszystkich rozktadéw niezmienni-
czych ustalonego grupoldu Brandta i grupo.idu Ehresmanna. Konstrukcja ta
bedzie najpierw podana w przypadku pewnego szczegdlnego grupoldu Brandta,
nastepnie uzyskane wyniki zostang przeniesione na dowolny grupoid Brandta
a w koncu na grupoid Ehresmanna.

Wrozdziale 111 podamy ogdlne rozwigzanie réwnania translacji na
grupoidzie Brandta i Ehresmanna. Podobnie jak w rozdziale Il problem ten
bedzie rozwigzywany etapami: najpierw podamy ogélne rozwigzanie réwnania
translacji na pewnym szczeg6lnym grupoidzie Brandta /tym samym co po-
przednio/, nastepnie - na dowolnym grupoidzie Brandta, a w kohcu na gru-
poidzie Ehresmanna. Wrozdziale tym podamy tez pewne wnioski wynikajgce
bezposrednio z ogdélnego rozwigzania.

Wrozdziale IV wprowadzimy pojecie topologicznego grupoldu Ehresman-
na oraz udowodnimy pewne twierdzenia dotyczgce przeniesienia wybranych
wtasnoséci grup topologicznych na grupoidy topologiczne. Udowodnimy tez
pewne zaleznos$ci zachodzace miedzy grupa topologiczng a odpowiednim gru-

poidem topologicznym Brandta.
Rozwazania przeprowadzone w rozdziale V dotycza znalezienia pewnych

warunkéw koniecznych i pewnych warunkéw dostateoznych na to, by spetnia-
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Jace warunek tozsamos$ci rozwigzanie rdwnania translacji na topologicznym
grupoidzie Brandta byto ciaggte.

Chciatbym serdecznie podziekowaé¢ Panu Prot.dr Z. Mosznerowi za trud
wielokrotnego przegladniecia pracy i szereg cennych,poczynionych przy tej

okazji.rad i wskazéwek.

I. Wprowadzenie

Przyjmijmy za Waliszewskim /[1§] str.@ nastepujaca definicje gru-
poidu:

Definicja 1. Rozwazmy pare (C,*) gdzie C oznacza zbiér, a
operacje binarng w tym zbiorze. Przez R oznaczmy dziedzine tej opera-
oji. Niech C bedzie _zdefiniowane nastepujaco:

|
Cc— le:eeCn (e,e)fR a e*e = e
Pare (C ») nazywa¢ bedziemy grupoidem, jes$li speinione sg nastepujace
aksjomaty:
(11 n ((I'x,y) f W< (y,z)6B) (x,y z) £ r),
a.2) il (i(x,y) BR A ty,Z) ér)=4 (x,y,z) e r),
(1.3) a (((y.z)e R A (X,y,z)£ R)=="(X,y) e r),
(Y N f((x,y)€ R A (x.y,2)G H)=4 (y.z) 6 R),
nyyz
(1.5) A ((x,y) € R n(y.z) € Ra(x.y,z) G RA(X,y.z) 6 R)=~
X,y,z '
T=» (xey). z = x(y.z)J ,
1.6 XA*y*z(((x,y) 6 R A(X,Z) £ER A X.y = X.2Z) y = z),
(1.7! n' (((y.x) é RAfz,x) £ R a y-x = z-x) =# y = z),
(1.8 Y, C(x,y) € Ha x.y g C ).

xecC y EC
W oparciu o powyzszg definicje tatwo wykazaé¢ / fi4] str.6-7/, ze w

grupoldzle spetnione sa nastepujgce warunki:

(1.9) e'eq. Xt C~fx,e) 6 H=®d x-e = x) n((e,x) fR=y ex = x)),

(1.10) xA& C Nne éCO (((M jH I a(x,e2,t R)~~™ = e2),

(1.11) XA C efie26 co I~ el X" KA (e2'X R) ei= e2)’

(1«12) (((x,y) e R a x.y e c0) =~(7y,x) e R n y.x c0),

(1.13) xnc enN,e2e Co((x,el)éRA(e3,x) eB),

(1.14) c0 ={e : eeC a A f(x,e)6R x.e = x)n((e,x)eR="e.x=xI]
K (/ Xtc ”

(1.15) X,y.z (»X,y) BR a (x,z) € R a x.y e Cc. AX.z6C0) ** y = z),

x.'y.z f(Cy»x)ER A fz,x) 6 R A y.x e Cc A z X£C0) *E oy o*oz).
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Ze wzgledu na to, ze pojecie grupoidu w sensie df.i jest réwnowaz-
ne pojeciu grupoidu w sensie Ehresmanna /[14] str.9/, grupoid w sensie
df.i bedziemy w dalszym ciagu nazywac¢ grupoidem Ehresmanna.

W pracy tej korzysta¢ bedziemy z nastepujacej definicji grupoidu
Brandta /[i2] str.8/:

Definicja 2. Zbiér C z operacjg binarnag w tym zbiorze nazywa-
my grupoidem Brandta, jes$li speinione sg nastepujgce aksjomaty:
i/ JesSli a.b = c, to kaZdy z elementéw a,b,c jest jednoznacznie wy-
znaczony przez dwa pozostate.
2/ Jesli a,b i b.c majag sens, to takze (a.b).c 1 a.(b. c) maja
sens; jesli a.b i (a.b) ,c majg sens,to b.c i a.(b.c) maja sens;
jesli b.c i a.(b.c) majg sens, to a.b 1 (a.b).c maja sens-we

wszystkich wymienionych przypadkach (a.b).c = a.(b.c) .
3/ Dla kazdego elementu a istniejg trzy Jednoznacznie wyznaczone ele-

menty: prawojstronna jednos¢ e . lewostronna Jednos$¢ ea-l 1 element
odwrotny a“ takie, ze
ea-i.a = a-ea =
a Fa- ea ) a-al= eai,
4/ Dla kazdych dwu Jednosci e . e, istnieje element c¢ taki, Ze ce_

oraz e”.c majg sens.

Pojecie grupoidu Brandta ilustruje

Przyktad 1. Rozwazmy dowolny zbiér A oraz zbiér AxA. Operacje
W zbiorze AxA definiujemy nastepujaco: (a,b).(c,d) ma sens wtedy i
tylko wtedy, gdy b * ¢ - gdy to zachodzi wtedy:

(a,b).(c,d) = Ca,b).
tatwo sprawdzi¢, ze zbiér AxA z tak okres$long operacja Jest grupo-
idem Brandta. Grupoid tej postaci bedziemy w dalszym ciggu nazywaé¢ gru-
poidem parowym.

Wrozprawie £i4] podana jest nieoo inna definicja grupoidu Brandta.
Poniewaz brak w niej wyraznego stwierdzenia, ze podana tam definicja gru-
poidu Brandta jest rownowazna definicji 2, a korzysta¢ bedziemy z wyni-
kéw uzyskanych w [12] jak i w [14], wudowodnimy nastepujace /w [l4~j przy-
jete jako definicja/:

Twierdzenie i . Zbiér C 1z operacja jest wtedy i tylko wtedy

grupoidem Brandta, gdy jest grupoidem Ehresmanna spetniajagcym warunek:
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(1.17) AXyyecXieC MXU)BR A <«***),

Dowd6d. Wykazemy najpierw, ze aksjomaty (1), (2) i f3) def. 2 sa
réwnowazne aksjomatom fi.i) - (l.e) def.l. Jest bezposrednio widoczne,
ze aksjomaty(i) i (2) sa réwnowazne aksjomatom fi.i) -fl.7). Dla wykazania,
ze z aksjomatéw fi) - f3) wynika fl.8) wystarczy pokaza¢, ze ea-iB CO
czyli, ze ea-iceai=ceai.

Poniewaz ea-i-a oraz a.a_i maja sens, wiec na podstawie f2) ma sens
exi-(a-a""). Korzystajac w dalszym ciggu z (2) i (3) mamy:
ea<eea-i = ea-i(a-a't)= feat'a)<a'l= a-a'd=ea-i,

Udowodnimy z kolei, ze z aksjomatéw fl.i)-fl.8) wynika aksjomat f3). Na

podstawie fl1.8) i fl.12) wiemy, ze do kazdego x istnieje y takie,
ze x'yeCc i yx eC,.
Oznaczmy X-y= ex-i , y X = ex.
Na podstawie fl.l)y i fl1.9) mamy wtedy:
ex-i‘*=x , X»ex=X.
Jednoznaczno$¢ elementéw ex-i, ex>7 wynika z warunkéw fl.iO), fl.rr),
f1.15) .
UdowodniliSmy w ten spos6b, ze aksjomaty fl.1)-fl1.8) def.l sa réwnowaz-

ne aksjomatom (I1)-f3) def.2.

Dla ostateoznego zakonhczenia dowodu pozostaje wykaza¢ réwnowaznosé
aksjomatéow f4) i fl.17) na gruncie grupoidu Ehresmanna. Z aksjomatu (I.1i)
wynika oczywiscie aksjomat f4).

Udowodnimy, ze z aksjomatu f4) wynika aksjomat fl.17). Rozwazmy w tymce-
lu dowolne elementy x, y ze zbioru C. Dla elementobw ex, ey-l na pod-
stawie (4) istnieje <c¢ takie, Ze majag sens e”~.c, <c.ey-l. Poniewaz x.ex
oraz ey-ly mal4 sens, wiec majg sens wyrazenia:

x-fex-c) = (x-ex)-c = x-¢c , fc-ey.l)-y=c-fe”-y)*c-y.
Warunek fl.17) zostat wiec udowodniony, a w ten sposéb zakornczono dowdd
twierdzenia 1.

W [l4]j zostato udowodnione nastepujace

Twierdzenie 2. Zesp6t (Cy) Jest grupoidem Ehresmanna wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje rozktad 11 zbioru C na takie zbiory roztgczne,
ze: Rc U{MXM : Meli}

i kazdy zbiér A z rodziny 11 1z zacie$nieniem operacji n.n do zbioru A
Jest grupoidem Brandta. Jes$li (C /) jest grupoidem Ehresmanna, wtedy ta-
ki rozktad jest jednoznaczny.

Rozktad, o ktdrym mowa w powyzszym twierdzeniu,podyktowany jest na-

stepujaca relacjg w zbiorze C /[14] str.10/:
(1.18) xSy<~» \hf(x,n)eR n fn,y)eR).
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Korzystajac z tej uwagi udowodnimy

Sierdzenie 3. Jezeli elementy x,z grupoidu Ehresmanna sg przemna-
zalne /X .z ma sens/, to x 1 z nalezag do tego samego grupoidu Brand-
ta, ktéry jest jedna ze skiadowych rozkitadu danego grupoidu Ehresmanna na
grupoidy Brandta.

Dowéd. Niech (x,z)eR.. Na podstawie (1.13) i (1.9) istnieje ele-
ment e taki, ze (x,e)eR i x*e = X. Ktadagc wtedy w (1.4) : X = X,
y=e, z * z otrzymujemy; (e,z)eR.

Mamy wiec: (x.e)eR i (e.z)eR.
Oznacza to, ze elementy x,z sa wrelacji (1.18), co kohczy dowdd.

Wniniejszej pracy w danym zbiorze rozwazamy jedna tylko operacje
binarng n,". Zbiér C z operacja nazywac¢ bedziemy strukturag. Przyj-
miemy nastepujaca definicje izomorfizmu struktur:

Definicja 3. Struktury (C~,*),(C2,7%) nazywamy izomorficznymi,jeze-
li istnieje funkcja réznowartosoiowa f przeksztatcajgca C~ na C,
taka, ze spetniony Jest warunek: ffx)-ffy) ma sens wtedy i tylko wte-
dy, gdy x.y ma sens; - gdy to zachodzi wtedy:

féc)-f(y)=f(x-y).
Jest bezposdrednio widoczne, ze obrazem poprzez izomorfizm grupoidu Ehres-
manna /Brandta/ Jest grupoid Ehresmanna /Brandta/. Podobnie widoczne Jest,
ze funkcja odwrotna do izomorfizmu jest izomorfizmem oraz ztozenie izo-
morfizméw Jest izomorfizmem.

W dalszym ciggu wprowadzimy pojecie iloczynu prostego struktur.Przyj-
mijmy mianowicie:

Definicje 4. Rozwazmy dwie dowolne struktury (Cj,*) i (C2,-).
Wzbiorze Ci* C2 operacje definiujemy nastepujaco:

(xi<yi) U*2'Yr> ma sens wtedy 1 tylko wtedy, gdy x1-x2 i y-"yr
majg sens - gdy to zachodzi kitadziemy

(*i<yi) -(*r.¥r)= ,Yryn
Zbiér C*XC2 z tak okre$Slona operaoja nazywa¢ bedziemy iloczynem
prostym struktur.

tatwo sprawdzié, ze iloczyn prosty grupoidéw Ehresmanna /Brandta/
jest grupoldem Ehresmanna /Brandtal/.

Przytoczymy za Nijenhuisem /[12] str.il/ nastepujagce

Twierdzenie 4. Kazdy grupoid Brandta Jest izomorficzny z iloczynem
prostym pewnego grupoidu parowego i pewnej grupy - obydwu wyznaczonych
jednoznacznie /z doktadnos$cig do izomorfizmu/.

Twierdzenie 4 w dalszych naszych rozwazaniach odgrywaé bedzie zasad-
niczag role. Odwoltywa¢ sie bedziemy do nieco innej, podanej p6zniej wypo-

wiedzi tego twierdzenia /twierdzenie 4V . Dla wiekszej jasno$oi dalszych
rozwazan /w szczeg6lnos$ci wypowiedzi twierdzenia 4 / podamy za Nijenhui-
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sem /nieco przez nas zmodyfikowany*" szkic konstrukcji izomorfizmu,o kté-
rym mowa w twierdzeniu 4.

Rozwazmy dowolny grupoid Brandta H. Wszystkim elementom neutralny®
tego grupoldu przypiszmy odpowiednie Indeksy o ,  przy czym kaz-
demu elementowi przypisujemy tylko jeden indeks /tzn. zaktadamy,ze
wtedy i tylko wtedy, gdyoc=1Ji/.

Dla dalszego ciggu ustalmy dowolnie oc . Zbiér takich elementéow a
ze ex-a oraz a-e” maja sens, jest grupa. Grupe te oznaczaé¢ bedziemy
w dalszym ciagu przez ¢ Kazdemu réznemu od oc wskaznikowi fi przy-
piszmy doktadnie Jeden element ze zbioru takich elementow ,
ze U * oraz majg sens J/istnienie takich elementéw gwaran-

tuje aksjomat (4)/. Przyjmijmy ponadto:

& w
Caox —edc ,  cofit — Qcfi "Ca> "

Zbiér wszystkich otrzymanych w ten sposéb elementéw ¢ oznaczmy przez
H* . tatwo sprawdzi¢, ze zbi6ér ten jest grupoidem Brandta /podgrupoiden
grupoidu H/. Kazdy element x z grupoidu H mozna jednoznacznie przed-
stawi¢ w postaci
X — Wcokr » gdzie a€f« , bp#, € Ha .
Pot6zmy wtedy:
f(*)= (efilef,a).
Jest bezposrednio widoczne, ze tak okres$lona funkcja f jest réznowar-

toSciowa.
Rozwazmy dwa dowolne elementy z,y ze zbioru H. Wobec poprzednich uwag

mozna je przedstawi¢ w postaci

X= - y~Cfcceee
Nietrudno sprawdzié, ze x.y ma sens wtedy i tylko wtedy, gdy y —a. Gdy
to zachodzi, wtedy

Xy =
a wieo: SU-y)» ( ,ee,a-d),
Jes$li przyjmiemy, ze ”~ ,ey,a)-(etfee,a’) ma sens wtedy i tylko wte-

dy, gdy ff= cf oraz przyjmiemy w tym przypadku:

to f jest izomorfizmem, o ktéorym mowa w tw.4.

Korzystajac z powyzszych rozwazan twierdzenie 4 mozna réwniez sfor-
mutowaé nastepujaco:

Twierdzenie 4'. Kazdy grupoid Brandta H jest izomorficzny 2z pewnym
grupoidem postaci IAXAXQ), gdzie 6 jest grupa a operacja Jest

zdefiniowana nastepujaco:

x/ Modyfikacja ta polega w swej Istocie na t"m.ze za warto$oi kon-
struowanego 1zomorfizmu bierzemy trojki pewnych elementéw.
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<>4,X)eCpo.Yty) = (/tV,X7) vy gdzie A.\5/4 V6] ,xy6S,

przy czym (/x,\>,x) *(A t-V /] ma sens wtedy i tylko wtedy, gdy v=Ai-

Z drugiej strony Jest bezposSrednio widoczne, ze struktura (A 1 A1 GJ
/A - dowolny zbi6ér niepusty, 5 - dowolna grupal/, gdzie operacja Jest
rozumiana w powyzszym sensie, Jest grupoidem Brandta. Jes$li zbior A Jest
Jednoelemsntowy, to grupoid ten Jest grupg izomorficzng z grupg Q, nato-
miast Jes$li grupa G Jest Jednoelementowa, to grupoid ten Jest izomor-
ficzny z grupoidem parowym (A xXA,’).

Il. Rozktady niezmiennicze grupoidéw Brandta 1 Ehresmanna

Przyjmijmy za S. Midurg i Z. Mosznerem /[8] str. 325/ nastepujace

definicje:
Definicja 5. Rodzine {Ht}teT zbioréw niepustych,roztgcznych na-
zywamy rozktadem zbioru H, jezeli H = yTHt. Zbiory Ht nazywa¢ be-

dziemy sktadowymi rozktadu.

Definicja 6. Rozktad {Ht}teT zbioru H nazywamy niezmienniczym
wzgledem operacji okre$lonej w H, jezeli dla dowolnego x e H i do-
wolnego tteT istnieje t2£T takie, ze:

xHtiC Ht2(
gdzie xHt £ (z;Y ., (z**/)}.
Wnocie [8] udowodniono nastepujace

TvTierdzenie 5. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to,by obiekt
f okres$lony na strukturze (H,*) byt obiektem geometrycznym jest,by roz-
ktad zbioru H podyktowany obiektem Irozktad postaci H = w )/
gdzie Q jest zapasem funkcji f/, byt rozkladem niezmienniczym wzgle-
dem operacji "

Poniewaz, jak juz wspominaliSmy, w pracy tej rozwazaé¢ bedziemy Je-
dynie grupoidy /Brandta, Ehresmannal/, a wiec zbiory z jedng tylko opera-
cja wobec tego zamiast rozktad niezmienniczy wzgledem operacji
bedziemy pisa¢ krotko - rozkiad niezmienniczy.

Wobec twierdzenia 5 wyznaczenie wszystkich obiektéw geometrycznych
/z doktadnos$ciag do réwnowaznosci/ okre$lonych na danym grupoidzle H spro-
wadza sie do wyznaczenia wszystkich rozktadéw niezmienniczych tego gru-
poidu.

W [8] udowodniono, ze rozktad grupy jest niezmienniozy wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy Jest rozktadem grupy na warstwy lewostronne wzgledem pewnej

podgrupy. Tak wleo rozktady niezmiennicze w grupie, to po prostu rozkta-

dy grupy na warstwy lewostronne. Rozktady niezmiennicze grupoldu parowe-
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go wyznaczone zostatly przez Z. Mosznera. Konstrukcja tych rozktadéw nie
byta publikowana. My zajmiemy sie w dalszym ciggu wyznaczeniem rozkladéw
niezmienniczych grupoldu Brandta a nastepnie grupoidu Ehresmanna.
Przyjmijmy w tym celu nastepujace definicje:
Definicjg 7./T61 str.10 i/. Rozwazmy dwa rozktady zbioru H: {A;}ie3,

Rozktad nazywamy sumorozkiadem rozkitadu {Bs}st$ ,Je-
zeli dla dowolnego tel istnieje zbiér S$csS taki, ze:
At= UgBs.

Definicja 8. Rozwazmy dowolny zbiér H i jego rozkiad {
Sumorozkiad {Bs}S6g rozktadu - taki. ze przy kazdym usta-
lonym iQ ze zbioru n w kazdym ze zbioréw Bs moze zawierad sie
co najwyzej jeden zbidr z rodziny {”~ic.j}je3- Jtzn. JeS$li Htojec Bs
i \ U Bs , to Hjejc= Hjec [ nazywa¢ bedziemy sumorozkia-

dem semiselekcyjnym wzgledem 1.

Rozktady takie wystepujg bez nazwy w pracy [6]. Wyznaczymy rozktady
niezmiennicze grupoidu postaciAxAx9. Udowodnimy mianowicie nastepujace

Twierdzenie 6. Kazdy rozktad niezmlenniozy grupoidu Ax AxG moz
na otrzymaé¢ w nastepujacy sposéb:
1/ Zadajemy dowolny rozkitad zbioru A na zbiory roztaczne, niepuste:

2 - Y-

2/ Dla kazdego ocfei6 wybieramy dowolng podgrupe 5,* grupy 9 oraz
zadajemy dowolnie funkcje:

W?) 1 A*—* S
3/ Konstruujemy rodzine zbioréw postaci:
(li.i) {(/t,v,x) i DeA* n xeaSotVvV~"}/

gdzie /ueA, oc€B6/ a.eQ.
Jest bezposrednio widoczne, ze rodzina ta Steinowi pokrycie zbioru AxAXGC.
Jak wykazemy p6zniej, zbiory tej rodziny sg identyczne lub roztgczne, a
wiec rodzina ta po redukcji zbioréw identycznych stanowi rozkiad zbioru
/4*4x5 . Mozemy wiec méwi¢ o rozktadzie {Cu/0t/a} rozumiejgc przez to
rodzine powstatg z rodziny {C~(0C/a} przez zredukowanie wniej zbio-
réw identycznych.
4/ Zadajemy dowolny semiselekcyjny wzgledem /4 sumorozkiad { Hsjse§
rozktadu {Csd/OC,a}.
Rodzina {Hs}sef Jest szukanym rozkiadem niezmienniczym.

Dowods a/ Udowodnimy,ze rodzina {Hs}seg podana konstrukcjg 1-4 jest
rozktadem niezmienniczym grupoidu (AXAX5,*)'Wtym celu wykazemy najpierw,
ze zbiory rodziny {Cp./0ea} sa rozitgczne lub identyozne.Udowodnimy witas-

ciwie co$ wiecej - wykazemy, ze
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°CE.ac soc*'a,
wtedy i tylko wtedy, gdy <-0=/" ,occ= ocd, a'/a”e&oc /tzn. aO-ai nalezlt
do tej samej lewostronnej warstwy wzgledem podgrupy S«; [/, w po-
zostatych natomiast przypadkach zbiory te sa rozigczne.

Niech bowiem (~"C/MO,xB) £ C M CA,«elA]*
Na podstawie (3) otrzymujemy stad:
/t0O-A, oraz V .,£E~(0 ANl , a wiec A oCl i w konsekwencji
o=

T dalszym ciaggu mamy wiec:
xoead4 ~ ) n al%c, kO .
Stad otrzymujemy
a0xCE , &, X0e 5@dg\o)
a wiec a~xefa-' xe)* = alJreSbn.
Many wtedy:
alx,g'Sdty , xee Goose™" e
ff konsekwencji dla dowolnego w ze zbioru Aocc zachodzi zwigzek:
= f&Jkcj»)-
Ostatecznie wobec (I1.i) otrzymujemy: C~Qoccal= = Noe
Z drugiej strony jest bezposrednio widoczne, ze jezeli
Sl-o*fa<oCo= °°1 ~ 7~o*H6 ~oCc’ t0 Qu.*<ete,a0= C~,I0Cldt-

Wprost z okres$lenia rodziny {C~/x a}- wynika, ze rodzina ta po-
krywa zbiér Ak AxQ a wiec wobec przeprowadzonego rozumowania po zredu-
kowaniu w niej zbioréw identycznych, Jest ona rozkiadem =zbioru AXAX Q
Wkonsekwencji rodzina {H3}seg jest réwniez rozktadem zbioru A*AXQ
Pokazemy, ze rozkiad ten jest niezmienniczy. Rozwazmy w tym celu zbiér:

O 0,v*0)-H 8c.
Jezeli w M2 nie zawiera sie zaden zbidér rodziny {Cyc,oc.a} (0 —
ustalone), to wobec definicji operacji zbiorze A x A x G zbiér
(MoYo-*0) HsO Jest pusty, wiec zawiera sie w kazdym ze zbioréw Hg.
Jes$li natomiast istnieje zbiér postaci C M oc, a zawarty w HSo , to
wobec okres$lenia zbiorow Hs zbiér taki Jest tylko Jeden. Element
(AoN0,x0) Jest przemnazalny tylko przez te elementy ze zbioru HSq ,
ktére nalezg do tego wyodrebnionego zbioru c,a* Poniewaz rodzina
{Hs)s6g jest sumorozkiadem rozktadu {Cp,cca}, wiec istnieje taki
wskaznik st, ze:
(/Vwl*0) Cy,,oca = ~oX,*ca ™ "sim
Mamy zatem:
NO/VO(XC)H Sc=  (>i0/M0.*0) ' CyO0 c

Wten spos6b dowdd pierwszej czes$ci twierdzenia 6 zostat zakon-

czony.
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b/ Wykazemy 2z kolei, ze kazdy' rozktad niezmienniczy grupoldu
(AXAXQ,-) da sie otrzyma¢ konstrukcja 1/ - 4/.
Rozwazmy w tym celu dowolny rozktad niezmienniczy {Hs}seqg grupoidu

(AxAx5,-).
Dla ustalonego pge /[ okre$lamy rodzine zbioréw postaci:
1.2 {v: %@y, *) 6 Wsk

Wykazemy, ze niepuste zbiory tej rodziny sa identyczne Ilub roztgozne.
Zatézmy dla dowodu, ze veA~™°nA /N,

Oznaoza to, ze istniejg takie elementy Xj.Xjé S, ze:

fl1.3) Cac/Vv0/x0)6 Hpg , Ha,

Stad otrzymujemy:

Zatézmy, ze V & A”e, Istnieje wiec x6 C takie, ze (m-c,v.X)6 Hp,.
Korzystajgc ze zwigzkow (I11.3), (11.4) i z nlezmiennlczo$ol rozktadu
{ Ms}scS otrzymujemy stad:

(M« V' X« V *)6 Hs<t n n
Wobec (1i.2) oznacza to, ze V6 A”'. UdowodniliSmy wiec, ze As C As°.
Zupetnie analogicznie dowodzi sie inkluzji odwrotnej; prowadzi to osta-
tecznie do wniosku, ze A" = Agc.
UdowodniliSmy w ten spos6b, ze zbiory rodziny {A sc}scg sg identyczne

lub roztgczne.

Jest bezposSrednio widoczne, ze rodzina zbiorow {Asc|seg pokrywa
zbiér A. Wpotaczeniu z poprzednig konkluzjg prowadzi to do wniosku, ze
rodzina ta po "$Scigagnieciu" zbioréw identycznych i odrzuceniu pustych

stanowi rozktad zbioru A.

Wykazemy w dalszym oiggu, ze rozktad ten nie zalezy od wyboru A«-
Rozwazmy w tym oelu dwa dowolne elementy A oraz dowolny nie-
pusty zbiér A / fc { Assiseg ¢ Wezmy dowolny ustalony element (/xeVO(xe)
r Ho J/istnienie takiego elementu wynika z (I11.2) /. Niech HSi be-
dzie ta sktadowg rozktadu { Hs}Sgg do ktérej nalezy element (Ai,Vc.xc)..
Wykazemy, ze

~s0 Aii
Mamy oczywiscie:
(li.5) (Ai,Ao/e)(Ao”0,x0) = (Mu.Y' *0)e HSI,
Niech V6 A-j', Istnieje wieo x 6 Q , takie, ze (/<c<V ,x)6 Hs,,.
Stad i z niezmienniczos$ci rozktadu /wobec (I1.5) / otrzymujemy:
(M4Y.Mm-0"KM-0Y.X) = Hs4.

MG Aljx

- A
Oznacza to, te >6 Apl, UdowodniliSmy wiec, te ASC. 7Tg .
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Zatbzmy na odwrét, ze ve J1*1. Wynika stad, ze istnieje y6 G takie,
*e 0*,v.y)e
Poniewaz *0> N WSo,
wiec takze (K >)(e)(*,v,y) = (A,,V,y) 6 MSc.*
Oznacza to, ze v 6 AE‘e UdowodniliSmy w ten sposéb, ze ASIiC AS;
a wieo AN° = stagd kazdy zbiér rodziny {A~"c}5esq Jest réwny od-
powiedniemu zbiorowi rodziny {A~*}seg. Prowadzi to do wniosku, ze ro-
dziny te sa ldentyczne.

Nlepuste zbiory rodziny { ~sT'lseS //*me - dowolnie ustalone/ ponu-
merujmy nowymi wskaznikami ocnoc2/ ... ze zbioru <”,tak aby kazdy zbiér

olat tylko jeden wskaznik 1 rézne zbiory miaty rézne wskazniki.Wobec nie-

zaleznos$ci rodziny {~s~jsfcS od ~ spetniony jest nastepujacy zwigzek:

M6 (A CEK).

Ola dalszego olggu rozwazmy zbidr:

{*: (PY,*) 6 Hs} (
gdzie sg dowolnie ustalonymi elementami odpowiednio ze zbioréw:
A, A, S. Zbiér ten, w przypadku gdy Jest on nlepusty,oznacza¢ bedziemy:

(ii.t) WM s={x: (gn«)eH 5}

Z faktu, ze rodzina { Hs}se<s Jest rozktadem zbioru Ax & X Q wynika
bezposrednio, ze przy ustalonych /t,,VO rodzina {Wp,vec,s} P° "$cigg-
nieciu" zbioréw Identyoznych jest rozktadem grupy Q. Wykazemy, ze Jest
to rozktad na warstwy lewostronne wzgledem pewnej podgrupy grupy Q. W
starczy w tym celu wykazaé /[8] str.327/, ze rozktad ten Jest niezmien-
niczy wzgledem dziatania w grupie S . Rozwazmy w tym celu dowolny
/ustalony/ zbiér Wp,0ve<SO » dowolny element xQ z tego zbioru oraz ele-

ment postaci (/4 ,/*«y#). Istnieje oczywiscie st takie, te:
(1i.8) 0i0,/to,y<lHMo0.'<w*0) — (M«, Vo(yOke)6 MSi,
Niech x6 ,SC-

Z (li.7) otrzymujemy wtedy: (m«,V,,x)6 HSc-
Wobec niezmiennlczos$ci rozktadu {H *}sfeg oraz zwiagzku
(l1i.8) mamy stad:
(X.McYo HyP-.1-*) = (Me.~o/YeX) 6 H5)1
a wieo w konsekwencji yox B ~aeVO0,st.

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze y,Afi0M0scC W "y

Poniewaz y0 byto dowolnie wybranym elementem grupy Q , 0znacza to,
ze rodzina { yC(S}s£§ Ipo "Scigagnieciu" zbioréw identycznych/ Jest
rozktadem niezmienniczym grupy Q , a wiec rozkiadem na warstwy lewo-

stronne wzgledem pewnej jej podgrupy.
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Rodziny warstw { N s}, {w~r.~ s} dla dowolnie ustalonego v
sga identyczne przy kazdym /nc,” .
Rozwazmy bowiem dowolng warstwe ,\0,s0 i element tej warstwy XQ
Wezmy takie s, , z2e X, 6 Wudlv A’
Wtedy: (a*.\,x,)6 HSI.
Poniewaz (1U»/"«e )" BY>»x0) = (Af.vo.*0)6 HSI,
wiec dla dowolnego x z warstwy " AeM\,s. mamy :

(My,Mc.e)(/icy 0,x) = . Cal(v,*)e HSt.

Wobec (il.7) prowadzi to do wniosku, ze xe WIkt-livesl.
PoKazallSmy w ten spos6b, ze Wa.(VosO Jest zawarte w
Zupetnie analogicznie dowodzi sie inkluzji odwrotnej. UdowodniliSmy wiec,
ze kazda warstwa rodziny {W ~~ s} Jest réwna odpowiedniej warstwie
rodziny {Wiji Oznacza to, ze rodziny te sg identyczne.
Wyznaczymy z kolei podgrupy 5% oraz skonstruujemy funkcje b”Cv).
Oznaczmy w tym celu przez Qv podgrupe grupy S> na tle Kktdérej two-
rzone sg warstwy W,ax»5S ly> - ustalonel/.
Rozwazmy dowolne /ustalone/ oc £ <lE. Ze zbioru A,*. wybieramy jeden

ustalony element Vc i potézmy:

a9 sc = 9\&

Dla wyznaczenia funkcji b”"/v) rozwazmy ustalone [, oraz s0, takie
ze = As* Dla vE£ AX zbiory S, lJako niepuste/ sa war-
stwami. Z kazdej warstwy Vs wybierzmy jeden ustalony element xy
i przyjmijmy

.10 bY) = \xv.

Udowodnimy, ze spetnione jest nastepujgca wtasnoss ff:

Rozwazmy dowolne /ustalone/ /*fcA i $t S takie, ze As® $.
Niech OC bedzie takim wskaznikiem, ze As = A~" .
Istnieje wtedy ag & takie, ze dla dowolnego V6 A~ zachodzi:
(11.11) W*.,.* = aSK b«(v).

Wykazemy najpierw, ze wtasnos$é ta Jest spetniona dla A0, sO ustalonych
przy konstrukcji funkcji b~ tv).

Rozwazmy warstwe  WijJo ye,s0 oraz /dla V6 A« /.

Zgodnie z poprzednimi oznaczeniami mamy:

(11.12) *y0 € W,,Ojve,s0O , Xv 6 Wai0,V,SO ,

a wiec:

(11.13) HY, (ao< *V) £ HSi.

Rozwazmy dowolny element z grupy Q / taki, ze
YX,, EWV )< , czyli (/»(V,yxVc)6H S(.

Poniewaz

(u«'>.y)(>u.,v,xv#) = (yaOvc.yxVit) e Hsc,
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wiec wobec (11.13) i niezmienniczo$ci rozktadu {~slseS mamy:
0 CA,y)(Mo(4 Jv) = (<ikwvr»yx>) e HSc.

Oznacza to, ze yxv6 ™ c,\>sc-

Podobnie mozna udowodnié¢, ze: jezeli yXy6 »
to yx\te WM,v0s..
Mamy wiec:

YYy e yxve Wo.V/S«-

Stad i z (1i.12) otrzymujemy:

*v>468&\W% e5*’
a wiec: Xxy = Xy&yxy*.
Stad na podstawie (I11.9), (il.iO) i (11.12) otrzymujemy w dalszym ciggu:
(li.14) NjLey ,sc~ xv-by == xwSyoxVeXv = k*&0,c4t(v)«
WykazaliSmy w ten sposéb, ze warstwy WAc<yibe sg postaci (ll.il).
Rozwazmy teraz dowolne M-bA ,seS, ot takie, ze spelnione sag

zatozenia wtasnosci W

Rozwazmy dowolny element postaci é
Niech y0 bedzie elementem grupy Q spetniajacym zwigzek

Ye*v, = Xi.
Mamy wtedy:
(m,%0,YcK**-0/4>,Xyo0) = (p,.vc/x,)6 Hs .
Stad, na podstawie (11.13) i niezmlenniczos$ci rozktadu {Ws}s£S dla
dowolnego veAn i dowolnego Xx£Q, takich, ze @MOv,x)e HSr a wiec

X 6 W.,iicv,sci mamy:
(A»4,yo)("-c.V'X) = (p-.v.yjx) 6 Hs-
Oznacza to wobec (I11.7), ze dla kazdego >t AN zachodzi
C WAry.s.
Stad, poniewaz Y¥Ypa(y,8c ®Wu.\y,s Iprzy ustalonym v /sg warstwami lewo-
stronnymi na tle tej samej podgrupy, mamy:

V Sc = \A/n,v>,s
Z tego wniosku i z (11.14) otrzymujemy:
Wa,V,S = ¥ XycSoc b*M .
Poniewaz ye ,x Vo sg ustalonymi elementami, oznacza to, ze warstwy
Wty s sg postaci (ll.il). Witasnos¢ W zostata w ten sposéb w zupet-
nos$ci dowiedziona.
Zbiory Cu.joE a definiujemy analogicznie jak w konstrukcji, tzn.

przyjmujemy:

(11.15) CMIO/& — {("\V,X): ve Al X Xe agocbiv)}.

Z rozumowania przeprowadzonego w punkcie a/ na poczatku dowodu wiemy, ze



120 JOZEF TABOH

rodzina {Cm kK a} po zredukowaniu w niej zbioréw Identycznych Jest roz-
ktadem zbioru idx(4/S. Udowodnimy, ze zbiory H6 sa sumami zbioréw
tej rodziny.

Rozwazmy w tym celu dowolng sktadowa Hs, oraz dowolny zbior

Ca,.oc,a,, taki. *e:
CAu@ed/ad N HSIi® o .
Wykazemy, ze /oC,a, C Mv
Rozwazmy element (ai,,v,, x,) , taki, ze:
(11.16) .\ ,x4) & Cg., oC,,a, " [ ]
Stad na podstawie (11.2) i (11.15) mamy:

V.e A, n A£f =
Wobec konstrukojl zbiorbw Ax oznacza to, ze:
A“:’ = #MML*
Rozwazly warstwe W~ ~.s, o Wobec wtasnoéci W musi by¢ ona postaol:

w*,V,s, == ac5d b”tv).
Stad i z (11.16) mamy;
X, 6 a,5C&1lb”tv,) O a,Soc,b”l).

Wynika stgd, ze zbiory aQ " bx”) 5A00”b~Cv, , jako warstwy lewostron-

ne na tle tej samej podgrupy ([ boc/v,).] &«;, b~Cv,)) posiadajgce
element wspélny,sa identyczne. OtrzymaliSmy wiec:

(r.17) WM4.v,,s, = a, Soc,bx™n)m

Nieoh (ju,,V,x)e C ~ ,a , - Wykazemy, ze (m,,v,Xx)6 HS8<.

Z przyjetego zatozenia wobec (11.15) mamy:
* e a\Goc,boc”n).
Z (li.17) 1 wtasnosci W wynika, ze:
WM, v. — a.S"bocW) dla vfeA™*,.

WykazaliSmy wiec, ze xe \A(a,v,s » czyli (m,,y, X) 6 Hs<.
UdowodniliSmy w ten sposéb, ze Cga, ,oc,a, C Ws,.
Przeprowadzone rozumowanie oznacza, ze rozktad {Hs}sfeg <est sumoroz-
ktadem rozktadu {Cpg>oc>8B.},

Ola ostatecznego zakonczenia dowodu twierdzenia 6 pozostato nam jesz-
cze do wykazania, ze sumorozkiad ten jest semiselekcyjny wzgledem /K.
Zatézmy w tym celu, ze:

a,c s,

Z okres$lenia zbiorow *A mamy wtedy:

A*, = « NNnr,
a wiec 0C,=0C2.
Z wtasnoséci W dla dowolnego ve A”, mamy zatem:

a.0cc.bj/) = Aa,vs, * Atv>).
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Prowadzi to do wniosku, ze Cn m 9§ = C., *

Wykazali$my wiec, ze kazdy zadany rozktad niezmienniczy {Hs}ses grupo-
idu (i4x AxS, ) da sie przedstawi¢ konstrukojg i/ - 4/.

Dowdd twierdzenia 6 zostat w ten sposéb zakonczony.

Z definicji izomorfizmu struktur bezposrednio wynika nastepujace:

Twierdzenie 7. Niezmienniczo$¢ rozkitadu jest niezmiennikiem izomor-
fizmu struktur.

Ze wzgledu na to, ze izomorfizm struktur jest relacjg symetryczna,
z twierdzenia 7 wynika:

Twierdzenie 7*. Jezeli struktury (C ,/) i(C2s') sag izomorficzne,to
rodzina {C~",UL jest rozktadem niezmienniczym struktury (c,,‘) wtedy i
tylko wtedy, gdy rodzina (cn, gdzie f Jest izomorfizmem struk-
tury (C,,*) na strukture (C2t')t Jest rozktadem niezmienniczym struk-
tury C 2-

Bezposrednim wnioskiem z twierdzen: 4,' 6, 7' jest nastepujace

Twierdzenie 8. Jedynymi rozkiadami niezmienniczymi zadanego grupoi-
du Brandta (L ,-) sa rodziny zbioréw otrzymane w nastepujacy sposéb:

1/ Zadajemy dowolny izomorfizm f grupoidu (H ,-) na grupoid postaci
(AX A Xxb, ).

2/ Konstrukcja i/ - 4/ zadajemy dowolny rozktad niezmienniczy
grupoidu (AX a X@, o)

3/ "Powielamy" ten rozktad poprzez funkcje f"1 na zbiér H, tzn.przyj-
mujemy:

Hs =7 f (Hs) dla sfeS .

Otrzymujemy w ten spos6éb poszukiwany rozktad niezmienniczy {Hs}btg
grupoidu (H ,*).

Zajmiemy sie z kolei wyznaczeniem rozkiadéw niezmienniczych grupoi-
du Ehresmanna. Udowodnimy w tym oelu

Twierdzenie 9. Jedynymi rozktadami niezmienniczymi zadanego grupoi-
du Ehresmanna E sg rodziny zbioréw otrzymane w nastepujgcy sposob:
1/ Rozwazmy rozktad grupoidu E na rozigczne grupoidy Brandta/twierdze-

nie 2/:
E — . gdzie Wn jest grupoidem Brandta.
2/ Zadajemy dowolny rozktad niezmienniczy {1-1* }s£g kazdego grupoidu
H*.
Jest bezpos$rednio widoczne, ze rodzina Jest rozkta-

dem zbioru E.
3/ Zadajemy dowolny semiselekcyjny wzgledem sumorozktad (E-J-~~N

rozktadu {H t}seSoc>0C6i¢.

Rodzina zbioréw 3 jest szukanym rozktadem niezmienniczym.
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Dowéd.
a/ Udowodnimy najpierw, ze sumorozkiad {Ei}ieCl wyznaczony kon-
strukcjg 1/ - 3/ jest rozktadem niezmienniczym grupoidu E.

Ze wzgledu na twierdzenie 3, niezmienniczos6 kazdego rozkiadu
{Ws}seS« oraz fakt* ze sumorozkiad {Ei}ie3 rozktadu {H* beS~cce#
Jest semlselekoyjny wzgledem oc - dla zadanego xeE ,ie3 istnieje ac-ebt
seSec >s.eS.N i4€ 9 takie, ze *EjC xH“ C H~ACE",

Oznacza to wtad$nie, ze rozktad Jest rozkladem niezmienniczyn
grupoidu E.

b/ Zalbzmy na odwrét, ze dany Jest rozkitad niezmienniczy {Ei};e3
grupoidu Ehresmanna E. Wykazemy, ze rozkitad {E[}fe 7@ da S*C otrzy-
ma¢ konstrukcjag 1/ - 3/. Wobec twierdzenia 2 grupoid E mozna przedsta-

wi¢ w postaci
(li.18' E = gdzie |l jest grupoldem Brandta oraz

H 10 Hur—o dla A "

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

I£EM :E ,n irVv *} |

Hfi EIOH".
Z (1i.18) oraz z faktu, ze rodzina {Ei}.jef] Jest rozktadem niezmien-
niczym grupoidu E wynika, ze rodzina {H f}je ¢ Jest rozktadem nie-
zmienniczym grupoidu Brandta H,*, co w oparciu o twierdzenie 3 prowadzi

do wniosku, ze rodzina {H*}"e n Jest rozktadem niezmienniczym gru-
poidu E.
Aiamy ponadto:
P - _ - - * A . U H*_
Ei EioE EinUjgH UA~nH ey T mA Hf

Oznacza to, ze rozkiad {Ej}ie3s Jest sumorozktadem semiselekcyjnym wzgle-
dem °c rozktadu {Hf €~ 7~ ef

UdowodniliSmy, w ten spos6b, ze zadany rozkitad niezmienniczy { Ei}iel
grupoidu Ehresmanna E da sie otrzyma¢ konstrukcjg 1/ - 3 /.Dowdd twier-

dzenia 9 zostal wiec zakonczony.
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I1l. Ogélne rozwigzanie réwnania translacji w grupoldzie Brandta

1 w grupoldzie Ehresmanna

Oznaczmy przez (IF'xH ;) rodzine wszystkich funkcji o polu zawar-
tym w zbiorze 'x H ii o wartosciach Wzbiorze I . Woparciu o [l6]
/str.68 aksjomat B/ przyjmiemy nastepujacag definicje speiniania réwnania
translacji*”:

Definicja 9. Rozwazmy dowolny zbiér I oraz dowolng strukture (M/).
Moéwimy, ze funkcja F6 (FxW;lM)speinia réwnanie translacji,je$li spetnio-
ne sg nastepujgce dwa warunki:

1/ Dla dowolnego oc ze zbioru I istnieje w zbiorze H element x ta-
ki, ze F(oc,x) ma sens.

2/ Dla dowolnego oc ze zbioru I i dowolnych x,y ze zbioru n - Jes-
li F(oely) 1 yx majg sens, to majg sens wyrazenia:
F(<*,x),F[Ffoc,x),y], F(oc.yx) li zachodzi:

(iii.i) FIF(-x).y]l = F(«,yx).

Zdefiniujemy z kolei ogélne rozwigzanie réwnania translacji. Przyj-
miemy mianowicie nastepujaca

Definicje i0. Zbiér wszystkich funkcji P spetniajacych réwnanie
translacji /przy zadanym zbiorze I i zadanej strukturze (W,-)/ nazywaé
bedziemy ogélnym rozwigzaniem réwnania translacji.

Przyjmijmy ponadto - réwniez w oparciu o [i6] /str.68 aksjomat C/
- nastepujaca

Definicje 11. Méwimy, ze funkcja F6 (FTx H;l) /P jest dowolnym zbio-
rem a (H,*) dowolng strukturg/ speinia warunek tozsamosci, jezeli spet-
nione sg nastepujace dwa warunki:

1/ Dla dowolnego oc ze zbiorul' i dowolnych x, ex ze zbioru H-Jes-
li F(oc,x) ma sens i exmx= X to F(<*..ex) ma sens i F(oc,ex)=0C-
2/ Dla dowolnego oc ze zbioruF i dowolnych x, ze zbioru H-Jes-
li F(oc.x) ma sens i xrfx=x , to ma sens i F(oc rfx)=oc.

Rozwigzanie ogélne réwnania translacji w przypadku, gdy (H,-) lJest
grupa i przy zatozeniu, ze F odwzorowuje 'x A na [ podat S. Loja-
slewlcz w node [5]i niezaleznie od niego Z. Moszner. Rozwigzanie o0go6l-
ne réwnania translacji na grupie przy stabszym zalozeniu,ze F odwzoro-
wuje Tx H w [ /zalozenie, ze F Jest okre$lona na 'x H Jest, jak
pokazemy ponizej w przypadku grupy, zbedne/ podat Z. Moszner w nocie [9].

*/ Wdalszym ciagu noty [15] /str.69/ korzysta sie faktycznie
z aksjomatu /r6znego od aksjomatu B , w sformutowaniu ktérego nastgpita
pomytka druku/, ktédry prowadzi do innej definicji spetniania réwnania
translacji. My pozostaniemy jednak przy pierwotnie przyjetej definicji.
Inne uogolnienia pojecia spetniania réwnania translacji bedg przedmiotem
oddzielnych rozwazan.
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Rozwigzanie to skitada sie z funkcji nastepujacej postaci:
Ciii.2) F(<=cx) = dla f(«)e I
gdzie:
1/ f jest dowolng funkcjg o polu T spetniajgca réwnanie
f[f (w*)] — f(oe) dla @T€ T,

2/ {fj}je3 Jest dowolnym rozktadem zbioru f(D takim, ze
3/ moc zbioru TI? Jest réwna Indeksowi pewnej podgrupy grupy H i
4/ funkcja +j realizuje 3 /przeksztatca r6znowartosciowo zbioér Tl na

zbiér odpowiednich warstw lewostronnych/.

2nane jest réwniez /[1] str.22/ og6lne rozwigzanie nastepujacego

réwnania funkcyjnego:

(111.3) FI[F(<*,h-,v),v.v>] =F (0

gdzie a,Vv, 6i4 , « ftTl (r, ' dowolne zbiory).

przy zatozeniu, ze speiniony Jest warunek tozsamos$ci tzn. zachodzi:
(111.4) Fte.v, v) = cc dla ocer,v>6i4.

Réwnanie (I111.3) jest wiec réwnaniem translacji /przy zmienionej kolej-
noéci dziatania/ na grupoidzie parowym AxA. Rozwigzanie ogélne tego réw-
nania przy warunku (111.4) ma postadé nastepujaca /sformutowanie zaczerp-

niete z [7] str.12/:

(iii.6) F(°c,,h-.v)= hl(h(oc,),v) , Bce P, VyveA,

gdzie h(oc..v) Jest rodzing funkcji zaleznych od parametru v, przeksztat-

cajacych réznowartesciowo zbiér ' na siebie /a poza tym dowolnych/.
Niech ,-A bedg dowolnymi zbiorami, a 9 dowolna grupa. Rozwazmy

réwnanie :

Gii.6) p[F(oc”™,v,X),0,0,/]= FC./P",b,yx), 008 T, [, v,ieA, X,ye Q,

gdzie szukana funkcja F ma odwzorowywaé zbior ' xAxl x5 wzbior 1.

Rozwigzanie ogd6lne tego rdéwnania przy zatozeniu, ze spetniony ma byé¢ wa-

runek tozsamosci tzn.:

Gii.7) F(oc,v,v,e) = cc dla vc-A ,x=6T,
mozna wyrazi¢ nastepujaco /[i] str.23, [6] str.132/:
(111.8) F (<¢,ju.,v,x) = H1(W [h(oc,ju,),x],v),

gdzie (-I(=c,x) Jest dowolnym rozwigzaniem réwnania translacji na grupie
Q spetniajacym warunek tozsamos$ci, a hfocju.) ma poprzednie znaczenie.

W rozdziale tym zajmowaé sie bedziemy wyznaczeniem ogé6lnego rozwig-
zania réwnania translacji na grupoidzie Brandta, a nastepnie wyznaczeniem
ogb6lnego rozwigzania tego réwnania na grupoidzie Ehresmanna.

Udowodnimy w tym oelu najpierw nastepujace

Twierdzenie 10. Jezeli funkcja P6(PxH ;) gdzie H Jest grupoi-
dem Brandta, spetnia rownanie translacji, to funkcja ta jest okres$lona

na catym zbiorze Mx H
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Dowé6d. Niech funkcja P spetnia zatozenia twierdzenia. Rozwazmy
dowolny element ocell. Wobec warunku (1) def.9 istnieje x,tH takie, ze
F(oc,x0) ma sens. Pokazemy, ze przy kazdym xeH, F(<x.xX) ma sens. Rozwazmy
w tym celu dowolny element xe U oraz element ce I, taki, ze XxQc i cX
maja sens. Poniewaz F(oc,xc) ma sens i x0c ma sens, wiec na podstawie
warunku (2) def.9, F(oc,c) ma sens. Korzystajac teraz ponownie z warunku
(2) def.9 mozemy zawnloskowaé¢, ze F(oe,x) ma sens.Dowdéd twierdzenia 10
zostat w ten sposéb zakonczony.

Udowodnimy z kolei nastepujace

Twierdzenie 11. JeS$li struktury (CII"), (C2,0 sg izomorficzne, to
funkcja F(cc,x) 6 (TxC,'TI) spetnia réwnanie translacji wtedy i tylko wte-
dy, gdy funkcja 6 (F'x C2;I) postaci:

(111.9) F(oc,x)= F[°c.W )] dla x6cC2,
gdzie ( jest dowolnym /ustalonym/ izomorfizmem struktury CC1(*) na
strukture (C2,0 s spetnia to réwnanie.

Dowéd. Zatézmy, ze funkcja (rXCt;r) spetnia réwnanie transla-
cji. Pokazemy, ze wtedy funkcja F dana zwiazkiem (I111.9) spetnia row-
nanie translacji.

Fakt, ze F spetnia warunek (i) def.9 wynika natychmiast z faktu,
ze F speinia ten warunek.

Pozostaje zatem sprawdzié¢, ze funkcja F spetnia warunek (2) def.9.
Zatbzmy w tym celu, ze 1"'4oC,y') oraz y.'Xx'maja sens. Wobec tego Ffébtfy)]
i TCyOo4u'b ') maja sens. Wynika stad, ze ma sens wyrazenie
FfPk~"dFty)]. a wiec ma takze sens wyrazenie F*[F(oc,x'),y']. Korzystajac
z (111.9) i =z faktu, ze F spetnia réownanie translacji,otrzymujemy
stad w dalszym ciggu:

*  x

FIF(«>x",y= fr[F(«ic,<F'V*)),0 'V ;]1-F [« , € (yTVK'j]- F[<*,<rV*)]=F («,yx).

|
WykazalisSmy wiec, ze jes$li F spetnia rownanie translacji,to funkcja F
dana zwigzkiem (111.9) roéwniez spetnia to réwnanie /na odpowiedniej

strukturze/. Dowdéd warunku odwrotnego jest zupeinie analogiczny.
Wyznaczymy teraz og6lne rozwigzanie réwnania translacji na grupoi-
dzie Brandta postaci AXAXx ¢ . Udowodnimy mianowicie nastepujace
Twierdzenie 12. Ogélne rozwigzanie réwnania translacji na grupoidzie
AX AX 9 Iprzy zadanym zbiorze '/ jest rodzing funkcji F(oc, ,u»V>x)
nastepujgcej postaci:
(111.10) F(oc,ji-, v ,x) = H(h(*f,Coe»v,v ),x), J¥)
dla oc e tA.xtS,

gdzie:
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1/ P Jest dowolng funkcjg przeksztatcajaca zbiér 'x A w [ spetniajaca
nastepujace dwa warunki:
al <£[<p(oc,v),v] = V) dla «6 T, A,

b/ zbiory postaci C = <P(rX {v}) /zapas funkcji przy ustalonym
y | sa réwnoliczne,

2/ h(be,v) jest dowolng funkcjg /V traktujemy jako parametr/ przeksztat-
cajacag réznowartosciowo zbiér Ty na zbi6ér PpoO , gdzie M,c jest
dowolnie ustalonym elementem zbioru A,

3/ H(oc,x) Jest dowolng funkcja okresSlong na zbiorze [aOx S spetniajaca
réwnanie translacji i warunek tozsamosci.

Dowdd. Dla uproszczenia zapisu zamiast <Plce,v), h(oc,v) bedziemy pi-
sad odpowiednio /Je$li to bedzie wygodne/ c) , hy(oc).

Wykazemy najpierw, ze funkcja F okreslona zwigzkiem (111.10) spet-
nia réownanie translacji.

Jest bezposSrednio widoczne, ze funkcja ta jest okre$lona na zbiorze
PX(AXAXS). Wystarczy zatem sprawdzi¢ tylko warunek (2) def.9. Rozwaz-
my w tym celu dwa dowolne przemnazalne elementy grupoidu AXxXAXS,a wiec
elementy postaci:

7 (y» e AXAXS.
kamy oczywiécie: Sy)m(M-i»», X) = (I»-,» . X).
Sprawdzimy, ze:
p[F(pe,/i4,V x),>i.,>).1ty] = F(oc,M.v>y'X).

Sens wyrazen wystepujacych w tym zwigzku mamy zagwarantowany, gdyz funk-

cja F Jest okre$Slona na zbiorze ' XAXAx 93 a wartosci ma W zbio-

rze .

Z (111.10) mamy:

F[F(ec, M Vitx),/L A»ylJ—hj~ ~ ~  bMNH(bOyY (BEX),Y).

Ze zwiazku i/ al/ wynika bezpos$rednio, ze przy ustalonym funkcja

4a (oc) jest tozsamos$cig na zbiorze

Korzystajac ponadto z faktu, ze H(oc,x) spetnia zréwnanie translaciji,

z ostatniej réwnos$oi otrzymujemy:

F[F(oc,M,)v,x),>t ,AJyl= CM (H (hwVx(oc),x),y) =
= h* M(hv¥y(oc),y.x)= F(oc,M,v,yX).

Pierwsza cze$¢ dowodu twierdzenia 12 zostata wiec zakonhczona.
Zatézmy na odwrét, ze funkcja Fg (Fx (AXAx5); ) spetnia réwnanie

translacji. Wykazemy, ze F da sie przedstawi¢ w postaci (I111.9). Dowdd
tego faktu rozbijemy na kilka czeS$ci.

1. Niech e oznacza jednos$¢ grupy 9 . Potézmy:
(111.11) <y(oc) == F(oc,v,v,e) dla ocel,yeA»

(111.12) Ty= %(T).
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Poniewaz, wobec twierdzenia 10, funkcja F jest okre$lona na zbiorze
Fr<(AxAx5), wiec funkcja tyy jest okre$lona na zbiorze I .

Mawy ponadto:
% (% (<*)) — F[F(oe,v,v,e)v,v,e] — F(«:,v,v,e) = <Pv(°Cc).
Wykazemy, ze przy ustalonym ,x zapasem zaréwno funkcji F(oc,/*,v,e) jak
i funkcji F(oc,/i,V , x) jest zbior
Wprost z okreé$lenia funkcji ~(oc) wynika, ze zbidr Fu, zawiera si¢
w zapasie funkcji F(otjit,v, e). Stad za$ wynika, ze zbiér TI™ zawiera sie
takze w zapasie funkcji F(oc,#u.,v',x).
Z drugiej strony z (IlIl.il) i z faktu, ze F spetnia réwnanie translacji
otrzymujemy:
N"(FCoe,/t,v,x))= F[F(<*,A,v,Xx)>">*»e] = F(ee,p.,v,X).
Oznacza to, ze zapas funkcji F(oc X) jest zawarty w zbiorze Ta .
Wkonsekwencji, zapas funkcji F(oc,ji1, v, e) jest takze zawarty w zbiorze C,.
2. Niech /U, bedzie dowolnie ustalonym elementem zbioru A. Rozwaz-
my dowolny element fi e Tm . Wobec (111.12) i (IX1.1l) Istnieje oce I,

takie, ze: )

fié F(OC,v,v,e).
Potézmy:
(rrr.13) h,O0%)= F(oc,*jL,,v,e).

Pokazemy, ze tak okre$Slone przyporzadkowanie nie zalezy od wyboru oc a
wiec, ze jest funkcyjne. Jes$li bowiem:

F(atcr\>,v,e) = FCoc,Vv,y,e),
to wobec faktu, ze F spetnia réwnanie translacji mamy:
F(°c,,p.0,v,e)= r[F(oce,y,y,e),u.0,v,e]= F[F(cc,,v,v,e),p.c,v,e] =

= F(ce.,M.0,v,e).
Oznacza to wtasnie niezalezno$¢ okred$lenia (111.13) od wyboru QC.
Analogicznie - otrzymujemy:
jesli F(ce0,A-0,v,e) = F(oc,>i.0>V ,e),
to F(oc,,Vv,v,e)= F(oc”,v,v,e).
Funkcja hv Jest wiec réznowartosciowa.
Pokazemy, ze przeksztatca ona zbiér [y na zbior
Wprost z okres$lenia tej funkcji wynika, ze jest ona okres$lona na zbiorze
'y . Wystarczy zatem wykazaé¢, ze jej zapasem jest zbiér [*. . Rozwazmy
w tym celu dowolny element fi é INlo-
Wobec (111.11) i (lii.12) fi mozna przedstawi¢ w postaci:

%= F(oco;>.,u..,e).
Ze wzgledu na to, ze przy ustalonym vy zapasem funkcji F(oc, v>u ,e)
jest zbior Ty  mamy:

F (Co3V,A0}B) G Iy,

Istnieje zatem o”el, takie, ze:
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F(occiy ~ ( o ¢ A= F(oc,,v,v, e).
Stad otrzymujemy:
f(«e,Mc,.e)=F[fria0,v)*0,e),ultv,e]’= F[F(«, , v, v,e),,aC)Y,e]= Floclii4,Y*e).

Mamy zatem:
h(FK jv,v,€)= FK 3nc,y, €)= Fexe,/ac  ,€)

WykazaliSmy wiec, ze Ji nalezy do zapasu funkcji hp

Udowodnimy z kolei, ze dla dowolnego oc e I' i dla dowolnego /#cA
zachodzi:
(111.14) FU,p.,n.c,e)= tu(F(cc,/ieKu,,e)).
Rozwazmy w tym celu dowolnie ustalone oc&r i dowolnie ustalone /X.eA

Jak wykazaliSmy w 1. F(oc,ju,Ao>0 e IO~
Istnieje zatem O £ |, takie, ze:
(111.15) F(5¢s™,M ,e) = F(oc,Ai.>>Lc>e).
Stad, ze wzgledu na to, ze F speinia réwnanie translacji, otrzymujemy:
(111.16) F<x,M,fu.,e)= F [ = F[F(oc>t,u0,e),Mc,"-,el =
= ~(oc,pc,4cC,e).

Z (111.123), (11r.15) i (111.16) otrzymujemy:
b, (Foc,m, Mg e)) = hA (F(k ,e))= F(< ,p.,e)* F(cc,p.,,p.c,e).
Stad, w widoczny spos6b, wynika zwigzek (111.14).

3. Okres$limy funkcje H(oc,x). Kitadziemy mianowlole:
(111.17) H(oc,xg:F(ot,/it).Mt,x) dla a#€ fjle, *~S.
Funkcja H(oc,n) jest okreslona na zbiorze ™ax5. W 1. pokazaliSmy, ze
przy ustalonym /M.c zapasem funkcji F(oe/u0tv,n) jest zbiér FpD. Wynika
stad, ze zapas funkcji H(oc,x) zawiera sie w zbiorze TIu.c. Mamy wiec:

(111.18) H(oc,x)e (rMcx Q ;1" c).
Z faktu, ze F spetnia réwnanie translacji otrzymujemy:

(111.19) H(H(<*,x),y)= — F(oe,u.c,p.c,y*) =

= H(oc,yx).
Zwigzki (111.28) 1 (111.19) oznaczajg, ze funkcja H (i,i) spetnia
réwnanie translacji na zbiorze mMMcxG.

Wykazemy, ze funkcja H(°c,,x) speitnia tez warunek tozsamos$ci. Roz-

wazymy w tym celu dowolny element OC ze zbioru TI”~c . Wobec (I111.12) e-
lement ten mozna przedstawi¢ w postaci:
o = F(p,w.c?/a,5e) , gdzie fi jest pewnym elementem zbioru T.
Stad i z zatozenia, ze F speilnia réwnanie translacji otrzymujemy:
H(oce)~r F(°c,pc,uge) F [ F c>fici®), = F@tfie*fic>®) — oc,
Oznacza to, ze funkcja W(oc,X) spetnia warunek tozsamosci.

4. Pokazemy, ze funkcja F spetnia zwigzek (111.10).

Z zatozenia, ze F spetnia réwnanie translacji oraz ze zwigzko6éw (li1l.13)
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(rrr.14) i (111.17) otrzymujemy:
Flocjuv>Xx) = F[F(octp.t,v,x"))n.jj.B,e] = F{F[F(K.,p.0,v,e"),~cfnc,MN\i/j,M.c,e ~

=HHhy(HeEvMeV,,>icx], M A e})-h"(F{hy(Ffee,v,y,e),>i0.~<})=hH(hw H>).

Dondd twierdzenia 12 zostat w ten sposéb zakonhczony.

Z pierwszej czes$ci przeprowadzonego dowodu jest bezpos$rednio wido-
ezne, ze zatozenie iz H(«,X) spetnia warunek tozsamosci jest wtym twier-
dzeniu nieistotne. Zatozenie to przyjeliSmy ze wzgledu na to, ze w dal-
szych prowadzonych przez nas rozwazaniach prowadzi ono do znacznych upro-
szczen.

Korzystajac z twierdzenia 12 i z og6lnego rozwigzania réwnania trans-
lacji na grupie flll.2), mozna uzyska¢ bezposrednio ostateczng postac
og6lnego rozwigzania réwnania translacji na grupoidzie A/A-x06, Zauwaz-
« najpierw, ze funkcja P dana zwigzkiem (111.2) spetnia warunek
tozsamosci wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f wystepujaca w tym zwigz-
kujest tozsamos$cia. Rozwigzanie ogdlne réwnania translacji na grupoidzie
AXAX G ma zatem posta¢:

(111.20) F(oc,p.,v,x)= h'rgVfxgTih~"loc)) dla by~(oc)6 I~.,
gdzie:

1/ uc Jest dowolnie ustalonym elementem zbioru A,

2/ ~(«9 »hy(o€) majg takie znaczenie Jak w twierdzeniu 12,

3/ {"xKe3 Jest dowolnym rozktadem zbioru TI'nw = P) takim, ze

4/ dla kazdego ie C7 istnieje podgrupa Q7” grupy 6 o indeksie réwnym
mocy zbioru T[us,

5/ g,i odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie zbiér Tyo na zbiér warstw
lewostronnych grupy O wzgledem podgrupy Qx.

Na podstawie twierdzenia 12 i 11 mozna wyznaczy¢ ogélne rozwigzanie
réownania translacji na dowolnym grupoidzie Brandta H. Wystarczy w tym
oelu dowolnie zadaé¢ izomorfizm (@ grupoidu E na grupoid postaci AXAXS
1 potozyé¢:

(.2~ F(oc,x)= F(oc,<?(x>) dla xéWw,
gdzie F jest ogélnym rozwigzaniem réwnania translacji na grupoidzie
AXAX&-

Udowodnimy teraz dwa twierdzenia bedace wnioskami z twierdzenia 12.

Twierdzenie 13. Og6lne rozwigzanie réwnania translacji na grupoi-
izie AXAXQ przy zatozeniu, ze spetniony jest warunek tozsamosci, NA
postac:

(111.22)  Focu.v>, x)«hl(H A da ccel,a,HeA ,XEQ.

gdzie b”(oc) jest dowolng funkcjg ./rodzing funkcji z parametrem / prze-
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ksztatcajgea r6znowartosclowe zbiér I na siebie, a H(oc,n) jest dowol-
nym rozwigzaniem réwnania translacji na zbiorze Ty O spetniajgcym wa
runek tozsamos$éi .

Zwiagzek (111.22) jest wiec odpowiednikiem zwigzku (111.8).

Dowo6d. Wstawiajac w zwigzku (111.10) yu=*v> |, X = e i korzystajac
z faktu, ze H(oc,x) spetnia warunek tozsamos$ci otrzymujemy:

F(oc,v,v,e)= HyH(hyHl/¢c),e)= h > yVvfcc)«

Jest stad widoczne, ze funkcja F dana zwigzkiem (I11.10) spetnia wa
runek tozsamos$ci wtedy i tylko wtedy, gdy kazda funkcja (<*) Jest toz-
samoscia.
Jesli (PY(°c) jest tozsamos$cig, to wobec przyjetych oznaczen Ty= Tl
w konsekwencji funkcje hy sg wzajemnie jednoznacznymi przeksztatcenia-
mi zbioru I na siebie, a funkcja H(ot,x) jest rozwigzaniem réwnani:
translacji na zbiorze Px&.
Zwigzek (111.10) przyjmuje wiec wtedy posta¢ (111.22). Dowdd twierdzenia
13 zostat w ten sposéb zakonczony.

Twierdzenie 14. Ogdélne rozwigzanie réwnania translacji na grupoidzit
parowym A XA ma postac:

(111.23) F(«,p-»V)= Vabvw(oc), ocel, 1L,ve A,

gdzie funkcje <v, by majg takie znaczenie jak w twierdzeniu 12.

Dow6d. Bozwazmy dowolng grupe jednoelemcntowa (e) i potézmy:
Np,wv)= Tm.V)e) dla }i,\>eA.
Jest bezposSrednio widoczne, ze tak okreslona funkcja jest izomorfiz-
mem grupoidu parowego AXA na grupoid AXAx{e}. Wobec twierdzenia
12 i zwigzku (I111.21) og6lne rozwigzanie réwnania translacji na grupol-

dsie AX A ma postaé:
F(oc,,u,v)=F(oc,y,e) —bAM(hy"y(°c),O Pa" vy =

Dowdd twierdzenia 14 zostat wiec zakonozony.

Jak stwierdziliSmy w dowodzie twierdzenia 13, funkcja F dana zwiaz-
kiem (111.10), spetnia warunek tozsamos$ci wtedy i tylko wtedy, gdy V *)
jest tozsamoscig. Je$li wiec zatozymy, ze spetniony jest warunek tozsa-

mosci, to zwigzek (IH.23) przyjmie postac:

(111.24) F(oc,n,v) = hthy(«) , oe I, £ A-,

przy czym hy Jest teraz dowolnym wzajemnie jednoznacznym przeksztatce-
niem zbioru [ na siebie. Zwigzek (111.24) jest jak widaé¢ analogoneu
zwigzku (I111.5).

Powyzszym rozumowaniem udowodniliSmy nastepujace

Twierdzenie 15. Ogoélne rozwigzanie réwnania translacji na grupoidzie
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parowym AX A przy zatozeniu, ze spetniony ma by¢ warunek tozsamosci,
Jest rodzing funkcji F(é6c,/4,v) zadanych zwigzkiem (111.24).

Przystapimy teraz do wyznaczenia ogélnego rozwigzania réwnania trans-
lacji na dowolnym grupoidzie Ehresmanna. Udowodnimy mianowicie nastepu-
iace

Twierdzenie 16. Rozwigzaniem og6lnym réwnania translaoji na zbiorze
FxE, gdzie P jest dowolnym zbiorem a E jest dowolnym grupoidem Ehres-
manna - jest rodzina funkcji F(OC,X) otrzymanych w nastepujacy sposoéb:
1/ Rozwazamy rozktad /jednoznaczny wobec twierdzenia 2/ grupoidu E na

roztgczne grupoldy Brandta:

E= USHs , gdzie Hs jest grupoidem Brandta.
se
2/ Ola kazdego seS zadajemy dowolnie zbiér c r ale tak, aby:
(111.25) UsH=r.
3/ Dla kazdego seS takiego, ze Q ¢ o zadajemy dowolnie funkcje

f~(60,x) spetniajgca réwnanie translacji na zbiorze 1»x Hs.
4/ Funkcje F(oC,x) okre$lamy nastepujaco:

F(oc,x):di " (oc,x) dla (oc,x)e FAxHs.

Przyjmujemy ponadto, ze jes$li nie istnieje seS takie, ze IMx HSl
to symbol F(oc,x) nie ma sensu.

Dowéd. Ze wzgledu na twierdzenie 3 jest bezpos$rednio widoczne, ze
tak okre$lona funkcja F(ce , x) spetnia réwnanie translacji.

Zatézmy wiec na odwrét, ze dana jest funkcja F(oc,x) spetniajaca
réwnanie translacji na zbiorze [X E . wykazemy, ze F da sie przed-
stawi¢ w postaci wyszczeg6lnionej w dowodzonym twierdzeniu.

Zdefiniujemy najpierw zbiory I . Przyjmiemy mianowicie:

3 = {10c€ F: V. (FCoex) masens)}.

xéHs
Wprost z okres$lenia zbioréw is i z faktu, ze F spetnia réwnanie trans-

lacji /warunek 1/ definicji 9/ wynika, ze speiniony jest zwiagzek (li 1.25).

Pokazemy z kolei, ze zbior X Hs/H s ma poprzednie znaczenie/
zawiera sie w polu funkcji F. Rozwazmy w tym celu dowolny niepusty zbiér
Q i dowolny element oc z tego zbioru. Z definicji zbioru wynika,
ze istnieje X, g Hs takie, ze F(oc,x<>) ma sens. Na podstawie dowodu
twierdzenia 10 wynika stad, ze dla dowolnego ye Hs , F(ocy) ma sens.
Przyjmijmy:

FocX) i F(°c>X) dla (°c,x) € Is x Hs-

Z poprzednich rozwazan wynika, ze funkcja Fs jest okres$lona na zbiorze
B x Hs. wobec faktu, ze F spetnia réwnanie translacji, dla sprawdze-

nia, ze Fs spetnia roéwnanie translacji na zbiorze C N2 wystar-
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czy pokaza¢, ze wartosci funkcji Fs nalezg do zbioru Q . Rozwazmy w
tym celu dowolne @Ce Q (E~ 0) i dowolne xe Hs. Niech y bedzie ta-
kim elementem grupoidu , ze yx ma sens. Jak pokazaliSmy poprzed-
nio - F(oc,y) ma sens. Ma wiec takze sens wyrazenie F[F(ocJx)}y], oznacza
to wobec definicji zbioru Q i funkcji F, ze:

Fef«r,x) — F (oc,x) £ ts .
Dowdd twierdzenia 16 zostat wiec zakohczony.

Z udowodnionego twierdzenia wynikaja bezposrednio dwa nastepujace
whnioski:

Whniosek 1.

Funkcja F(*,X) spetniajaca réwnanie translacji na grupoidzie Uires-
manna spetnia warunek tozsamos$ci wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje FYocX)
spetniaja ten warunek.

Whniosek 2.

Funkcja F(OC,X) spetniajgca réwnanie translacji na grupoidzie Ehres-
manna /przy zadanym zbiorze F / jest okreslona na zbiorze [.XE wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego SG S zachodzi:

rs=r.

Jak widaé¢ z twierdzenia 16, przy przyjetej przez nas definicji spetl-
niania réwnania translacji istniejg /przy odpowiednim doborze zbioru P
i struktury (C,') /takie funkcje F(oc,X)e ' spetniajace réwnanie trans-
lacji, ze odrzucenie pewnych elementéw struktury (Cj*) nie zmienia funk-
cji F. Chodzi tu o takie elementy x struktury (C,s), dI® ktérych nie
istnieje ace I takie, ze F(06,X) ma sens. Dlatego wydaje sie sensowne
uzupetnienie definicji 9 nastepujacym warunkiem:

(lii.21) Dla kazdego x € H istnieje oc£ I takie, ze

F(cc,X) ma sens.

Wobec twierdzenia 10 taka modyfikacja definicji 9 nie wptynie na zmiane
rozwigzania rownania translacji na grupoidzie Brandta.lest natomiast bez-
posrednio widoczne, ze w przypadku rozpatrywania réwnania translacji na
grupoidzie Ehresmanna zaproponowana modyfikacja definicji 9 wplynie je-
dynie na to, ze wszystkie wystepujace w rozwigzaniu zbiory F beda nie-
puste. W konsekwencji dla kazdego seS bedzie okreslona funkcja £.(okx).
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IV. Pojecie grupoidu topologicznego Ehresmanna

W tym i w nastepnym rozdziale rozwaza¢ bedziemy pewne przestrzenie
topologiczne z topologiag zadanag przez baze otoczen.

Przyjmiemy nastepujaca

Definicje 12. Zbiér E nazywamy przestrzenig topologiczng, jeS$li
zadana jest w tym zbiorze rodzina Z podzbioréw zbioru E , pokrywajgca
zbiér E taka, ze spetnione sa nastepujgce dwa warunki:
W-I. Dla kazdych dwéch réznych elementéw a,b zbioru E istnieje zbior

Ue2i taki, ze a € O i b £ U.

W-2. Dla kazdego a € E, U,VE€ 2L takich, ze a £ U i a€vVv istnie-
je zbiér WE Z, taki, ze aeiclUnyv.

Rodzine spetniajgcg powyzsze warunki nazywa¢ bedziemy bazg przestrzeni

E, natomiast zbiér D E L taki, ze a € U nazywaé¢ bedziemy otoczeniem
elementu a.

Uwaga.

W szystkie uzywane przez nas w dalszym ciggu, a osobno nie definio-
wane pojecia topologiczne nalezy rozumie¢ w powszechnie przyjetym sensie
Inp. zgodnie z I13]/.

Zdefiniujemy teraz grupoid topologiczny. Rozwazmy w tym celu dowol-
ny grupoid Ehresmanna (£,'). Przez R oznaczmy dziedzine operacji
Zbiér R jest wiec zdefiniowany nastepujaco:
fiv.i) R= *eE *yeE a*-y ma sens}.

Przyjmujemy nastepujaca

Definicje 13. Grupoid Ehresmanna (£ ,¢) nazywamy grupoidem topo-
logicznym /Ehresmanna/, jes$li w zbiorze E zadana Jest taka topologia,
ze:

a/ funkcja x.y jest ciagta w podprzestrzeni R przestrzeni ExXE /EXE
- iloczyn kartezjanski przestrzeni topologicznej E przez siebie/,
b/ funkcja X*1 Jest oiggta w przestrzeni E.

Niech w dalszym oiggu (£>°¢) bedzie grupoidem Ehresmanna. Rozwazmy

dowolne zbiory V,V,I>V2 zawarte w E. Przyjmijmy nastepujgce znane /hp.

r [13]/ oznaczenia:

av.zy V,.V2= {z:Vy Vjz«*.y)},

(1v.3) V'l — (lz: )g(tY (z =xhHVv,

Udowodnimy nastepujace
Twierdzenie 17. Grupoid Ehresmanna (£ ,») gdzie E jest przestrze-

nig topologiczng z bazg Z Jest grupoidem topologicznym wtedy i tylko
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wtedy, gdy speinione sa nastepujgce dwa warunki:
W-3. Dla kazdego otoczenia U elementu xy istniejg otoczenia Vi »\V2
elementéw odpowiednio x,y takie, ze
W-4. Dla kaZdeng oc(occzeHi‘a D elementu X'! istnieje otoczenie VX ele-
mentu x, takie ze:
V'c U,

Dowod.

Warunek W-4 jest w widoczny sposéb réwnowazny ciggtosci funkcji x!
Pozostaje wiec udowodni¢ réwnowazno$¢ warunku W-3 z warunkiem a/ defini-
cji 3. Ze wzgledu na spos6b zadania topologii w przestrzeni R, otocze-
niami w tej przestrzeni sg zbiory postaol:

(1V .4) u*= (Ux )R
gdzie U, , sa otoczeniami w przestrzeni R.

Ciggtos¢ funkcji x.y wprzestrzeni R oznacza / [i3] str.64/, U
dla zadanych, przemnazalnych elementéw xi >y, 6 E oraz dla zadanego o
toczenia U elementu xyj istnieje otoczenie U* pary (x*.y™) /prze-
strzeni R/ takie, ze jesli (x,y)eu~, to x.y £ uU. ze wzgle-
du na (1V.4) warunek powyzszy Jest w dalszym ciggu réwnowazny uastepu-
jacemu warunkowi:

Dla zadanych przemnazalnych elementéw Xl,yne E oraz zadanego oto-

czenia 0 elementu X, ey, istniejg otoczenia U, , elementéw odpo-
wiednio Xx, ,y, , takie, ze:
u,,u2cu.

W ten sposéb dowdd twierdzenia 17 zostat zakornczony.

Jes$li rozwazaé¢ grupe z zadang w niej topologig przez baze,to warun-
ki W-4, W-3 sg réwnowazne naste]lujacemu warunkowi /[13] str.94/:
W-5. Dla kazdego otoczenia U elementu x-y'* istniejg otoczenia Ui

elementéw odpowiednio x,y takie,ze

Cl,eU2c U.

W przypadku grupoidu Ehresmanna /Brandta/ z topologia przez baze i
nim zadang - w widoczny sposéb z warunkéw W-3, W-4 wynika warunek W-5.
Wynikanie odwrotne jednak nie zachodzi. Przekonuje nas o tym nastepujac;

Przykitad 2. Rozwazmy grupoid parowy RxR, gdzie R Jest zbiorei
liczb rzeczywistych. Za baze TL przyjmujemy rodzine zbioréw postaci:

U= {(*cyy) Bcy<b},

gdzie xc;a,b sg dowolnymi elementami ze zbioru R, takimi ze a < b
Jest bezposrednio widoczne, ze warunki W-l i W-2 sg speinione. Sprawdzi-
my, ze spetniony Jest takze warunek W-5. Wezmy w tym celu pod uwage do
wolne dwa elementy postaci (xeyc),(x,,ye) oraz rozwazmy element
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Mally oczyw iscie:

yYo)(x'n¥Ye) — (xoyYo)(Ye>xIn
Rozwazmy dowolne otoczenia U, elementéw odpowiednio (*0>*i) »(*0<Wb),
(n, r*)). Sa to wiec zbiory postaci:

U= {x0y):a,<y<h}, gdzie @, <X, <0,

U — a <y<k}, gdzie i, <y, <l,
w-= {(x,:y):ar < y< k‘Q] gdzie a2 < y, <hk2
Mamy stad:

021={Cy*xi): a2<y<b2}
i w konsekwencji

U ,< - {fx0)x,)}c:U.
SprawdziliSmy wiec, ze spetniony jest warunek W-5. Nie jest natomiast
spetniony warunek W-4, gdyz U2 nie jestzawarte w zadnym otoczeniu.

Rozwazmy dowolny grupoid topologiczny Brandta H. Niech 'e? bedzie
izomorfizmem /algebraicznym/ grupoidu H na grupoid postaci Ax AXC ,
Wprowadzimy w zbiorze AXxXAXS topologie tak, by funkcja (p byta tez
homeomorfizmem. Wystarczy w tym celu za baze w zbiorze AXAX 9 przyjaé
rodzine obrazéw elementéw bazy grupoidu H poprzez funkcje V5Jest oczy-
wiste /<P jest réznowartosciowa/, ze tak otrzymana rodzina zbioréw spet-
nia aksjomaty W-lI, W-2, a wiec mozna jg rzeczywisécie uwaza¢ za baze no-
wej przestrzeni. Ze wzgledu na to, ze izomorfizm "zachowuje dziatanie"jest
przy tym bezposrednio widoczne, ze nowa baza spetnia aksjornaty W-3, W-4.
Z tak wprowadzong topologig grupoid AXAXQ Jest wiec grupoidem to-
pologicznym. Funkcja <P jest wtedy izomorfizmem grupoidu topologicznego
H na grupoid topologiczny AXA X G, gdzie przez izomorfizm grupoidéw
topologicznych rozumiemy izomorfizm algebraiczny, ktéry jest homeomorflz-
mem.

Jest bezposrednio widoczne, ze w opisany spos6b mozna otrzymaé wszy-
stkie takie topologie w grupoidzie AX AXG , przy ktérych staje sie on
grupoidem topologicznym. Postepowanie powyzsze mozna przy tym odwrécic,
tzn. mozna w podobny sposéb indukowaé¢ topologie z grupoidu topologiczne-
go AXAX5 na grupoid H Jizomorficzny z grupoidem AX AX5/, tak
aby otrzymac¢ grupoid topologiczny.

Powyzsze rozwazania mozna stres$ci¢ w formie nastepujgcego

Twierdzenia 18. Kazdy grupoid topologiczny Brandta Jest izomorficz-
ny z pewnym grupoidem topologicznym postaci AX'AX5.

Zajmiemy sie teraz indukowaniem topologii z grupoidu AX ~xG na
grupe 5 i na zbiér A. Udowodnimy najpierw nastepujace
Twierdzenie 19. Niech rodzina Hi bedzie baza grupoidu topologicz-

nego A* Ax & ne dowolnie ustalonym elementem zbioru A. Wtedy
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rodzina TL* zbioréw postaci:

(1V.5) U '= {x:

gdzie U Jest dowolnym elementem bazy TL, jest bazg grupy 5 i gru-
pa 5 z ta bazg Jest grupa topologicznag.

Dowad.
Jest bezpos$rednio widoczne, ze rodzina ZL* pokrywa zbi6ér 5 oraz

spetnia aksjomaty W-i i W-2. Stanowi wiec ona baze przestrzeni S.
Pokazemy, ze spetniony jest aksjomat W-3. Rozwazmy w tym celu dowol-

ne otoczenie U* elementu x.y. Istnieje wtedy Ut Z takie,ze

(BO>r -»xy)EU i U* jest zwigzane z 0 poprzez zwigzek (IV.5). Mamy:

oD-c.y) = (Ac>«-.»xy) e U.
Stad wobec przyjetego zatozenia, ze AX AXS jest grupoidem topologi-
cznym /a wigc spetnia aksjomat W3/ wynika, ze istniejg otoczenia V,, V2
elementéw odpowiednio OtetMe*x) >(p-c >Mc >y) takie, ze V,» ¢ U, May

V}erﬁy:(m xX{ x&)(Mn(W x{ac}x9))c (V,n ({uc}xAx5» «(\2o(
K \2)n({p.Ix{"}x5 c &)e

Ze zwigzku tego wynika, ze V*-VfC U?
UdowodniliSmy w ten sposéb, ze speiniony jest warunek W-3.

Udowodnimy z kolei, ze spetniony Jest warunek VT-4. Rozwazmy w tym
celu dowolne otoczenie U* elementu X"1. Z okres$lenia zbioru V* wy-
nika, ze istnieje otoczenie 0 elementu (/A ,jxc, x~A takie,ze Ui V*

spetniajag zwiazek (IV.5). Mamy:

(u.,, ,X"1) = (uc uc>*) 1¢ U.
Istnieje zatem otoczenie V elementu 1) takie, ze
Vic U.

Stad otrzymujemy:

Vo ({acyx{pc}x9))t— V n{ac}x{muy}x9/C. U.

Oznacza to, ze (V*)*' C V* Ponadto oczywiscie xe V*

Spetniony wiec jest warunek W-4. ZakonczyliSmy w ten snos6b dowdd twier-
dzenia 19.

Topologie w grupie 5 wprowadzong przy pomocy topologii w grupoi-
dzie topologicznym Ax A xi* w sposéb opisany w twierdzeniu 19 na-
zywaé bedziemy topologig indukowang z grupoidu topologicznego AXx A/ 5
przez ustalenie dwoch pierwszych sktadowych /w przypadku twierdzenia 19
na tym samym elemencie Ac/.

Jak pokazemy pézniej, metoda opisang w twierdzeniu 19 NnDzZNAa réwniez

indukowa¢ topologie z grupoidu topologicznego dAxr+x» na zbiér A.
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0 takiej topologii méwi¢ bedziemy, ze Jest indukowana z topologii w gru-
poidzie topologicznym AX A X9 przez ustalenie odpowiednich dwéich skta-
dowych /np. drugiej i trzeciej/.

Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 20. Topologia w grupie ¢ indukowana z topologii wgru-
poldzie topologicznym A XxAXxG przez ustalenie dwoéch pierwszych skta-
dowych nie zalezy od wyboru tych skiadowych.

Dowdd. /

Niech rodzina 2L bedzie bazg grupoidu topologicznego A* AXx5.
Ustalmy dowolnie g e N oraz wybierzmy ustalony element (,u,,Y,)6 AXA.
Rozwazmy rodziny h zbioréw odpowiednio postaci:

U*= {x: <llo,lu>»x) elf),
(JY .6) U**= {x: </y,¥Y,x) é U},

gdzie w obu wypadkach U jest dowolnym elementem bazyf.

Jest widoczne, ze rodziny ZL >21** pokrywajg grupe 9 oraz spet-
niajag aksjomaty W-lI, W-2. Stanowig wiec bazy przestrzeni 9 . Wykazemy,
ze bazy te sa réwnowazne, a wiec w konsekwencji,ze odpowiednie topologie
sg identyczne. Wystarczy w tym celu udowodni¢ [/ [13] sti.60/,ze dla kaz-
dego otoczenia U*€ 2L* elementu X istnieje otoczenie U¥**e 7L2*
tegoz elementu takie, ze V ¢ li* oraz na odwro6t, ze dla dowolnego oto-
czenia 'U**€1[N** elementu x istnieje otoczenie Y*BTN*T elementu X
takie, ze V*C V*~*,

Rozwazmy wiec dowolne otoczenie U?* elementu x £ 9 . Wobec postaci I'*
(1v.5) istnieje otoczenie U£ZL elementu (ucub5xl takie, ze I/ i U*
spetniajg zwigzek (IV.5) .

Mamy:

(1v.7) (/lc,M4a.e)(p,,,V,,x)(v,,ac,e )= 0i0,> 3,x)€ tr.

Analogicznym rozumowaniem Jak w przypadku grupy topologicznej tatwo wy-
kaza¢ /w oparciu o warunek W-3/, ze w grupoidzie topologicznym dla dowol-

nego otoczenia V  elementu Xyz istniejag otoezetia t. V, elemen-
tow odpowiednio x,y,s takie, ze:

V W jC V,
gdzie "iloczyn" V,V2 V] nalezy rozumieé¢ jako naturalne uogdlnienie

"iloczynu" dwoéch czynnikéw (1V.2).
Ze zwigzku (1V.7) wobec powyzszej uwagi wynik3, ze istniejg takie otocze-
nia IL, ,Uz,U3 elementéw odpowiednio ( , e), (awv,,x) ? <y, ,>ic,f),
ze zachodzi:
tr Uz-1.3C U.
Korzystajagc z tego zwigzku mamy:
(ut,a,,e)-; UPi {h. }x{v}x5))‘(v,ac,e)c (L n ({ueyXAaS))B O p (Ax{UgX9"' =
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= (U U203)n ({A.}xU}Ix9)C Un ({acX{agx9).
Wynik» stad, ze Vf*C. U*. m Ponadto poniewaz (A, V4*)e V2 wiec X€W
Pierwsza cze$¢ dowodu zostata wiec zakoriczona.
Zupetnie analogicznie przeprowadza sie druga czes$é¢ dowodu.
Zajmiemy sie w dalszym ciggu indukowaniem topologii z grupoidu to-
pologicznego AXxAXCr na zbiér A. Udowodnimy w zwigzku z tym naste-

pujace
Twierdzenie 21. Wszystkie topologie indukowane z grupoidu topologi-
cznego A X AXxS na zbiér A poprzez ustalenie odpowiednich dwdich skia-

dowych sa identyczne.

Dowdd.

Wystarczy wykazaé, ze odpowiednie bazy s réwnowazne.Rozwazmy w tyu
celu trzy przypadki.
i. Ustalamy dowolnie na dwa sposoby ((Ye>Xc) » (v, ,X,)) druga i trzecia
sktadowa w grupoidzle topologicznym AxAXx 5- Niech 21 ,t** oznaczajg
rodziny zbioréw odpowiednio postaci:

(1v.7) u* — {a: <Ai,vc,x0)eU \ dla UcL ,
(1v.8) Oi,v,,x,)EU) da UelL ,

gdzie 21 Jest bazg grupoidu topologicznego Ax Ax O. lJest oczywiste,
ze zaréwno rodzina 21* jak i 22 * stanowia pokrycie zbioru A oraz
spetniaja aksjomaty W-lI, W-2. Mozna je wiec uwaza¢ za bazy przestrzeni A

Pokazemy, ze bazy te sa réwnowazne. Rozwazmy w tym celu dowolne o-
toczenie U* elementu Istnieje wtedy otoczenie U elementu (m-0,Yo, xQ)
spetniajace (IV.7). Mech x bedzie takim elementem grupy 5, ze:

X, X == XC.
Mamy wtedy:
G VX)LV L X)= Giee,X) .

Istniejg wiec na mocy W-3 takie otoczenia U, , U2 elementéw odpowiednio
(li*>V, .x,) *(V,, wc, x) 2 ze:

u-ucu
Stad otrzymujemy:
U (Ax{v,}x{x,})).(y2v0,5?)c(U,-Un(Ax{v,ix{xg)c (Ax{ve*x{xg).

Wynika stad, ze Uf*C U*. Ponadto poniewaz (/ic,V, x.)e U wiec wobec
(IV.8) mamy: uCE£U**.

Zupeinie analogicznie dowodzi sie, ze dla kazdego otoczenia *
elementu At istnieje takie otoczenie V* tego elementu, ze y~cy**
Bazy 22 ,21** sg wiec réwnowazne.

2. Ustalmy dowolnie na owa sposoby pierwsza i trzecig skitadowa w grupoi-

dzie topologicznym A n--x G. Analogicznym sposobem jak w pierwszy® przy-
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padku mozna wykazaé, ze indukowane w ten sposob topologie w zbiorze A
sg identyczne.

3. Eozwazmy dwie topologie indukowane w zbiorze A - jednag przez ustale-
nie /dowolne/ pierwszej i trzeciej skiadowej, drugg przez ustalenie dru-
giej i trzeciej skladowej w grupoidzie topologicznym AXxAx5. Pokazemy,
ze takie topologie sg identyczne.

Wobec udowodnionych przypadkéw 11 2 nie zmniejszymy ogélnosci za-
ktadajac, ze pierwsza ustalona skitadowa w przypadku pierwszej topologii
Jest rowna drugiej ustalonej sktadowej w przypadku drugiej topologii,na-
tomiast w obu wypadkach trzecia skiadowa Jest ustalona na elemencie neu-
tralnym e.

Oznaczmy podobnie jak poprzednio przez Z_*,Z.* *rodziny zbioréw od-
powiednio postaci:

(1v.9) U' = {v: (uc,v,e)€ U} dla Uelt.
(1v.10) Uu**={p; Oi,p.,,,e)eU} dla Uez,
gdzie Zj jest baza grupoidu topologicznego Wykazemy, ze ro-

dziny 2->*.Z.** traktowane jako bazy przestrzeni A sa réwnowazne.

Niech bowiem U* bedzie dowolnym otoczeniem elementu y0. Istnieje
wtedy UeZj takie, ze (gc,wW,e)€ U i 0 wraz z U* spetlniaja waru-
nek (I1V.9). Mamy zatem:

=
Wobec W-4 wynika stad istnienie takiego otoczenia LU, elementu (vw,pc,e),
ze zachodzi:
u;lc: u.
Stad otrzymujemy:
(Ln (Ax~rx-Je}))'1= U'n({pe}xAx{e})c Imn({aNxAx{e)).

Wynika stad, ze U**CL U*. Ponadto z faktu, ze (yc.ac,e)e U, iz (1V.10)
wynika, ze ‘e £ U**. Pierwsza cze$¢ dowodu réwnowaznosci baz ZL ,Zjtr
zostata w ten sposéb zakonczona. Dowdd drugiej czesci jest analogiczny.

Mozna oczywiscie réwniez indukowa¢ topologie z grupoidu topologicz-
nego AXAX& na zbiéor AXxA przez ustalenie trzeciej skiadowej. Jed-
nak tak wprowadzona topologia w zbiorze Ax A zalezy od wyboru ustalo-
nej trzeciej skitadowej. Eozwazmy bowiem nastepujacy

Przyktad 3. Niech A bedzie zbiorem liczb rzeczywistych,a C gru-
pa dwuelementowg ztozong z elementéw 0,1 z dziataniem dodawania modu-
lo 2. Eozwazmy grupoid A XA XxS- Oznaczmy przez 22 rodzine zbioréw
sktadajgcych sie ze zbioréw jednoelementowych postaci |(/u,v']1)} oraz ze
zbioréw postaci:

(Iv.il/ ud,b,c = {+*,v.0):ub6(a,b) i v=u- ej,
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gdzie (a,b) oznacza niezeroiry przedziat otwarty o koncach a,b, a c
Jest dowolng etatg rzeczywistag. Zbiory Ua,b,c mozna interpretowac Ja-
ko rzut réwnolegty do osi y, przedziatu otwartego niezerowego (a.b) na

osi u., na prosta v=,u.+c /rys.l/.

Jest bezposSrednio widoczne, ze rodzina Jl, spetnia aksjomaty bazy. Spraw-
dzimy, ze speinione sa aksjomaty W-3, W-4, a wiec, ze grupold A XA VS
z topologia przez baze ZL Jest grupoidem topologicznym. Wprost z okre-
$lenia bazy .21 wynika, ze speiniony jest aksjomat W-4.

Ola sprawdzenia, ze spetniony Jest aksjomat W-3 rozwazmy najpierw dwa ele-

menty postaci: 0), (v,,Vv,,0).
Mamy:
4. .V, ,0) m(yc,y,,0) = 0o0>V,,0).
Rozwazmy dowolne otoczenie “e.b.c /postaci IV .il / elementu (p.,,Y,, 0).
Mamy wtedy:
(1v.12) na€ (a.b)
i y, =>ic-tc , czyli (= V,-mc.
Potézmy: df
T la'b.Vo-4c’
2= T wscbevoiic, v.yo:
Z (1vV.11) i (IV.12) wynika bezpos$rednio, ze:

(JojV(,0)é U, - (v0lv,0)€mUj.
Wobec okres$lenia zbioréw U, , U, mamy ponadto:
I'lr—{(aV,0):f 6(ab)iv=a+wm-v,}=

= {(.U,v,C): il€ (a,b) i V= W.-rc} = Ifa biC.

SprawdziliSmy w ten sposéb, ze dla elementéw o trzeciej skiadowej zero
spetniony jest aksjomat W-3. Spetniony jest tez oczywiscie aksjomat W-3
dla elementéw postaci (ju-cvo,”), (vO,V,, 1) . Otoczeniami bowiem tych ele-
mentéw sg zbiory Jednoelementowe. Podobnie widoczne Jest, ze spetniony
jest aksjomat W-3 dla elementéw o réznych trzecich skiadowych. Rozwazmy
bowiem np. elementy postaci (ju., ve,1), (vO!v,,0). Wystarczy wtedy za U(;
wigé¢ dowolne otoczenie elementu (yc,Y,,0) . Wobec (1V.1].) otrzymujemy:
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Analogicznie dowodzi sie, ze speiniony jest aksjomat W-3 dla elementéw
postaci Q\Ib,v0,0), (S@,v.,»l).

UdowodniliSmy w ten sposéb ostateoznie, 22 baza X spetnia aksjo-
maty W-3, W-4, a wiec, ZEgrupold Ax A X5 z bazg X Jest grupoidem
topologicznym.

Jest przy tym bezposSrednio widoczne, Z-Eustalajqc trzecia skitadowag
w tym grupoidzie topologicznym raz na elemencie 0, a drugi raz na ele-
menole 1 otrzymamy dwie rézne topologie /odpowiednie bazy nie sa bowiem
réwnowazne/.

Prawdziwe jest Jednak nastepujace

Twierdzenie 22. Grupold parowy AXA z topologia indukowang z to-
pologii w grupoidzie topologicznym AXAXG przez wustalenie trzeciej
sktadowej na elemencie neutralnym grupy G jest grupoidem topologicznym.

Dowéd tego twierdzenia przeprowadza sie podobnie Jak dowdd twierdze-
nia 19.

Udowodnimy z kolei nastepujace

Twierdzenie 23. Je$li dany jest parowyAgrupoId topologiczny AXA i
grupa topologiczna &, to grupold AXAXO z topologia indukowang z
topologii w AxA i S na iloczyn kartezjanski (AXA)XG Jest grupoi-
dem topologicznym.

Dowdd.

Sprawdzimy najpierw, ze speiniony jest aksjomat W-3.

Bozwazmy w tym celu dwa dowolne elementy postaci:
(Aej Vo, X0) , (vO, V, ,XA.

Mamy oczywiscie:
(Mo> >X)(Vo,V,>X,) = (flo) ,X0X,),

Mosve) (o,

Nieoh U bedzie dowolnym otoczeniem elementu (}Xc, Ve, n,x,), Ze wzgledu
na rodzaj topologii w zbiorze AXAXS, U jest postaci:
(1V.13) U=VXxW,

gdzie V jest pewnym otoczeniem elementu (ja0,v,) a W Jest pewnym oO-
toczenlem elementu x0x.,.
Wobeo przyjetych zatozen istniejg takie otoczenia V,, V2 elementéw od-
powiednio (Me>Vv0) j(vO,v<) oraz takie otoczenia \V.,,W2 elementéw odpo-
wiednio x0 , X3, ze zachodzi:
(1v.14) V,*\2CV , W,Wc W
Potézmy:
(IV.15) L = V,xwW, , U2- V2x w2-
Z (1v.15), (1v.14) i (1V.13) otrzymujemy:

Uu,u2= (V,x W,).(V2x W) = (L V2)x (W,-\Ad)ce Vx W = 0.
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Dla sprawdzenia aksjomatu W-4 rozwazmy dowolny element VO, x0)'»
= (Vojnio.Xe) oraz dowolne jego otoczenie U=VXW , gdzie V jest
pewnym otoczeniem elementu (n0O,yc)"1= fvc,P-0)i a W Jest pewnym oto-
czeniem elementu XN Istnieje wtedy takie otoczenie elementu
Clo.Y») i takie otoczenie W, elementu X,, > ze zachodzi:

vi(cv , w;*Cc w.
Potézmy: U, =+« V4x W,.
Otrzymujemy stad: (A ,,\Wc,x0) e U,
Four= (Vixwld'<= v;¥ w;'c viw —u
Dowoéa twierdzenia 23 zostat w ten sposéb zakohczony.

W dalszym ciaggu udowodnimy jeszcze jedno twierdzenie dotyczace zwigz-
ku miedzy grupa topologiczna a grupoidem topologloznym. Bedzie to naste-
pujace

Twierdzenie 24. Je$li zadana jest dowolna topologia w zbiorze A,
oraz taka topologia w grupie 6, ze S Jest grupa topologlozng,to gru-
pold AXAXG z topologiag indukowang z topologii w A i w 9 na llo-
czyn kartezjanski AXAX5 jest grupoidem topologicznym.

Dowdéd.

Wykazemy najpierw, ze spetniony jest aksjomat W-3. Wezmy w tym celu
pod uwage dwa dowolne elementy postaci:

(>o»v0Xo) f (v, V,,x,) e AX AX S
Mamy: Ou,, V,,,x0) (vc, V~x,) = (p.0,V,,
Rozwazmy dowolne otoczenie elementu Xcx,). Otoczenie to musi byé
postaol UXV,XxW, gdzie U,V.,W sa otoczeniami odpowiednio elemen-
téw: /N, , v, ,x0x, /w odpowiednich przestrzeniaoh/.

Wobec zatozenia, ze G jest grupa topologiczng istniejag takie oto-

ozenig W, W2 elementow odpowiednio X0, x,, ze zachodzi:
W, W2c. w.
Niech V bedzie dowolnym otoczeniem elementu VO . Mamy wtedy:

fUXVXW) (VX 4xW2) = UxV4x(W, W j)c UXV ,xW.
Zaohodzl tez:
(jio, v,,, X0) £ UXVXWA . (w>V,*x4) N VXV, x W2e
UdowodniliSmy wieo, ze speiniony jest aksjomat W-3.
Dla sprawdzenia warunku ff-4 rozwazmy dowolny element (Ac,v,, X, ),

element do niego odwrotny (>,,\V0, x0)-1= (v0, p.c, ) oraz dowolne oto-
czenie elementu (VO, MO»x*}). Otoczenie to Jest postaci VxUxW,
gdzie V,U,W sg otoczeniami odpowiednio elementéw VvO,n.t ,x6t%.

Na podstawie przyjetego zatozenia istnieje takie otoczenie W, elemen-

tu *,, Ze w;'c w.
Mamy wtedy: (UxV x W,)~1= V XUx W, 1c VXUxXW.
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W potgczeniu z faktem, ze Oix,v0,xc)e Ox Vx W, oznacza to, ze speinio-
ny jest warunek W-4.
ZakonczyliSmy w ten spos6b dowdd twierdzenia 24.

V. 0 pewnych witasnos$ciach ciggtych rozwigzan réwnania translacji

na topologicznym grupoidzie Brandta spetniajacych warunek tozsamosci

Ze wzgledu na twierdzenie 11 /rozdz.H I/ i twierdzenie 18/rozdz.1V/
mozemy /nie ograniczajac ogo6lnoséci/ zawezié nasze rozwazania do grupol-
déw topologicznych postaci J1xAXx.5.

Udowodnimy najpierw nastepujace

Twierdzenie 26. Jes$li funkcja F(oc(/u,v,x) jest ciggtlym na zbiorze
rx(NxAx5) rozwigzaniem rdéwnania translacji na grupoidzie topologicznym
AXAXQ O wartoéciach z dowolnej przestrzeni topologicznej r, spet-
niajagcym warunek tozsamos$ci, to istnieje takie przedstawienie funkoji P
w postaci (lii.22), w ktorym funkcje: h(C,v), h >V) , H@C ,X) sa ciagte
odpowiednio na zbiorach TxA, TxA,x5 przy topologii w zbiorze A i
grupie S indukowanej z topologii wgrupoidzie topologicznym AXAXx9
przez ustalenie odpowiednich skiadowych /twierdzenie 21 1 twierdzenie 19/.

Dowdd.

Z twierdzenia 13 wynika, ze funkoje F speiniajgca réwnanie trans-
lacji i warunek tozsamo$oi na grupoidzie AyAX.S mozna przedstawi¢ w po-
sted:

(v.l) F(c,it,V,x) = h'YM[h(oe,v),x],>t) ,
gdzie /zgodnie z umowami (111.13) 1 (I11.27) wdrugiej czes$ci dowodu

twierdzenia 12/:
(v.2) h(»c,v) = P(oc,ji.,,v,e),
(vV.3) H(oc,x) — F(oc ,p-t ,X)

przy czym ™M jest dowolnie ustalonym elementem zbioru A.

Z faktu, ze F spetnia réwnanie translacji i warunek tozsamos$ci wynika
zwigzek:
p[ff<x:u,,v,e)v,>c,e] = F(oc,v, v,e) = oc.

Oznacza to, wobec (V.2), ze:

(v.4) h'Y"c,v)= P(oc,Y 4«.e).

Z ciagtosci funkcji F(oc,/i, \>x) wynika ciggto$¢ funkcji P(«, y-el
na zbiorze T X({K,}xAx{e}), jesli {80 xAx {e} traktowaé¢ Jako pod-

przestrzen przestrzeni AX AX S /[41 str.58/.
Ze wzgledu na sposéb zadania topologii w zbiorze A, oraz niezaleznos$¢
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tej topologii od wyboru ustalanych elementéw /tw .Zt/ wynika stad w dal-
szym ciggu wobec (V.2) ciggtos¢ funkcji h(ce,v). Zupetnie podobnie w opa*
ciu o zwiagzki (V.4) i (Y.3) dowodzi sie ciggtoséci funkcji HYoc,v) 1
funkcji  M(«»m*)e

Udowodnione twierdzenie 25 nie oznacza wcale, te ciggtos¢ funkcji
h(?c,v), h'4«>v) , M(oc ,x) Iprzy takim ich znaczeniu jak w tw.13/ Jest dla
ciggtosci funkcji F danej zwiagzkiem (I111.22') warunkiem koniecznym.llu-
struje to nastepujacy

Przyktad 4. Niech A bedzie przestrzeniag liczb rzeczywlstyoh =z
zwyktla topologiag, a S grupag topologicznag Jednoelementowg {i} . Wobec
twierdzenia 24 grupoid N1 XAx 9 1z topologiag indukowang z topologii w i
i w S na iloczyn kartezjaoskl 4x->4x S jest grupoidem topologicznym,
Jest przy tym bezpos$rednio widoczne, ze topologie w zbiorze A i grupie G
indukot ane z topologii w tak otrzymanym grupoidzle topologioznym  AxAxG
przez ustalenie odpowiednich sktadowych,pokrywajg sie z wyjsciowymi to-
pologiami w tych zbiorach.

Niech [ bedzie zbiorem liczb rzeczywistych. Za baze przestrzeni I
przyjmijmy rodzine ztozong z wszystkich niepustych przedziatéw otwartych
i z wszystkich zbioréw jednoelementowych utworzonych z liczb catkowitych.
Jest widoczne, ze rodzina ta spetnia rzeczywiscie aksjomaty bazy.

Potézmy:
h(<>v) =n ,
H(oC,1) — oC.
Mamy stad: = 2oc.
tatwo zauwazyé¢, ze funkcja h (6c,v) nie Jest ciggta, nie jest ona bo-

wiem ciggta np. w zadnym punkcie postaci (\ >v).
Rozwazmy teraz funkcje F postaci:

F(oc,>i.,v,i) = h<(H[h(oc,v),I] ,u)>
gdzie funkcje h(oc,v), h'foc.v),H(oC,x) majag poprzednio zdefiniowane zna-
czenie.
Mamy zatem:

FCcy.v .. = Z(t«:) = C.

Jest stad widoczne, ze tak okres$lona funkcja F jest ciggta na przestrze-
ni Mx(4-xAx&).

Pokazemy teraz, ze ciggtos$¢ funkcji h(cc,v),h («,v), H(oc,x) Iprzy
takim ich znaczeniu Jak w tw.13/ odpowiednio na zbiorach I'XA , 'x/Jl, I'x5
z dowolng topologia w zbiorze [ , a topologia w A i w 5 indukowa-
nag z topologii w grupoidzle topologioznym 4XAX& przez ustalenie od-
powiednich skiadowych nie Jest dla ciggtos$ci funkcji F zadanej zwigz-
kiem (111.22)/na zbiorze T'x”xAx6)/warunkiem wystarczajgcym.Rozwazmy w tym celu
nastepujacy
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Przyktad 5. Niech A bedzie zbiorem liczb rzeczywistych réznych od
zera, a S grupa jednoelementowg {o0}. Wgrupoldzle Ax Ax 9 wprowa-
dzimy topologie przyjmujac za otoczenia zawezenia zbioréw postaci CIV.il)
Iprzyktad 3/ do tego grupoidu. Analogicznym rozumowaniem Jak w przykta-
dzie 3 mozna wykazaé¢, ze grupoid AxAxQ z tak zadang topologiag Jest
grupoidem topologicznym. Jest bezposrednio widoczne, ze topologia indu-
kowana w zbiorze A iw grupie S z topologii w grupoldzle topologicz-
nym A XA X0 przez ustalenie odpowiednich skiadowych Jest dyskretna.

Niech I bedzie przestrzenig liczb rzeczywistych réznych od zera
z dyskretng topologig.

Pot6zmy:

(v.5) HfoCjO) = oc,

(V.6) h(oc,v) — V-OC.

Z (V.6) mamy / hfoc,v) Jest funkcjg zmiennej oc =z parametrem Y /:

(vV.7) h"V»c,v)= -$e«.
Ze wzgledu na to, ze A, 5 i I sag przestrzeniami dyskretnymi,lJest bez-
posrednio widoczne, ze funkcje H(°e*0)5 hfoc,v), h'l{oc,v) sa ciggte.
Rozwazmy funkcje F zadana zwigzkiem:
F(oc,,v,0) = h4H [ hfoc,v),0] ,>0).
Wobec (V.5), fv.6) i (V.7) mamy stad:
(vV.8) F(oc,>t,vV,0) = -p-oc .
Pokazemy, ze tak okres$lona funkcja F nie Jest ciggta na zbiorze

Frx(AnAx6). Wystarczy oczywiscie wykazaé w tym celu, ze funkcja ta nie
jest ciggta wzgledem drugiej zmiennej przebiegajgcej grupoid topologicz-

ny AX AxG. Ustalmy w tym celu dowolnie oce oraz ul,., vO tak aby
[0 ¥= V»,

Oznaczmy: Jbg= F (ocO0, fu.c,V,,0)).

Manmy wtedy:

(V o«) PO =

Wyznaczymy przeciwobraz zbioru { /25} poprzez funkcje F /przy usta-
lonym ocO/. Wobec (V.8) przeciwobraz ten Jest zbiorem postaci:

Z ={0u,V,0):£oco *= |rON}*
Z (V.9) mamy: ld%tb\.

Wynika stad wobec przyjetej topologii w grupoidzie topologicznym AXAXS,
ze zbi6ér Z nie jest suma otoczen, a wiec nie jest zbiorem otwartym.
Zbiér {POj jest natomiast otwarty, gdyz w [ topologia Jest dyskretna.

Prowadzi to do wniosku, ze funkcja F nie Jest ciggta.
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Dla dalszyoh rozwazali przyjmijmy nastepujaca

Definicje 14. Rozwazmy dowolny grupoid topologiczny AXAXS.
Niech rodzina Zj bedzie baza tego grupoldu topologicznego.Oznaczmy przez
Zj* baze przestrzeni AXA™*5 otrzymanag przez indukowanie topologii
Z grupoldu topologicznego A XA XS na zbiéor A 1 grupe S przez usta-
lenie odpowiednich skiadowych, a nastepnie indukowanie tak otrzymanych
topologii na iloczyn kartezjanski AXAXS. Topologie tego typu nazywaé
bedziemy podwdjnie Indukowana. Grupoid topologiczny AXAXQ nazywaé be-
dziemy poétkartezjatisklm. jes$li do kazdego otoczenia UeZ. elementu
istnieje takie otoczenie U*e Zi* tego elementu, ze zachodzi:

Jc U
Jes$li ponadto zachodzi warunek odwrotny /czyli w konsekwencji bazy Z.,L*
sg réwnowazne/ to grupoid topologiczny AXAXS nazwiemy kartezjanskim.

Bedziemy tez moéwié w tych przypadkach,ze grupoid topologiczny AxAxG
ma topologie pétkartezjanska /kartezjanska/.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 26. Je$li grupoid topologiozny Ax Ax& jest potkartez-
janski i funkcje: h(oc,v), , V), Mf«:,x) /okreSlone w tw.13/ sg ciag-
te przy topologii w zbiorze A i grupie S indukowanej z topologii w
grupoidzie topologicznym AXAXO przez ustalenie odpowiednich sktado-
wych / I jest dowolng przestrzenia topologiczna/, to funkcja F zadana
zwiazkiem (111.22) na zbiorze [X(AXAXS) jest ciggta przy wyjsciowej
topologii w grupoidzie AXAXS.

Dowdd.

Ze wzgledu na rodzaj przyjetej topologii w zbiorze A i grupie G
jest bezposrednio widoczne, ze z ciggtos$ci funkcji h(oc,Vv), h'Y«v>)* H(oc,X)
wynika ciggto$é funkcji F, jesli w grupoidzie AXAXS przyjgé topolo-
gie podwdjnie indukowang. Wynika stad, Ze do kazdego otoczenia V ele-
mentu A, = F(°cO,(,u0, y0, x0>) istnieje takie otoczenie V,* U* gdzie
jest pewnym otoczeniem elementu oc,, a U* jest otoczeniem /przy topo-
logii podwdjnie indukowanej/ elementu (>u,, VO»X0), ze zachodzi:

F(V«xir*)c V.

Poniewaz grupoid AxXxA xS jest poOtkartezjanski, wiec do otoczenia U*
mozna dobra¢ takie otoczenie D elementu (ix, v,, X0) /przy wyjSciowej
topologii/, ze UC U?
Stad i z poprzedniego zawierania otrzymujemy:

F(V, xU) C F(V,x U*) C V.
Otrzymany zwigzek prowadzi do wniosku, ze funkcja F jest ~ciagta przy
wyjsoiowej topologii w grupoidzie AXAXS.
Wszystkie poczynione w twierdzeniu 26 zatozenia topologiczne sg lIstotne,
a wiec w konsekwencji i wzajemnie niezalezne.
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Istotnos$ci zatozenia, ze grupoid topologiczny AXAXS jest pot-
kartezjanski dowodzi przyktad 5.

Dla wykazania, ze ciggto$s¢ funkcji h(oc,v) jest w twierdzeniu 26
zatozeniem istotnym, rozwazmy nastepujacy

Przyktad 6. Niech A hedzie przestrzenig liczb naturalnych 2z dys-
kretng topologia, 9 grupg topologiczng jednoelementowa {i}, a [ prze-
strzenig liczb rzeczywistych z taka topologig Jak w przyktadzie 4.

Rozwazny grupoid topologiczny Ax AxG 1z topologiag indukowang z to-
pologii w A i w na iloczyn kartezjanski AXAXQ, Jest widoczne, ze
grupoid ten jest poétkartezjanski /nawet kartezjanski/. Topologia induko-
wana z tego grupoidu topologicznego na zbiér A 1 grupe 9 przez usta-
lenie odpowiednich skiadowych pokrywa sie oczywiscie z wyjsciowag topolo-
gig w tych zbiorach.
Pot6zmy: hfoc,v) = v-oc = oc.

Mamy stad: hJ(«,v) = -A-oc.

tatwo sprawdzié, ze funkcje t-ICoc,-!) , h~4°0>v) sg ciggte. Nie jest nato-
miast ciggta funkcja h(oc,v) /np. w punkcie (]j,2)/. Nie Jest tez ciag-
gta funkcja:
F(oc,(>,V,1)) = K4H[h(oc,v)?I]>A) =
Dla pokazania, ze ciggtos$¢ funkcji h"Y<*»V) Jest w rozwazanym twierdze-
niu Istotna wystarczy tylko nieco zmodyfikowa¢ przyktad 6 ktadac:
h(oc ,v) — A-oc.

Pokazemy jeszcze, ze ciggto$¢é funkcji H(oc,x) jest w twierdzeniu 26 za-
tozeniem istotnym. Wezmy w tym celu pod uwage dowolne nieciggte rozwig-
zanie H(oc,x) réwnania translacji na zbiorze TI'* A /T  -pewna przes-
trzen topologiczna, S- grupa topologiczna/ speiniajace warunek tozsamos$-

ci. Przyktady takich rozwigzan zawarte sa w nocie [IO] . Rozwazmy ponad-
to jednoelementowa przestrzen topologicznag {a} i grupoid topologiczny
{a}x{a}xS /z topologig indukowang z {a} i z 5/.

Pot6zmy: h(oc,a) — oc.

Stad otrzymujemy:
tT(oe,a) = oc.
Jest widoczne, ze funkcje \)(cc,a.) , HYoc,a) sa ciggte. Nie Jest natomiast
ciggta funkcja:
F(cc, (a ,«t, X)) i h (Ufh(<x-,a),xj ,a) =

W oparciu o twierdzenie 26 udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 27. Jes$li AXAXS jest grupoidem topologicznym pé#t-
kartezjanskim. P jest dowolng przestrzeniag topologiczng,a F(ac, (p.,V,X))

jest takim rozwigzaniem réwnania translacji na zbiorze T*(AxAx5) , ze
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spetniony Jest warunek, tozsamos$ci i przy pewnym jxc z A funkcje:
F(oo, (uc,v,e)) , F(o, (v , F(oc, 6uc,u..,x))

sg ciggte odpowiednio na podprzestrzeniach: [ x ({ii-e¥x A w{e}),

rx (Ax {Mc} x {e}) , I'x ({mv} x{m/1 x5 ) przestrzeni Tx(AXAX5,

to funkcja F(oc,(u.,V,x)) jest ciagta na Tx(AXAXx9).

Dowdéd.
Vobeo przyjetych zatozen jest widoczne, ze funkcje h(oc,v)»b (oc,v),
n (@(,x) okreslone zwigzkami (V.2j-(V.4),przy topologii w zbiorze A

i grupie 9 indukowanej z topologii w grupoidzie topologicznym Ax A XG
Iprzez ustalenie odpowiednich sktadowych/ sa ciggte. Speinione sg wiec
zatozenia twierdzenia 26, a to konczy dowdd.

Podobnie jak w twierdzeniu 26 wszystkie przyjete w twierdzeniu 27
zatozenia topologiczne sa istotne, a wiec i wzajemnie niezalezne.Dowodza
tego przykitady uzasadniajgce istotno$¢ zatozen topologicznych w twier-
dzeniu 26.

Rozwazania dotyczace ciggtych rozwigzan réwnania translacji na gru-
poidzie topologicznym AXAXS mozna poszerzyé o znane Juz pewne wyniki
dotyczace ciggtych rozwigzan réwnania translacji na grupie topologicznej.

Wiadomo Jest /np. z [9]/( ze jes$li I oznacza dowolny zbiér, a G
dowolng grupe, to kazde rozwigzanie F réwnania translacji na zbiorze

xS spetniajgce warunek tranzytywnosci:

(V.10) N V  (F(oc,x) =/>)
oC,jbeF xse
mozna przedstawi¢ w postaci:
(V.1i) F(<**) — V'Yx Y(oc)) , gdzie
(V.12) Y Coc)= |xeG : F(oc,,x)* oc}.

/OC, Jest dowolnie ustalonym elementem z I/,
Funkcja Yf°c) okreslona zwigzkiem (V.i2) przeksztatca wzajemnie jedno-
znacznie zblér T na zbiér warstw lewostronnych grupy 5 wzgledem pew-
nej jej podgrupy S*
Z [9] wiadomo réwniez, ze kazda funkcja F postaci:

(V.13) F foc,*) £ &~'(xg(ou)) dla OC6 I, xt S,

gdzie g jest dowolng funkcja przeksztatcajacag wzajemnie jednoznacznie
zbiér I na zbiér warstw lewostronnych grupy Q wzgledem pewnej jej
podgrupy S*, spetnia réwnanie translacji i warunek tranzytywnosci(V.10).

S. Pontriagin pokazat / [13] str.239/,ze przy naturalnej topologii
w zbiorze warstw,z ciggtosci funkcji F(°C,X) spetniajacej roéwnanie trans-

lacji i warunek tranzytywnos$ci wynika ciggto$¢ funkcji Y Cox). Z ciggtosci

funkcji F /spetniajacej rownanie translacji i warunek tranzytywnosci/
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nie wynika natomiast /nawet przy pewnych dodatkowych zatozeniach topolo-
gicznych - [to]/ ~ciggto$¢ funkcji 44°c) okre$Slonej zwigzkiem (V.12)/zob.
np. [3] str.29, 48/. Ciggtosci funkcjiydotyczy udowodnione w [li] naste-
pujace

Twierdzenie 28. Jes$li I jest przestrzenig Hausdorffa lokalnie dwu-
zwartg przynajmniej w jednym punkcie, G grupa topologiczng potdwuzwar-
ta /sumag przeliczalnej ilo$ci zbioréw dwuzwartych/ a funkcja F okre-
§lona na I'x& spetnia réownanie translacji i warunek tranzytywnoSei
oraz dwa nastepujgce warunki:

al/ istnieje takie o0ocO0Oz ', ze funkcja F(«c»*) jest ciggta wzgle-
dem x w kazdym punkcie przestrzeni S,

b/ dla kazdego x z G funkcja Ffoc,*) jest ciggta wzgledem cC
na I,
to funkcja 4YToo) okreélona zwigzkiem (V.12) Jest ciggta /oczywiscie przy
naturalnej topologii w zbiorze odpowiednioh warstw/.

Jest bezposrednio widoczne, ze jes$li w zbiorze warstw lewostronnych
grupy S wzgledem podgrupy S* przyja¢ topologie naturalng, to z ciag-
tos$ci funkcji g(°c) i g"Y°c) wynika ciggtos¢ funkcji F okreSlonej
zwigzkiem (V.13).

Z przytoczonych tu wynikéw dotyczgacych ciggtych rozwigzan rdéwnania
translacji na grupie i z podanych przez nas twierdzen dotyczgcych cigg-
tych rozwigzan réwnania translacji na grupoidzie postaoi A X AXx G
/twierdzenie 25, 26 i przyktad 5/ widaé¢, ze w tych dwédch przypadkach sy-
tuacje przedstawiajg sie w pewnym sensie odwrotnie. W przypadku grupy z
ciggtosci funkcji F spetniajgcej rownanie translacji i warunek tranzy-
tywnos$ci nie wynika oiggtos¢ funkcji V(oc) okres$lonej zwigzkiem fV.12),
a z ciggtoséci funkcji £(oc) i g~f«) wynika ciggtos¢ funkcji F okreslo-
nej zwigzkiem (V.13). Natomiast w przypadku grupoidu Ax AX& z o0iagQ-
tosol funkcji F spetniajgcej réwnanie translacji i warunek tozsamos$ci wy-
nika oiggto$é stosownie okreslonych funkcji h(oc,v) , b"\oc,v), L{oc ,x) wy-
stepujacych w og6lnym rozwiagzaniu, nie zachodzi za$ wynikanie odwrotne.

Zaznaczmy na zakonczenie, ze podane przez nas pewne wyniki dotycza-
ce ciggtych rozwigzan réwnania translacji na grupoidzie topologicznym po-
staci AX AXG mozna byto tak prosto uzyskaé¢ gtéwnie dzieki temu, ze
rozwazaliSmy tylko rozwigzania spetniajagce warunek tozsamos$ci. Istotny
zwtaszcza dla prowadzonych poprzednio rozwazan byt fakt, ze przy zatoze-
niu spetniania przez rozwigzanie réwnania translacji warunku tozsamosci,
wystepujace w rozwigzaniu zbiory Ty pokrywaja sie ze zbiorem . Wprzy-
padku gdy od rozwigzania nie zadamy spetniania warunku tozsamos$ci,wyste-
pujace w rozwigzaniu funkcje h(oc,V) »h1oe, v) majg odpowiednio - pierw-
sza za dziedzine, a druga za przecfiwdziedzine,zmieniajgcy sie zbidr ty -
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Dlatego tez wydaje sie, ze uzyskanie w tym przypadku analogicznych do po-
danych przez nas wynikéw, a zwtaszcza uzyskanie twierdzenia odpowiadaja-
cego twierdzeniu 26 napotka na znaczne trudnosci.

W szczegdélnosci - prawdopodobnie konieczne bedzie natozenie pewnych

warunkéw topologicznych na zbiory
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Summary

Structure of tbe general solution of translation equation on Ehresmaims

groupold and Invariant decompositions of this groupoid

We prove In this paper that every invariant decomposition of Brandts
groig>oid of the form AXAXS may be constructed as follows:

1. Let A= U A*
OCCoC
be an arbitrary decomposition of A/ being disjoint and non-empty
sets/.
2. For every o from L a subgroup of 5 and a function

Mv): A*-» S
are admited arbitrarily.
3. Let s
CAN)OE.a { f>*v*x): VE74;- N XE a™~c W ) '
where >+ 6 A, oce”C, af S.
The family built of all different is a decomposition of i4*Ax&.
4. Let { Hs}seS be an over - decomposition of one constructed in 3,
which holds the condition:
if r Cny,ocl}a2C Hs , than On., ,oc,,a, = Qu,, ,ocr, &-
The family of sets {Hs}sfeg is the desired invariant decomposition.
The author continues proving that general solution of the equation:
(1) F[F(oc,x),y] = F(oc,yx) , «6 I ; x.yeW,
where H is a groupoid of the form AX AX s has the following form:
F(oc,(ju,V,x)) = hAH(h(~(oc,v),v),x),>)

for ocel,~,V6 A ,Xe.9,

where
1. <p is an arbitrary function transforming T XxA into I, which satisltes
two condition:

al = A~PCoc,Vv) for oce o ,ve A,

b/ sets of the form = ¥ (rix{v}) have the same power,
2. h(oc,v) is an arbitrary one-to-one function transforming Iy into Fu»
where ii,, is a constant element of A,

3. H(oc,x) is an arbitrary function defined on TI”“ox& which holds equa-
tion (1) and so that
H(0C,1) =oc
With regard to the fact that every Brandt's grupoid is isomorphic
with some groupoid of the form AX AX 9 , those results are easily trans-
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fered for any Brandt's groupoid H. For example, to obtain general eo-
lation of Cl) on a Brandt's groupoid H, it is enough choose arbitrarily
an isomorphism f of H onto a groupoid of the form AXAX5 and to
put

p(cc,x) = Ffoe,f(x)), for ocel , xeH,
where f is the general solution of (1) on the groupoid AXAXS.

Considering the fact that every Ehresmann's groupoid is composed of
disjoint Brandt's groupoids, the form of invariant decompositions of this
groupoid and the general solution of fi) on this groupoid can be found
easily.

In the next part of the paper topological Ehresmann s groupoid is
defined and some connections among topological groupoid Ay Ax 5 and to-
pological group 6 are established. The result of this part and the ge-
neral solution of (i) are used for proving some neoessary conditions and
some sufficient conditions . that the solution of (i) on Brandt s to-
pological groupoid,satisfying the idendity condition, be continuous.

Fe swune
MOCTPOEHVE OBLUEIO PXXEHWA YPABHEHUA CABUTA HA TPYMMOWAE 3PECMAHA
N VHBAPVAHTHBIE PACMPELENIEHNA 3TOrO rPYMOVOA

B aTeli pa6oTe pAoKasbiBaem, 4Te BCSIKOe WHBapuaHTHOe pacnpegefnieHune rpyn-
nonga BpaHgata Buga AXAX9 nogyuaem cnegywaw o6pasom:
1. TMpUHMMaeM MPOW3BOMLHOE pasnoXKeHne MHoxecTBa A xa HenepecekarloLlixecs He-

nycTble MHOXOCTBa

A= U Ak
oceX.
2. Ana nmo6oro oceiS nogbupaem NpPoOU3BOJSIbHYK MoArpynny rpynnel 5, 3aTtem

onpegensieM NpPoOnM3BOJIbHbIM 06pa3oM (YHKLMIO:
b*<v) : Ask-*9.
3. CTpOMM cemMelicTBO MHOXECTB Buaa:

cu)otjit = {(p.,y,x): VE Aoc N X£

rope Mme 4 ,oceU ,aeS.

CemelcTBO Mnoc/sie OTOXAECTBAEHUS WAEHTUYHbIX MHOXECTB SABJ/IAeTCA pacrnpegeneHnem
MHexecTBa AX AX 9
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4. TNpuruwaen nagpacnpegedenne {HsVSES pacnpegenenuns {  >w>a}Takee, 4To

M CMn>ocnlal ) (™ ,0c2,a2 cnepyer Cu,oc,,a, — Qu,, ,.2n
Ceweiictee {HsS}ses apnaercsa Tpebyeush WHBApUHAHTHHN pacnpegenchuen.
[anee pokasssaew, 4rto obuee peuenne ypasHewns (1) F[F(ac.,x),y]» F(«,,x),

«efl, x,yed econ Il eCTb rpynnengen suga AX AX 9 , npuHumaet Buj

F(oc,(>ty, *)) = H4H(h(<Pfoc,v),v)x),>0, ocel,/g.,yell,xe Q,

rge
1. ABNAETCA NPOU3BOALHON GyHKyued, oTobpaxawuedr whoxecTBo X1 B WHOKECT-
B0 [, BunonHARUeEH cregynumne ycnosus:

al [(?(«,Vv),v] = <P(oc,v) , ocel, veA-,

6/ wrwoxectsa suga C“ ~(Ix {v}) FBAAATCA PABHBNBUNHN» ,

2. b(oc,Vv) aBnaercsd Npou3BOAbHON GyHKkuuedr / v cuyuTaew napauwetpom/, HHbeK-
THBHO OToGpakawued muoxecTsBo [y  Ha WHoxecTBO [UC , TAe MU - NpOU3BONb-
HO OWKCHPOBAHHHIE 3NENEHT MHOXeCTBa A

3. H(«,X) ABNAETCA NpoM3BOALHON GyHKUMed, onpegencHnodi Ha HHokecTBo FQXGC,
yaosnetsopAnyeid ypasHewun (1) M BunoNHANLEHd ycnopue

H(oc,1)= 0C.

W3-3a Toro, uto nwboid rpynnowg bpawaTa - WIOHOPOUYKHN HEKOTOPOMY TPYynnomgy
BUAA AKAX O , NONYYeHHHe pe3ynbTaTs MEPeHOCHTCA Ha chyvall  MpOU3BOALHOTO
rpynnonga bpawgTa. UTak, Hanpawep, AAA oNpegencHus ofUEro peueHus ypagHe -

Wks (1) Ha NpoW3BONbLHON rpynnoufe bpawgTa M fOCTATOYHO NOCTPOATL NuGOI
womopguan f rpynnonga Ha Tpynnoup BHAa AXAXS X MONOKUT:

Foc,x) = F(°c,E(x)) , ocel ,xeH,

roe  F - obuee peuerue ypasHeHus (\) Ha rpynnouge Ax Ax 9.
Yuntuead dakT, u4To BCAKMA rpynnoug Epecwana ABAAETCA CYMMON Hemepecekas-
Luxcs rpynnoupos bpawgTa, OnNpefenseTCs BUL WHBApAAHTHHX pacnpefenennii a-
TOrO rpynnouga a Takne obuee peueHue ypasHewns (1) Wa 3ToN rpynnonge.
Cnefynuan vactb paboTy nocBALEHa ONPEAENEHUD TONOAOTHYECKOro rpyn-
NoWZa Jpecmana W yKa3awun HeKoTOPHX CBA3Ed WEKAY TONONOTMYECKUN rpynnou-
Low w Tononornyeckoir rpynnod 5 . Mcnonb3ys pesynbTaTH 3T0H vacTu pa-
6oTe m obuee peweHue ypasHeHus (4), LOKa3HBANTCA HeKOTOpPHE HEOoOX0ANbHO
YyCNOBUA W HEKOTOPHE AOCTATOUYWNE YCNOBHA AAA TOro, 4TO6u peLeHue ypasHe -
Hig (4), ncnonkanlee ycnoBUe WAEHTHYHOCTH HA TOMONOTHYECKON rpynnouge
bpakgTa, ABNANOCH HENpEPHBHHN.



