
R O C Z N I K  N A U K O W O - D Y D A K T Y C Z N Y  WSP W KRAKOWI E

Zeszył 41 Prace matematyczne VI Rok 1970

Erwin Turdza

PEWNE UWAGI 0 STABILNOŚCI RÓWNANIA 
FUNKCYJNEGO <p[t fx)) = g ( x ) ^ ( l ) +  F fx )

W p ra cy  rozw ażać będziem y s t a b i ln o ś ć  rów nania lin io w e g o  jedn orodn e­

go

fi) P (fM ) =  g « W 0
oraz n ie je d n o ro d n e g o
(2 ) tp(f(*)) =  gW)Y(x) +  F(*> ,

g d z ie  f(x ) , g ( « )  , F (x )  s ą  fu n k cja m i danymi а <Р(х) j e s t  fu n k c ją  n ie ­

wiadomą. Problem  s t a b i l n o ś c i  równań fu n k cy jn y ch  po raz p ierw szy  b y ł ro z ­

ważany p rze z  D .H . H yersa  [2 ]  d la  rów nania C o u ch y 'e g o

(3) 4>(х+у) =  <?(*)+. <?(y).
D .H . H yers nazywa rów nanie (3) s ta b iln y m  w z b io r z e  E /p a t r z  [ 2 ] /  J e ś l i  

i s t n i e j e  s t a ł a  K y  O ta k a , że d la  k a ż d e j l ic z b y  S >  0 i  każdego ro z ­

w ią z a n ia  ЧЛх) n ie ró w n o ści

(4 ) | V f x 4 - y ) - ^ ' ( x ) - V f y ) K  ь d\a. x é E
i s t n i e j e  ro z w ią za n ie  <P(*) rów nania (3 ) t a k i e ,  że

(5 ) I УЧ*) -  <Лх)| <  K ê  d la  x  e  E .
Problem  s t a b i l n o ś c i  równań je d n e j zm iennej z o s t a ł  p ostaw ion y w p racy  [ l j  

d la  rów nania ( 2 ) .  D a ls z e  w y n ik i d o ty c z ą c e  s t a b i ln o ś c i  równań jednej zmien­

n e j b y ły  p rze d sta w io n e  w p ra ca ch  T4] ( d l a  rów nania (2)) i  [5] ( d la  równa­

n ia  n ie l in io w e g o ) .

D e f in i c j a  1 . Równanie f 2) nazywamy s ta b iln y m  w p r z e d z ia le  I  w zg lę ­

dem k la s y  C ( l )  w s z y s tk ic h  f u n k c j i  c ią g ły c h  na I ,  J e ś l i  i s t n i e j e  s t a ł a  

К >  O ta k a , że d la  dow olnej l i c z b y  6 >  0 i  dowolnego c ią g łe g o  rozwią­

z a n ia  V 6 0  n ie ró w n o ści

(6 )  | y (f (x )) -g O )V W X ) -F f .> 0 l  <  £ d la  U l
i s t n i e j e  c i ą g ł e  ro z w ią za n ie  <f*fx) rów nania (2 )  o k re ś lo n e  na p r z e d z ia le  

I  t a k i e , że
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(7) ! V|/(x) —  V f * ) 14  Ke  dla X e  i .
Równanie (1) / a  w ięc 1 rów nanie ( 2 ) / ,  ja k  to  p o k a z a ł D . Brydak w [ l ] ,  

n ie  zawsze J e s t  s ta b i ln e  w s e n s ie  pow yższej d e f i n i c j i  /p a t r z  [ i ] / . W  pra­

cach  [ i ]  i  [4] rozw ażana b y ła  s t a b i ln o ś ć  rów nania lin io w e g o  w edług na­

s tę p u ją c e j in n e j d e f i n i c j i  [ l ]  :

D e f in ic ja  2 . Równanie (2 ) nazywamy sta b iln y m  w p r z e d z ia le  I  w zglę­

dem k la s y  C ( i )  w s z y s tk ic h  f u n k c j i  c ią g ły c h  na I ,  j e ś l i  i s t n i e j e  s ta ła  

K) >0 ta k a , że d la  dow olnej l i c z b y  £ >  O i  dow olnego c ią g łe g o  rozw ią­

za n ia  Vfx) n ie ró w n o ści

(8 ) k f f % ) ) - G J x m x ) - 6 n( x ) Z к к е  d l a  n = 1 , 2 , . . . ,  x 6  I ,

g d z ie

( 9 ) Gn(*> =  T T g (fW  n = 1 , 2 , . . . ,
i/o

i s t n i e j e  o ią g łe  ro zw ią za n ie  Vf x)  rów nania (2 )  o k r e ś lo n e  na p r z e d z ia le  

I t a k ie ,  że

f i o )  14 W  —  Ke  d la  x  e  i .

Zarówno i lo ś ć  rozw iązań  ja k  i  s t a b i ln o ś ć  równań lin io w y c h  z a le ż y  od za­

chowania s ię  c ią g u  G„(x) ( [3] s t r .4 8  i  5 2 ) .

W pracach  [ i ]  1 [ 4 ] udowodniono s t a b i ln o ś ć  rów nania lin io w e g o  w se n sie  

d e f i n i c j i  2 w pewnych p rzyp ad kach . W t e j  p ra cy  w § 1 uzupełnim y w yniki 

podane w [ i ]  i  [ 4 ] ,  g d z ie  n ie  b y ł  rozpatryw an y p rzy p a d e k ,g d y  lim G 0(x)=°o. 

Z asad n icze  w yn iki p ra c y  podane są  w § 2 , g d z ie  udowodnimy pewne twierdze­

n ia  o s t a b i ln o ś c i  rów nania ( 2 )  w s e n s ie  d e f i n i c j i  i .

§ i .  W dalszym  c ią g u  będziem y s t a l e  przyjm ow ać n a s tę p u ją c e  z a ło ż e ­

n ia :

[Z , )  Fu n kcja  g(x) j e s t  c i ą g ł a  w p r z e d z ia le  I  o ra z  §,(*) Ф  0  d la  x £ I .  

( Z 2 ) Fu n kcja  f ( x )  j e s t  s i l n i e  r o sn ą c a  i  c i ą g ł a  w p r z e d z ia le  I  i  ponad­

to  i s t n i e j e  punkt f  e  I  t a k i ,  że

( t <x) — x)(fy — x) >  0 d la  x e i ,  x  /  tę oraz

(fO) —f )(? — x) < 0  d la  x é I ,  x  / f  .
(SSj) Fu n kcja  F 60 j e s t  c i ą g ł a  w p r z e d z ia le  I .

U w aea_l. Z ( Z 2) w ynika / [ 3 ]  s t r . 2 i / ,  że ^  j e s t  punktem sta łym  funk­

c j i  f ( x )  w I  o r a z , że f ( I ) C l .

Uwaga_2. J e ś l i  ^ j e s t  punktem wewnętrznym p r z e d z ia łu  I  wówczas z a k ła ­

damy, że I  J e s t  p rze d z ia łe m  otw artym . J e ś l i  f  j e s t  końcem p r z e d z ia łu  I 

wówczas zakładam y, że I  j e s t  Je d n o s tr o n n ie  o tw a r ty .
bw aga_3. P r z e d z ia ł  I  może być n ie sk o ń c z o n y . W yniki p rze d sta w io n e  w te j 

pracy p o zo stan ą  s łu sz n e  tak że  w ted y , gdy £  =  w tedy zad an ie  c ią g ło ś­

c i  rozw ią za n ia  w pu n kcie  f- z astęp u jem y  żądaniem i s t n i e n i a  skończonej
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g r a n ic y  lim  «РСх). W przypadku gdy zam ia st p r z e d z ia łuX~?°o
( ( ^ —tf, ^ ) )  /p a t r z  [3 ]  s t r . 4 7 /  rozp atru jem y  p r z e d z ia ł  ( ~ o ° \  A )  

((j 4 , + ° ° ) )  ja k o  o to c z e n ie  punktu f .

W dalszym  c ią g u  będziem y z a k ła d a ć , że I  —■ [ ^ ,b ) .  W tym przypadku 

z (X2) w ynika, że

( i i )  f ( x ) < *  d la  i e i ,

W przypadku gdy % j e s t  prawym końcem p r z e d z ia łu  I  zam iast n ierów n ości

(1 1 )  otrzym ujem y n ierów ność f ( x ) > x  d la  x f c l ,  x  =?S= f  i  w yn iki uzyska­

ne w p ra c y  p o z o s ta n ą  ta k ż e  praw dziw e. W przypadku gdy §  j e s t  punktem 

wewnętrznym p r z e d z ia łu  I  = ( a ,b )  w y n ik i p ra c y  będą s i ę  od n o siły  do p r z e ­

d z ia łó w  ( a , £ ]  i  [ f  , b ) .  Łącząc otrzym ane d la  ty ch  dwu p rze d zia łó w  wy­

n i k i  możemy u zy sk a ć  pewne tw ie r d z e n ia  d la  c a łe g o  p r z e d z ia łu  ( a , b ) .

Podamy te r a z  tw ie r d z e n ie , k tó r e  d o ty c z y  s t a b i ln o ś c i  w edług d e f i n i ­

c j i  2 rów nania lin io w e g o  w p rzyp ad ku , k tó r y  n ie  b y ł  rozważany w [ i ]  i [4]. 

T w ierd zen ie  1 . J e ś l i  s p e łn io n e  s ą  z a ło ż e n ia  (SC,) , ( %z) > ( X }) oraz

(1 2 ) l $ ( f ) l > l

wówczas rów nanie ( 2 )  j e s t  s t a b i ln e  w s e n s ie  d e f i n i c j i  2 .

Dowód.

N ie c h  fu n k c ja  c i ą g ł a  V ( x )  b ę d z ie  rozw iązaniem  n ieró w n o ści (8) przy 

pewnym e >  0 .  Otrzym ujem y s tą d

(13) I c  /xj T (x) g. (x) ^  ig (x)| d la  n = 1 , 2 , . . .  , x £  I .
u i r '  i / p  i -м  1 n ‘

Z (1 2 )  w ynika / [ з ]  s t r . 5 3 / ,  że lim lG nM| =  o o  d la  x { I .  Z c i ą g ł o ś c in-*oo ^
f u n k c j i  V f x )  w I  o ra z  z f a k tu , że l i m f f x i  =  f  w ynika, że g ra n ic a

oo

c ią g u  V ( f " f x ) )  j e s t  sko ń czo n a. A s tą d  z k o l e i  otrzym ujemy

(1 4 )  l i - =  0 i  lim  Д х) =  0 oraz
n->OO bn(*) n-foo bnt*l

(1 5 )  lim  I V ( x )  + Ł tt^ 7) I =  0 d la  x ç l .
n-»oo i/„

„  .  V  F(f\x))
Z z a ło ż e ń  tw ie r d z e n ia  1 w y n ik a /[3 ] s t r . 5 3 / ,  że s z e r e g  g u) J e s t

z b ie ż n y  do f u n k c j i  c i ą g ł e j  ^ ( * )  b ę d ą c e j rozw iązaniem  rów nania ( 2 ) ,  co 

z (1 5 )  d a je  nam

(1 6 )  Y ( x )  =  —  Z l g T ^  d la  x e l .
i/0 Ui+1

Tak w ięc jedynym c ią g ły m  rozw iązaniem  n ie ró w n o ści ( 8 )  w I  J e s t  c ią g łe  

ro z w ią za n ie  rów nania (2 ) w I ,  oo dow odzi s t a b i ln o ś c i  rów nania ( 2 )  w sen­

s i e  d e f i n i c j i  2
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Wniosek 1 . J e ś l i  sp e łn io n e  są  za ło ż e n ia  (ЗСЛ) ,  (3C2) 1 F ( x ) a = 0  
d la  X Ç I .  wówczas zam iast za ło ż e n ia  (1 2 ) w ystarczy p rzy ją ć  lim lGn(*)l=°°n<ÿOc 1 1

aby równanie (1} b y ło  s ta b iln e  w 1 w se n sie  d e f i n i c j i  2 /w ynika to  z do­
wodu tw ierdzenia 1 i  z fa k tu , że równanie ( i )  ma wtedy w k la s ie  funkcji 
C ( l )  ty lk o  rozw iązanie <P(x) =  0 d la  i f l  ( И  s t r . 4 8 ) / .
Uwaga_4. Równanie (1 ) / a  więc i  równanie ( 2 ) / n ie  j e s t  s ta b iln e  w sensie 
d e f i n i c j i  1 w przypadku gdy zachodzi (12) o czym przekonuje nas następu­
ją c y  p rzykład . Przyjmijmy I  = [ o ,l )  , f ( x ) = X  > & (*)  — 2 ( 1 — x ) .  Wówczas 
rozwiązaniem nierów ności I 'HffO — 2(1—x)4/(x)|^ £ j e s t  fu n kcja  '4, (x) =  ^ j -  
c ią g ła  d la  i f [ o , l ) ,  bo | ^  -  2 ( l - x ) ^  | =  | ^ | -2 6 1  =  2 & | ^ £  |< t

d la  x e [ 0 , i ) .  Mamy d a le j 1 i m “ = , natom iast jedynym oiągłyz
rozwiązaniem równania %>(■*■)= 2 (1 — x)<f>(x) w [ o , i )  J e s t  funkcje ^ ( x ) = 0  
d la  i ( [ 0 , l )  (  [ з ]  s t r .5 i )  . Nierówność (1 0 ) n ie  j e s t  spełn iona w [0,i) 
d la  żadnego K > 0 .

§ 2 . W [ i ]  i  [t]  udowodniono przy pewnych za ło że n ia ch  s ta b iln o ść  

równania ( i )  w se n sie  d e f i n i c j i  2 .  Celem n in ie js z e g o  paragrafu  j e s t  usta­
le n ie  kiedy równanie ( i )  j e i t  s ta b iln e  w I  se n sie  d e f i n i c j i  1 .

Lemat 1 . N iech spełnione będą z a ło ż e n ia  (3£/л) ,  (S£2) oraz niech funk­
c ja  c ią g ła  V (x ) sp e łn ia  nierówność (6 ) przy F(x) =  0 d la  u stalonego 

£ >  0 . Wówczas j e ś l i
(17) l f t ( W I < l .
to  d la  każdego wewnętrznego punktu x0 p rze d z ia łu  I  i s t n i e j e  s ta ła

C1( * ,) > 0  ta k a , że nierówność
(18) |V(f"x)) — C4(*>V6<)I 4  C J x .)  £ n -  1 , 2 , . . .
spełniona j e s t  d la  w szystk ich  x - I  , x ^ x c .

Dowód.

N iech £ będzie l ic z b ą  dodatnią  а Ч Ч х) ciągłym  rozwiązaniem n ie ­
równości ( 6 ) .  Wtedy na mocy (6 )  mamy d la  każdego n = 1 , 2 , . . .  i  każdego

IV(f (x)) — Crn̂)Y{x)|=l Y(f rx )) -g  (U* )) Y(f 7i >) + g(f 7x)Y(f7x>) +

- g ( f nfx ))^ ( f^ ))v ( fM ,)+ i(f^ î))& (£V x)M fnû ) ) + . . .  -  Gn(x)V(x)l4

<  I Y (f* fx )) -g r (1xi)V(fn(x))l+ ig (fn( i ) ) l l  Y ( f 7 x ) ) -g ( f n,’x)) Y ff0^ ) ) ! +

+ 1 ê tt7 x ))« (f  n'rx))l-l Y ( f  "(è)) -  £ ( f  nix ,)^ (f nM )l + . .  . .  .g(fTx))MY(f(x))-gw

<  6 + £l*C f " Й Ц +  £ Ifc(f B& ) g l f  "£> )I+ . . . +  s l°(f(x )) g( f z(x) )- . .. * g (£и (1)) I -  

=  e (1 + lg(fn7Îo)Mg(fn&))g(fV*>) + . . . +  ! g(f fx)g(f \ x)) . . . . .  g (f" /x))| ) .
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N leoh x g b ę d z ie  dowolnym punktem wewnętrznym p r z e d z ia łu  I .  Nierówność 

(1 7 ) o ra z  o ią g ło ś ć  f u n k c j i  g ( x )  g w ara n tu je  i s t n i e n i e  l i c z b  S > 0  i0 < £ < 1  
t a k ic h , te

Z ( Z 2) w y n ik a ([3 ] s t r  .2 1 ) ,  że lim  f " (x )  =  f  d la  w s z y s tk ic h  x  £  I .  S tą d
ПЧ°° .

w ynika, że i s t n i e j e  l lo z b a  n a tu r a ln a  J C0 ta k a , że £ ( x 0) £  l f  cf)
d la  к >  JC0 . S tą d , z k o l e i  1 z t e g o , ż e ; fu n k c ja  f ( x )  j e s t  rosn ąca 

w ynika, te  f k(x)€ [ f , Ç +  <f) d la  к ^ J Q  ,  x f l . ï ^ x , .

Z warunku (1 9 ) otrzym ujem y w ięc j g(f*Vx))| 4  1 - / J  d la  к  >  S 0 fel ,x ^ x „ .  

Z o s t a t n i e j  n ie r ó w n o śc i otrzym ujem y

£(1 +lgten'(i))l +  l6(f"'2<*))g(f"{îo) I + . .  . + lgffW )g(f2rx)) . . .  g (f "~Yx))l ) <

<  е(4 + 0-Р)+(л-{ь)2+ . . . +  и - ^ ) п' Хс_',+ ( i - ;b ) n" jrc' % ( f JS o ) l  +

+ О - p ) n' Xo'  1lg (fГом ) g (fXo"<V))l +  . ' . .  +

+ . .g(f(x>)i).

P rzy jm ijm y  у =  sup Ig (x )| .  C ią g ło ś ć  f u n k c j i  g(x)  w [ f , x 0]  gw arantuje 

nam, że У <  o o  . Mamy”1 ta k ż e  0  <  1 - f t  <  skąd

f l - ^ ) n' X_1|fi(f*Vx))l + (1-Jb)n*JC' 1lg(fJbfx))g(fjr«-Vx))l + . . .

. . . +  ( i - Jb )" 'A _ \ ( f * ( x ) ) g ( f A V *>)... g (£ f x ) )k  У + J 2 + . .  .+  B *  dla * t I ,x < * „ .

Poniew aż

H - ( ! - £ ) + ( 4 - Р > ? + . . . +  ( i - f i f  X° śr d la  n -  i , 2 , . . .  

w ięc k ła d ą c

C,(*«) —  j  + У + У2 + .. .+

otrzym ujem y s tą d  ( i 8 ) d la  n *  1 , 2 , . . . ,  x £ l , x 4  x 0 ,  oo n a le ż a ło  oka­

z a ć .

Poniew aż z (17) w yn ika , że I s t n i e j e  punkt X., t a k i ,ż e  p r z e d z ia ł  

[£ (x ,)  ,  x , ] c  I  oraz  6 . M  « 4 , 0  /p a t r z  [3 ] s t r .  5 i  /  w ięc Jako

b e z p o śr e d n i w n iosek  z [ i ]  ( tw ie r d z e n ie  2 ) i  lem atu i  otrzym ujemy

T w ierd zen ie  2 . J e ś l i  s p e łn io n e  s ą  z a ło ż e n ia  (&>\) i  (=& *) oraz n ie ­

równość (1 7 ) wówczas rów nanie ( i )  j e s t  s t a b i ln e  w s e n s ie  d e f i n i c j i  1 w 
każdym p r z e d z ia le  [ ^ , x „ ]  ,  g d z ie  x 0 j e s t  dowolnym wewnętrznym punk­

tem p r z e d z ia łu  I .

Lemat 2 . N ie ch  s p e łn io n e  będą z a ło ż e n ia  ( с Х , ) , ( й г ) ,  n ierów ność ( 6 ) 

p rzy  F (x )  =  0  i  n ie c h  lim  £ ’ ?x) =  b d la  ï £ l , x  f= fe. J e ś l i  is tn ie -  

j ą  l i c z b y  d o d a tn ie  oc. i  «Г t a k i e ,  że

( 2 0 ) | g ( x ) | > l + o c  d l a  x e ( b - < f , b ) ,

(19) |g(x) I < 1 -  f i dla x 6[f»fp<f).
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to  d la  każdego w ewnętrznego punktu * 0 p r z e d z ia łu  I  I s t n i e j e  s t a ł a  

С г (х0) ta k a , że n ierów ność

(21 )  I —  V ( f  "x))l <  C 2 (x 0) ' £ »

g d z ie
f 1 did П »0

(22 ) Gn(x) —  I  f t  (f-i(x)) dla n = A, 2 , . - .
1 Vi

sp e łn io n a  j e s t  d la  n = 1 , 2 , . . .  o ra z  w s z y s tk ic h  i 6 l , i > x 0 .

Dowód.

N iech  x 0 b ę d z ie  dowolnym punktem wewnętrznym p r z e d z ia łu  I ,  & l i ­

czbą d o d a tn ią , a  V ( x )  c ią g ły m  rozw iązaniem  n ie ró w n o śo l (6 )  . Wtedy z (6) 

mamy

I U/fx) ------ -n 4| I V M  i ( f V x ) ) У(£~(х)) , g(f'rx))V|/(f'r*)) ,
1̂ - - V(f <*))|-|g(x) énfx) + -“— 5^5---- +

£ ( f * r x ) W r * M )  g t f u i ) 4 ^ ( f ~ г(х)) , g f t ~ " ( x ) ) 4 4 r " ^
g (f'2<'*))...g(f%)) gff-2(x ))...g « -,Vx)) r  +  g(£-nVx))g(f-% ))

. fi( f - nV x »  ч ч г ^ л  „  .
+  % 5ЛЩ ( Г :^ ----------< x ,) l

^  l®Cf'fV))-.1.g(£-1x))l‘ | W *> ~ gftVx))У£Г(х>)|+1 g ( r zfx ))...g« -"fx ))l*1 W f ?i>)~g(f 7*>)Y(f?x))|t

. . . + l g t f - ' V x y H v ' ( f - % ) - g ( f - ? x , m r % ) ) k  e ( \ g ( i - \ x ) y A. . g a - n(x) ) \ +

gcf-* ‘Cx))| -*-. . . +  l g < f - ' ï x ) ) l ) .

Ponieważ lim  f _,Vxe) =  b i  c i ą g  f ~ n( x , )  j e s t  r o sn ą c y  d la  x £ l  więc 

i s t n i e j e  l ic z b a  n a tu r a ln a  ta k a , że f  (»«) ê  ( b - c f  ,b )  d la  k > J f v

Stąd  i  z te g o , że fu n k c ja  f ~ \ x )  J e s t  ro sn ą ca  w I  w yn ika, że 

f"(x)t(b-<f,b) d la  ,  x  £ I , x  >  x 0 . O s t a t n i  warunek i  n ierów ność (2 0 ) da­

j ą  nam l g ( f ' fc(x)| >  \  +  oc d la  к >  JC ,  , x e l ,x  ? x 0 , skąd otrzym ujem y

£ ( . gCffx«l+  If«ГЧМК. . •g(fHY»))l+  . . . + Ig(f4x))| ) ^

^  Sk ^ Ï Ï ~ .  . .■g(t-Jf:'(x))(ï + oC)''-Jr*\+  . . .+  l g ( r jrV ) ) - ( ‘fi-«c)," jr<l +

+ T T *  ■ • . + Т+5г) ^  e Cćf^(i+oo)"-4 + • • • + ô7 î +«)"-JI5 +■

+  +  . . .  + ^ г т з г )  ,  g ^ ie  <? =  i n î j g ^ l •
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Z z a ło ż e ń  lem atu  2 w yn ika , że | -  <  o o .  Mamy ta k ż e  0 <  <  1 ,  więc

■Ą Л   ̂ Л  Л
(1 ł-o c )" '^  +  . . . +  ł o t ) " " - *  +  (1 4  & Ж  +• • • •  +

oraz

(1 + o c ) ° - jr’ +  • • •  +  TFÓET <  «  '

sk ą d , p rzy jm u ją c  С г (х0) =  +  . . , +  £  f  JL , otrzym ujem y (2 1 ) d la  n = l , 2 , „ .

X fe I , X >  Xe .

W a n a lo g ic z n y  sposób  można udowodnić

Lemat 3 . N ie ch  s p e łn io n e  będą z a ło ż e n ia  (<2£,,) ,  (3 £ 2) oraz n iech  i s t ­

n i e j e  x0 e ( ^ , b )  i  tak a  l i c z b a  n a tu r a ln a  r ,  że f ^ x 0)  <  b <  f  ~T(x 0) • 
J e ś l i  i s t n i e j ą  l i c z b y  d o d a tn ie  oc i  <f t a k i e ,  że lg (x )|  >  1 +  oc d la  

x € ( b - < f , b ) ,  wówczas i s t n i e j e  s t a ł a  C 3 (x 0) ta k a , że n ierów ność (6 ) 

p rzy  f ( x ) s O  p o c ią g a  n ierów n ość ( 2 i )  d la  n ■ i , 2 , . . . , r + l ,  x > x 0, x e l .  

Poniew aż z (1 7 )  w ynika, że i s t n i e j e  punkt x ,  t a k i ,  że p r z e d z ia ł  

ЕЕ(х , ) . х „ ] с  Г o ra z  G n( x ) — / p a t r z  [ 3 J  s t r . 5 1 / ,  w ięc jak o

b e z p o śre d n i w n iosek  z [4 ] ( lem at 2 , tw ie r d z e n ie  i )  i  lem atu i  o trzym u je­

my

T w ierd zen ie  3 . J e ś l i  sp e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  {ZA) i  (3S2) o ra z  n ierów ­

n o ść  (2 0 ) ,  to  rów nanie ( i )  j e s t  s t a b i ln e  w s e n s ie  d e f i n i c j i  1 w [*<, , b )  

d la  I  <  x „  <  b .

T w ierd zen ie  2 i  tw ie r d z e n ie  3 mówią o s t a b i l n o ś c i  rów nania (1 ) w pewnych 

p o d p rz e d z ia ła c h  p r z e d z ia łu  I  p r z y  z a ło ż e n ia c h  d o ty cz ą cy ch  zachow ania s ię  

f u n k c j i  g ( x )  w odpow iednich  końcach p r z e d z ia łu  I .  Połączen iem  wyników 

tw ie r d z e n ia  2 i  3 j e s t

T w ie rd ze n ie  4 . J e ś l i  s p e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  (3Ł,) ,{3 £ a)  oraz  nierów ­

n o ś c i  (1 7 ) i  ( 2 0 ) ,  wówczas rów nanie ( i )  j e s t  s t a b i ln e  w s e n s ie  d e f in ic ­

j i  1 w p r z e d z ia le  I .

Dowód. N ieoh  X0 b ę d z ie  dowolnym punktem wewnętrznym p r z e d z ia łu  I  

a  4 ( x )  c ią g ły m  rozw iązaniem  n ie ró w n o śc i (6 )  p r z y  pewnym e > 0 .  Z lema­

tów 1 ,2  i  3 w y n ika , że i s t n i e j ą  s t a ł e  d o d a tn ie  С / х , , ) ,  C 2 (x0) » C ^ ( x 0) 

t a k i e ,  d la  k tó r y c h  s p e łn io n e  s ą  n ie ró w n o ści odpow iednio (18) i  (2 i)w prze- 

d z ia ła c h  > xc] i  [ x „ , b ] .  P rzy jm u jąc  G ( x 0) =  т е х  {C /* » ) , C /< „ )  > С /х » )}  
s tw ierd za m y, te  n ie ró w n o śc i (18) i  ( 2 i )  sp e łn io n e  są dla s ta ­

ł e j  d o d a tn ie j  G ( x c)  w p r z e d z ia ła c h  odpow iednio [ p  ,x 0] i  [ x 0 , b ) .  Fakt 

te n , po u w z g lę d n ie n iu  [ i ]  ( tw ie r d z e n ie  2 )  i  [ 4 ] ( tw ie r d z e n ie  1 1 2 )  do­

w odzi s t a b i l n o ś c i  rów nania ( i )  w p r z e d z ia le  I .

T w ie rd ze n ie  5 . N ie ch  sp e łn io n e  będą z a ło ż e n ia  (Sć^)  i  (0̂ 2 ) oraz n ie ­

rów ność (17) .  N ieoh  ponadto i s t n i e j ą  l ic z b y  d o d a tn ie  0 0  i  cT t a k ie ,  że 

l g ( x ) | < ó - o c  d la  i t ( b - ( f  , b ) . Wtedy i s t n i e j e  s t a ł a  C >  O ta k a ,ż e  d la  

każdego c ią g łe g o  ro z w ią za n ia  4 ( x )  n ie ró w n o ści ( б ) ,  g d z ie  F (* ) — 0 ,
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nierów ność

(23) I 44f%)) — I 4  C ’b xel  > n= 1 , 2 ,  . .  •
j e s t  s p e łn io n a .

Dowód. Z (6 )  a n a lo g ic z n ie  ja k  w dow odzie lem atu i  otrzym ujem y

i W V D - G n M W U  fc (l + l g ( f n( i ) ) l+  lg ( f " (x ;)g (fn(x))|+  . . .  t- 

-ł- /g ( f w )g ( f 2rw)K. .• g (fY * ))l ) .
Z (1 7 ) w ynika, że I s t n i e j ą  l i c z b y  d o d a tn ie  oe4 i  cf4 t a k i e ,  że |g(x)l<1-«,|  

d la  x £  [ f , Ç +  < Л ). Przy jm ijm y X  |j^(><)|^.

Z c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  g ( x )  w I  w nioskujem y, że M. <  00 . Z f a k tu , że 

lim  n( x ) =  (jś d la  z € I  wnosimy, że I s t n i e j e  l ic z b a  n a tu r a ln a  df0 t a -
П-»оо

k a , że

(2 4 )  f"(b-<f) € [$  , f  +  c fj d la  n > J f 0 i  f -^“V b -O  > ^ + сЛ •

Z ( i i )  w ynika, że d la  każd ego  x  £  (b -< f  ,b )  i s t n i e j e  l i c z b a  naturalna Jf(k) 

ta k a , że

(26) f ^ x )  <  b-<T<
Z f a k tu , że £ (x )  J e s t  fu n k c ją  r o sn ą c ą  o ra z  (2 4 ) 1 (2 5 )  w yn ika , że 

f"(x)€ <£|] d la  n > ,J f (x )  + ^ -  A s tą d

£(l + lg(f"(x|)l + lg(fn' 2(x))g(f,Vx))|t...+ lg(f(*))g(f2rx))-.. ,• gffV*))l)“

=  6(1+łfCfV«))l + . . . +  Ig (f< +Jf1r*'>(*))• . . .  ' g (fnVx))I +  \g(iX^ Xa)'(x))- • . .g (f”(’x))l+...

i- lg(ff*))g(f2(x ))-...-g (£"*%))I) 4

<• £ ( 1  + H - M j t  . . . t ( 1 - o c 1)n- Jfc' jrf' ) + 0К .(')-о с ,)й- л _ -Г(' ' Ч

i-jK.2(i-o64)n‘Jrc_Jrf'V ...+  JkCb(4-«6ł),' jr,"Jnrxl t d - «.) i - «,)" *jr* ~jr<x) -t-

+ cci)n~x>~Jri*) +  . . . +  (-l-oo)Jf'fx)J C jre( i -o c 1)n' JI*_jrfx1) 4

*  е ( £ 4 ♦ x + x ł  + . . .  +  a ć r , +  х л £ ) .

P rzyjm u jąc

c = ^  +  J C + x 4 . . . + j e v i- ł -X jre- i :

otrzymujemy s tą d  ( 2 3 ) .  P rz y  z a ło ż e n ia c h  tw ie r d z e n ia  5 s t a b i l n o ś c i  równa­

n ia  ( l )  według d e f i n i c j i  i  1 2 s ą  w ięc równoważne, n ie  wiadomo jednak czy 
to  równanie J e s t  p rzy  ty ch  z a ło ż e n ia c h  s t a b i l n e .
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S u m m a r y

Some rem arks on th e  s t a b i l i t y  o f  th e  l in e a r  fu n c t io n a l  eq u a tio n

<jp(f(x))—  g, ( * ) < ? ( * ) + F (x)

The main pu rpose o f  the paper i s  to  compare two d e f i n i t i o n s  o f  the 

s t a b i l i t y .

D e f i n i t i o n  1 . The e q u a tio n  (2) i s  c a l le d  s ta b le  in  th e  In te r v a l  I  

w ith  r e g a rd  o f  th e  c l a s s  C ( i )  o f  th e  a l l  c o n tin u o u s  fu n c t io n s  on the in­

te r v a l  I ,  i f  th e r e  e x i s t s  a  c o n s ta n t  K > 0  su ch , th a t  f o r  each  number 

6 >  0 and eaoh co n tin u o u s  s o lu t io n  H7fx )  o f  the in e q u a li ty  (6 )  th ere 

e x i s t s  c o n tin u o u s  s o lu t io n  o f  th e  e q u a tio n  ( 2 )  d e f i n i t e  on the

In te r v a l I  s a t y s f y in g  ( t ) .

D e f i n i t i o n  2 . The e q u a tio n  ( 2 )  i s  c a l le d  s ta b le  in  th e  I n te r v a l  I 

w ith  re g a rd  o f  th e  c l a s s  C ( l )  o f  the a l l  co n tin u o u s  fu n c t io n s  on the 

in te r v a l  I ,  i f  th e r e  e x i s t s  c o n s ta n t  K >  0 su c h , th a t  f o r  each number 

6 >  0 and ea ch  co n tin u o u s  s o lu t io n  4* C x ) o f  th e  in e q u a li t y  ( 8 ) ,  th e­

re e x i s t s  c o n tin u o u s  s o lu t io n  Ф Г х ) o f  th e  e q u a tio n  ( 2 )  d e f i n i t e  on the 

In te r v a l  I  s a t y s f y in g  (1 0 ) .  In  th e  f i r s t  p a r t  o f  the paper we have proved.

Theorem 1 . I f  h y p o th e se s  ( Й , )  ,  (ЗС2)  , ( X j )  are  f u l f i l l e d  and the ine­

q u a lity  (12) h o ld s ,  th en  th e  e q u a tio n  (2 ) i s  s ta b le  a c c o rd in g  to  the de­

f i n i t i o n  2 .
We g iv e  a ls o  an example w hich d em onstrate  th a t  in  t h i s  c a s e  equation 

(2 ) i s  n o t  s ta b le  a c c o rd in g  to  the d e f i n i t i o n  1 .  In the second p a r t o f 

the paper we have proved theorem s co n ce rn in g  th e  problem , when the equa­

tio n  ( l )  i s  s ta b le  a c c o rd in g  to  th e  d e f i n i t i o n  1 .
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Theorem 4 . I f  h y p o th e se s  & Ą) , C & 2) are  f u l f i l l e d  and in e q u a lite s  

(IT ) and (2 0 ) h o ld , then  th e  e q u a tio n  (1 )  i s  s ta b le  a c c o r d in g  to  th e  de­

f i n i t i o n  1 in  th e  in t e r v a l  I .
Theorem 5 . L e t h y p o th e se s  («£ ,,) , ( Й 2 )  and th e  in e q u a li t y  ( IT )  be 

f u l f i l l e d .  L e t ,  f u r t h e r ,  th e r e  e x i s t  p o s i t i v e  numbers oc and cf such 

th a t  lg(x)l <  1 - o c  f o r  x e ( b - t f ,b ) .  Then th e r e  e x i s t s  su ch  a p o s i t i v e  oom 

s ta n t  C ,  th a t  f o r  each  co n tin u o u s s o lu t io n  Ч Ч х) o f  th e  in e q u a li t y  ( 6 ) ,  

where F (x )= 0  , th e  in e q u a li t y  (23) h o ld s .

F  e а в  и •

НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕЧАНИЯ ПО УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ

ср(f  (*)) =  g(x) + F(x)

Главней задачей этей работы является сравнение двух определений ус -  

тейчияестк.

Определение 1 .

Уравнение (г) является устойчивы» в интервале I  пе отношению к классу С (1 )  

всех непрерывных на I  функций, если существует константа К >  0 ,  чте

для произвольного числа Ь >  ' и произвольного непрерывного решения 4 * 6 0  

неравенства ( б )  существует непрерывное решение Ф ( х )  уравнения ( 2 )  епре -  

деленнее в интервале I  так чте ( 7 ) .

Определение 2 .

Уравнение (2) является устойчивый в интервале I  по отношении к классу С(Г) 

всех непрерывных на I  функций, если существует константа К > 0 ,ч т е  для

нреи8вельнеге числа е >  0  и произвольного непрерывного решения У (* )  не­

равенства (8 )  существует непрерывное радение Ф (х) уравнения ( 2 )  о п р е д е ­

ленное в интервале I  так чте ! 1 0 ) .

В первей части работа доказаны 

Теорема 1

Если удевлетвс рены услевжя ( < £ ,) ,  ( & 2)  » ( & з )  и исполнено неравенство (12) 
тогда уравнение (Ż) является устойчивый в смысле определения 2 .

Педаи такие пример на т е ,  чте в этом случае уравнение (2 )  является неус -  

тейчивым в смысле определения 1 .  В второй части работы поданы услови я, при 

которых уравнение (1) является устейчивым в смысле определения 1 .
Теорема 4

Если удовлетворены услевжя. (<£,) >(<22) и неравенства ( 1 7 ) ,  (20) те уравнение 

1 является устейчивыы в смысле определения 1 в интервале I .
Теорема 5  *

Допустим, что исполнены условия (£ i)> (3 fa ) неравенство (17) и существуют 
положительные числа ос , сГ такие что

I о (xi i <  1 — ос для х е  (b  -  <Г, Ь ) .

Тогда существует постоянная С У О ,  так ая , что для всех кепретеячнт г>»тп» -


