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Zeszył 41 Prace matematyczne VI Rok 1970

E u ge n iu sz  W aehniekl

ROZWIĄZANIE PEWNYCH ZAGADNIEŃ BRZEGOWYCH DLA Rt&NANIA Л О - С г О = o

2 2 2 2R o zw iązan ie  v(Ç) ,  g d z ie  Ц *  x  + y  rów nania A u (x ,y )-c u (x ,jk * 0 , 

c s t a ł a  d o d a tn ia , s p e łn ia  rów nanie zw yczajne y  '  (ç) +Ç~*v(ç) - o 2v (ç )  = 0 . 

Równanie to  J e s t  szczególn ym  przypadkiem  rów nania różn iczkow ego v '  '(z) + 

+ z- *v '(z ) - ( l  + /u,2z - 2 ) y ( z )  = 0 ,  k tó r e g o  c a łk ą  o gó ln ą  J e s t  kombinacja l i ­

niow a f u n k c j i  1 ^ (z) 1 К д (z) zwanych fu n k cjam i B e s s e la  zm iennej zespolo­

n e j (  [ l ]  , s t r . 1 1 5 ) .  Fu n k cje  K ^ z )  znane są  w l i t e r a t u r z e  pod nazwą 

f u n k c j i  U acD on alda (  [ l ] , s t r . 1 1 6 ) .

N in ie js z a  p ra ca  zaw iera  pewne w yn ik i d o ty c z ą c e  r e g u la r n o ś c i  c a łe k  

n ie w ła śc iw y ch  typu  p o te n c ja łu ,  o ją d r a c h  będących  fu n k cjam i UacDonalda 

Кд/ z )  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  x ^  0 .  Podamy ta k ż e  za stosow an ie  tych  całek  do 

r o z w ią z a n ia , p r z y  pomocy f u n k c j i  G reen a, z a g a d n ie n ia  D l r i c h l e t a  i  Neuman­

n s w p ó łp ła s z c z y ź n ie  x у  0 d la  rów nania

(1 ) A u ( x ,y )  -  c 2u (x ,y )  = 0 ,

g d z ie  c J e s t  s t a ł ą  d o d a tn ią .

1 .  N ie ch  Eg 1 E* o z n a c z a ją  odpow iednio p ó łp ła s z c z y z n y  otw arte  
z )  O, x  y  a ,  g d z ie  a  J e s t  dow olną s t a ł ą  d o d a tn ią . Weźmy pod uwagę c a ł -

1 f
= f f j  f ( s) K 0 ( o r ) d s ,

g d z ie  r 2 *  z 2 + ( s - y ) 2 , c s t a ł a  d o d a tn ia .

Lemat 1 . J e ż e l i  fu n k c ja  f ( s )  J e s t  o k r e ś lo n a  w z b io r z e  w sz y stk ich  

l i c z b  r z e c z y w is ty c h  oraz c a łk a  ».

(2) j | f ( s ) l  ds

j e s t  zb ieżn a .to  c a łk a  I ( x ,y )  Je s t  niemal jed n o sta jn ie  zbieżna w półpłaszczyżnie

Ч -
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Dowód.
Fu nkcje  MacDonalds K ^ fz ) zm iennej r z e c z y w is te j  d o d a tn ie j o indek­

s ie  j l  У  0  są  fu n k cjam i rze cz y w isty m i d o d atn im i, m alejącym i ( [ l ] ,  s t r .  

1 4 6 ) , zatem K0 ( o r ) <  KQ( c a )  d la  dow olnego punktu ( x ,y )  •£ e |  i  dowol­

nego s ,  gdyż г  >  a  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  E® p rzy  dowolnym s .  U a jo ra n - 

tą  c a ł k i  I ( x ,y )  J e s t  zatem  c a łk a  ( 2 ) ,  wobec te g o  c a łk a  l ( x ,y )  j e s t  je d ­
n o s ta jn ie  zb ie ż n a  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  E g , a  w ięc n iem al je d n o s ta jn ie  zbie­

żna w p ó łp ła s z c z y ź n ie  E g .
D a lsz e  rozw ażania zw iązane z c a łk ą  I ( x ,y )  poprzedzim y wprowadzeniem 

pewnych c a łe k  n le w ła ó c iw y ch .

N ie ch  ■—

J  t ( 8 ) ( a - r f  xT  r " P Kp ( c r ) d s ,

g d z ie  ac i  V  są  lic z b a m i ca łk o w ity m i n a to m ia st j e s t  l i c z b ą  n atu ­

r a ln ą  oraz

(з) 0C + i K £ .
Lemat 2 . J e ż e l i  fu n k c ja  t ( s) s p e łn ia  z a ło ż e n ia  lem atu 1 oraz za­

ch o d zi warunek (3~). to  c a ł k i  I . ( x f y )  s a  .1ednoeta.1nie zb ie ż n e  w k a żd e j 

p ó łp ła s z c z y ź n le  E g .

Dowód.

Wobec (3 ) w yrażen ie

Is-yl** x^ r~* = ls—у1°° i f  (x 2 + ( s -y ) 2) - ^

J e s t  o gran iczon e  d la  ( x , y ) £  E® i  dow olnego s .

Ponieważ К д ( с г ) <  K ^ fc a ) d la  dowolnego punktu ( х ,у ) в  Eg i  dowolnego 

s ,  zatem

| * ( в ) ( в -у ^  x*" r"P К р (о г Я <  MKJ3{ ca)|f(s)|  ,
g d zie

U = sup I e -y l”0 T~* .
( x , y ) e E *

-»<B<po

M ajor an tą  c a ł k i  I j t x . y )  J e s t  c a łk a  (2 )  wobec te g o  J e s t  ona je d n o s t a j ­

n ie  zb ie ż n a  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  E g .

Lemat 3 .  J e ż e l i  fu n k c ja  f ( s )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  lem atu 1 . to  funk­

c j a  l ( x , y )  l e s t  k la s y  С**” w o to c z e n iu  każdego punktu z b io r u  Eg 1 speł­

n ia  równanie (1 )  oraz  za ch o d zi wzór

I(z'y) - f j tl,) K°(°r) - ■
Dowód.

Na p od staw ie [ l ) , s t r . H 7  mamy
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(5) i {  ẑ K̂ te)] - - ,
d la  dow olnej l i c z b y  r z e c z y w is te j  jt , . Wobec : ( 5 )  c a ł k i  w y stę p u jące  po 

prawej s tr o n ie  wzoru ( 4 )  s ą  sumami skończonym i c a łe k  typu I 1( x ,y )  a  więc 

są one je d n o s t a jn ie  z b ie ż n e  w E®. Wynika s tą d  wzór ( 4 ) ,  zatem m o ż li­

wość ró żn iczk o w an ia  f u n k c j i  l ( x , y )  pod znakiem c a ł k i  dowolną i l o ś ć  ra ­

z y . Wobec te g o

A l ( * , y )  -  c 2 I ( x ,y )  = J  f ( s )  £ д к 0( с г )  -  o ^ f o r ) ]  ds = 0 ,

gdyż d la  x  ^  0 fu n k c ja  KQ( c r )  Ja k o  rozw iązan ie  podstawowe rów nania 

( l ) ( [ l ] ,  s t r .1 1 5 )  s p e łn ia  to  rów n an ie .

Z k o l e i  podamy le m a ty , k tó r e  w ykorzystam y do b ad an ia  zachow ania s ię  

f u n k c ji  I^ .(x ,y )  p rzy  zm ierzan iu  punktu ( x ,y )  do punktu ( 0 , y o) .

Lemat 4 . ą*
I 2 ( x ,y )  =. I  j  c x r _1 K j ( c r ) d e  -  e ~ o x .

Dowód.

Dokonująo w c a łc e  I 2( x ,y )  zam iany zm iennej 

( 6 )  s = у  + x t ,
otrzym ujem y

V x . y )  = | f  j  ( t 2+ l ) _ i  К ^ ( с х ( t 2+ l ) ^ )  d t  -

OO

= f p  I Kx( c x ( t 2+ l)4 )  d t .
0

Poniew aż (  [3] , s t r .7 1 9 )

0 cv z

g d z ie  oc >  0 i  y u .> » l ,  zatem

Zatem wobec

Ш в~*’ Г (4 )И 5 г

otrzym ujem y, że I 2 ( x ,y )  ж e - c x .

Lemat 5 . J e ż e l i  z у  0 ,  to  K ^ z )  4  w- 1 - 

Dowód.

Ze wzoru ( [ l ]  , s t r .1 4 9 )
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K , ( a )  »  ------ { j j ^ ' z " 1 Г  c o s  (  z t )  ( t 2+ l )  2 d t
1 '  V5r ^

d la  z )  O, otrzym ujemy

l M * ) | < - t P - » - 1 J f  A d " *  « •
w  0

Wobec t e g o , że f  3

j  f t 2+l ) " 2 dt » 1 , 2 f j f | )  -  VÎT ,
O

w ięc

K x f z )  =  i Кг С«)| <  Z - 1  d la  z >  O.

N ie ch  ,

S ^ f x .y )  -  * Д  c i r " 1K 1( c r )  ds

i s - y l ^ ł

oraz

K ^ f x )  = s u p [ i  o x r " 1K1 ( c r ) j  

|s-y|><?

d la  « Г > 0 .

Lemat 6 . J e ż e l i  ^ ) 0 .  to

a/  S £ f v t y ) ----»  0 ,  p rzy  x ----- »  0 je d n o s t a jn ie  względem y .

b /  R g  ( x )  ------> 0 ,  p rzy  x ----- » 0 .

Dowód.

Z lem atu 5 w ynika n ierów ność

Î S j f x . y ) !  4  i  c r  J  r " 2 d s .

Is -y l> < f

S to s u ją c  do c a ł k i  po le w e j s t r o n ie  pow yższej n ie ró w n o śo i zamianę zmien­

n e j ( 6 )  otrzym ujem y

À  J  f t 2+ l ) _ 1 d t  -  1 -  j j  a ro  t g |  .

W > ł

D la  d o s ta r c z e n ia  m ałych ^  0 z n ie ró w n o ści O ^  x  <  1£ w ynika nie­

równość

1 -  -  aro  t g ^ < £ ,

a zatem n ie z a le ż n ie  od y  otrzym ujem y | S ^ (x ,y )| <  6 ,  co  dowodzi część  

a )  te z y  lem atu  6 .  Dowód c z ę ś c i  b ) te z y  j e s t  a n a lo g ic z n y .
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Twierdzenie 1 . J e ż e l i  fu n k cja  f f s )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  lematu 1 oraz

J e s t  c i ą g ł a  d la  s = y 0 , to - I ^ ( x , y ) ------- » f ( y 0) ,  fidjr f x , y ) --------» ( 0 , y ^ .
Dowód.
Ze wzorn { 5 )  1 lematu 3 wynika, że

OO

- I ^ f x , y )  J f ( s )  oxr_ 1 K1 Cor) d s .

Niech

- l 'x ( x , y )  « A + Q,
gdzie -

A = i  o x f f y 0) j  r“ 1K1 ( c r ) d s ,
- • O

Q *  I  o t  j [  t ( s )  -  f ( y Q)] r " 1K1f c r ) d s .

Z lematu 4 mamy
A = f ( y 0} • e " c x ,

zatem gdy ( x , y ) ------» ( 0 , y Q) , to A -------> * ( у 0) -
Wykażemy, że c a łk a  Q dąży do ze ra , gdy ( x , y ) --------* ( 0 , y Q) .  Z c i ą g ­

ł o ś c i  f u n k c j i  f ( s )  w punkcie s = y Q -wynika, że d la  dowolnej dodatniej 

l i c z b y  6  i s t n i e j e  dod atnia  l i c z b a  taka, że d la  I s—y Q|< ó  zacho­

d z i  nierówność
l f ( s )  -  f ( y 0)| <  §  .

Niech ę

Q1 = ÿ cxJtf(si " f<̂] f “ 1K1( c r ) d s  ,
l s -y ol<ó

Q2 = i  c x j  [ f ( s )  -  f ( y oj] r- 1 K1( c r ) d s .

• s - y ol><T

Wówczas M

|Qll » ^  c x | J  [ f f s )  -  f ( y oj ]  r ~ 4 t j {  cr)  d s l^ .  r_ 1 K1Ccr') d s .

»8-y0»<«r

Zatem zgodnie z lematem 4 otrzymujemy 1Q̂ 1 ^  e“ c x . Ponieważ х у  0

i  o >  0 ,  więc I Qjj ^  ^  d la  dowolnych fx ,y )  G  E * .

J e ż e l i  l y - y 0 l ^  to  z nierów ności J s - y 0 l ^ ó *  wynika nierów­

ność l e - y l > f ,  więc
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IQal= w e x l - f ( y » ) ] r ”lKj_(cr)d6l4 n=cxj Iffs) -  ffy,)lr"*Kj(cr)4s
\ь -у ,\> в  i6-y»t

i ^ c x j i f f c j l r '^ c r j d *  +  Jc*lffye)|J*r'1K 1^ r ) d s 4  R ^ .W jlfM id s  ♦  S ^ * .y )lf< * U , 
ls-yi>£ l»-yl>£ -ee

gdzie •

Niech ??
m = J  If  fs)l d s .

-oe
Załóżmy, że m Ф О (w przypadku m = О dowód J e s t  b a n a ln y ). J e ż e l i  
f ( y 0) = O, to  IQ jjl^ R  ̂ i (x )  m, zatem z c z ę ś c i  b) te z y  lematu 6  wynika,
że przy d o sta te czn ie  m ałej l ic z b ie  7  > O nierówność O <  x <  po­
c ią g a  za sobą nierówność

V  x )  < é b  •

Wobec tego d la  I y -y Ql <  f  i  O < x < i ?  otrzymujemy I QI ^  iQjj + |Q2 |<£ 
co dowodzi, że w tym przypadku c a łk a  Q dąży do z e r a , przy x ,y Q —*

( ° ,У 0) •
J e ż e l i  natom iast *(У0) ć  O, to  z lematu 6  wynika, że przy dosta­

te czn ie  małej l lo z b ie  7  у 0  z nierów ności 0  <  x < w ynikają nierów­
n o ści

V X)< £  1 Só'(x’rt <  4~| f£(y0)| ’

przy czym o s ta tn ia  nierówność zachodzi d la  dowolnego y . Wobec tego  dla 

1у -У 01 <  f  i  0 < x < l j  otrzymujemy Iq I + IQ2 I ‘‘C ć- co dowodzi,
że w tym przypadku c a łk a  Q również dąży do z era , przy zmierzaniu punk­
tu (x ,y ) dc punktu ( 0 ,y o).

N astępujące tw ierdzenie dotyczy zachowania s ię  c a łe k  l ( x , y )  i
I x (x ,y ) w n ie sk o ń cz o n o śc i.

Twierdzenie 2 . J e ż e l i  a O. to
a /  lim I ( x ,y )  = O, gdy ( x , y )  &  e |

<p->oe ^oraz >
b / lim l ' ( x , y )  = 0 , gdy ( x ,y ) £ -  E® 

f  +  oox  *

Dowód.

Z je d n o sta jn e j z b ie ż n o śc i c a łk i  I ( x ,y )  w p ó łp ła szczy źn ie  E®,przy 
dowolnym a ^  0  wynika, że d la  dowolnej lic z b y  6 ^ 0  i s t n ie je  taka 

lic z b a  Ro >  0 n ie za le żn a  od ( x ,y ) £ E ^ ,  t e d la  s Q)> Rq zachodzi nie­

równość I (e i c
( 7 ) J  f ( s ) K  (c r jd s  -  I ( x ,y ) | <  % .
‘ ‘ I 8 l < 8 0
Wykażemy, że 1 f  1 . -

• J  f  (s )K  (cr ) dsl 4
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d la  u s t a lo n e j  l i c z b y  s Q o ra z  d la  d o s ta te c z n ie  dużych Ç>.

Z n ie ró w n o ści t r ó jk ą t a  I?  -  ISl| 4  r  4  9  + |s| wynika nierów ność

Zatem d la  9 ~ * o o  , ^  — ) 1 , gdy |sl <  s 0 .  I s t n i e j e  w ięc s t a ł a  d o d at­

n ia  к <  1 ta k a , że г  >  kę> d la  9>$*о л g d z ie  <?„ J e s t  d o s ta ­
te c z n ie  dużą l i c z b ą  d o d a tn ią . Z m o n o to n iczn o ścl f u n k c j i  KQ w ynika, że 

d la  ^ f o  za ch o d zi n ierów ność Ko fc r )  4  K0 (ck^>) , skąd

I J *  f r s ) K o(cr)d s|  <  Ko (c k ę ) J |  f(s)|  d s.
|s|<so -00

Poniew aż lim  k-o (z )  = 0  ( j_l] , s t r . 1 1 8 ) ,  w ięc d la  dow olnej l i c z b y  ty 0

I s t n i e j e  ta k a  l i c z b a  Ç>' у  0 , że d la  za ch o d zi nierów ność

« ,  1ко (с к ? )| <  £ ,

g d z ie  ni = J | f ( s ) | d s  (p rzy p a d e k  m = 0  j e s t  b a n a ln y ) .

Zatem d la  e> >  m a x fÇ -.P ')  mamy

I S t w  v c r ) - s l < f
ISK Sb

Z n ie ró w n o ści ( 7 )  i  ( 8 )  w yn ika, że d la  max (ç>e , f )  i  ( j t , y | g £ j

z a c h o d z i n ierów ność l l ( x , y ) l <  £ .  P rzep ro w ad zając  podobne rozumowanie 

możemy udowodnić b ) .

2 .  N ie ch  4 = ( x ,y )  b ę d z ie  dowolnym punktem wewnętrznym p ó ł p ł a s z c z y z -  

ny E * , n a to m ia st P = ( f  , ? )  n ie c h  ozn acza punkt t a k i ,  że Ç 0 .

N ie ch  = ( x  - f  ) 2  + (y  -  T?)2 , 9 2 2 = ( x  ♦ <f)2 * ( y  -  4 ) 2 .

Wiadomo [ 2 ] ,  że fu n k c ja  Greena d la  rów nania ( l )  w p ó łp ła s z c z y ż n ie  Dg 

z warunkiem brzegowym typu  Neumanna ma p o sta ć

O )  G N<P « « )  = l V t V C<? l )  + Ko ( C<?2 ^ ] ’

Tw ierdzenie 3 . J e ż e l i  fu n k cja  f ( s )  określona na w szystk ich  s r z e ­

c zy w isty ch  j e s t  fu n k cją  c ią g ła  oraz ca łk a  (2 )  J e s t  zb ieżn a , to  fu n k c ja

( 1 0 )  u ( x ,y )  = -  j  t ( v )  O jj(p ,<j)| dl?
_*L ‘ f = o

J e s t  rozw iązaniem  rów nania ( l )  w p ó łp ła s z c z y ż n ie  Eg i  s p e łn ia  warunki 

brzegow e

(1 1 ) 9“  ------------>t ( y a),  P rzy  ( x ,y ) ---------- (0 , y e ) ,

( 1 2 ) и ( * .У ) -------- > 0 . gdy Ç »-»oo  i  ( x ,y )  -6  E g , a >  0 .
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Dowód■
Z (9 ) i  ( io )  otrzym ujem y

O O

u(x,y) ш - I j K0(c(x2 + ty- r )2t )  d•? = - Ifx,y).
- O B

Z lem atu 3 1 tw ie r d z e n ia  1 w yn ika, że fu n k c ja  u ( x ,y )  o k r e ś lo n a  wzorem 

( lo j  s p e łn ia  rów nanie C l)  oraz  warunek brzegow y ( l l ) .  Na podstaw ie tw ier­

d z e n ia  2 z ach o d zi warunek ( 1 2 ) .

T w ierd zen ie 4 . Fu n k cja  Greena d la  rów nania ( l )  w p ó łp ła s z o z y ź n le  E^ 

z warunkami brzegowymi typu D i r l c h l e t a :

(13) gd (p , q ) I = 0

llf =0

ma p o sta ć

a * )  % ( p .Q) -  2 T  [ M c <? 1> -  Ko ( c ? 2 ^ *

Dowód.

Ponieważ fu n k c je  K0 ( c<? j )  i  Kq ( c Ç 2) s ą  rozw iązan iam i podstaw o­

wymi rów nania Cl) , z biegunam i odpow iednio w p u n ktach  < i(x ,y )  i  Q ( -x ,y ) ,  

zatem d la  P /  Q fu n k c ja  Gd ( p ,Q )  o k r e ś lo n a  wzorem (1 4 ) s p e łn ia  równa­

n ie  Cl) w E2 - F u n k cja  Gj j( P , q ) d la  Р = Q zachow uje s i ę  ta k  Ja k  ro z ­

w ią za n ie  podstawowe rów nania ( l )  z biegunem w p u n k cie  Q, tz n . Ja k  funk­

c j a  KQ( c Ç j ) .  Poniew aż d la  ^  = 0 za ch o d zi rów ność = * > 2 ’ W*ÇC
warunek (1 3 ) j e s t  s p e łn io n y .

Tw ierd zen ie  5 . J e ż e l i  fu n k c ja  f f s )  s p e łn ia  z a ło ż e n ia  tw ie r d z e n ia  

3 . to  fu n k c ja

(15) u ( x ,y )  = J f  ( J ? )  - Ś —  GD (P ,Q )  dn?

-ОЙ '  ^  =0

J e s t  rozw iązaniem  rów nania ( l )  w p ó łp ła s z o z y ź n le  E^ o ra z  s p e łn ia  wa­

ru n ki brzegowe

(16) u ( x , y ) --------v f ( y 0 ) ,  p rzy  ( x , y ) ------- > ( 0 , y o) ,

(17) u ( x ,y ) -------- » 0 ,  p rzy  <э—» о о ,  ( x ,y )  Ç- e | ,  a y  0 .

Dowód.

Wobec (14) i  ( i s )  otrzym ujem y
O® j

u (x .y )  = ^ J  f ( ł< )  Кг ( с ( х 2+ (Ч - у ) 2Ь  c x (x 2+ (ц  - у ) 2)  d 7 -  I ^ .( x ,y )  .

- O O

Zatem z lem atu 3 1 tw ie r d z e n ia  1 w yn ika , że fu n k c ja  u ( x ,y )  o k re ślo n a  

wzorem (1 5 ) s p e łn ia  rów nanie (1 )  w Eg oraz warunek brzegow y ( 1 6 ) .  Wo­

bec c z ę ś c i  b te z y  tw ierdzenia 2 funkcja u (x ,y )  określona wzorem (15) sp ełn ia  
warunek (17) .
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R e s u m e

La s o lu t i o n  des c e r t a in s  problèm es aux l im i t e s  pour 

l ’ é q u a tio n  Д и  -  o 2u «  0

Dans l a  p rem ière p a r t ie  de c e t t e  n o te  l 'a u t e u r  s ’ occupe de 1 ' étude 

de l a  r é g u la r i t é  de l ’ in t é g r a le
Oo

I f * . У) J f ( s ) K 0 f c r )  d s ,
N—OO

dans le  d e m i-p la n  x  >  0 ,  ou K ( c r )  e s t  l a  fo n c t io n  de M acDonald, 

r  »  x  + (s -  y )  , c un nombre p o s i t i f .

En p r o f i t a n t  r é s u l t a t s  o b te n u s , dans l a  seoonde p a r t ie  de c e t t e  no­

te  l ’ a u te u r  r é s o u t ,  à l ’ a id e  de l a  fo n c t io n  de G reen , le  problèm e de D i -  

r i c h l e t  e t  Neumann dans l e  d e m i-p la n  x  >  0 pour l ’ é q u a tio n  Д и ( х , у )  -
p

c u f x ,y )  > 0 ,  о un nombre p o s i t i f .
L es r é s u l t a t s  de c e t t e  n o te  p eu ven t ê t r e  p r é s e n té s  en forme du th é ­

orème :
S i  l a  fo n c tio n  t ( e )  e s t  d e f in ie  pour chaque nombre r é e l  s e t  s i  

e l l e  e s t  c o n tin u e  a i n s i  qu’ ab solum en t in té g r a b le  dans l ’ ensem ble des nom­

b r e s  r é e l s ,  a lo r s  .
1 .  l a  fo n c t io n  u ( x ,y ) =  -  I ( x ,y )  e s t  l a  s o lu t io n  de l ’ é q u a tio n  A u (x ,y ) -  

o 2u ( x ,y )  *  0 dans le  d e m i-p la n  x  У  0 e t  e l l e  s a t i s f a i t  aux c o n d it io n s

Э — »f(y0), p°ur f*.y)—»fo,y0),

u ( x ,y ) ------- ^ 0 ,  pour <P = ( x 2 + y » ( x » y ) £ -  E 2 >

où E® e s t  un d e m i-p la n  x  y  a ,  a un nombre p o s i t i f  a r b i t r a i r e .

2 .  l a  fo n c t io n  u ( x ,y ) =  -  I ^ ( x ,y )  e s t  l a  s o lu t io n  de l ’ éq u ation
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о
Д и ( х , у )  -  с  и ( х , у )  = О  dans le demi-plan х  > О  et e lle  satis fa it 
aux conditions

u fx .y )-----» i (yo)t Р °пг ( * .У ) ------>(0,Yo),

u fx .y )----- >0. Po«r f - » 00 . f x . y j e Eg .

Р е з ю м е

тпапинупе НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДАЯ УРАВНЕНИЯ А и - Л  =  О

В  п е р в о й  ч а с т и  р а б о т а  а в т о р  з а н и м а е т с я  и с с л е д о в а н и е м  р е г у л я р н о с т и  и н ­
т е г р а л а  у

Г  ( *  > у )  ■= J f  fs)K0<cr)ds
— ов

u  п о л у п л о с к о с т и  х>0  , г д е  Kj,fer) я в л я е т с я  ф у н к ц и е й  М а к д о н а л ь д а ,
ri  =  «i + (S -y J2

с  п о л о ж и т е л ь н а я  к о н с т а н т а .
П о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  а в т о р  и с п о л ь з о в а л  в о  в т о р о й  ч а с т и  р а б о т ы  д л я  

р е ш е н и я ,  п р и  п о м о щ и  ф у н к ц и и  Г р и н а ,  з а д а ч и  Д и р и х л е  и  Н е й м а н а  н а  п о л у п л о с к о с ­
т и  т у  о  д л я  у р а в н е н и я

А  и (х,у) -  с г о(х,у)  =  О
с  п о л о ж и т е л ь н а я  к о н с т а н т а .

Р е з у л ь т а т  э т е й  р а б о т ы  з а к л ю ч а ю т с я  в  с л е д у ю щ е й  т е о р е м е :
Е с л и  ф у н к ц и я  f fs) , о п р е д е л е н н а я  д л я  в с е х  s д е й с т в и т е л ь н ы х  я в л я е т с я  

н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и е й  и  а б с о л ю т н о  и н т е г р и р о в а н н о й  н а  м н о ж е с т в е  д е й с т в и т е л ь ­
н ы х  ч и с е л ,  т е

1. ф у н к ц и я  о(л,у)=1(\у) я в л я е т с я  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я

Л  ou.у) -  C2U<x,y)«0

н а  п о л у п л о с к о с т и  х  )  о  ,а т а к ж е  у д о в л е т в о р я е т  к р а е в ы м  у с л о в и я м

Э- ^ ' ) — » {(уе),прж Ы.у)-^(0,ус) ,

U fx,y ) — г 0 п р и  ? =  ( х2+ у 2)4—> , Г*,У) « Ё2 >

с'* *г д е  в б е з н а ч а е т  п в л у п л в с х а с т ь  z ) a t а  п р о и з в о л ь н а я  п о л о ж и т е л ь н а я

к*  к с т а н т а .
у  /

2 . ф у н к ц и я  и f*, у) = - - П о я в л я е т с я  р е ш е н и е н  у р а в н е н и я
Д и ( х , у )  -  С * и ( х ,у )  =  0

н а  п е л у п л е с к о с т и  х  у  о ,  а  т а к ж е  у д о в л е т в о р я е т  к р а е в ы м  у с л о в и я м  

ufx.y) — » £fyc),npH  fx,y)-> (0,уо) ,

_  à
U fx .y )----»0 , п р и  q — y o o  , fx,y)fe ь 2  .


