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ROZWIAZANIE PEWNYCH ZAGADNIEN BRZEGOWYCH DLA Rt&NANIA /10 -CrO = o

Rozwigzanie Vv(C) , gdzie le * x2 + y2 réwnania Au(x,y)-cuz(x,jk*o,
¢ stata dodatnia, spetnia réwnanie zwyczajne y'(¢) +C~*v(¢) -o2v(¢) =0.
Réwnanie to Jest szczeg6lnym przypadkiem réwnania rézniczkowego Vv ''(z) +
+ z-*v'(z) -(l +/u2z-2)y (z) = 0, Kktérego catkag ogdlng Jest kombinacja li-
niowa funkcji 17(z) 1 Kg(z) zwanych funkcjami Bessela zmiennej zespolo-
nej ( [11, str.115). Funkcje K~"z) znane sg w literaturze pod nazwa
funkcji UacDonalda ([I], str.116).

Niniejsza praca zawiera pewne wyniki dotyczgce regularnoséci catek
niewtasciwych typu potencjatu, o jadrach bedacych funkcjami UacDonalda
Ka/z) w poéiptaszczyznie x”~ 0. Podamy takze zastosowanie tych catek do
rozwigzania, przy pomocy funkcji Greena, zagadnienia Dlrichleta i Neuman-
ns w poOtptaszczyznie Xy 0 dla réwnania

1) Au(xy) - c2u(xy) =0,
gdzie ¢ Jest stata dodatnia.

1. Niech Eg 1 E* oznaczajag odpowiednio poéiptaszczyzny otwarte
z) O, xy a, gdzie a Jest dowolng stata dodatnig. WeZzmy pod uwage cat-

=ffj f(s)KO(or)ds,

gdzie r2 * z2 +(s-y)2, c¢ stata dodatnia.

Lemat 1. Jezeli funkcja f(s) Jest okres$lona w zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych oraz catka ».

(2) jIf(s)!l ds
jest zbiezna.to catka I(x,y) Jest niemal jednostajnie zbiezna w pétptaszczyznie
Yy -
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Dowdd.

Funkcje MacDonalds K~fz) zmiennej rzeczywistej dodatniej o indek-
sie j1 Y 0 sa funkcjami rzeczywistymi dodatnimi, malejagcymi ([I], str.
146), zatem KO(or)< KQ(ca) dla dowolnego punktu (x,y) *£ e] i dowol-
nego s, gdyz r > a w po6iptaszczyznie E® przy dowolnym s. Uajoran-
ta catki I(x,y) Jest zatem catka (2), wobec tego catka I(x,y) jest jed-
nostajnie zbiezna w po6tptaszczyznie Eg, a wiec niemal jednostajnie zbie-
zna w potptaszczyznie Eg.

Dalsze rozwazania zwigzane z catkag I(x,y) poprzedzimy wprowadzeniem
pewnych catek nlewtadciwych.

Niech —

J t(8)(a-rf XT r"P Kp(cr)ds,

gdzie ac i V sg liczbami catlkowitymi natomiast jest liczbg natu-
ralng oraz
(3) 0C+iK £ .

Lemat 2. Jezeli funkcja t(s) spetnia zatozenia lematu 1 oraz za-
chodzi warunek (3~). to catki I1.(x fy) sa .lednoeta.lnie zbiezne w kazdej

potptaszczyznle Eg.
Dowdd.
Wobec (3) wyrazenie

Is-yl** XN r~* = Is—y1°° if (x2 + (s-y)2)-~

Jest ograniczone dla (x,y)E E® i dowolnego s.
Poniewaz Kpa(cr)< K~fca) dla dowolnego punktu (x,y)B Eg i dowolnego
s, zatem

|*(B)(B-y™ xX*" r"P Kp(ord< MKI3{ca)|f(s)] .,

gdzie
U = sup le-yl1”0 T~*
(x,y)eE™
-»><B<po
Majorantg catki Ijtx.y) Jest catka (2) wobec tego Jest ona jednostaj-

nie zbiezna w péitptaszczyznie Eg.

Lemat 3. Jezeli funkcja f(s) spetnia zatozenia lematu 1. to funk-
cja I(x,y) lest klasy C* w otoczeniu kazdego punktu zbioru Eg 1 spet-
nia rownanie (1) oraz zachodzi wzo6r

IZ'y) - fjtl,) K er) -

Na podstawie [l),str.H 7 mamy
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®) i1{ 7)) - - :

dla dowolnej liczby rzeczywistej jt, . Wobec : (5) catki wystepujace po
prawej stronie wzoru (4) sa sumami skohnczonymi catek typu 11(x,y) a wiec
sg one jednostajnie zbiezne w E®. Wpynika stad wzér (4), zatem mozli-
wos$¢ rézniczkowania funkcji I(x,y) pod znakiem catki dowolng ilo$¢ ra-
zy. Wobec tego

Al(*y) - c2l(x,y) = J f(s) £ak0(cr) - o~for)] ds = 0,

gdyz dla x ~ 0 funkcja KQ(cr) Jako rozwigzanie podstawowe roéwnania
(n)rey, str.115) spetnia to réwnanie.

Z kolei podamy lematy, ktére wykorzystamy do badania zachowania sie
funkcji IM.(x,y) przy zmierzaniu punktu (x,y) do punktu (0,yo0).

Lemat 4. a*
12(x,y) =1]j cxr_1Kj(cr)de - e~oXx.
Dowdd.
Dokonujgo w catce 12(x,y) zamiany zmiennej
(6) s =y + xt,

otrzymujemy

Vx.y) = If j (t2+#1)_i KA(ex(t2+D)n) dt -

=fp r Kx(cx (t2+1)4) dt.
0

Poniewaz ( [3], str.719)

0 cv z

gdzie oc>0 i yu.>»l, zatem

Zatem wobec

LLI B> T @4)N5r

otrzymujemy, ze 12(x,y) >X e-cX.
Lemat 5. Jezeli zy 0, to K~z) 4 wl-
Dowdd.

Ze wzoru ([I] , str.149)
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K,(a) » - {jj~" z"1 T cos (zt) (t2+l) 2 dt
1 " V5r n

dla z) O, otrzymujemy

IM *)|<-tWP -» -1 fFAD"* «e

Wobec tego, ze f 3
j ftad)"2dt » 1, 2fjf|) - VT,
(0]
wiec
Kxfz) = i KrC«)] < z-1 dla z > O.
Niech ,
SMfx.y) - *O cir"1K1l(cr) ds
is-yInt
oraz
K~rfx) = supl[i oxr"1lKil(cr)j
Isy]><?
dla «>0.
Lemat 6. Jezeli ~)O0. to
al SEfvty)—» 0, przy X » 0 jednostajnie wzgledem vy.
b/  Rg(x) - >0, przy X - » 0.

Dowdd.
Z lematu 5 wynika nieré6wnos¢

TSjfx.y)!' 4 i crJ r"2 ds.
Is-yl><f

Stosujgc do catki po lewej stronie powyzszej nieréwno$oi zamiane zmien-

nej (6) otrzymujemy

A ) ft2+1)_1dt - 1 - jj aro tg]

W >+t
Dla dostarczenia matych ~ 0 z nierébwnos$ci O " x <1£ wynika nie-
réownos¢
1 - - aro tg~<¢£E,
a zatem niezaleznie od y otrzymujemy |S~(x,y)|< 6, co dowodzi czesé

a) tezy lematu 6. Dowdd czeéci b) tezy jest analogiczny.
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Twierdzenie 1. Jezeli funkcja ffs) spetnia zatozenia lematu 1 oraz
Jest ciggta dla s = y0, to -IN(x,y)——-—-»f(yO0), fidjr fx,y)-—-- » (0,y".

Dowdd.

Ze wzorn {5) 1 lematu 3 wynika, ze

[e]e]
-INfxLy) J f(s) oxr_1KiCor) ds.
Niech
I'x(x,y) « A+ Q,
gdzie -
A =i oxffy0)j r*1Kl(cr)ds,
rYe)

Q* 1 otj[ t(s) - f(yQ] r"iKifcr)ds.

Z lematu 4 mamy
A = f(y0} » e"cx,

zatem gdy (Xx,y)-——- »(0,yQ, to A-— > *(y0)-

Wykazemy, ze catka Q dazy do zera, gdy (X,y)--— *(0,yQ. Zciag-
tosci funkcji f(s) w punkcie s = yQ -wynika, ze dla dowolnej dodatniej
liczby 6 istnieje dodatnia liczba taka, ze dla Is—yQ|< 6 zacho-
dzi nieréwnos¢

If(s) - f(yo)] < 8§

Niech e
QL=Vy cxJtf(si " -E]f“ 1Ki(cr)ds

Is-yol<6
Q2 =i cxj [f(s) - f(yg] r-1Kil(cr)ds.
es-yol><T
Woéwczas M
QI » ~ cx|J [ffs) - f(yd]l r~4tj{cr)dsl”. r_1KiCcr') ds.
»8-yO»<«r
Zatem zgodnie z lematem 4 otrzymujemy 1QM N e“cx. Poniewaz xy 0

i o> 0, wiec 1Qjj~ ~ dla dowolnych fx,y)G E*.
Jezeli ly-yol~n to z nieréwnosci Js-yO0Ilnr6* wynika nieréw-

nos$é le-ylI>f, wiec
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IQal=wexI-f(y»)]r"1Kj_(cr)d6l4 n=cxj Iffs) - ffy,)Ir"*Kj(cr)4s

\b-y \>B 16-y»t
ircexjiffcjlr'rcrjd* +Jc*Iffye)|l*riK ifr)ds4 RMNW jIfM ids ¢ S~A*.y)If<*U,
Is-yi>£ I»-yI>£ -ee
gdzie .
Niech ?7?
m=J] Iffs)l ds.
-0e

Zatozmy, ze m®d O (w przypadku m = O dowdéd Jest banalny). Jezeli
f(y0) = 0, to IQjjI*rR”"Ni(x) m, zatem z cze$ci b) tezy lematu s wynika,
ze przy dostatecznie matej liczbie 7 > O nierbwno$¢ O < Xx < po-
cigga za sobag nieréwnos¢

V.  x) < éb s

Wobec tego dla ly-yQ@ < f i O < x<i? otrzymujemy 1QI” iQjj + |2 |<€
co dowodzi, ze w tym przypadku catka Q dazy do =zera, przy X,y Q—*
.y0) -

Jezeli natomiast *(¥Y0) ¢ O, to z lematu s wynika, ze przy dosta-
tecznie madej llozbie 7 y o z nieréwnosci o < x < wynikajg nieréw-
nosci

V X)< £ 1 SoOrIt< 4|E00|
przy czym ostatnia nieré6wno$¢ zachodzi dla dowolnego y. Wobec tego dla
ly-Y01< f i 0<x<lj otrzymujemy Iql +1Q21 “C ¢ co dowodzi,
ze w tym przypadku catka Q réwniez dazydo zera, przyzmierzaniu punk-
tu (x,y) dc punktu (o,yo0).
Nastepujgace twierdzenie dotyczy zachowania sie catek I(x,y) i
Ix(x,y) w nieskonczonosci.

Twierdzenie 2. Jezeli a 0. to
al lim I(x,y) = 0O, gdy (x,y) & el
sp->oe n
oraz
b/ lim I'(x,y) =0, gdy (x,y)E£- E®
f +o00x *
Dowod.
Z jednostajnej zbieznosci catki I(x,y) w poiptaszczyznie E®,przy
dowolnym a” o wynika, ze dla dowolnej liczby 6 " 0 istnieje taka

liczba Ro> 0 niezalezna od (x,y)EE”, te dla sQ)> Rqg zachodzi nie-

réwnosé I (e i c
(7) J f(s)K (crjds - I(x,¥y)I< % .
e 181<80

Wykazemy, ze 1 f 1. -

<3 f(s)K (cr) dsl 4
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dla ustalonej liczby sQ oraz dla dostatecznie duzych &

Z nieréwnosci trdjkata 1?2 - ISI] 4 r4 9 +|s] wynika nieréwnos¢
Zatem dla 9~*oo0 , N~ —) 1, gdy |]sl < sO. Istnieje wiec stata dodat-
nia k< 1 taka, ze r > ke> dla 9>%$*0 n gdzie <2, Jest dosta-

tecznie duzg liczbg dodatnig. Z monotonicznos$cl funkcji KQ wynika, ze
dla ~fo zachodzi nieré6wno$¢ Kofcr) 4 Ko(ck~>) , skad

1J* frs)Ko(cr)ds] < Ko(cke) J]| f(s)] ds.
|sl<so -oo

Poniewaz I|im ko(z) =0 (j 1], str.118), wiec dla dowolnej liczby tyO

Istnieje taka liczba C'y o, ze dla zachodzi nieré6wnos¢
«, 1ko (ck?)] < £,

gdzie ni =J |f(s)]ds (przypadek m= 0 jest banalny).
Zatem dla e > maxfC-.P') mamy

Is tw vecr)-siI<f
ISK &
Z nieré6wnosci (7) i (8) wynika, ze dla max e, f) i (jt,ylg£j

zachodzi nierownos¢ I(x,y)I< £. Przeprowadzajagc podobne rozumowanie
mozemy udowodni¢ b).
2. Niech 4= (x,y) bedzie dowolnym punktem wewnetrznym potptaszczyz-

ny E*, natomiast P = (f ,?) niech oznacza punkt taki, ze C 0.
Niech = (x -f )2 +(y - T?)2, 922 = (x ¢<f)2=* (y - 4)2.
Wiadomo [2], ze funkcja Greena dla réwnania (1) w potptaszczyznie Dg

z warunkiem brzegowym typu Neumanna ma postac
0) GN<P««) = 1V tV C?l) + Ko(C<?27]"’

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f(s) okreslona na wszystkich s rze-
czywistych jest funkcjg ciggta oraz catka (2) Jest zbiezna, to funkcja

(10) ux,y) = -j t(v) Oji(p.<pl dr?
*L ‘f=o0
Jest rozwigzaniem réwnania (lI) w potptaszczyznie Eg i speinia warunki
brzegowe
(11) 1 L —— >t(ya), Przy (x,y)-———— (0,ye),

(12) n(*.y)-—-—- >0. gdy C»-»00 i (x,y) -6 Eg, a> 0.
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Dow6dm
Z (9) i (io) otrzymujemy

ueGY) w—1] KOCOR +ty- r)2)  d® = - HX,y).

Z lematu 3 1 twierdzenia 1 wynika, ze funkcja u(x,y) okreslona wzorem
(loj speinia rownanie Cl) oraz warunek brzegowy (Il). Na podstawie twier-
dzenia 2 zachodzi warunek (12).

Twierdzenie 4. Funkcja Greena dla réwnania (1) w pé6tptaszozyznle E*

z warunkami brzegowymi typu Dirlchleta:

(13) gd (p.a)l =0
IIif=0
ma postac
a*) %(p.Q) - 2T [M c€ 1> - Ko(c?2n*
Dowdd.
Poniewaz funkcje KO (c<?j) i Kag(cC2) sa rozwigzaniami podstawo-

wymi réwnania CI), z biegunami odpowiednio w punktach <i(x,y) i Q(-x,y),
zatem dla P/ Q funkcja Gd(p,Q) okreslona wzorem (14) speinia réwna-
nie CI) w E2- Funkcja Gjj(P,q) dla P = Q zachowuje sie tak Jak roz-
wigzanie podstawowe réwnania (lI) z biegunem w punkcie Q, tzn. Jak funk-
cja KQ(cCij). Poniewaz dla N = 0 zachodzi réwnosé¢ =*>2’ WrCC
warunek (13) jest speiniony.

Twierdzenie 5. Jezeli funkcja ffs) spetnia zatozenia twierdzenia
3. to funkcja
(15) u(x,y) = J f (J?) -S$— GD(P,Q) dn?

-on ' A =0

Jest rozwigzaniem réwnania (lI) w péiptaszozyznle E” oraz spetnia wa-

runki brzegowe

(16) u(x,y ) v f(y0), przy (x,y)-—— >(0.yo),
(17) u(x,y)-——- » 0, przy <s—»o00, (Xx,y) G-e], ay O.

Dowdd.
Wobec (16153 i (is) otrzymujemy

u(x.y) =21 f(<) Kr(c(x2+ M -y)2b cXx(x2+ (L-y) 2 d 7 - 1™M.(x,y)
-00
Zatem z lematu 3 1 twierdzenia 1 wynika, ze funkcja u(x,y) okres$lona
wzorem (15) speinia réwnanie (1) w Eg oraz warunek brzegowy (16). Wb
bec czes$ci b tezy twierdzenia 2 funkcja u(x,y) okre$lona wzorem (15) spetnia
warunek (17) .
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Resume

La solution des certains problemes aux limites pour
I ’équation [Awn - o02u « 0O

Dans la premiére partie de cette note l'auteur s’occupe de 1' étude

de la régularité de |’intégrale
Oo
1f*.Y) Jf(s)KOfcr) ds,

dans le demi-plan x > 0, OLNJ_OOK (cr) est la fonction de MacDonald,
r »x +(s-y) , ¢ un nombre positif.

En profitant résultats obtenus, dans la seoonde partie de cette no-
te | auteur résout, a |’'aide de la fonction de Green, le probléme de Di-
richlet et Neumann dans le demi-plan x > 0 pour |’équation Owu(x,y) -
c ufx,y) >0, o un nombre positif.

Les résultats de cette note peuvent étre présentés en forme du thé-
oreme:

Si la fonction t(e) est definie pour chague nombre réel s et si
elle est continue ainsi qu’absolument intégrable dans |’ensemble des nom
bres réels, alors .

1. la fonction u(x,y)= - I(x,y) est la solution de |’équation Au(x,y)-
o2u(x,y) * 0 dans le demi-plan x ¥ 0 et elle satisfait aux conditions

< — »f30), pur Ty)-»o)0),

u(x,y)-——— ~O, pour <P=(x2 +y » (X»y)E- E2>

ou E® est un demi-plan xy a, a un nombre positif arbitraire.

2. la fonction wu(x,y)= - I7(x,y) est la solution de |’'équation
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In(x,y) - com(x,y) =90 dans le demi-plan x > 0 et elle satisfait
aux conditions

ufx.y)-----» i(yo)t Penr (*.¥Y)----- >(0,Yo0),

ufx.y)-—-——- >0. Po«r f-»00 . fx.yjeEg.

Pesnwe

TarvHyre HEKOTOPbIX KPAEBbIX 3AIAY JAA YPABHEHMA At - 1 =0

B nepsoii yacTu paGoTa aBTOP 3aHMMAETCHA WCCNEAOBAHMEN PETynspHOCTH HH-
Terpana y

r(*y)e Jffs)KOcnds
—oB
u noaynnockoctn x>0 , rge Kij(fer) asnqetca dynkuuedr Makgonanbpa,
ri =«i +(S-yJ2
C NONOKMTENbHAA KOHCTAHTA.
MonyyeHHue pe3ynbTaTs aBTOP HCNOAbL30BAN BO BTOPOA vacTu pafoTw Lna
peuewua, npu nomowun GyHkuww Tpuka, 3agauw Jupuxne u Heitnawa wa nonynnockoc-
TW Ty 0  ANS ypaBHeHns

A nxy)- cro(x,y) =0

C NOMOKNTENbHAA KOHCTAHTA. .
PesynbTat aTell paboTs 3aknwyanTca B caegyoyeii Teopewe:

Ecnn gywkuua ffs) , onpegenexnas Ana Bcex S [eHCTBUTENbHHX ABAAETCH
Henpepushoil OyHKkumed W abCONNTHO WHTErpUPOBAKHON HA MHOKECTBE AEiiCTBUTEND-
HuX wucen, Te

1. gyukung o(ny)=2(\y) ABnAeTCH peueHuen ypaBHEHUR
N ou.y) - C2U<x,y)«0
Ha nonynnockoCTM X ) 0 ,a Takke YAOBNETBOPAET KpaeBHMm yCAOBUAMN

3~ ) —»{(ye.npx bl.y)-"(0,yc),

Ufxy) —ro napn 2= (x2+y2)4—> , Yy« E2 >

™ *
rge ¢ B6e3HayaeT nenynaBcxacTb z)at a Npou3BoNbHas NONOKUTEAbHAR
K*KCTaHTa.

!
2. OYHKGHA wf<,y)=--N0ABAACTCA PeUeHUer ypaBhenis

An(x,y) - C*u(x,y) = 0
Ha neaynneckocty Xy 0, a Takke ypoBnNeTBOpPAET KpaeBuM YyCnoBuam

ufx.y) —» £fyc),npH fx,y)-> (0,y0) ,

a
Ufx.y)-—-»0 ,npn q-—yoo , fxy)feb 2 .



