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0 ZAGADNIENIU TRÓJHARMONICZNYM RIQUIER DLA PÓŁPLASZCZYZNY

1 . W p ra cy  podamy ro zw ią za n ie  z a g a d n ie n ia  R iq u ie r  d la  p ó łp ła s z c z y -  

zny i  rów nania tró jh a rm o n io z n e g o . Wyznaczymy ro zw ią za n ie  rów nania

( i )  A 3u ( x ,y )  = 0

w p ó łp ła s z c z y ź n le  у у  0 , s p e łn ia ją c e  w arunki brzegow e 

(2a) u ( x ,0 )  = t  ( x )  ,

(2b) Л п ( х ,0 )  =. g ( x )  ,

(2o) A 2u (x , 0) « b  ( x )  ,

g d z ie  f ( x )  , g ( x )  ,h ( x )  , s ą  fu n k cja m i o kreślo n y m i d la  - o o <  x  <  + o o  . 

R ozw iązan ie  sko n stru u je m y  z a  pomocą f u n k c j i  Greena a n a s tę p n ie  p rze p ro 

wadzimy sy n te z ę  otrzym anego r o z w ią z a n ia .

2 .  Udowodnimy le m a t, z k tó r e g o  będziem y k o r z y s ta ć  w s y n t e z ie .

Lemat 1 . | [ l ] .  J e ż e l i  f ( x )  j e s t  fu n k c ją  o gran io zo n ą  i  bezw zględ

n ie  ca łk o w a ln ą  d la  - o o < x <  + a o  , a  ponadto c i ą g ł ą  w p u n kcie  xq, to

(3) J (Х.У) =  ------ *■ f(X.) ,
— oo

gdy f x , y ) -------- * ( x o , 0)  p rzy  y  >  0 .

Dowód. P rz e k sz ta łc a m y  c a łk ę  о Г (х ,у )  w n a s tę p u ją c y  sposób
O© oe

K T  J  ( S - » ) 4 y ł  ЗГ J  (а-хУ+ y i  d s  •
- O O
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Wobec c ią g ło ś c i  fu n k c ji t ( x )  w punkcie x Q oraz у ^  O mamy

I l ( x  v) _  lfe > 7  Jf.às I <  _£_ f  __
I jr  N  Or J (s  —x)*+ył  ■

Przez zastosow anie do c a łe k  po obu stronach podstaw ienia s -  y = ty , 
otrzymujemy

i С/ (x,y) — f(xc) I < e ,

a stą d  Ju ż wynika te z a  lem atu.
3 .  Skonstruujemy tera z  fu nkcję  Greena. N iech w prostokątnym ukła

dzie  współrzędnych ( s , t )  będzie  dany dowolny punkt X (x ,y )  , y > 0 ,  zaś 
X1 ( x , - y ) ,  n iech  oznacza punkt sym etryczny do X względem o s i  O s. 
Niech Y ( s , t )  oznacza dowolny punkt obszaru

(5) D = {  ( s , t )  : t > o } .

Niech d a le j będzie X /  Y . Wówczas mamy

г = I X Y I = l/(s -  x ) 2 + ( t  -  y ) 2 ,

(6) __________________________ _

r i = 1 xi Y,= •  x ) 2 + ( * + y ) 2 >

<? = r| = r . l  = i  (s  -  x ) Z + y 2 .
1 ! t=0 1 It= 0

Udowodnimy n astęp u jące
Twierdzenie 1 . Funkcją Greena d la  p ó łp ła szczy zn y  t  0 je s t  funk

c ja
(7 ) g (x , y ) = r 4ln  r -  r 14ln  r 1 .

Dowód.
Udowodnimy, że są  spełnione n astęp u jące  warunki:

( 8a) G (X ,Y ) » 0 d la  t  = 0 ,

(8b) Û 6 ( ï ,Y )  = 0 d la  t  « 0 ,

(8c) Д 2в (Х Д )  = O d la  t  = 0 ,

(8d) A 3 G (X ,Y ) »  0 d la  X i  Y , Y G D .

Ponieważ d la  t  = 0 , zachodzi r  = r^ * , warunek f8 a ) j e s t  spełnio
ny. D la sprawdzenia p o zo sta ły ch  warunków wykonamy o b lic z e n ia  [ 2 ] .  Do (8b)

A g (x , y )  = Д г 41п г  -  Д г 141п т± = ( г 41п r ) rr  + i ( r 4ln  r ) r  гД.^

" r^ri4ln ri) тх = 16(r2ln r  -  rt2ln r±)+ 8(r2 - r12),
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A g ( x , y ) -  O d la  t  = О.

Do ( 8o)

A 2g ( x , y ) = A A  g (x , y ) = 1 б ( Д  r 2in  г -  A r x2m  r t)  +

+ e (  А  г 2 -  А  т± 2 ) = 64 (  ln  г  -  ln  i-j )  ,

a w ięc

A 2g (x , y ) » O d la  t  = O.

Do ( 8 d ) .  Ze w zględu na t o ,  że ln  r  i  ln  są  fu n k cjam i harmonicz
nymi z a c h o d z i

A 3 G (X ,Y )  = .0  d la  X 4  Y , Y e  D.

4 . Weźmiemy o b e cn ie  pod uwagę fu n k c ję  [ з ]
O o OO oo

(9 ) u b f t f - A i f a t i j a b G M f a  + 4 j ^ s>ajrAG0r,Y)ds +Ą]h(s)£€(0)d3 .
—oo —oc —oo

g d z ie  A ^ .A g .A g  o z n a c z a ją  s t a ł e ,  k tó r e  p ó ź n ie j  o k r e ś lim y , i -  je s t  po
chodną w k ieru n ku  normalnym do b r z e g u .

O b liczam y pochodne w y stę p u ją c e  pod znakiem  c a ł k i .

O tóż

fiO ) f j j  G (X ,Y )  = j f  G (X ,Y j  = £  r 4 ln  r  -  ^  r i 2 ln  r ± =

= 4 r 2 ( t  -  y ) ln  r  -  4г ± 2 (Ч + у ) ln  r t  + (t  -  y ) r 2 - ( t  + y ) r x2 .

D la  t  «  0 ,  mamy

(11)  ^  G (X ,Y ) = - 8  y  Ç 2l n f  -  2 y ę 2 = - 2  У <p 2( 4 I n ?  + i ) -  - 2 - ^  ( f  4 ln<j>),

(12)  ^ A g ( i , y ) = ^ A g ( x , y ) -  1 б ( - ^  r 2 ln  r  -  ^ - r ^ i n  r t)  +

+ 8 ( À  1,2 “  r l 2 )  = 16 [  2 (  t  -  y ) ln  r  -  2 (  t  + y )  ln  r t  -  2y j +

+ e [ 2 ( t - y ) - 2 ( t  + y ) ]  *  32 [ ( t  -  y )  ln  r  -  ( t  + y ) ln  r x-  y j +

+ 8 (  - 4 y )  = 32 [ ( t  -  y )  ln  r  -  ( t  + y )  ln  r ±] -  6 4 y .

D la  t  *  0 mamy w ięc

(1 3 ) 5 5 A g ( X , Y ) .  - 6 4  у  I n ę  -  6 9 /  = -  64y('ln$> + § )  = - 2 ^ [ A ( ę 4 m ę ) ]  .

( l * )  к  A 2° ( X >T ) -  ^ A 2g (x , y ) = 64 ( - Ц - *  -  ± - ± £ )  .
г  Г1
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D la  t  = O otrzym ujemy

(1 8 ) Ш  ^ f y l . Y )  = -1 2 8  * 2  = - 2  ôy[Z^2 C q 4 l» Ç ) ]  -

Wobec te g o  otrzym ujem y d la  u ( x , y) w yrażen ie

(16) u ( x , y ) - Ą [ f ( 6 ) ( - 1 2 S ^ d s  +  A jg ( s ) [ -6 1 y(ln? + f  )Jds +  A 3]h(s)[-2y?2(4lnę+ljds,

— oci -  OC -o£>

Przy jm u jąc te r a z

( i r )  A± = A2 = Ag = -  1|83r 1

otrzym ujemy
=» y

d e )  » ( * , T > - ł J | ^ + f e - J s “ > ( '" ? + ! ) < i *  + f c r j k b ) [ i ? 20 » ? + , )]j !
-c r f _ oC. -  OO

lub w p o s t a c i

( l8 a )  u ( x ,y )  A ( S V ) ] < I S + ® i r j h^ [ 2 ^ ^ ,n ?^ S ‘

5 .  Udowodnimy o b ecn ie  

T w ierd zen ie  2 . J e ż e l i

1 ° .  c a ł k i
o o  © о ею

(19) t(s)(lnę +  |)ds , jh(s)(lnç + |)ds , jh(s)[4ça0«?-H )Jas
-OO -OO— o«

w zględ n ie  w sym b o lice  wzoru ( l8 a )  c a ł k i
0 °  p OO OO

(19a) J&f6j^4?4|n(?)]de . jh(b)[|̂ A?+ln?]ds , jh(s)̂ <=4ln<pds
-OC >60 -OO

są  Je d n o s ta jn ie  zb ie żn e  w każdym p r o s to k ą c ie

(20) f f ( a ,A ,B )  =  { ( x ,y )  : 0 < а < у < ( А ,  I x l  4  b | ,

g d zie  a ,A ,B  są  dowolnymi lic z b a m i d o d a tn im i,

2 ° .  z a c h o d zi z b ie ż n o ść  do z e r a  c a łe k
oo oo oO

(21) y Jg ,(s)(ln<? ■ * - ! ) * ,  y jh (s )(ln 9 + j)d s  , y fh(s)|4^(ln<p+l)jd&

- o o

w zględ n ie  w sym b o lice  wzoru ( i 8 a )  c a łe k
OO oC Oo

(21a) 2 jgfs)^-(A?V ) d s  , 2 jh(t)^(A?4ln?)ds » 2. J ( ę 4ln<?)ds
— ak) '  —a b  '  •
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gdy f x .y )  ----- »  (x rfO) przy y >  O,

3 ° .  fu n kcje  f ( x ) , g ( x ) ,  h (x) są ograniczone i  bezw zględnie całkowalne 
d la  - o o < x <  + 0 0  , to  fu n kcja  u (x ,y )  określona wzorem ( i8 )  [(18a)] 
sp e łn ia  zagadnienie trójharm oniczne d la  p ó łp łaszczyzn y z warunkami brze
gowymi w punktach c ią g ł o ś c i  fu n k c ji f ( x ) , g ( x ) , h ( x ) .

Dowód.
Udowodnimy, te  fu n k cja  u (x ,y )  sp e łn ia  warunki ( 2 a ) ,  (2 b ) , ( 2 c ) .

Poniewat druga i  t r z e c ia  c a łk a  w ( i 8 ) ,  [(i8 a )] zeru je  s ię  wobec za łożen ia  
1 ° 1 2 ° ,  pierw sza zaś oałka  sp e łn ia  za ło ż e n ia  lematu 1 , więc na brzegu 
obszaru j e s t  sp e łn io n y  warunek ( 2 a ) .  D la udowodnienia, że zachodzi waru
nek (2b) obliczam y

o c  0 0  ^

(2 2 )  Au(x,y) * 5rjf(s)Jÿ(ûlnç)ds +  ,гЬ г jh<0 [2 ^(A ?+,n? J ds'

Pierw sza ca łk a  zeru je  s i ę ,  gdyż 
(23) Aln<? = 0.
Druga c a łk a  przyjm uje wobec (15) p o sta ć

< « )  ÿ  ■
-oo

Ta c a łk a  sp e łn ia  z a ło ż e n ia  lematu 1 , a w ięc J e s t  zbieżna do g (x Q) , gdy 
( x ,y ) — > ( x o ,0 )  i  fu n k cja  g (x ) j e s t  c ią g ła  w punkcie x 0 - 
T rz e c ia  c a łk a  przyjm uje wobec (13) p o stać

OO

(2 5 ) 7j)rJh(s)[îllÇ +■ i ] d s ,
—oo

a ta  zgodnie z ( i9 )  i  (2 i)  j e s t  zbieżna do zera , gdy (x ,y )  -------> - ( x Q,0 ) .
O la udowodnienia warunku (2c) obliczam y

OO

(26) Д 2й(х/У) =* £  fg,(s)^(Alnę)ds +  ifarfh(s)[2^;(A2f 4ln<?]ds.
■ _  - ~ з

P ierw sza c a łk a  zeru je  s i ę ,  gdyż I n ę  J e s t  fu n koją  harmoniczną. Druga 
c a łk a  wobec ( ló )  da s ię  sprowadzić do p o s ta c i

(27) A W , y ) =
—OO

Całk a  w (27) sp e łn ia  za ło ż e n ia  lematu i ,  a więc w każdym punkcie c ią g 
ł o ś c i  fu n k c ji  h (x) J e s t  spełn iony warunek ( 2 c ) . Wynika więc s tą d , że 
fu n k cja  u (x ,y )  J e s t ,  wobec założeń 1° i  2° , oraz lematu i  funkcją 
trójharm oniczną, c .b .d .o .
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S u m m a r y

On the treeharm onlc R iq u ie r  problem  f o r  th e  h a lf p la n  

In th e  paper the s o lu t io n  o f  th e  e q u a tio n  Д  u ( i , y )  = 0 , y >  0 ,
p

sa ty sfy in g  the boundary d a ta  u (x ,0 )  = f ( x ) ,  A u ( x ,0 )  ■ g d ) ,  А  и (х ,ф » 
= hfx) i s  g iv en .
The s o lu t io n  i s  g iv e n  by form u la

OO OO oO

(l)  U(x.y) -  + i ) ds + & J h ( S)[4 ç*(4+ 1 jd s .
— •© - О О  - О о

The f o l lo v i n g  theorem i s  prooved 

I f  1 ° .  the in t e g r a ls
0 0  0 0  oO

\£(5)(1л<5>г|)db , jh(s)(ln? + -|)<is » ĥ(»)[4ęł(lnę+l)]ds
— -o O  - о Л

are uniform ely convergent in  the re c ta n g le

W (a ,A ,B ) = { ( 'x .y )  t 0 <  a <  у  <: A ,  | x l <  в } ,  

a ,A ,В b e in g  a r b i t r a r y  p o s i t i v e  num bers,

2° .  in te g r a ls
« of у

y |«<s)(lnç+|-)ds —>0 , yjh(s)(ln<? + |)is —» 0 , yjh(s)[4ç2flrtç + l)jds —» 0
— 00 — 00

by ( x , y ) — » f x o , 0 ) , y >  0 .

3 ° .  the fu n c t io n s  f ( x ) , g ( x ) , h ( x ) ,  are  bounded and a b s o lu t e ly  ln te -
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g r a b ie ,  then the fu n c t io n  (1 )  i s  th e  s o lu t io n  o f  th e  R iq u ie r  problem , 

s a t i s f y i n g  boundary d a ta  in  the c o n t in o u ity  p o in ts  o f  f ( x ) , g ( x ) ,  h ; x ) ,  

By the s o lu t io n  o f  t h i s  problem  th e co n v e n ie n t Green fu n c tio n  i s  u se d .

Р е з ю м е

О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ РИКИЕР ДЛЯ УРАВНЕНИЯ Д \| (л .у )* 0  У ПОЛУПЛОСКОСТИ

В рабете решается уравнение

Л*и (х.у) —  0 у > 0

“Р* УСЛ#МЯХ u(*,0) = f ( x ) ,  ди(х/ 0 ) = ё (л> - AZu(*,0) = h(*V

Решение этей задачи дается формулой / 1 /
Оо «

(Я ”M  = £ j (:r$775 +i^rb<s)(ln 9tf)d s  H-S3rjh(s)[4?2(ln?+1)]^.
“ 0&  -  OU —

Доказывается следующая теорема.
Если I *  интегралы

о о  о О  О*»

Jg(b)(|nÇ + ̂ )ds , [ьы(1п<? +  |)ds , Jh(s)[4Çz(ln<f+ l)]ds
- o o  -a o  -eO

равномернв схадятся в прямвугвльнжхе

W(aA.  В) =  {(x,y)r 0< а <у < А , и к в | ,

2 *  интегралы
ОО ОО «X»

y jê (s^0n? + i')db , yJh(6)(lnÇ-t"|-)ds , yjh(&)[4?ł (ln ? + l)]ds
-О О  —во -g<9

стремятся к нулю, если (х.у) — т (х„, 0 ) , у ? 0 ,

3* функции £(*),?>(•*)/ h(x) -  конечные и вбсолитно интегрируемые, тогда функция 
( 1 )  решает поставленнув в начале задачу из граничными условиями в тачках 
иепрерывнасти функции

£(*), §,(*), h(x).

Для решения этей гадачи конструируется функция Грина.


