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0 ZAGADNIENIU TROJHARMONICZNYM RIQUIER DLA POLPLASZCZYZNY

1. Wpracy podamy rozwigzanie zagadnienia Riquier dla po6tptaszczy-
zny i réwnania tréjharmonioznego. Wyznaczymy rozwigzanie réwnania

(i) A 3u(x,y) =0

W pétptaszczyzinle vy O, spetniajgce warunki brzegowe

(2a) u(x,0) = t (x),
(2b) Nn(x,0) = g (x),
(20) A2u(x,0) « b (x),
gdzie f(x) ,g(x) ,h(x), sa funkcjami okre$lonymi dla -o00< x < +o00

Rozwigzanie skonstruujemy za pomoca funkcji Greena a nastepnie przepro-
wadzimy synteze otrzymanego rozwigzania.
2. Udowodnimy lemat, z ktérego bedziemy korzysta¢ w syntezie.

Lemat 1. |[I]. Jezeli f(x) jest funkcjg ograniozong i bezwzgled-
nie catkowalng dla -oo<x< +ao , a ponadto ciggta w punkcie x(Q, 1
@) Jxv) = e mf(X) |

—00
gdy fx,y)-——*(x0,0) przy y> 0.

Dowodd. Przeksztatcamy catke ol(x,y) w nastepujacy sposéb
00 oe

K T J (S-»)4yt ) (a-xyY+yi ds
-00
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Wobec ciaggtosci funkcji t(x) w punkcie xQ oraz y”~ O many

f

11 (xv)_ lfe>7 Jas I < £
| jr N O J(s—x)Fyt 1

Przez zastosowanie do catek po obu stronach podstawienia s - y = ty,
otrzymujemy

iC/(xyy)—f(xgl< e,
a stad Juz wynika teza lematu.

3. Skonstruujemy teraz funkcje Greena. Niech w prostokatnym ukia-
dzie wspétrzednych (s,t) bedzie dany dowolny punkt X(x,y), y>0, za$
X1(x,-y), niech oznacza punkt symetryczny do X wzgledem osi Os.
Niech Y (s,t) oznacza dowolny punkt obszaru

(5) D={ (s,t) : t>0}.

Niech dalej bedzie X / Y. Wobwczas mamy

r=1XyYl= 1l(s- x)2+ (t-y)2 ,

(6) .
ri=1xiv,= * X)2+ (*+y)2 >
=] =r.l =i (s - x)Z+y2
1 1t=0 11t=0

Udowodnimy nastepujace
Twierdzenie 1. Funkcjg Greena dla péitptaszczyzny t 0 jest funk-

cja
(7) g(x,y) =rd4ln r - rl4in r1l
Dowod.
Udowodnimy, ze sa spetnione nastepujace warunki:
(8a) G(X,Y)» 0 dla t =0,
(8b) Ue6(i,Y)= 0 dla t «0,
(8¢c) n28(X4)= O dla t =0,
(8d) A3G(X,Y)» 0 dla XiY, YG D.
Poniewaz dla t = 0, zachodzi r = r~ * ,  warunek f8a) jest speinio-

ny. Dla sprawdzenia pozostatych warunkéw wykonamy obliczenia [2]. Do (8b)

Ag(x,y) =4rd4lnr - OArl4ln m= = (rd4ln r)rr + i(ré4ln r)r rg.n

"rAridIn ri)«—~x= 16@2In - - r2ln rH+ 8(r2 - rl2),



O ZAGADNIENIU THOJHABMONICZNYH RIQUIER DLA POLFLASZCZTZNT 177

A g(x,y) - O dla t = O.

Do ( 80)
A2g(x,y) = AA g(kx,y) =16(4 r2in r - Arx2m rt) +
+ e(A 12 - ATt2) =64 (In 1 - In ij),
a wiec
A 2g(x,y) » O dla t = O.
Do (8d). Ze wzgledu na to, ze Inr i In sg funkcjami harmonicz-

nymi zachodzi
A3G(X,Y) =.0 dla X 4Y, Ye D.

4. Wezmiemy obecnie pod uwage funkcje [3]

Oo oo oo
(9) ubftf-Aifatijabc M fa +4 j» sgrAGD,Y)ds +A]h(s)E£E€(0)d3 .
—00 —oc —60
gdzie A~ Ag.Ag oznaczajg state, ktére pbdzniej okreslimy, i- jest po-

chodng w kierunku normalnym do brzegu.

Obliczamy pochodne wystepujace pod znakiem catki.

otéz

fio) fjij G(X,)Y) = jf GX,Yj = £ rd4lnr - ~ ri2ln rt =

= 4r2(t - y)In r - 4r+2M + y)In rt +(t - y)r2 -(t + y)rx2
Dla t « O, mamy
(11) ~ G(X,Y)= -8 yC2Inf - 2ye2=-2 YP2(4 In? + i)- -2-~ (f 4Ing>),
(12) ~ A g(i,y) ="~A g(x,y) - 16(-» r2lIn r - ~-r™in rt) +
+ 8(A 12 “ rl2) = 16[ 2 (t - y)lIn r - 2(t +vy)Inrt - 2yj+
+e[2(t-y)-2((t +y)] *32[(t -y)In T - (t +y)ln rx- yj+
+ 8 (-4y) = 32[(t - y) In r - (t +y) In rt] - 64y.
Dla t * 0 mamy wiec
(13) 55 A g(X,Y). -64 ylne - 69/ = - 64y(In$> + 8)= -2~"[A(edme)] .

(I*) Kk A 2°(X>T) - A~ A 2g(x,y) = 64 (-l -* - £-%£)
r ri
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Dla t = O otrzymujemy
(18) w ~fyl.y) =-128 *2 = -2 06y[Z"2 Cq4l»C)] -
Wobec tego otrzymujemy dla u(x,y) wyrazenie

(16) u(x,y)-A[f(6)(-12S~ds + Ajg(s)[-61y(In? + f)ids + A3]h(s)[-2y?2(4Ine+ljds,

—oci - oc -0£>
Przyjmujac teraz
(ir) At = A2 = Ag = - 1]83r 1
otrzymujemy

=» y

de) » (*, T >-4)J] ~+fe -Js“>C"?2+)<i* +fcrjkb)[i?20»?2+ ,)]j!

-crf _ oC. - 0O
lub w postaci
(18a) u(x,y) A(SV)I<IS+® irjhn[2~ ~ n?n» S*

5. Udowodnimy obecnie
Twierdzenie 2. Jezeli

1°. catki
oo ©o el
(19) t(s)(lne + |)ds , jh(s)(Ingc+ |)ds , jh(s)[4caD«?-H)Jas

-0OO0 -0OO0
— 0«

wzglednie w symbolice wzoru (lI8a) catki

o-° P [e’e} oo
(19a) J&IGNA?4OIce . jh(D)[["AArIs , Jh(sy <=dinqub
sgq Jednostajnie zbiezne w kazdym prostokacie

(20) ff(a,A,B) = {(x,y) : O<a<y<(A, Ixl 4 b],

gdzie a,A,B sg dowolnymi liczbami dodatnimi,

2°. zachodzi zbiezno$¢ do zera catek

(21) ylg,(s)(Ink?m*-1)*, yjh(s)(In9+j)ds , vy fh(s)]|4~(In<p+l)jd&

-00

[le}

wzglednie w symbolice wzoru (i8a) catek
oo oC Oo

(21a) 2jgfs)™-(A?V)ds , 2jh(D)A(A24R)ds » 2 1 (e 4In<?)ds
—ak) ' —ab ' .
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gdy fx.y) -—- » (xrfO) przy y> 0O,

3°. funkcje f(x),g(x), h(x) sa ograniczone i bezwzglednie catkowalne
dla -oo<x< +00 , to funkcja u(x,y) okresSlona wzorem (i8) [(18a)]
spetnia zagadnienie tréjharmoniczne dla poéitptaszczyzny z warunkami brze-
gowymi w punktach ciggtosci funkcji f(x),g(x),h(x).

Dowod.

Udowodnimy, te funkcja wu(x,y) spetnia warunki (2a), (2b), (2c).
Poniewat druga i trzecia catka w (i8), [(i8a)] =zeruje sie wobec zatozenia
1° 1 2°, pierwsza za$ oatka spetnia zatozenia lematu 1, wiec na brzegu
obszaru jest spetniony warunek (2a). Dla udowodnienia, ze zachodzi waru-
nek (2b) obliczamy

oc 00

(22) Au(xy)* orjf(s)dy(aIng)ds + ,rbr jh<0[2~(A?+n? Jds'

Pierwsza catka zeruje sie, gdyz
(23) An<?= 0.

Druga catka przyjmuje wobec (15) posta¢c

<«) 'y_oo ]

Ta catka speinia zatozenia lematu 1,a wiec Jest zbiezna do g(xQ), gdy

(x,y)—>(x0,0) i funkcja g(x) jest ciggta w punkcie x0-
Trzecia catka przyjmuje wobec (13) posta¢é
oo
(25) 7j)rdh(s)[TlIC tm i]d s,
a ta zgodnie z (i9) i (2i) jest zbiezna do zera, gdy (X,y) - >-(xQ,0).
Ola udowodnienia warunku (2c) obliczamy
[e]e]

(26) O 2hxY) =* £ fg,(s) (Alne)ds + ifarfh(s)[2";(A2f dn<?]ds.

-~3

Pierwsza catka zeruje sie, gdyz Ineg Jest funkojg harmoniczng. Druga
catka wobec (l6) da sie sprowadzi¢ do postaci

27) AW y)=

—00
Catka w (27) speinia zatozenia lematu i, a wiec w kazdym punkcie ciag-
tosci funkcji h(x) Jest spetniony warunek (2c). Wynika wiec stad, ze
funkcja u(x,y) Jest, wobec zatozen 1° i 2° , oraz lematu i funkcja

tréjharmoniczng, c.b.d.o.
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Summary

On the treeharmonlc Riquier problem for the halfplan

In the paper the solution of the equation A u(i,y) =0,y> 0,
P
satysfying the boundary data u(x,0) = f(x), Au(x,0) mgd), A mnxop»

= hfx) is given.

The solution is given by formula

n  uUxy) - +i)ds+&Jh(9[4c*(4+ lids.
—0 -00 -00

The folloving theorem is prooved

If 1°. the integrals

00 00 oo

EQST])db , jhs)(In?+-)<is » (»)[4et (IneH)lds

are uniformely convergent in the rectangle
W(a,AB) = {('x.y) t 0< a<y<A, |xlI< B},
a,A,B being arbitrary positive numbers,

2°. integrals
of

Y l«S)(Inc+[-)ds =0 , )i +])is —0, _)%B(S)[M@Jf Dids — 0

by (x,y)—»fxo0,0),y> 0.

3°. the functions f(x), g(x),h(x), are bounded and absolutely Inte-
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grabie, then the function (1) is the solution of the Riquier problem,
satisfying boundary data in the continouity points of f(x),g(x), h ;x),
By the solution of this problem the convenient Green function is used.

Pe3wmMe

O PELLEHM 3AOAYN PUKMEP ONA YPABHEHWA A\ (n.y)*0 Y TMOAYTVIOCKOCTA

B pabeTe pellaeTcss ypaBHeHUe
N*n (xy) — 0 y>0

“p* YCIHMAX u(*,0)=f(x), anu(x/0)=&(n>- AZu(*,0) = h(*V

PewieHne 3Tel 3apgayvn paetca dopmyson /1 /
Oo «

(3 "M =£j(r$775 +irrb<s)(In9tf)ds H-S3rjh(s)[4?2(In?+1)]~.
.Q o -

[lokasblBaeTcs cfefylouas Teopema.

Ecnn 1* wnHTerpansl
00 00 0>

Jg(b)(InC +M)ds ,  [bb(ln<?+ ]|)ds , Jh(s)[4Cz(In<f+ I)]ds

-00 -ao -eO

paBHOMEPHB CXagATCA B NPAMBYIBJ/IbH>XXXe

W(aA. B) = {(x,y)r 0O<a<y <A ,nksB]|,

2* nHTerpasbl

yjé (s om? + idb , yIh(6)(InC-t"]-)ds , yjh(&)[42+(In?+1)]ds

cTpemMmaTca K Hynwo, ecnnm  (xy) —r(%,,0) ,y?0,

3* dyHKunn £(*),?>(**)/ h(X) - KOHeuHble N BOGCONMNTHO UHTerpuvpyemble, Torga yHKUMA
(1) pewwaeT nocTaBNeHHYB B Hayasie 3ajady VB rpaHUYHbIMW YC/1O0BUSIMU B Taukax
mnenpepbIBHACTU (QYHKLNU

£(), 8.(. h(x).

Ona pelleHusi aTeli rajaum KOHCTpyupyeTcs (yHKUus [puHa.



