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ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA DIRICHLETA DLA PEWNEGO OBSZARU KATOWEGO

1. Wopracy podamy rozwigzanie zagadnienia Dirichleta dla obszaru
0N t~ s. Do rozwigzania zagadnienia zastosujemy funkcje Greena skon-
struowang za pomocg odbi¢ symetrycznych. Zagadnienie to jest rozwigzane
za pomocyg przeksztatcen konforemnych ([i] str.423). Synteza jednak ro-
zwigzania nie jest przeprowadzona. W pracy podajemy inng metode rozwigza-
nia oraz jego synteze dla pewnych klas funkcji brzegowych.

2. Niech na ptaszczyznie (s,t) dema bedzie podiprosta t = s,s™ 0
WezZmiemy pod uwage obszar

(1) D ={(s,t) ,0 < t < s}.
Niech punkt X(x,y)é-D. Za
pomocg symetrycznego odbi-
cia punktu X(x,y) wzgle-
dem pétprostej t =s, 0
a nastepnie punktu X i
jego odbicia wzgledem obu
osi uktadu wspétrzednych
(s,t), otrzymujemy punkty:

My ) » x2(-tuygs AB(-Y L),
X4(-*.-Y). X6Cx,-y), X~r.-x),

Xe(-y . -x

Jesli Y(s,t) oznacza dowolny punkt obszaru D i Y ~ X to odlegtos-

ci Jego od punktéow X.Xj (i = i,...,7) wyrazajg sie w taki sposéb
r=9y(s-x)2+ (t-yz2, ri =~ (s-y2+ (t-x)2,

@ r2= (s + X2+ C-y)2 , r3 = NGS+y)2+ (t-x)2,
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r4 m \J(s + x)2 + ft +y)2 , r5 = V(s +y)2+t ft+*7
rée = Jj(s - x)2 + ft +y)2, r7 = (s - y)2 + (t +x)2.
Tworzymy funkcje
3) G(s,t;x,y) =Inr1t - Inr2+1Inr4- Inrg - Inr4
t It rj - In Ta+ In r7.

Udowodnimy

Twierdzenie 1. Funkcja G (s,t;x,y) okreslona w (3) Jest funkcja

Greena dla obszaru D podanego w (1).

Dowaéd.

Funkcja G (s,t;x,y) zeruje sie na potprostej t =0,s” O oraz na

p6tprostej t = s,s”™ O.
Istotnie grupujac wyrazy w (3) nastepujaco

(3a) G(s,t;x,y) =(In r - In r~-fln rg - In r7)-

-fln r6- In r3)+(In r4 - In rg),

wobec tego, ze dla Y lezgego na pOtprostej t = 0,s”~0, zachodzag row-

nosci
r=rv r2=r7, r4d=1r5, r3 =r6,
otrzymujemy roéwnos$¢
(4) Gfs,t;x,y) = O
dla tej pdéiprostej.
Grupujac wyrazy w (3) w taki sposéb

(3b) G (s,t;x,y) w(ln r - In fg) -(Inr4 - Inr?) +
+(In r3 - In ra)-(Inr2 - Inr4),
wobec tego, ze dla Y lezgcego na po6iprostej t = s,s™- O, mamy réwnos-
ci
r =r6" ri =r7*r3 *“ r5*r2=r4"’

otrzymujemy réwnos$¢ (4) na tej poOiprostej.
Gdy przy ustalonym X, odlegto$¢ OY— » 00 ,wbwczas

(3c) G(s,t;x,y) = In - + In1i + Inla. + inli -—-0.

r2 ré rn S5
Istotnie w tej sytuacji kazdy z ilorazéw

r . i4 is ii
r2 ré " rl ' rb
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jest zbiezny do 1 a wiec kazdy skitadnik sumy w (3c) jest zbiezny do
zera.
Ponadto funkcja G(s,t;x,y) jako suma funkcji harmonicznych jest funk-
cja harmoniczng, oo konczy dowdd.

3. Niech bedg podane funkcje

(6) gx(s) =jg(s) dla s> 0 ,
10 dla B < O1
(6) h~fs) »/h(s) dla s~ 0,
(0 dla e< 0,
i niech funkcja gfs) bedzie okre$Slona na péiprostej s >0, za$ funk-

cja h(s) na po6iprostej s y/ O.
Wezmiemy pod uwage funkcje

(7) ufx,y) = ~rfg(s) dGjn;XrY)ds + h fhfe) ~dV '*y)js «
8 iFo
Wobec wzoréw (5) i (6) mozna funkcje w (7) napisa¢ w ten sposo6b
(8) n(x,y) =2~fjgls> -+ -ijrjhife)— jp"~'y)ds -
*| =
-0048700 -00 4S<e”°

Uwzgledniajac wzory (2) otrzymamy nastepujgca posta¢ funkcji (7)

[0e]

u(x,y) = TI*(S+x)2+y2 ~ (S-/)iry2 F'o(s-yH+x* («ey)i+*»)gif6)"8"'¥

-00

00
m 17/ ¥Y-X Y ~x , A + Y X» f .
N JiJWs-xN+fs-yj* (s«pH*+y)2 (s-xji+fsfyH (s»xH-*-(s-y>L)n;1'0

4. Udowodnimy teraz lematy, z ktérych bedziemy korzysta¢.
Lemat i. Jes$li funkcje g”s) i h~s) sg ogranlozone i bezwzgled-
nie catkowalne dla -00 < s < +00 , to catki we wzorze

(9) sa Jednostajnie zbiezne w kazdym trdéjkaoie
(20) N~ ={(l,y): O<a<y<xiC i},
gdzie a 1 A sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi.
Dowdd.
Jak wiadomo ([2] str.268/9) dwie pierwsze catki w (9) sa Jedno-
stajnie zbiezne w kwadracie
fil) D2 =1 (x,y):|x - al< A ; a<y<A}t
gdzie a 1 A sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, a wiec Sg

tez zblezne w tréjkacie CiO).
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Analogicznie stwierdza sie jednostajng zbiezno$¢ catek trzeciej 1 czwar-
tej w (9).

Dla zbadania jednostajnej zbiezno$ci pozostatych czterech catek w(9)sto-
sujemy pewne podstawienia. W pierwszych dwoéch catkach podstawiamy odpo-

wiednio
s - x =(y - x) u, s + X =(y - xX) Vv,
(i2) s-y=s-X +Xx- y* S+y= 8+ X- X +y =
=(y-x)(u-1), =(y - x) (V- 1),
ds =('y - x) du, ds =(y - x) dy,

otrzymujemy w obu przypadkach catke typu
00

., . 11rhcdifu)Jdul . MI ( du
13 17™J u2+ | I~ 3r ) U*+l N*
Fe'e) -bo
gdzie U. = sup lh.(s)i, eo dowodzi tezy.

1l -co<s < +c*T

M dwéch nastepnycn oatkach stosujemy podstawienie

s - X=(y +x)u, 8-y «(x H) T,
(14) S+y= 8- X+ X+y* 8 +X =S -y +vy +X=
=fx +y)(u + i), =(x +y)Cv +1i),
ds =(x + vy) du, ds =(x + vy) dv.
Otrzymujemy catke n
Cl15) ™M 1h,[u>fu)ldu / i du
13 Ju2t (u+bD2 AT Tju 2+ (u+i;2
-io - 00

i catka po prawej stronie jest /.biezna.
Lemat 2. Jes$li funkcja f s) jest ograniczong i bezwzglednie cat-
~owalng dla - 00< s<+00 , m,n sg liczbami naturalnymi przy czym m<n,

to catka
oo

(16 N = 5 dGREa

-0«
jest Jednostajnie zbiezna W kazdym tréjkacie w (10).
Dowdd.

Stosujac podstawienie

a7 s - x = ty ds = y dt s=ty + x, M = suplf(s)l
)trzymujemy oo oo

is)  h(vWI-l.rm(ffty-x)ydt] , M I'T dt

18) 1T y2r[t2+1]" | <4 3ry2reme, | I[tV I]n
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Catka po prawej stronie jest jednostajnie zbiezna a stad wynika teza le-

matu.
Lemat 3. Jes$li funkcja t(s) jest ograniczona i bezwzglednie cat-
kowalng dla - oo<s<too,wm=1,2, n™ 2, to catka
oo
fiq) y)—y 1 <5 (s-x)Nab

-00

Jest Jednostajnie zbiezna w kazdym tréjkacie okreslonym w (10).

Dowaéd.
Stosujac w przypadku m = 2, podstawienie jak w (17), otrzymujemy
oo .
(20) h(x y)|- Y ff (ty-Ix)ymtnydt y _M (vVdt_
FJ y2"[ts+ 14 JTy2n-mi 2 J[tt f-i]n

Catka po prawej stronie jest zbiezna. Analogiczne rozwazanie przeprowadza
sie w przypadku m = 1.
Lemat 4. Je$li funkcja f(s) jest ograniczona i bezwzglednie cat-

kowalna dla -0o0<s<+o0o0,m=i,2, n”" 2, to catki

(21) 1(yv)-1 f(y-*)(s-x)k f(s) oy [ («ty)(s-J')nf<s) j

(21) 4 “HyynN-arje(, ., )»+(,-y)al« ds e “d«*»yJ*erJtCs-x)»+(s+Vv)*jn a
—0 —00

sga jednostajnie zbiezne w kazdym tréjkacie okreslonym w (10).

Dowadd.

Stosujgo w przypadku m = 2, dla obu catek odpowiednie podstawienie
Jak w (12) otrzymujemy

oo o °

( 4 AHy-x)au2fry-x)u-*x]du / _M 1 u2du
3rj(y-x)2n[ui + (u-1)2)» N 3r(y-xj2nMJ[a 2f(u-1)2In
—00 —oo

a catka po prawej stronie jest zbiezna. Analogicznie rozumuje sie w przy-
padku m = 1.

Lemat 5. Jes$li funkcja g(s) Jest ciggta w punkcie x0, punkty
I(x,y), T¢(s,t) nalezag do obszaru okre$lonego w (1), to catka

2 NSYY2 >R’

gdy (x,y)-—> (x0,0), y > 0.
Dowdd tego lematu z matymi zmianami pokrywa sie z rozumowaniem przytoczo-
nym w [2] str.270/1 , dlatego nie przytaczamy go tutaj.

Lemat 6. Jes$li g(8) jest funkcjg ograniczonag i catkowalng bez-
wzglednie na pétosl t * 0,s”~0, to zachodzi
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(24- JNS » 0
s£0
Dowdd.
Dla dowolnego <> O przy x>x0 i x-xQ< C otrzymujemy
(25) (s + X)2 +y2> (s + X)2> (s + X - x02 « (s +02

a wobec tego zachodzi
co

y f gfsjds / My T'ds — MX A . = 0. X __ . n
(26) 3rNeNAYS A T JtS+p)2  ar Jfs-kf)* 3 p ST 7m .
ts t5s,s50 o
s >0 Ix-x,I<p
Lemat 7. Jes$li funkcja g (s) jest funkcjg ogranlozong 1 bez-

wzglednie catkowalng na péiprostej t = 0,s > O, to zachodzi

, Nr 2xg(wds i f 2xgcs)db _n
(2T) T (s-/>2+x2 " W\(S+Y)VX-i = -mmommeeeen * U .
t-0 t,c Y s>o
s$»0 s3>0
Dowdd.
Z uwagi na to, ze Y- >0, otrzymujemy
(28) ljjiffigr - #-Jg(IyP"XT - >
0 t*o t-o
s*0 s#o s»0

________ * mrLfs“, lirbr-S*~3-1d*=0-
y-*0 &
>0
Lemat 8. Jes$li funkcja h(s) jest funkcja olgagta w punkoie xo,

to zachodzi

(29) £ ~ t h(x*-

t-o !
S>0

Wobec zatozenia o ciggtos$ci w punkcie xQ mozna dla dowolnego e > 0

napisac

f'in'l h P(y~x>h X ) b(X<) J. U frv- x)(h(s)—h(xO)) | r

V30; pJ<45>(‘(| y ‘adS 3er x)2+(s y12“s| 4 IorJTs -xp'Vfs-y;2 ; I >
S.»0 s>0

co dowodzi prawdziwos$ci tezy lematu.

Lemat 9. Je$li funkcja h(s) Jest ograniczona i catkowalna bez-
wzglednie dla t = O.s ~ O, to zachodzi
C31) 4-!-y-x)"s> q

V31" 3riu~>"(sTy)i >u
E=b,5*0 7
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Dowéd.

Na podstawie okres$lenia tréjkagta w (10) otrzymujemy
(32) (s + x)2 +(s +y)2> (s +y)2> (s + a)2> K.

Wobec tego mamy
(33)
t&s,s0 ts,50

co konczy dowdd lematu.
Lemat 10. Jes$li hCs) Jest funkcjag ograniczong 1 bezwzglednie cat-
kowalng dla t a s,8> O, to zachodzi

I h(s)[u_xa+ y)i G2 . A]'ls  >°-
t=s

6*0
Dowéd.
Wobec tego, ze Yy - »X  mamy
(35) (s - xX)2 +(s + y)2-- > (s - X)2 +(s + x)2

(s + x)2 +(a - y)2-—- > (s + x)2 +(s —x)2.

Oba wyrazenia po prawej stronie sg ograniczone od dotu,gdyz kazde z nich
Jest nie wieksze niz (s + a) > a2 > 0. Stad wynika teza lematu.

5. Udowodnimy teraz

Twierdzenie 2. Jezeli
1/ funkcja g(s) Jest ograniczong na poéiprostej s> 0,

2/ funkcja h(s) Jest ograniczona na po6tprostej sif 0,

3/ obie te funkcje sa bezwzglednie catkowalne, to funkcja okre$lona w(7)
jest harmoniczng W obszarze okre$lonym w (1), jest ciagta w domknieciu
tego obszaru oraz przyjmuje na brzegu wartosci odpowiednio na pdétprostej
t =0, s> 0 funkcji g(s), na po6tprostej t = s,s> 0 funkcji h(s).

Dowdd.

Jak wynika z lematéw 1,2,3,4 catki wystepujgce we wzorze (7) oraz
catki powstajgce przez jedno- i dwukrotne rézniczkowanie Jadra wzgledem
zmiennych x i 'y sga w omawianym obszarze Jednostajnie zbiezne. Ponie-
waz funkcja 6 (s,t;x,y) Jest funkcja Greena, jest wiec funkcjg harmo-

niczng a poniewaz

® A$j==iAG==0"
wiec funkcja wu(x,y) jest harmoniczng w obszarze okreslonym w (i). Wo

bec lematéw 5,6,7,8,9,10 funkcja u(x,y) jest zbiezna odpowiednio w

punktach ciggtosci funkcji gi*<do funkcji g(<) w punktach ciggtosci funkcji
h(x) do funkcji h(*t , cbde.
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Summary
The solution of Dirichlet problem for an angle domain

In the paper the solution of Dirichlet problem for the domain

0N X 4ry is given. The hxrmonic function satisfying the boundary data
g(x) for y =0,x> 0 and h(x) for y = x>0 is of the form
Oo
() u<x,y> - fzfcp 4 frryE+p» - (a+yft+*«)g ft)ds +
17 y-X _y-X m X»y Xty \ ,
+ Sfjs-x"~rs-y)* +(i-x)- +(sty)2 ("M «-(s-y)2) as

In the construction of the solution the Green function is used.
If the functions g(s) and h(s) are bounded and absolutely Integrable,
then the function (i) is the solution of the Dirichlet problem. This as-

sertion is prooved.
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Pe3twwme

O pelweHUn 3agauun AupuxneT s HeKOTOpPOi YCnoBHOM o6n1acTuv

B pa6oTe paeTvcsa pelleHve 3ajadu fupuxne ans o6nactm 04 x< y.
FapmoHMyeckas (yHKLUUSA, KOTopas yAOB/eTBOpPseT KpaeBble ycnoBua u(x,G)=gu),
u(x,x)»h(x), BblpaxkaeTca opmynoi

oo

1) u<*»y) *» - (s-®)ify* %
00
41/ Y ~x y —X 4. X » Yy _ X »y V', o>,
+ A IVs-XAHs-y~ V At (s«y)l (*tx)A(s-y)Vhlje,i
0

PelleHne 3agaym KOHCTpyupyeTcsa MNpy MOMOLWM (YHKUMU TpuHa.
Ecnn ¢dyHkuyuun g4s) j h(s> — . KOHe4yHble U abCOMOTHO WUHTErpupyBasbHble,
Torga gyHkuus (4) ecT pelleHMe 3ajaun [Aupuxne . 3TO yTBepyXKAeHUe [A0Kasbl-

BaeTcCH.



