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ROZWIĄZANIE ZAGADNIENIA DIRICHLETA DLA PEWNEGO OBSZARU KĄTOWEGO

1 . W p ra cy  podamy ro zw ią za n ie  z a g a d n ie n ia  D i r i c h le t a  d la  obszaru 

0 ^  t  ^  s .  Do r o z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia  za sto su je m y  funkcję Greena skon
struow aną za pomocą o d b ić  sym etry czn y ch . Z ag ad n ien ie  to j e s t  rozwiązane 

za pomocą p r z e k s z ta łc e ń  konforem nych ( [ i ]  s t r . 4 2 3 ) .  S y n te z a  jednak ro
z w ią z a n ia  n ie  j e s t  przeprow adzona. W p ra c y  podajemy inną metodę rozwiąza

n ia  o ra z  je g o  sy n te z ę  d la  pewnych k la s  f u n k c j i  brzegow ych.

2 .  N ie ch  na p ła s z c z y ź n ie  ( s , t )  dema b ę d z ie  p ó łp r o s ta  t  = s , s ^  0 

Weźmiemy pod uwagę o b sz a r

(1 )  D = { ( s , t )  ,0  <  t  <  s } .

N iech punkt X ( x ,y ) é -D . Za 

pomocą sym etrycznego odbi
c i a  punktu X ( x ,y )  wzglę
dem p ć łp r o s t e j  t  = s, 0 

a n a stęp n ie  punktu X i  

je g o  o d b ic ia  względem obu 

o s i  układu w spółrzędnych  

( s , t ) ,  otrzymujemy punkty:

^ ( y , * )  » x 2 ( -* .y j ;  Д 3 ( - У ,* ) ,
Х4 ( - * . - У ) .  X 6 C x , - y ) , X ^ r .-x ),

Xç( - y , - X  .

J e ś l i  Y ( s , t )  o zn acza  dowolny punkt o b szaru  D i  Y ^ X, to o d le g ło ś 

c i  Je g o  od punktów X . X j  ( i  = i , . . . , 7 )  wyrażają s i ę  w ta k i  sposób

r = ÿ ( s  -  x ) 2 + ( t  -  y) 2 ,  r 1 = ^  (s  -  y) 2 + ( t  -  x ) 2 ,

(2) r 2= \| ( s  + x)2~ + (t - y)2 , r 3 = \J (s + y ) 2 + ( t  -  x ) 2 ,



184 ADAM WACHUŁKA

r 4 ■ \J ( s  + x ) 2 + f t  + y ) 2 , r 5 = \/ ( s + y) 2 ł  f t  + * 7  ,

г 6 = ]j ( в -  x ) 2 + f t  + y ) 2 ,  r 7 = ^  ( s  -  y ) 2 + ( t  + x ) 2 .

Tworzymy fu n k c ję

(3) G ( s , t ; x , y )  = In г  -  In  r 2 + In  r 4 -  In  r g -  In  r 4

ł  I t  r j  -  ln  Гд+ In r 7 .

Udowodnimy

Tw ierd zen ie  1 . F u n k c ja  G ( s , t ; x , y )  o k r e ś lo n a  w ( 3 )  J e s t  fu n k c ją  

Greena d l a  o bszaru  D podanego w ( 1 ) .

Dowód.

Fu n k c ja  G ( s , t ; x , y )  z e r u je  s i ę  na p ó ł p r o s t e j  t  = 0 , s ^  O o ra z  na 

p ó ł p r o s t e j  t  = s , s ^  O.

I s t o t n i e  g ru p u jąc  wyrazy w (3) n a s tę p u ją c o  

(За) G ( s , t ; x , y )  = ( l n  r  -  ln  r ^ - f l n  r g -  ln  r 7) -  

- f l n  r 6-  ln  r 3 ) + ( l n  г 4 -  ln  r g) ,

wobec t e g o ,  że d l a  Y l e ż ą e g o  na p ó ł p r o s t e j  t  = 0 , s ^ 0 ,  zachodzą rów

n o ś c i

r  = r v  r 2 = r 7 , r 4 = r 5 , r 3 = r 6 ,

otrzymujemy równość

(4 )  G f s , t ; x , y )  = O 

d la  t e j  p ó ł p r o s t e j .

Grupując wyrazy w (3 )  w t a k i  sposób

(3b) G ( s , t ; x , y )  ш( ln  r  -  ln  f g )  - ( l n  r 4 -  l n  r ? ) +

+ ( l n  r 3 -  ln  Г д ) - ( 1 п  г 2 -  ln  r 4) ,

wobec t e g o ,  że d l a  Y l e ż ą c e g o  na p ó ł p r o s t e j  t  = s , s ^ -  O, mamy równoś

c i

r  = r 6 ’ r i  = r 7 * г з “  r 5 * r 2 = r 4 ’

otrzymujemy równość (4 )  na t e j  p ó ł p r o s t e j .

Gdy przy  ustalonym  X, o d l e g ł o ś ć  OY— » 0 0  , wówczas

(3c) G ( s , t ; x ,  у) = ln  -  + ln  I i  + ln  lâ .  + in  I i  ------ O.
Г2 r6 Г1 r5

I s t o t n i e  w t e j  s y t u a c j  i  każdy z i lo r a z ó w

r  , i 4  i s  i i  

Г 2 r 6 ’ r l  ’ r 5
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j e s t  z b ie ż n y  do 1 a  w ięc każdy s k ła d n ik  sumy w (3 c) j e s t  zb ie żn y  do 

z e r a .

Ponadto f u n k c ja  G ( s , t ; x , y )  ja k o  suma f u n k c j i  harm onicznych j e s t  funk

c j ą  h arm oniczn ą, oo koń czy dowód.

3 .  N ie c h  będą podane fu n k c je

(б )  g ± ( s )  = j g ( s )  d l a  s >  0 ,

1 0 d l a  в <  O 1

(6)  h ^ f s )  » / h ( s )  d la  s ^  0 ,

( 0 d l a  e <  0 ,

i  n ie c h  fu n k c ja  g f s )  b ę d z ie  o k r e ś lo n a  na p ó łp r o s t e j  s > 0,  zaś funk
c j a  h ( s )  na p ó łp r o s t e j  s у/  0 .

Weźmiemy pod uwagę fu n k c ję

(7 ) u f x , y )  = ^ r f g ( s )  d-Gj n- ;-XrY)ds +  h  f hfe) ~ d V ' *'y) j s  •

fi8 il°o
Wobec wzorów (5 ) i  (6 ) można fu n k c ję  w ( 7 )  n a p isa ć  w te n  sposób

(8 ) n ( x , y )  = 2^ f j g / s> - + - i j r j hife) — j~p"~'y)ds -
t*0 t=s

-0048^00 -oo 4S<e°

U w zg lę d n ia ją c  w zory ( 2 )  otrzymamy n a s tę p u ją c ą  p o sta ć  f u n k c j i  (7 )
OO

u(x,y) =  7Г J *((S+x)2 + y 2 ~  (S- / ) i ry2 ł" (s-yH+x* («♦y)i + *»)gif6)^4 S ' ł'
- 0 0

00

■ 1 Г/ У -  X_________________ У ~ х _________ , A + Y _________X »  f  .
^  JiJWs-x^+fs-yj* (s« p H *+ y)2  (s -x ji+ fs fyH  (s»xH-*-(s-y>Ł) n;1 ' 0

—00

4 .  Udowodnimy te r a z  le m a ty , z k tó r y c h  będziem y k o r z y s t a ć .

Lemat i .  J e ś l i  fu n k c je  g ^ s )  i  h ^ s )  s ą  ogran lozo n e  i  bezwzględ

n ie  ca łk o w a ln e  d la  - 0 0  <  s <  + 0 0  , to  c a ł k i  we wzorze

(9 )  s ą  Je d n o s t a jn ie  z b ie ż n e  w każdym t r ó jk ą o ie

(10) ^  = { ( 1 , у ) :  0 < a < y < x i C  i } ,

g d z ie  a  1 A są  dowolnymi lic z b a m i rz e cz y w isty m i d o d a tn im i.

Dowód.

J a k  wiadomo ( [ 2 ] s t r . 2 6 8 /9 )  dwie p ie rw sze  c a ł k i  w (9) s ą  Jed n o

s t a j n i e  z b ie ż n e  w kw ad racie

f i l )  D2 = I  ( x , y ) : | x  -  a l <  A ; a < y < A } t

g d z ie  a 1 A są  dowolnymi lic z b a m i r z e cz y w is ty m i d o d a tn im i, a więc są
te ż  z b le z n e  w t r ó jk ą c ie  C i O ) .
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A n a lo g ic z n ie  s tw ie r d z a  s i ę  je d n o s ta jn ą  z b ie ż n o ść  c a łe k  t r z e c i e j  1 czwar

t e j  w ( 9 ) .

D la  zbadania je d n o s ta jn e j  z b ie ż n o ś c i  p o z o s ta ły c h  c z te r e c h  c a łe k  w ( 9 ) s to 

sujem y pewne p o d sta w ie n ia . W p ierw szych  dwóch c a łk a c h  podstaw iam y odpo

w iednio

s -  x  = (y  -  x )  u ,  s  + x  = ( y  -  x )  v  ,

( i2 )  s - y = s - x  + x -  y *  S + y =  8 +  X -  X + y =

= ( y - x ) ( u - l ) ,  = ( y  -  x )  (  V -  1 )  ,

ds = ('y  -  x )  d u , ds = ( y  -  x )  d y ,

otrzymujemy w obu przypadkach c a łk ę  typu
0 0

, . I 1 Г h.ÇdJfu)] du I .  Ml ( du
13 I ^ J  u2 + l  I ^  ЗГ J  U*+1 ^1*

-OO -Ъо

g d z ie  U . = sup I h . ( s ) i  , eo dow odzi te z y .
1 -o o < S  < +c*T

M dwóch n astęp n y cn  o a łk a ch  s to su je m y  p o d sta w ie n ie

s -  X = ( y  + x )u  , 8 -  y « ( x  + у )  ▼ ,
(14) S + y =  8 -  X + X + y *  8 + X = S - y  + y  + X =

= fx + y ) ( u  + i ) ,  = ( x  + y ) C v  + i ) ,
ds = ( x  + y ) d u ,  ds = ( x  + y )  d v .

Otrzymujemy c a łk ę  ^

C15) M  1 h,[u>fu)]du /  i du
I ЗГ J u2 t  (u+D2 ^  îîr l j u 2+(u +i;2

- io  - 00
i  c a łk a  po praw ej s tr o n ie  j e s t  / .b ie ż n a .

Lemat 2 . J e ś l i  fu n k c ja  f  s )  j e s t  o g ra n ic z o n ą  i  b ezw zg lę d n ie  c a ł -
.

^.owalną d la  -  oo <  s < + o o  , m ,n s ą  l ic z b a m i n a tu ra ln y m i p rzy  czym m<n, 
to c a łk a

OO

(16) ~1(x y) =  f(S)d*___
( TT J[(s-x)Ń-y2]"

-o«

je s t  Je d n o s ta jn ie  z b ie ż n a  w każdym t r ó jk ą c ie  w ( 1 0 ) .
Dowód.

S to s u ją c  p o d sta w ie n ie

(17) s  -  x  = t y  ,  ds = у  d t  ,  s = t y  + x ,  M =  s u p lf (s ) l

)trzymujemy oo oo

' i s )  h ( v V) ! - l  . rm ( f f t y - x ) y d t | ,  _M_______ I Г  dt
.18) I JT J  y2"[t2+1 ] "  I <4 3ry2n- m- , | J [ t V l ] n '
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C a łk a  po praw ej s tr o n ie  j e s t  je d n o s ta jn ie  z b ie ż n a  a s tą d  wynika te z a  l e 

m atu.

Lemat 3 . J e ś l i  fu n k c ja  t ( s )  j e s t  o g ra n icz o n ą  i  b ezw zględ n ie  c a ł 

kow alną d la  -  oo  < s < t  oo ,и  = 1 ,2 ,  n ^  2 , to  c a łk a
oo

fiq) y)— y I f<5)(s-x)№ds
- o o

J e s t  Je d n o s t a jn ie  z b ie ż n a  w każdym t r ó jk ą c i e  określonym  w ( 1 0 ) .

Dowód.

S to s u ją c  w przypadku m = 2 , p o d sta w ie n ie  ja k  w ( 1 7 ) ,  otrzymujemy
OO «—

(20) h ( x  y )| - У f f  ( ty -|-x )y mt my d t у  _M ______ ( V d t _  .
ЗГ J  y2"[ts+  1 4  JTy2n- m' 2 J [ t ł f - i ]n

C a łk a  po praw ej s tr o n ie  j e s t  z b ie ż n a . A n a lo g ic z n e  rozważanie przeprowadza 

s i ę  w przypadku m = 1 .

Lemat 4 . J e ś l i  fu n k c ja  f ( s )  j e s t  o g ra n ic z o n a  i  b ezw zględ n ie  c a ł 

kow alna d l a  - o o < s < + o o , m = i , 2 ,  n ^  2 , to  c a ł k i
oo  oo

(21) 1 ( y v ) - 1 f(y-*)(s-x)№ f(s) . -y (x [ («♦y)(s-J')n,f<s) j
(21) 4 ‘łf»y^-arj£(, . , )»+(, - y )a]« ds • ‘4«*»yJ*erJtCs-x)» + (s+v)*jn a

— OO  —oo

s ą  je d n o s t a jn ie  z b ie ż n e  w każdym t r ó jk ą c i e  określonym  w ( 1 0 ) .

Dowód.
S to s u ją o  w przypadku m = 2 , d la  obu c a łe k  odpow iednie podstawienie 

Ja k  w (1 2 ) otrzym ujem y
o o  o °

( ч A Hy-x)4u2 fr(y-x)u-*-x] du /  _M________ 1 u2du_________
3 rj(y -x )2 n [ui  +  ( u - l ) 2J» ^  3r (y -x j2n^ J [ ü 2-f(u -1 )2J n

— OO — oo

a c a łk a  po praw ej s t r o n ie  j e s t  z b ie ż n a . A n a lo g ic z n ie  rozum uje s i ę  w przy

padku m = 1 .

Lemat 5 . J e ś l i  fu n k c ja  g ( s )  J e s t  c i ą g ł a  w punkcie x 0 , punkty 

I ( x , y ) ,  T ( s , t )  n a le ż ą  do ob szaru  o k re ś lo n e g o  w ( l ) , to  c a łk a

f23) Ĵ(s-x)̂ y2 ---> 6(Xo) ’
gdy ( x , y ) ------>  ( x o , 0 ) ,  y  >  0 .

Dowód te g o  lem atu  z małymi zmianami pokrywa s i ę  z rozumowaniem przytoczo

nym w [2 ]  s t r . 2 7 0 /1  , d la te g o  n ie  p rzytaczam y go t u t a j .

Lemat 6 . J e ś l i  g (8 ) j e s t  fu n k c ją  o g ra n ic z o n ą  i  ca łk ow a ln ą  bez

w zg lę d n ie  na p ó ł o s l  t  *  0 , s ^ 0 ,  to  z a c h o d zi
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(’24 - J ^ S » 0  •

s£0

Dowód.

D la  dowolnego <? >  O p rzy  x > x o i  x - x Q <  Ç  otrzym ujem y

(2 5 ) (s  + x ) 2 + y 2 >  (s  + x ) 2 >  (s  + x  -  x 0)  2 «  ( s  + Ç>) 2

a wobec te g o  za ch o d zi
CO

y f  gfsjds /  Му Г  ds — MX. Г А .  =  М .  X ____ .  л
(26) ЗгЛёЙ^У5 ^  ЗГ JtS+p)2 зг Jfs-ł-f)* зг р ~ Т 7 и •

t=s t*s,s>0 о 7
s_>0 l x - x , l < p

Lemat 7 . J e ś l i  fu n k c ja  g ( s )  j e s t  fu n k c ją  o gra n lo z o n ą  1 bez

w zględ nie ca łk ow a ln ą  na p ó łp r o s t e j  t  = 0 , s  >  O, to  za ch o d zi

, Л Г 2xg(w ds i f  2xgcs)db _ л
(2T) T  (s-/>2+x2 "  W  \(s+ y)V x-i --------------*  U .

t-0 t ,c Y > 0
s»0 s>0

Dowód.

Z uwagi na t o ,  że y --------> 0 ,  otrzym ujem y

(28) l j j i f f i g r  - # - J g (S)l̂ ÿ P " x T  -  ’>
t=0 t*o  t -o
s*0  s#o s»0

-------- *  ■^Lf s “ , l i r b r - S * ^ 3 - I d* = 0 -
У -* 0  &

ь>0

Lemat 8 . J e ś l i  fu n k c ja  h ( s )  j e s t  f u n k c ją  o lą g ł ą  w punkoie x o , 

to  zach o d zi

(2 9 ) £  ~ t  h(x*ł -
t -o  '  °
s>o

Wobec z a ło ż e n ia  o c i ą g ł o ś c i  w p u n kcie  x Q można d la  dow olnego e >  0 
n ap isać

oo

f'in'1 h  P(y~x>h(s) 4 Г  f y - x ) b(X<;) J . l  /  U  frv -x )(h (s) —h(x0)) j_  I /  r
V30; pJ<5-x̂ (i-y 'adS 3rjp-x)2+(s-yj2“s| 4  lorJTs-xp'Vfs-y;2 " s l 4  >

*,= 4 - o o  t * s
s.»o s>0

co dowodzi p raw d ziw ości te z y  le m a tu .

Lemat 9 . J e ś l i  fu n k c ja  h ( s )  J e s t  o g ra n ic z o n ą  i  ca łk o w a ln ą  bez

w zględ nie d la  t  = O .s  ^  O, to  z a c h o d z i

C31-) 4- ! --y - x)^s> _______  q
V3 1 ' 3 r J u ~ > ^ ( s Ty)i y > u '

E = b ,S*0 7



HOZWI^ZAHTE ZAGADNIENIA DIBICHLETA DLA H3WNEGO OBSZAEU KĄTOWEGO 189

Dowód.

Na p o d sta w ie  o k r e ś le n ia  t r ó jk ą t a  w (1 0 ) otrzym ujemy

(3 2 ) (s  + x ) 2 + ( s  + y ) 2 >  (s  + y ) 2 >  ( s  + a ) 2 >  K . 

Wobec te g o  mamy

(3 3 )
t«s,s»0 t-s,s»o

co  koń czy  dowód le m a tu .

Lemat 1 0 .  J e ś l i  h C s )  J e s t  fu n k c ją  o gra n iczo n ą  1 bezw zględnie c a ł 

kow alną d la  t  a s , 8 >  O, to  za ch o d zi

зГ J ”h(s)[u _x)a+^ y ) i  (SłX)2ł )Ji . ^ ] ' l s > °-
t=s y—*x
6*0 

Dowód.

Wobec t e g o , że y --------» x  mamy

(3 5 )  (s  -  x ) 2 + ( s  + y ) 2--------- >  (s -  x ) 2 + ( s  + x ) 2

(s + x ) 2 + (a  -  y ) 2 ---------> (s  + x ) 2 + (s  — x ) 2 .

Oba w y rażen ia  po praw ej s t r o n ie  s ą  o gra n iczo n e  od d o łu ,g d y ż  każde z n ich
2 2J e s t  n ie  w ię k sz e  n iż  ( s  + a )  >  a  >  0 .  S tą d  w ynika te z a  lem atu .

5 .  Udowodnimy te r a z  

T w ie rd ze n ie  2 . J e ż e l i

1 /  fu n k c ja  g ( s )  J e s t  o g ra n ic z o n ą  na p ó łp r o s t e j  s >  0 ,

2 /  fu n k c ja  h ( s )  J e s t  o g ra n icz o n a  na p ó łp r o s t e j  si£  0 ,

3 /  o b ie  te  fu n k c je  są  b e zw zg lę d n ie  c a łk o w a ln e , to  fu n k c ja  o k r e ś lo n a  w (7 ) 

j e s t  harm oniczną w o b sz a rz e  określonym  w ( 1 ) ,  j e s t  c i ą g ł ą  w dom knięciu 

te g o  o b sza ru  o ra z  p rzy jm u je  na b rzegu  w a r to ś c i  odpow iednio na p ó łp r o s te j  

t  = 0 , s >  0 f u n k c j i  g ( s ) ,  na p ó łp r o s t e j  t  = s , s >  0 f u n k c j i  h (s ) .  

Dowód.

J a k  w ynika z lem atów 1 , 2 , 3 , 4  c a ł k i  w y stę p u ją ce  we w zorze (7 )  oraz 

c a ł k i  p o w sta ją c e  p rze z  je d n o -  i  dwukrotne różn iczk ow an ie  Ją d r a  względem 

zm iennych x  i  y  są  w omawianym o b sza rze  J e d n o s ta jn ie  z b ie ż n e . P on ie 

waż fu n k c ja  6 ( s , t ; x , y )  J e s t  fu n k c ją  G reen a, j e s t  w ięc fu n k c ją  harmo

n ic z n ą  a poniew aż

(ie>) A$j==i;AG==0'
w ięc fu n k c ja  u ( x ,y )  j e s t  harm oniczną w ob szarze  określonym  w (i) . Wo

bec lem atów  5 ,6 , 7 , 8 , 9 , 1 0  fu n k c ja  u ( x ,y )  j e s t  z b ie ż n a  odpow iednio w 
punktach c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  gf*< do f u n k c ji  g(<) w punktach c i ą g ł o ś c i  funkcji 
h( x)  do f u n k c j i  h ( * t  , c b d e .
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S u m m a r y

The s o lu t io n  o f  D i r i c h l e t  problem  fo r  an a n g le  domain

In th e  paper the s o lu t io n  o f  D i r i c h l e t  problem  fo r  th e  domain 

0 ^  x  4r y  i s  g iv e n . The hxrm onic fu n c t io n  s a t i s f y i n g  the boundary data

g ( x )  fo r  у = 0 , x  >  0 and h ( x )  fo r  y  = x > 0  i s  o f  th e  form
Oo

( ! )  u<x,y> -  f z f c p  4- fr-у Е + д »  -  ( a + y f t + * « ) g ft)ds +
0oe

1 Г/  У -  X _  y -X ______ ■ X-»- y ________X t y _____ \ ,
+  S f j s - x ^ r s - y ) *  + (i-x)- + (sty)2 ( ^ ^ « - ( s - y ) 2) as •

In the c o n s tr u c t io n  o f  th e  s o l u t i o n  th e  Green fu n c t io n  i s  u s e d .

I f  the fu n c t io n s  g ( s )  and h ( s )  are  bounded and a b s o lu t e ly  ln te g r a b le , 

then th e  fu n c t io n  ( i )  i s  th e  s o lu t io n  o f  th e  D i r i c h l e t  p rob lem . T h is  as

s e r t io n  i s  p roo v ed .
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Р е з ю м е

О решении задачи Дирихлет для некоторой условной области

В работе дается решение задачи Дирихле для области 0  4 х <  у . 
Гармоническая функция, которая удовлетворяет краевые условия u(x,G) = g u ) , 

u (x ,x )» h (x ), выражается формулой
оо

(1) u<*»y) * »  -  (s - * ) i  f  у * *•

oo

, 4_ I /  У  ~  x y  — x 4. x » y  _  x » y \ , » j .
+  ЗГ J V s - X ^ H s - y ^  V ^ t  (s «-y)1 ( * t x ) ^ ( s - y ) V h l j , e , î ‘

0

Решение задачи конструируется при помощи функции Грина.

Если функции g 4 s) j h(s> — . конечные и абсолютно интегрирувальные, 

тогда функция (4) ест решение задачи Дирихле . Зто утверждение доказы

в а ет ся .


