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O CIAGLYCH ROZWIAZANIACH ROWNANIA FUNKCYINEGO f[x + yffx)] = fCx)f Cy)
W ZESPOLONEJ PRZESTRZENI LINIOWEJ UNORMOWANE]

Wstep

Nleoh E oznacza przestrzen liniowa nad ciatem liczb zespolonyohG.

Przyjmujemy, ze funkcja f : E —(? jest rozwigzaniem rdéwnania funkcyj-
nego

n flx +vy ffx)] = f(x)f(y).

Jako pierwsi réwnanie to w przypadku f :R—» R /R - zbiér liczb rze-

czywistych/ rozwazali S. Gotgb i A. Schinzel [3j. Miedzy innymi wyznaczy-
li oni rozwigzania ciggte tego réownania. Pewne dalsze twierdzenia doty-
czace rozwigzan omawianego réwnania podat C.Gh. Popa [5]. Z. Daroczy|[l]
wyznaczyt rozwigzania ciggte réwnania fi) w przypadku, gdy E Jest rze-
czywista przestrzenig Hilberta. Ogdélne rozwigzanie tytutowego réwnania
podat autor [6], a pewne modyfikacje do konstrukcji autora znalazt P.Ja-
wor [4]. Okazuje sie jednak, ze mimo znajomos$ci konstrukcji dostarcza-
jacej wszystkich rozwigzan réwnania (i) wyznaczenie rozwigzan ciggtych
tego réwnania /gdy E jest przestrzenig liniowg topologiczng/ nie jest
sprawa trywialng. W cytowanej pracy [6] autor prébowat w oparciu o ogél-
ne rozwigzanie wyznaczy¢ ciggte rozwigzania roéwnania Ci) w przypadku
t :0-*C . Jednak rozumowanie autora zawiera luke i odpowiednie twier-
dzenie/[6], tw.T, str.19/ nie podaje wszystkich tego typu rozwigzan.
Wszystkie ciggte rozwigzania tytutowego réwnania w zbiorze funkcji zespo-
lonych zmiennej zespolonej podat autor w [7]. Przytoczymy twierdzenie

z tej pracy.
Twierdzenie 1. Jedynymi rozwigzaniami ciggtymi réwnania Ci) w przy-

padku f : <?->e sg funkcje
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foc) f - O,
fit) ffx) * 1 + eue,
(2) ) fix) = 1 + Re /ax/,
w  ffx) =11+ Hel gdy 1 + la*l > °.
1 o gdy 1 + EB/ ax/ 4 O

/a oznacza dowolng statg zespolona/.
Praoa niniejsza sktada sie z trzech cze$ciW § 1 zestawimy potrzeb-

ne w dalszym ciggu witasnosci funkcji f w przypadku, gdy E jest prze-
strzenig liniowa. W § 2 udowodnimy kilka wtasnosci funkcji f w przypad-
ku, gdy E Jest przestrzenig liniowa topologiezng.ff § 3 wyznaczymy cig-

gte rozwigzania rownania fi) w zespolonej przestrzeni liniowej unormo-
wanej .

§ i. Przyjmujemy, ze E jest zespolong przestrzenig Iliniowa, oraz
ze funkcja f :E—#E Jest rozwigzaniem roéwnania fi). Wiadomo woéwczas

/i1, [8Y, ze f(e) wo 1ub f(e) - 1. Jezeli ponadto f{€)= 0, to f »o0.
W dalszym ciggu stale bedziemy zaktadad, ze f / O, tym samym

(3) f(e) = i.

Oznaczmy przez P zbiér okreséw funkcji f J/uwazajagc wektor B roéwniez

za okres tej funkcji/. Wtedy

*) Po-f_1({i}).
W dalszym ciggu skorzystamy z nastepujacych twierdzen /[B], str. 19 /.
Lemat 1. Jezeli ffx) * ffy) /0, to p = x-y jest okresem funk-*
oji f.
Lemat 2. Jezeli AE£ f(E) oraz p€ P, to Ap £ P.
Lemat 3. Jezeli ffx) / i, O f[trffix)~*] * °*
Z lematu tego wynika, ze gdy funkoja f / i Jest rozwigzaniem réw-
nania fi), to funkcja ta posiada miejsca zerowe.

§ 2. Zakladamy teraz, ze E jest zespolonag przestrzenia liniowa to-
pologiczng oraz, ze funkcja f : E —£? jest ciggtym rozwigzaniem réw-
nania fi). Udowodnimy dwa lematy.

Lemat 4. f(E) a (? lub f(E)C R. Wdrugim przypadku f (e) Jest
jednym z nastepujgcych zbiorow: {i}, [0,00) , R.

Dowéd. Obierzmy dowolny wektor e £E robzny od B i potézmy

*PefA) » ffre) dla Aef? . Wtedy mamy

= f[*e +/uef (A e)]= f (A e)fflie) = <?¢(A) <Pe (>u)

dla A ja6 (?.. Zatem funkcja < (?-)(.?7 jest ciagtym rozwigzaniem

rownania fi). Jezeli znajdziemy wektor e £ E taki,ze funkcja Jest
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postaci (2) (fi") z tym, ze oc/ O, to f(E)=(?. Jezeli natomiast dla
kazdego e é Q funkcja (pe jest postaci (2)(z) Iub (2){s), to FEcH .
Réwnie prosto stwierdzamy, ze woéwczas f(E)= {ij lub f(E) =[o,« lub
f(e) = R.

Lemat 5. Jezeli f(E) =G, to zbiér P jest podprzestrzenig linio-
wag przestrzeni zespolonej E, Jezeli natomiast f(E)c R, to zbiér P
Jest podprzestrzenng liniowa zwezenia rzeczywistego przestrzeni zespolo-
nej E /tzn. przestrzeni E nad ciatem R/.

Dowéd. Wystarczy rozwazy¢ przypadek f / 1, gdyz w przeciwnym ra-
zie P > E.

al f(E)= (? . Teza. wynika z lematu 2 i z faktu, ze zbiér okreséw P
funkcji f Jest podgrupa addytywng grupy addytywnej E.

b/ f(E)C R. Jezeli P ={B}, to teza jest oczywista. Niech wiec
P/ {B}. Obierzmy dowolny okres p / 0. Kiadac <) * f (Ap) dlaAf(?
otrzymujemy, ze funkcja Jest rozwigzaniem ciggtym réwnania(l).
Stad i z twierdzenia 1 many

1 + RelaAl> O,

(5) (A) =i + RelaAl lub 4P (A)=]1+R n
P P 1" O gdy 1 + Re/a A/4 0,

gdzie a jest stata zespolona ro6znag od zera /poniewaz f / 1/.Z drugiej
strony, poniewaz ¢p(l)= f(p)= 1, z (5) dostajemy, ze Rea =0, a wiec

() -1 -b a bl lub @&w J 1- Uk > e
P P i o] gdy 1l-1talt/n ~ O
Stad bez trudu wnioskujemy, ze <p(A) = i wtedy i tylko wtedy,gdy ImA=0.
Ostatni wniosek zestawiony z okres$leniem funkcji < i z (4) implikuje

fakt, ze JNipeP wtedy i tylko wtedy, gdy /16 R, co konczy dowéd,gdyz
zbiér P Jest grupa addytywna.

§ 3. Niech teraz E bedzie zespolong przestrzenig unormowang. Jak
dotychczas poszukujemy rozwigzan réwnania (i) w rodzinie funkcji odwzo-
rowywujacych zbiér E w zbiér liczb zespolonych. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 2. Jedynymi rozwigzaniami ciggtymi réwnania TI) sg fuk-

cje
@ f=0,
® ) *1+N0,
©® M ) =1+H-<p,
f 1 + He <f(x) gdy 1 + He 47<x) > O,
<1 ffX) =t 0 gdy i + Re¥4x)4 O

/ (p oznacza dowolny funkcjonat liniowy ciggty w przestrzeni E/.
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Dowéd. Fakt, ze funkcja fe) spetniaja rownanie (i) sprawdzamy bez-
posrednio. Zatézmy teraz, ze funkcja f : E-zG jest ciggtym rozwigza-
niem réwnania fi). Wykazemy, ze f jest postaci f6). Przyjmujemy dla
uproszczenia rozwazan, ze 0 4 f / i. Wowczas funkcja f posiada miej-
sca zerowe /lemat 3/. Oznaczmy przez xQ miejsce zerowe funkcji f ta-
kie, ze na odcinku {ofio: O<oc. < i} funkcja f jest rézna od zera.Wy-
bér taki jest mozliwy z uwagi na to, ze funkoja f jest <ciggta oraz
f(0) =1. W ten sposéb uzyskaliSmy fakt, ze punkt xQ jest punktem sku-
pienia zbioru A &f |x6 E : f(X)/ ol.

Wdalszych rozwazaniach przestrzen E bedziemy traktowaé jako prze-
strzen zespolonag lub rzeczywista /zawezajac w razie potrzeby ciato ska-
laré6w do zbioru liczb rzeczywistych/ w zaleznos$ci od tego,czy zbiér ffE)
Jest zbiorem wszystkich liczb zespolonych, czy podzbiorem zbioru liczb
rzeczywistych. Ciato skalaréw bedziemy oznacza¢ przez K. Z lematu 5 wy-
nika, zc zbiér okreséw P funkcji f Jest podprzestrzenig liniowa prze-
strzeni E nad ciatem K, Oznaczmy przez P’ dowolnie obrang podprze-
strzeri przestrzeni E komplementarng do przestrzeni P. Wtedy dla kaz-
dego xC E istnieja jednoznacznie okres$lone elementy p€ P i x'gP’

)

takie, ze X » p + x’. Wek'or x Jest rzutem /réwnoleglym do prze-
strzeni P/ wektora x na przestrzen P’'. Z okreS$lenia zbioru p' ma
my dla x g E

(7) ffx) = f(p + x')= t(x").

Ustalmy dowolnie x f A. Bioragc y 6 A z uwagi na to, ze f[x+yf(x)]=
= fly + xffy)] z lematu 1 dostajemy, iz wektor o(x,y) = x+yf(x)- y-xffy)
Jest okresem funkcji f. Stad, z faktu, ze zbiér okreséw funkcji ciag-
tej jest zbiorem domknietym oraz z wyboru punktu xQ wynika, ze

cfx.x ) = Ilim ofx.y) = x + x [f(x) - 1]

jest okresem funkcji f. Z kolei stad, z lematu 2 i z okre$lenia prze-
strzeni p' dostajemy, ze wektor z'+ x'[ffx;- i] , gdzie x,'x' ozna-
czaja odpowiednio rzuty punktow x i x0 na przestrzen P,” Jest elemen-
tem zbioru P /gdyz wektor x'+ XxX~[f(x') - i] - c(x,xo0) jest okresem funk-
cji f /i roéwnoczes$nie elementem zbioru P' /gdyz P jest przestrzenia
liniowg oraz x'x™~ 6 P'/. Ale PNP'= {B}, wieo x'+ x~[f(x")- i] = 0,
czyli
(8) x'= xM[i - f(x'j]

Jezeli teraz przez Ar oznaczymy rzut zbioru A na przestrzen P,
to z (8) wnioskujemy, ze

(9) Ar ={(i -a ) x' : *€ f(E)\ {o}}
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Natomiast punkty zbioru P '\Ar sg rzutami zer funkcji f, animez uwa-
gi na (7) sa rowniez miejscami zerowymi tej funkcji. Stad wynika, ze wy-
miar /wzgledem ciata K/ przestrzeni P' wynosi 1, a zatem

(10) P'= {oc X0 :oce K}.

W przeciwnym bowiem wypadku istnieje wektor y'f P taki, ze prosta
jocy': 0/ oce K} nie posiada punktéw wspdélnych ze zbiorem Ar, a wiegc
jest zbiorem zer funkcji f, a to jest niemozliwe wobec (3) i ciggtosci
funkcli f.

Zauwazmy teraz, ze przestrzen E, jako przestrzen liniowa unormo-
wana, jest przestrzeniag lokalnie wypukta, zbiér P jest domknietg pod-
przestrzenigprzestrzeniE oraz xOcp.P. Stad wynika /[2],str.1/.$ie
istnieje ciggty funkcjonat liniowy <p :E—K taki, ze (p(x'o)= -i oraz
<f>(p)« {Qi- Ale zbior P Jest hlperptaszczyzng w przestrzeni E /wy-
miar P' wynosi 1/, a zatem

= p*

Dziatajac na obie strony réownosci (8) funkcjonatem (p otrzymujemy

t(x) =i + <P(x) dla x'¢ Ar, a stad, z (T) i fil) mamy
- . 71 H<P(x) gdy X €A,
X 31 0 gdy x N A.
Rozwazymy teraz dwa przypadki /por.lemat 4/.
1. f(E)=(? . Wtedyréwniez K =Q .Stad, z (9) i (10) wnioskuje-
my, zeAr = P'\{x”~} . To oznacza, ze A =E\ {xq + pj ., zatem z (12)

mamy (6)(J5)
2. f(E)C R. Zatem K = R.
a/ f(E)=R. Wtedy Ar * p"'\{x”"} i podobnie jak w przypadku
1 otrzymujemy, ze f(x)=1i + <P(x), gdzie (f :E-*R Jest funkcjonatem
liniowym i ciggtym. Stad wynika (6)/y).
b/ f(E)= [0,00). W tym przypadku z (9) i (10) mamy Ar=P \]Jcx"
:oC> 1}, a wiec

, /. | i + WoCx ) gdy oC < 1,
0 | 0 gdy oC ™ i

gdzie jest rzeczywistym funkcjonatem liniowym ciggtym. Ale f(ocxQ)=-0C
wiec dla x'e f'

Ji o+ 4>(x) gdy 1+<e{x)> 0O,
A= | 0 gdy 1+<P(x)4 0.
Stad i z (i7) i (') mamy
J1 + <?(x) gdy i +<P(x) > O,
f(x) ={ o gdy i+<”Mx) ™ 0.
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Zatem funkcja f Jest postaci (6)(<S)
Z uwagi na to, ze 04 t / i wobec lematu 4 przypadki a/ i b/ wy-
czerpujg wszystkie mozliwos$ci. Tym saraym dowdd twierdzenia 2 jest zakon-

czony.
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Summary

On continuous solutions of the functional equation frx + yf(xjj= i(x)t(y)
in complex normed space.

Let E be a complex normed space and let f : E-£C /C denote
the set of complex numbers /he the solution of the functional equation

(n *[x + Y £(x)] = F(x)f(y).
In the present paper there is proved the following
Theorem. The unique continuous solutions of the equation CI) there
are
f =0,
f(x)= 1 +Ne O,
f(x)= 1 4 Re f(x),
t x fl + He <?(x) when i + Re f(x) >0,
1 0 when 1 + Re (f(x)A O

/| f denote a continuous linear map of space E into space G /.

Pe3twme

O HEMPELUBLUX PELLEHUAX ®YHKLWMOHATBHOMO YPABHEHUA f[x + yf(x)1*f [X)t (y)

B HOLULLKIHCbI HOPMVPOBAHHOM TMPOCTPAHCTBE

MycTb E 0603HayYaeT KOMM/IEKCHOe HOPMMUPOBaHHOE MPOCTpaHCTBe K nycTb
hyHKLPKA
f: E—C

/C - MHOXeCTBO KOMIMJIEKCHbIX 4Yucen/ sBASeTCa pellueHneM (yHKLNOHa/IbHOMO ypaB-
HeHust

ay e F+yi(*)i = f(xjf(y).

B pa6oTe [fokasbiBaeTca crefytoLas

Teopema. EAVHCTBEHHbIMWM HeMPePbIBHbIMY PeLUEHNAMY (PYHKLIMOHa/IbHOTO — ypaB-
HeHus /1/ aBnaoTcsa QyHKUMN

t o0,
fix',= 1 + vf(x),
fiXi= i + Re 'f(x),

[i +*fi ecnm 1+ Re ¥Yx >0,
f(xi=<

| o] ecnm i + Re "Xx)4 O,

/ to o6o3HayaeT HeNpepbIBHbIA MHEVHbIM (DYHKUMOHa/1 B npocTpaHcTBe E /.



