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S ta n is ła w  W ołodźko

O CIĄGŁYCH ROZWIĄZANIACH RÓWNANIA FUNKCYJNEGO f [ x  + y f f x ) ]  = f C x ) f  C y)
W ZESPOLONEJ PRZESTRZENI LINIOWEJ UNORMOWANEJ

W s t ę p

N leoh E o zn acza  p r z e s tr z e ń  lin io w ą  nad c ia łe m  l ic z b  z e s p o lo n y o h G .  

Przyjm ujem y, że fu n k c ja  f  : E —> (?  j e s t  rozw iązaniem  rów nania fu n k c y j­

nego

( l )  f [ x  + y  f f x ) ]  = f ( x ) f ( y ) .

Ja k o  p ie r w s i rów nanie to  w przypadku f  : R —» R / R  -  z b ió r  l i c z b  r z e ­

c z y w is ty c h / r o z w a ż a li  S .  G ołąb i  A . S c h in z e l  [ 3 j  . M iędzy innymi wyznaczy­

l i  o n i r o z w ią z a n ia  c i ą g ł e  te g o  rów nania . Pewne d a ls z e  tw ie r d z e n ia  d o ty ­

c z ą c e  rozw iązań  omawianego rów nania p o d ał C .G h . Popa [ 5 ] .  Z .  D a r o c z y [ l]  

w yznaczył r o z w ią z a n ia  c i ą g ł e  rów nania f i )  w przypadku , gdy E J e s t  r z e ­

c z y w is tą  p r z e s t r z e n ią  H i lb e r t a .  O gólne ro zw ią za n ie  ty tu ło w e g o  równania 

p o d ał a u to r  [ б ] , a pewne m o d y fik a c je  do k o n s t r u k c j i  a u to r a  z n a la z ł  P . Ja ­

wor [ 4 ] .  O kazu je s i ę  je d n a k , że mimo zn a jom o ści k o n s tr u k c ji  d o s ta r c z a ­

j ą c e j  w s z y s tk ic h  rozw iązań  rów nania ( i )  w yznaczenie rozw iązań c ią g ły c h  

te g o  rów nania /g d y  E j e s t  p r z e s t r z e n ią  l in io w ą  to p o lo g ic z n ą / n ie  j e s t  

sprawą tr y w ia ln ą . W cytow an ej p r a c y  [б] a u to r  próbow ał w o p a rc iu  o o g ó l­

ne ro z w ią za n ie  w yznaczyć c i ą g ł e  r o z w ią za n ia  rów nania Ci) w przypadku 

t  : 0 - * C  . Je d n a k  rozumowanie a u to r a  zaw ie ra  lu kę i  odpowiednie tw ie r -

d z e n i e / [ 6 ] ,  tw .T , s t r . 1 9 /  n ie  p o d aje  w s z y s tk ic h  teg o  typu rozw iązań . 

W szy stk ie  c i ą g ł e  ro z w ią za n ia  ty tu ło w e g o  rów nania w z b io r z e  fu n k cji zesp o­

lon y ch  zm iennej z e s p o lo n e j p od ał a u to r  w [ 7 ] .  Przytoczym y tw ierd zen ie  

z t e j  p r a c y .

Twierdzenie 1 . Jedynym i rozw iązan iam i c ią g ły m i rów nania Ci) w przy­

padku f  : < ? -> e  s ą  fu n k c je
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foc) f  -  O,
f/ł) f f x )  *  1 + eue,

( 2 )  It) f f x )  = 1 + Re / а х / ,

Ш  ffx )  = I1 + He 1 gdy 1 + /  а * /  >  ° .
1 О gdy 1 + Ев /  а х /  4  О

/ а  o zn acza dowolną s t a ł ą  z e s p o lo n ą /.
P raoa  n i n i e j s z a  s k ła d a  s ię  z tr z e c h  c z ę ś c i .W  § 1 zestaw im y p o tr z e b ­

ne w dalszym  c ią g u  w ła s n o ś c i f u n k c j i  f  w przypadku , gdy E j e s t  p r z e ­

s tr z e n ią  l in io w ą . W § 2 udowodnimy k i l k a  w ła s n o ś c i fu n k c ji  f  w przypad­

ku, gdy E J e s t  p r z e s t r z e n ią  l in io w ą  to p o lo g ie z n ą .f f  § 3 wyznaczymy c i ą ­

g łe  ro z w ią z a n ia  rów nania f i )  w z e s p o lo n e j p r z e s t r z e n i  l in io w e j  unormo­

wanej .

§ i .  Przyjm ujem y, że E j e s t  z e sp o lo n ą  p r z e s t r z e n ią  l in io w ą , oraz 

że fu n k c ja  f  : E —■*£? J e s t  rozw iązaniem  rów nania f i ) .  Wiadomo wówczas 

/ [ i ] ,  [в ]/, że f(e) ш 0 lu b  f (e)  -  1 .  J e ż e l i  ponadto f{e) = 0 , to  f  » 0. 

W dalszym  c ią g u  s t a l e  będziem y z a k ła d a ó , że f  /  0 ,  tym samym

(3 ) f ( e )  = i .

Oznaczmy p rze z  P z b ió r  okresów  f u n k c j i  f  /u w a ż a ją c  w ektor в rów nież

za  o kres t e j  f u n k c j i / .  Wtedy

(*) P - f _ 1 ( { i } ) .

W dalszym  c ią g u  sko rzy stam y  z n a s tę p u ją c y c h  tw ierd zeń  / [ в ] ,  s t r .  19 / .

Lemat 1 . J e ż e l i  f f x )  *  f f y )  / 0 ,  to  p = x -y  j e s t  okresem  fu n k - ‘ 

o j  i  f .
Lemat 2 . J e ż e l i  A £  f ( E )  o ra z  p €  P, to  A p  £  P .

Lemat 3 . J e ż e l i  f f x )  /  i ,  Ю  f [t r ffix)~*] *  °*

Z lem atu teg o  w yn ika , że gdy fu n k o ja  f  /  i  J e s t  rozw iązaniem  rów­

n an ia  f i ) ,  to  fu n k c ja  t a  p o s ia d a  m ie js c a  zerow e.

§ 2 .  Zakładamy t e r a z ,  że E j e s t  z e sp o lo n ą  p r z e s tr z e n ią  liniową t o ­

p o lo g ic z n ą  o r a z , że fu n k c ja  f  : E —>£? j e s t  c ią g ły m  rozw iązaniem  rów­

n an ia f i ) .  Udowodnimy dwa le m a ty .

Lemat 4 .  f ( E )  я (?  lu b  f  (E )  C  R . W drugim  przypadku f  ( e ) J e s t  

jednym z n a s tę p u ją c y c h  zb iorów : { i } ,  [ 0 ,o o )  , R .

Dowód. Obierzm y dowolny w ektor e  £ E  różn y  od в i  połóżm y 

*PefA) »  f f r e )  d la  A e f? .  Wtedy mamy

= f [ * e  + /u e f  ( A  e ) ] =  f  (A e ) f f / i e )  = <?e(A) <Pe (>u)

d la  A ,ja 6  ( ? . .  Zatem fu n k c ja  <f> : ( ? - ) ( . ?  j e s t  c ią g ły m  rozw iązaniem

rów nania f i ) .  J e ż e l i  zn a jd ziem y w ektor e £  E t a k i ,ż e  fu n k c ja  J e s t
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p o s ta c i (2 )  (fi') z tym, że ос /  O, to  f (E )  = ( ? .  J e ż e l i  natom iast d la  
każdego e é Q fu n k cja  (pe j e s t  p o s ta c i (2)(Z)  lub (2){S),  to  f(E)cfi . 
Równie p ro sto  stwierdzam y, że wówczas f(E ) = { i j  lub f (E )  = [ o , «  lub 
f ( e ) = R .

Lemat 5 . J e ż e l i  f (E )  = G , to  zb iór P j e s t  podprzestrżenią linio­
wą p r z e s tr z e n i zesp olon ej E , J e ż e l i  natom iast f ( E ) c  R, to zbiór P 
J e s t  podprzestrzenną lin iow ą zwężenia rzeczyw istego  p rze strz e n i zesp olo ­
n ej E / t z n .  p r z e s tr z e n i E nad ciałem  R / .

Dowód. W ystarczy rozważyć przypadek f  /  1 , gdyż w przeciwnym ra­
z ie  P =» E .

a /  f (E ) =  (? . Teza. wynika z lematu 2 i  z fa k tu , że zbiór okresów P 
fu n k c ji f  J e s t  podgrupą addytywną grupy addytywnej E .

Ъ / f ( E ) C  R . J e ż e l i  P = { в } , to  te z a  j e s t  oczy w ista . Niech więc 
P /  { в } .  Obierzmy dowolny okres p /  0 .  K ładąc <?p(A) * f  ( A p )  d l a A f ( ?  
otrzymujemy, że fu n kcja  J e s t  rozwiązaniem ciągłym  równania(l).

Stąd  i  z tw ierd zen ia  1 mamy

(5 )  (A) = i  + Re/а А /  lub <iP (A) = | 1 + R ^
P P l O  gdy

gd zie  a j e s t  s t a łą  zespoloną różną od zera /poniew aż 
s tro n y , ponieważ ф р (1) = f (p )  = 1 , z (5 ) dostajem y, że

1 + R e /a  А/ > 0, 
1 + R e /a  A /4  0,

f  /  l / . Z  d ru gie j 
Rea = 0 ,  a więc

<Pn (A) - 1 - Ь а Ы  lub (f>BW  J 1 -  Ша 1тЛ >  ° -
P P i o  gdy 1- 1та1тЛ ^  0.

Stąd  bez trudu wnioskujemy, że <pp(A) = i  wtedy i  ty lk o  w tedy,gdy ImA = 0. 
O s ta tn i wniosek zestaw iony z określeniem  fu n k c ji  <£p i  z (4 )  im plikuje 
f a k t , że Л р е Р  wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy Л 6  R, co kończy dowód,gdyż 
zb ió r P J e s t  grupą addytywną.

§ 3 .  N iech teraz E będzie  zespoloną p r z e strz e n ią  unormowaną. Jak 
dotychczas poszukujemy rozwiązań równania ( i )  w ro d zin ie  fu n k c ji odwzo- 
rowywujących zb ió r E w zb ió r l ic z b  zespolon ych . Udowodnimy następujące 

Tw ierdzenie 2. Jedynymi rozwiązaniam i c ią g ły m i równania fi) są funk­

c je
(oc) f = O,
(P) f(x) * 1 +<№0,

(6) (ff) f(x) = 1 + He <p(x) ,

f 1 + He <f (x)  gdy 1 + He 4?<x) >  0 ,

<<П f f X )  = t  0 gdy i  + R e ¥ 4 x ) 4  0

/  (p oznacza dowolny fu n kcjon ał lin iow y c ią g ły  w p rz e strz e n i Е / .
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Dowód. F a k t , że fu n k c ja  fe ) s p e ł n ia ją  rów nanie ( i )  sprawdzamy b ez­

p o śr e d n io . Załóżm y t e r a z ,  że fu n k c ja  f  : E - ż G  j e s t  c ią g ły m  rozw iąza­

niem rów nania f i ) .  Wykażemy, że f  j e s t  p o s t a c i  f 6 ) .  Przyjm ujem y d la  

u p r o sz c z e n ia  rozw ażań, że 0 4  f  /  i .  Wówczas fu n k c ja  f  p o s ia d a  m ie j­

sca  zerowe /le m a t  3 / .  Oznaczmy p rze z  x Q m ie js c e  zerowe f u n k c j i  f  ta ­

k i e ,  że na odcinku { o f  i o : 0<oc. <  i }  fu n k c ja  f  j e s t  różn a od z e r a . Wy­

bór t a k i  j e s t  m ożliw y z uwagi na t o ,  że fu n k o ja  f  j e s t  c i ą g ł a  oraz 

f ( 0 )  = 1 .  W ten  sposób u z y sk a liśm y  f a k t ,  że punkt x Q j e s t  punktem sku­

p ie n ia  z b io ru  A âf | х б  E : f  (x) /  01.
W d a ls z y c h  rozw ażaniach p r z e s tr z e ń  E będziem y tra k to w a ć ja k o  p rze ­

s tr z e ń  z e sp o lo n ą  lub r z e c z y w is tą  /z a w ę ż a ją c  w r a z ie  p o tr z e b y  c i a ł o  ska - 

larów  do z b io ru  l i c z b  r z e c z y w is ty c h / w z a le ż n o ś c i  od t e g o ,c z y  z b ió r  f f E )  

J e s t  zbiorem  w s z y s tk ic h  l i c z b  z e sp o lo n y c h , c z y  podzbiorem  z b io r u  l i c z b  

r z e c z y w is ty c h . C ia ł o  ska la rów  będziem y o zn aczać p rze z  K . Z lem atu 5 wy­

n ik a , żc z b ió r  okresów P f u n k c j i  f  J e s t  p o d p r z e s tr z e n ią  lin io w ą prze­

s tr z e n i  E nad c ia łe m  K , Oznaczmy p rze z  P ’ dow olnie obraną p o d p rz e - 

strzeri p r z e s tr z e n i  E kom plem entarną do p r z e s t r z e n i  P .  Wtedy d la  każ­

dego x Ç  E i s t n i e j ą  je d n o z n a cz n ie  o k r e ś lo n e  e lem en ty  p €  P i  x ’ g P ’ 

t a k ie ,  że x  » p + x ’ . W ek'or x ’ J e s t  rzutem  /rów n oległym  do p r z e ­

s tr z e n i  Р /  w ektora x  na p r z e s tr z e ń  P ’ . Z o k r e ś le n ia  z b io r u  p '  ma­

my d la  x  g  E

( 7) f f x )  = f ( p  + x ' ) =  t ( x ' ) .

U stalm y dow olnie x f  A . B io r ą c  y 6  A z uwagi na t o ,  że f [x + y f(x )]=  

= f [ y  + x f f y ) ]  z lem atu 1 d o sta je m y , i ż  w ektor o ( x ,y )  = x + y f ( x ) -  y -x ff y )  

J e s t  okresem f u n k c j i  f .  S tą d , z f a k tu , że z b ió r  okresów  f u n k c j i  c ią g ­

ł e j  j e s t  zbiorem  domkniętym oraz z wyboru punktu x Q w yn ika, że

c f x .x  ) = lim  o f x .y )  = x  + x  [ f ( x )  -  l ]

j e s t  okresem f u n k c j i  f .  Z k o l e i  s tą d ,  z lem atu  2 i  z o k r e ś le n ia  p rze ­

s tr z e n i  p '  d o sta je m y , że w ektor z '+  x ' [ f f x ; -  i ]  ,  g d z ie  x , 'x '  ozna­

c z a ją  odpow iednio r z u ty  punktów x  i  x0 na p r z e s tr z e ń  P ,' J e s t  elemen­

tem z b io ru  P /g d y ż  w ektor x '+  x ^ [ f ( x ')  -  i ]  -  c ( x , x o) j e s t  okresem funk­

c j i  f  / i  rów nocześn ie elem entem  z b io r u  P '  /g d y ż  P j e s t  p r z e s tr z e n ią  

lin io w ą  oraz x 'x ^  6  P ' / .  A le  Р П Р '=  { в } ,  w ięo x '+  x ^ [ f ( x ' ) -  i ]  = 0 , 

c z y l i

(8 )  x '=  x ^  [ i  -  f ( x ' j ]  .

J e ż e l i  te r a z  p rze z  Ar oznaczymy r z u t  z b io r u  A na p r z e s tr z e ń  P , 

to  z ( 8 )  w nioskujem y, że

( 9 )  Ar  = { ( i  - a  ) x '  : *  €  f ( E )  \  { o } }  .
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N a to m ia st p u n kty  z b io r u  P ' \ A r  s ą  rzu ta m i z e r  f u n k c j i  f ,  a n im e z  uwa­

g i  na ( 7 )  s ą  rów nież m ie jsca m i zerowymi t e j  f u n k c j i .  S tą d  w ynika, że wy­

m iar /w zględem  c i a ł a  К /  p r z e s t r z e n i  P '  w ynosi 1 ,  a zatem 

( 1 0 ) P '=  {oc x'0 : осе  к } .

W przeciwnym  bowiem wypadku i s t n i e j e  w ektor y ' f  P t a k i ,  że p r o s ta  

j o c y ' :  0 /  ос e к} n ie  p o s ia d a  punktów w spólnych ze zbiorem  Ar , a więc 

j e s t  zbiorem  z e r  f u n k c j i  f ,  a  to  j e s t  n iem ożliw e wobec (3 )  i  c i ą g ł o ś c i  

fu n k c J i  f .

Zauważmy t e r a z ,  że p r z e s tr z e ń  E , ja k o  p r z e s tr z e ń  lin io w a  unormo­

wana, j e s t  p r z e s t r z e n ią  lo k a ln ie  w ypu kłą, z b ió r  P j e s t  dom kniętą p od - 

p r z e s t r z e n ią  p r z e s t r z e n i  E oraz x '0 ф . P. S tą d  wynika / [ 2 ] ,  s t r .1 / .$ i e

i s t n i e j e  c i ą g ł y  fu n k c jo n a ł lin io w y  <p : E —> К t a k i ,  że (p(x'o) = - i  oraz

<f>(p)« {oj. A le  z b ió r  P J e s t  h lp e r p ła s z c z y z n ą  w p r z e s tr z e n i  E /w y­

m iar P' w ynosi 1 / ,  a  zatem

=  p *

D z ia ła ją c  na o b ie  s tr o n y  rów n ości ( 8 )  fu nkcjon ałem  (p otrzymujemy 

t ( x ‘) = i  + <P(x') d la  x ' ć  Ar , a s tą d ,  z (T) i  f i l )  mamy

- . / 1  + <P( x) gdy X e A,

X 3 1 0 gdy x  ^  A .

Rozważymy te r a z  dwa p rzy p a d k i /p o r .le m a t  4 / .
1 .  f ( E ) = ( ?  .  Wtedy rów nież K = Q  . S tą d , z (9 )  i  (1 0 )  w n io sk u je ­

my, że Ar  = P ' \ { x ^ }  . To o zn a cza , że A = E \  {xq + p j , zatem z (12)

mamy ( 6 )(J5 )

2 .  f ( E ) C  R . Zatem  K = R .

a /  f ( E ) =  R .  Wtedy Ar  *  р ' \ { х ^ }  i  podobnie ja k  w przypadku

1 otrzym ujem y, że f ( x )  = i  + <P(x ), g d z ie  (f  : E -* R  J e s t  funkcjonałem

liniow ym  i  c ią g ły m . S tą d  w ynika ( 6 ) / у ) .
b /  f ( E ) =  [ 0 , oo) .  W tym przypadku z (9 )  i  (1 0 ) mamy Ar =P \| c x ':

: oC >  l } ,  a w ięc

,  . / . /  i  + WoC x ) gdy oC < 1 ,
0 l  0 gdy oC ^  i ,

g d z ie  j e s t  rze czy w isty m  fu n kcjon ałem  liniow ym  c ią g ły m . A le f(o cx Q)= -oc 
w ięc d la  x ' e  f '

J  i  + 4>(x)  gdy 1 + <ę{x) >  0 ,

 ̂ = I  0  gdy 1 + < P (x ')4  0 .

S tą d  i  z ( i 7 )  i  ( ' l l )  mamy
J  1 + <?(x) gdy i  + <P(x) >  0 ,

f ( x )  = {  o gdy i  + <^(х) ^  0 .
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Zatem fu n k c ja  f  J e s t  p o s t a c i  (6)(<S) .
Z uwagi na t o ,  że 0 4 t  /  i  wobec lem atu 4 p rzy p a d k i a /  i  b /  wy­

c z e rp u ją  w s z y s tk ie  m o ż liw o ś c i. Tym saraym dowód tw ie rd z e n ia  2 j e s t  zakoń­

czon y .
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f o n c t io n n e lle  f [ x  + y f ( x j ]  = f ( x ) f f y )  dans l 'e n se m b le  d es fo n c tio n s  

com plexes de l a  v a r ia b le  com p lexe, P ra ca  p r z e s ła n a  do r e d a k c j i  A e q u a tlo - 
nes M ath em aticae .
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S u m m a r y

On continuous so lu tio n s  o f the fu n c tio n a l equation f rx + y f(x jj=  i ( x ) t ( y )  
in  complex normed space.

Let E be a complex normed space and l e t  f  : E —̂  С /С  denote 
the s e t  o f complex numbers /h e  the s o lu tio n  o f the fu n c tio n a l equation

( l )  * [x  + У f ( x ) ]  = f ( x ) f ( y ) .

In  the presen t paper th ere  i s  proved the fo llo w in g
Theorem. The unique continuous s o lu tio n s  o f the equation C l) there

are
f  = 0 ,

f ( x ) =  1  + № 0 ,  
f ( x ) =  1 4. Re f ( x ) ,
t  x  f l  + He <?(x) when i  + Re f ( x )  > 0 ,

1 0 when 1 + Re ( f ( x ) Ą  0

/  f  denote a continuous lin e a r  map o f space E in to  space G / .

Р е з ю м е

О НЕПРЕШВШХ РЕШЕНИЯХ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ f [ x  + y f  ( x ) ] * f  [ x ) t  (y)

В НОШШКГНСЫ НОРМИРОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть Е обозначает комплексное нормированное пространстве к пусть 
функцжа

f  : Е — Ç

/С  -  множество комплексных чисел/ является решением функционального урав­
нения

/ I /  * [ х  + y ï ( *) j  = f ( x j f ( y ) .

В работе доказывается следующая
Теорема. Единственными непрерывными решениями функционального урав­

нения / I /  являются функции

t  = о ,

f!x' ,= 1 + vf(x), 
f î X i =  i  + Re ' f ( x ) ,

[i + *f i  если 1 + Re У х  > О,
f (xi=<

I о если i  + Re ^>(х )4  О,

/  to обозначает непрерывный линейный функционал в пространстве Е / .


