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0 MODELU CZĄSTKI SWOBODNEJ OPISANEJ LAGBANGIANEM ZALEŻNYM 
OD WYŻSZYCH POCHODNYCH CZTEBOPB?DKOŚCI PO CZASIE WŁASNYM

U podstaw standartow ej kwantowej te o r i i  pola / t e o r i i  mogącej opi­
sać akty k r e a c ji i  a n ih ila c ji  cząstek  elementarnych/ le ż y , jak  dobrze 
wiadomo, równanie Kleina-Gordona:

0 )

O  -  operator D'Alem berta, Л  -  s ta ła  P lancka, mQ -  masa spoczynkowa 
c z ą s tk i , c -  prędkość św ia tła  w p ró żn i, 4Yx.) -  skalarna funkcja  pola 
odpowiadającego n aszej czą stce  /o  t e j  w łaśnie masie mQ/ ,  k tórą  o p isu je .

Bównanie to  otrzymuje s ię  z połączen ia ; szczegó ln ej te o r i i  względ­
n ości / t e o r i i  na wskroś makroskopowej/ z mechaniką kwantową /a  więc 
z te o r ią  par exellen ce mikroskopową/. Żeby bowiem to  równanie otrzymać 
przyjmujemy, że czteropęd p00 swobodnej c z ą stk i je s t  związany z je j  
czteroprędkością  / loC (  д “  = = 1 ,2 ,3 » 4 ; х" = e t .  f -c z a s w l a s -
ny c z ą s tk i /n astępu jąco

p* = m ^*- / 2 /

skąd wynika, że

P a PA= ®o / 2 V

Z podstaw szczególn ej t e o r i i  w zględności wynika, że:

>1лАхл =  o2 = inv / 3 /

Wykorzystując teraz p o stu la ty  mechaniki kwantowej nadajemy równaniu / 2 /  
sens operatorowy kład ąc:

P = i Эх06 / ‘v
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/  Л Л Л

a następnie tra k tu ją c  wyrażenie2"' jako lic z b ę  /równą m̂  o /
i  "obkładając" równanie / 2 ’ /  fu n k cją  pola ^ (x )  .Otrzymujemy w ten spo­
sób równanie / 1 / .

Zauważmy teraz iż  związek / 2 /  n ie  je s t  d e f in ic ją  pędu le cz  równa­
niem określającym  go jedynie d la  Langrangianu c z ą s tk i p o s ta c i:

^o = /5 /

Ogólnie bowiem czteropędem c z ą stk i nazywamy ta k i czterowektor p00, któ ­
rego s ta ło ś ć  w miarę upływania czasu własnego T  t e j  c z ą s tk i je s t  kon­
sekwencją niezm ienniczości j e j  d z ia ła n ia  a (a = j  LdT  ,  L -  Langrangian 
c z ą s tk i)  względem tr a n s la c ji  przestrzennoczasowych. J e ś l i  Langrangian 
L = L0 je s t  skalarną fu n k cją  samej ty lk o  czteroprędkości cząstki swo­
bodnej /c o  w makrofizyce przy zaniedbaniu wewnętrznej stru ktu ry  c z ą stk i 
rzeczyw iście ma m ie jsce / to mamy:

df df dL.W *)
P “ Pc - m0p.* /6/

J e ś l i  jednak przyjąć /n a  ra z ie  zupełnie fo rm a ln ie / iż  j e s t  on skalarną 
funkcją n ie  ty lk o  samej czteroprędkości a le  i  czterop rzysp ieszen ia  u)0̂

/  J \
f « *  =  j  to wówczas czteropęd c z ą s tk i opisanej tym Lan-

grangianem /oznaczmy go przez /  ma p o sta ć:

.«d f a  df dUu-cc*) à SU W U *) 
P Pf<> dr ôü>- /7 /

lu b tó o e s : /7 ’ /

Czterowektor nazywa s i ę  /wewnętrznym /pierwszym/czteropędem cząs­
tk i  opisanej Langrangianem Ц,.

J e ś l i  p rzy ją ć , że Langrangian L. = Ц, zależy je szcze  i  od pochod­
nej czterop rzysp ieszen ia  ш00 )  to  otrzymamy odpowiednio:

L * L 2 - L (2(^ eb,w eC,« * b)

x /  Iloczyn  skalarny czterowektorów a *  i  b®0 będziemy oznaczać 
(ab); Posługujemy s ię  metryką p rzestrzen i lünkowskiego.
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p * !  £ Д  i k i .  -  i .  ü x  +■ d-  a u
“  d/Ł* d*t d t1 Эй)*'

/8/

lab króoej

przy czyi

gdzie

p<* #  i k ____к“
Ri) dr <*)

L* df 3Li d -  
*“ > J  d S Ï  "  W > « )

a*4 Ér
t«) &Ô*

/8’/

q”̂  nazywa s ię  pierwszym wewnętrznym ozteropędem

42) nazywa s ię  drugim wewnętrznym ozteropędem.

Podobnie konstruuje s ię  czteropędy p06 d la cząstek opisanych Langra- 
gianami zależnymi od jeszcze wyższych pochodnych уил  względem v  . Za 
każdym jednak razem równania ruchu cząstk i mają taką samą postać:

T x  P * - 0  / 9 /

i  całkowita energia w te j cząstce wyraża s ię  wzorem

W ^ c /fp p ) / 10/

ozteropęd cząstk i p* je s t  bowiem wektorem czasopodobnym.Natomiast dla 
cząstki opisanej Lagrangianem L /  L0 nie je s t  on na ogól równoległy do 
czteroprędkośoi

j e ś l i  to / 11/

Wskutek tego kręt K*4'* cząstk i nie zachowuje s ię  w czasie

K - ^ x V - x V *  / 12/

^ W o  gdy p- j t / a-4 / 13/

Aby więc utrzymać w mocy prawo zachowania krętu swobodnej cząstki nale­
ży uzupełnić je j  kręt K"*^ /zwany krętem "zewnętrznym"/ krętem "wewnę­
trznym" opisanym biwektorem tak dobranym by

/1 4 /

Tak więc wydaje s ię  naturalnym interpretować powyższy wynik jako fakt 
iż  cząstka opisana Łangrangianami Ц , L2 « . . .  je s t  i cząstką spinową. 
Konkretną postać biwektora spinu otrzymujemy z równania /1 4 / , /1 2 /
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oraz z postaci Langrangianu. I tak np. dla cząstki opisanej Langrangia- 
nem L* otrzymujemy:

/15/

Dla cząstki opisanej przez Langrangian 1~2 dostajemy odpowiednio

дое/Ь Sf дocf> __  . {“■„Ib _.,)4„oC mc /
0  ----  ^ (2 )  —  M- S * )  ^  ^ (2 )  *  ^(11 W / 1 6 /

Sposób konstrukcji Langrangianów L.^, L->2 i t d .  je s t  w bardzo znacznym 
stopniu dowolny. J e ś l i  jednak ograniczyć s ię  do możliwie najprostszej Ich 
postaci byleby tylko był spełniony warunek:

$r= О /1 7 /
wówczas np. Łangrangian Ц  przybierze postać

Ц  = mQ̂ c ^(w) -  i^ ((o w )j / 18/

a Ц  będzie k szta łtu

L2 = m0 Г c  ̂( uu) -  + Î7 Tf (ы>(Ь)| / 19/
L с  c

gdzie 1 je s t  charakterystyczną d la Langrangianów cząstek spinowych sta­
łą  w wymiarze długości, у  -  s ta łą  bezwymiarową. Pojawienie s ię  owej 
s ta łe j 1 je s t  automatyczne i  konieczne w celu ujednolicenia wymiarów 
poszczególnych składników każdego Langrangianu.

Bozwiązania równań ruchu / 9 /  w układzie spoczynkowym cząstki / t j .
w tym istniejącym  inercjalnym układzie współrzędnych 2+, w którym p = o / 

i  wmają postać u = o, u = c tylko dla cząstk i bezspinowej t j .d l a  cząs­
tk i opisanej Langrangianem L Q. Dla pozostałych typów cząstek otrzy­
mujemy rozwiązania opisujące (w  2 e) p łaski ruch-po okręgu o sta łe j śred­
nicy i  ze stałym okresem ruchu przy czym płaszczyzna tego okręgu je s t 
prostopadła do stałego w czasie trójwektora spinu 's ( s 2 , , s 12} .

Wydaje s ię  narzucającą następująca in terp reta cja : Langrangiany Ц , 
L g . . .  opisują spinowe cząstki rozmyte. Miarą tego rozmycia je s t  śred­

nica A  owego okręgu w 2LqI który jako całość obrazuje spoczywającą 
w tym układzie cząstkę, średnicę ową można porównywać z długością f a l i  
de Broglie^a dla naszej c z ą s tk i. Można te ż , wychodząc z koncepcji "e le ­
mentarnej długości" 1, traktować ją  jako wielokrotność 1. Znamienną jest 
rzeczą, iż  energia ta k ie j "rozmytej" cząstki spinowej obliczona ze wzo- 
ru /1 0 /  je s t  większa od zwykłej energii spoczynkowej mQć , gdzie mQ 
je s t  sta łą  multiplikatywną Lagrangianu L c
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Odpowiednią różn icę AW —  W -  m0 c można próbować in terp reto ­
wać jako "en ergię  oddziaływania c z ą s tk i z czasop rzestrzen ią " przejaw ia­
jącego s ię  w rozmycia c z ą s tk i .  We w szystkich powyższyoh przypadkach po­
łożen ie  1 = 0 sprowadza w szystk ie  Langrangiany do L Q a więo c z ą st­
k i do bezspinowych, n ie  rozmytych.

Wfcaoając do wyjściowego równania Kłeina-Gordona zauważamy iż przej­
dzie nam ono teraz w równanie różnicowe typa

( P  ♦ — 0 /20/

gdzie

przy czym d
"5 z 7

n  —  d d
u  dx? dxa

je s t  operatorem różnicowym p o sta ci

Э ui i!L У (х '+1 ,хг. х \ л 4) -  4,(V ,x a,x i>*'*)
ô x ,r f x ) i  > 0 = 0

/21/

/22/

i t d .  d la  v = 2 ,3 « 4 .

Na zakończenie tytułem  przykładu rozpatrzmy cząstkę opisaną Lagran-
gianem Ц  o p o s ta c i:

Ц =  U p n ) — y ? («<*>)] ; ( L o = L i H )

i oCpęd wewnętrzny t e j  c z ą s tk i ma p o sta ć:

L«e df_ ______ L« ..oc
7 0 ôte* =  -m o 7 T a)

/2 3 /

/2 4 /

czteropęd ma więc k s z t a ł t :

P«) »  -  dT  K )  =  +  aS  /2 5 /

Bównania ruchu p“  j = 0 pokrywają s i ę  z równaniami Mathissona dla  
c z ą stk i w sp in ie  1 /2  oraz z równoważnymi im w tym przypadku równaniami 
Frenkla d la  elektron u .

Całkując te  równania w układzie otrzymujemy:

^ ( T ) = T è swf  r

/ V * ) —
Ał(*> — 0 _________

/26/
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■5 ~gdzie oś x,J  je s t  równoległa do trójwektora c  spina naszej cz ą stk i,
A je s t  w ielkością zależną tylko od stałych  całkowania równań ruchu.

Z /2 6 / widać, że średnica okręgu^w płaszczyźnie x  2U =  P s  • Q a -
o

dąc ją  jako miarę rozmycia cząstki równą długości f a l i  de B ro g lie 'a  

Л-в= ^  otrzymujemy:

Л = - J  /2 7 /

cc Atensor spinu /ó ma postać:

^ = A ‘ , - A o /2 8 /

Z /2 6 / , / 27/  i  /2 4 /  wynika, że 2с*Гкл)к(4)') -  ^  . /2 8 » /

Energia W naszej cząstk i w 2Ü0 ma na mocy /2 5 /  i  /2 6 /

postać cV(p(<) p(1)) =  m0c*V 1 +  ( ^ ) a /2 9 /

a stąd ’'energia rozmycia” cząstk i A V  ma postać

A W -m ec * [^ + fc r . )2 - i ] /3 0 /

L i t e r a t u r a

Borelowski Z .:  Aota Physica Polonica 27, 821 /1 9 6 5 /.

ON A MODEL OF A FHEE ELEMENTAB? PABTICLE WITH THE LAGBANGIAN 
DEPENDING OP HIGHEB OBDEB DEBI7ATIVBS OF VELOGITT

S u m m a r y

The Spin Free P a r tic le  with the d iffluence in  the Center Mass Sys­
tem is  described. The momentum of th is  p a rtic le  i s  non p a ra lle l to ve­
lo c ity . The ELein-Gordon equation for th is  case i s  modified.
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"Модель свободной элементарной частицы, Лагранжиан которой 

зависит от производных скорости".

Свободная частица, Лагранжиан которой зависит от производных 

скорости, обладает внутренним моментом импульса -  так схавать 

классическим спином. Она "размытая” в системе покоя. Её импульс 

не параллелен скорости. При переходе на половой уровень, уравне­

ние Клейна-Гордона соответственно модифицируется.


