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0 MODELU CZASTKI SWOBODNEJ OPISANE] LAGBANGIANEM ZALEZNYM
OD WYZSZYCH POCHODNYCH CZTEBOPB?DKOSCI PO CZASIE WLASNYM

U podstaw standartowej kwantowej teorii pola /teorii mogacej opi-

sa¢ akty kreacji i anihilacji czgstek elementarnych/ lezy, jak dobrze
wiadomo, roéwnanie Kleina-Gordona:

0)
O - operator D'Alemberta, 1 - stata Plancka, nQ - masa spoczynkowa
czastki, c¢ - predkos$¢ Swiatta wprozni, 4Yx) - skalarna funkcja pola

odpowiadajgcego naszej czastce /o tej wtasnie masie nY, ktérg opisuje.
Bownanie to otrzymuje sie z polgczenia; szczegdlnej teorii wzgled-
nosci /teorii na wskro$ makroskopowej/ z mechanikg kwantowg /a wiec
z teorig par exellence mikroskopowa/. Zeby bowiem to réwnanie otrzymac
przyjmujemy, ze czteroped p00 swobodnej czastki jest zwigzany z jej
czteropredkoscig /1cC  (g“ = =1,2,3»4; x" = et. f-czaswlas-
ny czastki /nastepujgco
p* = mA*- 121
skad wynika, ze
PaPA= @®o 12V
Z podstaw szczegOlnej teorii wzglednosci wynika, ze:

>SIdxn= 02 = inv 131

Wykorzystujgc teraz postulaty mechaniki kwantowej nadajemy réwnaniu /2/
sens operatorowy ktadac:

P= '  ax® I'v
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n

a nastepnie traktujac WyraienieZ"/ jako liczbe /réwnag rr?‘ on/
i "obkiadajgc" réwnanie /2’/ funkcja pola ~(x) .Otrzymujemy w ten spo-
s6b réwnanie /1/.

Zauwazmy teraz iz zwigzek /2/ nie jest definicjg pedu lecz réwna-
niem okres$lajacym go jedynie dla Langrangianu czastki postaci:

/51

Ag =

Ogdlnie bowiem czteropedem czgstki nazywamy taki czterowektor p00 kto-
rego stato$¢ w miare uptywania czasu wiasnego T tej czgstki jest kon-

sekwencjg niezmienniczosci jej dziatania a(a =j LdT , L - Langrangian
czastki) wzgledem translacji przestrzennoczasowych. Jes$li Langrangian
L =LO jest skalarng funkcjg samej tylko czteropredkosci czastki swo-

bodnej /co w makrofizyce przy zaniedbaniu wewnetrznej struktury czgstki
rzeczywiscie ma miejsce/ to mamy:

p gf R :jf dL.W*) mOp.* /6/

Jes$li jednak przyja¢ /na razie zupeitnie formalnie/ iz jest on skalarng
funkcjg nie tylko samej czteropredkosci ale i czteroprzyspieszenia u)®

/ J \
fo*= j to wowczas czteroped czagstki opisanej tym Lan-
grangianem /oznaczmy go przez / ma postac:

«df a df dUu-cc*) a SUWU¥)

P P> dr ou>- 17/
lubtboes: 171
Czterowektor nazywa sie /wewnetrznym /pierwszym/czteropedem czgs-

tki opisanej Langrangianem Li,.
Jesli przyja¢, ze Langrangian L =L, zalezy jeszcze i od pochod-
nej czteroprzyspieszenia wd® ) to otrzymamy odpowiednio:

L*L2-L A" ehweG«* b)

x/ lloczyn skalarny czterowektorow a* i bR) bedziemy oznacza¢é
(ab); Postugujemy sie metryka przestrzeni lunkowskiego.
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lab kroéoej

B<i*)#ik _dKr" 4

L* df 3Li d - ’
*>] dST"™ W >«) /8’/

przy czyi

gdzie
a*zg Er .
t« &O*
qn nazywa sie pierwszym wewnetrznym ozteropedem

nazywa sie drugim wewnetrznym ozteropedem.

42)
Podobnie konstruuje sie czteropedy g6 dla czagstek opisanych Langra-
gianami zaleznymi od jeszcze wyzszych pochodnych ymwn wzgledem v . Za

kazdym jednak razem rownania ruchu czgstki majg taka samg postac:

Tx P*-0 191
i catkowita energia w tej czastce wyraza sie wzorem
W Ac/fpp) 110/

ozteroped czastki p* jest bowiem wektorem czasopodobnym.Natomiast dla
czgstki opisanej Lagrangianem L / LO nie jest on na ogdl réwnoleglty do
czteropredkosoi

jesli to 111/

Wskutek tego kret K*4* czgstki nie zachowuje sie w czasie
K-"xV-xV* 112/
N W oo gdy p-jt/a4 113/

Aby wiec utrzymaé w mocy prawo zachowania kretu swobodnej czgstki nale-
zy uzupeini¢ jej kret K" Jzwany kretem "zewnetrznym"/ kretem "wewne-
trznym" opisanym biwektorem tak dobranym by

114/

Tak wiec wydaje sie naturalnym interpretowac¢ powyzszy wynik jako fakt
iz czgstka opisana tangrangianami LU, , L2« ... jest i czastkg spinowa.
Konkretng posta¢ biwektora spinu otrzymujemy z rownania /14/,/12/
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oraz z postaci Langrangianu. | tak np. dla czastki opisanej Langrangia-
rem L* otrzymujemy:

115/

Dla czastki opisanej przez Langrangian 12 dostajemy odpowiednio
ooeb St opodf> . {mlb _.)4,0C mc /
0 — A(2)=M- S*) A~ A@2)* AT W 116/

Spos6b konstrukcji Langrangianéw LA, 122 itd. jest w bardzo znacznym
stopniu dowolny. Jes$li jednak ograniczy¢ sie do mozliwie najprostszej Ich
postaci byleby tylko byt speiniony warunek:

$r:o 1171

wowczas np. tangrangian Ll przybierze postaé

L = nmre Mw) - ir((ow)j 118/
a U Dbedzie ksztattu
L2 =n®lc ~(uw) - + 17 TF (> ()| 119/
L ¢ c
gdzie 1 jest charakterystyczna dla Langrangianéw czastek spinowych sta-
ta wwymiarze dtugosci, y - stalg bezwymiarowa. Pojawienie sie owej
statej 1 jest automatyczne i konieczne w celu ujednolicenia wymiarow

poszczegblnych skiadnikéw kazdego Langrangianu.
Bozwigzania réwnan ruchu /9/ w uktadzie spoczynkowym czagstki /tj.
w tym istniejacym inercjalnym uktadzie wspétrzednych 2+, w ktérym p = o/
- . . LWL

majg posta¢ u = o0, u = c¢ tylko dla czgstki bezspinowej tj.dla czas-
tki opisanej Langrangianem LQ Dla pozostatych typéw czgstek otrzy-
mujemy rozwigzania opisujace (w 2 e) ptaski ruch-po okregu o statej $red-
nicy i ze statym okresem ruchu przy czym ptaszczyzna tego okregu jest

prostopadta do statego w czasie tréjwektora spinu 's (s2 , , 12} .
Wydaje sie narzucajgcg nastepujgca interpretacja: Langrangiany Ll ,
Lg... opisujg spinowe czagstki rozmyte. Miarg tego rozmycia jest $red-

nica A  owego okregu W 2LG]| ktory jako catos$¢ obrazuje spoczywajgcg
w tym uktadzie czastke, Srednice owg mozna poréwnywaé¢ z diugoscig fali
de Broglie™a dla naszej czgstki. Mozna tez, wychodzac z koncepcji "ele-
mentarnej diugosci” 1, traktowac¢ ja jako wielokrotno$¢ 1. Znamienng jest
rzecza, iz energia takiej "rozmytej" czgstki spinowej obliczona ze wzo-
ru /10/ jest wieksza od zwyklej energii spoczynkowej n@X , gdzie o
jest statg multiplikatywng Lagrangianu Lc
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Odpowiednig r6znice AW — W - n0 ¢ mozna prébowa¢ interpreto-
waé¢ jako "energie oddziatywania czastki z czasoprzestrzenia" przejawia-
jacego sie w rozmycia czgstki. We wszystkich powyzszyoh przypadkach po-
tozenie 1 = 0 sprowadza wszystkie Langrangiany do LQ a wieo czagst-
ki do bezspinowych, nie rozmytych.

Wfcaoajgc do wyjsciowego rownania Kieina-Gordona zauwazamy iz przej-
dzie nam ono teraz w rownanie réznicowe typa

(P o —0 120/
gdzie
o d?(? éljxa L1/
przy czym d jest operatorem réznicowym postaci
3 ui ilL Y(x'+1,xrx\n4)- 4,(V,xagx i>*"*)
ox,rfx) i > 0=0 122/

itd. dla v = 2,3«4.

Na zakonczenie tytutem przyktadu rozpatrzmy czgstke opisanag Lagran-
gianem L 0 postaci:

L = Upn) — y? «*)]; (Lo=LiH) 1231

ped wewnetrzny P tej czastki ma postac:

ke df_ _ L« ..0C

70 otex ~ N 07Ta) 1241
czteroped ma wiec ksztatt:

P«) » - dTK) = + & 125/

Béwnania ruchu p“ j = 0 pokrywajg sie z réwnaniami Mathissona dla
czastki w spinie 1/2 oraz z réwnowaznymi im w tym przypadku rownaniami
Frenkla dla elektronu.

Catkujac te rownania w uktadzie otrzymujemy:
N (T)=Teée swf r

IV *)— 16/
At*>—0
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gdzie o$ x,JE jest rownolegta do tréjwektora ¢ spina naszej czastki,

A jest wielkoscig zalezng tylko od statych catkowania ruchu.
Z 126/ widaé, ze Srednica okregu™w ptaszczyznie x2U = Ps  Qa-
o
dac ja jako miare rozmycia czastki rowng dtugosci fali de Broglie'a
n-e= » otrzymujemy:
n=-J 1271/
. . @CA ‘.
tensor spinu /6 ma postac:
A= A - A o 128/
Z 26/, 127/ i /24] wynika, ze 2c*TkN)K@)- ~ 128»/
Energia W naszej czgstki w 200 ma na mocy /25/ i /26/
postac cVPEpD) = mdcvl+ (”)a 129/
a stad energia rozmycia” czgstki AV ma postaé
130/

AW -mec*[~+fcr.)2-i]
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ON A MODEL OF A FHEE ELEMENTAB? PABTICLE WITH THE LAGBANGIAN

DEPENDING OP HIGHEB OBDEB DEBI7ATIVBS OF VELOGITT

Summary

The Spin Free Particle with the diffluence in the Center Mass Sys-

tem is described. The momentum of this particle is non parallel
locity. The ELein-Gordon equation for this case is modified.

to ve-
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"Mogenb cBO60OAHOV 3/eMeHTapHo 4acTuubl, JlarpaH>XXuaH KOTOpoii

3aBUCUT OT MNPOU3BOAHLIX CKOpOCTWU".

CBobogHas uvacTuua, JlarpaH>kuaH KOTOPOW 3aBUCUT OT MPOU3BOAHBLIX
CKOpocTu, obnagaeT BHYTPEHHVMM MOMEHTOM WMMy/bca - TaK cXasaTb
Knaccnyecknum cnuHom. OHa "pa3mbiTas” B cucteme nokod. EE wmmnynsc
He napasnseneH ckopocTu. [Mpu nNepexoge Ha MOMOBO YypOBEHb, ypaBHe-

Hue KneiliHa-FTopgoHa COOTBETCTBEHHO MoOAUGULMPYeETCS.
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