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V. Gyorgy Targoński m’ a p o sé , pendant l a  conférence au s u je t  des 

équations fo n c tio n n e lle s  à Oberwolfach en 1972, le  problème su iv a n t.
S o i t  donnée une fo n c tio n  ?(oc ,x )  de deux v a r ia b le s  réelles e t  des 

valeu rs r é e l l e s .  La fo n ctio n  f ( t )  r é e l le  des v a le u rs r é e l le s ,c r o is s a n ­
t e ,  rem p lissan t l a  co n d itio n  f ( 0 ) =  0 e t  t e l l e  que

(1) f ( ? ( «  , f f fe ,)) , f ( t 2)) = P (o c , f ( t . ,  + t 2)) 

e x i s t e - t - e l l e  to u jo u rs?
La réponse à c e t te  qu estion  e s t  n é g a tiv e . Bous donnerons dans un 

cas p lu s général le s  co n d itio n s n é c e ssa ire s  e t  s u f f is a n te s  ou seulement 
n é cessa ire s  pour que la  réponse s o i t  p o s i t iv e .

S o i t  T  un groupe par rapport à l 'o p é r a t io n  " + " ,  pas n é c e ssa ire ­
ment commutative, P une fo n ctio n s f i l - » P , ой Г  e t  X sont des 
ensembles a r b itr a ir e s  e t f  e s t  une fo n ctio n s T  - »  X , in v e r s ib le .

La co n d itio n  (1 ) a l i e u ,  s i  e t  seulement s i  la  fo n ctio n  ?  e s t  une 
so lu tio n  de l 'é q u a t io n  de tr a n s la tio n

(2 ) Р (? (о с , x1) ,  Х з ) -  Р ( « ,  x 1 T x g )

sur l ’ ensemble P x  f  CT) , o i  T  e s t  une o p éra tio n : f P lx  f(T )-y f-T ) 
par rapport à la q u e lle  l'en sem b le  f ( T )  forme un groupe, isomorphe 

avec le  groupe T  .
Dém onstration. Posons pour x^ e t Xg de I :

(3 )  ^  T  i 2 = f [ f " 1( x 1) + f 1^ ) ]  .

On v o it  fa cilem en t que l'en sem b le  f  (T ) forme un groupe Far rapport
à l ’ opération  T  ( l ’ élément neutre c ’ e s t  f ( e ) ,  oÜ e e s t  l ’ élément 
neutre de T  , l ’ élément in v erse  à l ’ élément f ( t )  e s t  f ( - t ) ,  o i  - t  

désigne l ’ élément in v erse  à l ’ élément t  dans le  groupe T ) .  De p lu s, 
d’ après (1 ), en posant ? ( t ^ ) = x 1 e t f ( t g ) =  X g , nous obtenons 

f ( F ( o c , X1) ,  X g b  P(oc, X1 T  I , ) .



I l  en r é s u lte  d ’ après (3 ) que le s  groupes T  e t f  ( T )  sont isomorphes. 
La dém onstration de l a  n é c e s s ité  e s t  donc term inée.

Pour démontrer l a  s u ff is a n c e , i l  s u f f i t  de remarquer que a l la  fonc­
tio n  P rem plit l a  co n d itio n  ( 2 ) e t  f  désigne l ’ isomorphisme de T 
à f  ( T )  , dans ce cas (1 )  a l i e u .  En e f f e t  nous avons:

f ( r ( oc, f C ^ ) ) ,  f(fc2) ) =  f ( « ,  f ( t J T  t ( t 2 )) = ï ( o c ,  f ( t . ,  + t 2) ) ,

C e Q e f e â *

On s a i t  /v o ir  p .e i .  [ 1 ] /  que s i  l a  fo n ctio n  ?  rem p lit (2 )  dans 

ce c a s :

(4-) - pour chaque ôc f ix é  dans Г  , l e s  ensembles

{ x  6 f  ( T )  : F ( 5  , x )  = oc} 

ont l a  même p u issa n ce , indépendante de oc de Г ,

(5 ) le s  ensembles des v a le u rs des fo n ctio n s  F(ôt , x ) ,  pour ôc f ix é  
dans Г  e t x  v a r ié  dans f ( T )  , sont id en tiq u es ou d i s jo in t s .

Les co n d itio n s (4) e t ( 3 ) sont donc n é c e ssa ire s  pour que la  réponse 
au problème de M. Targoński s o i t  p o s i t iv é . La q u estion  qui se pose 
e s t  la  su iv a n te : e s t -c e  que ces deux co n d itio n s (4 )  e t  ( 5 )  sont s u f f i ­
san tes pour que la  réponse s o i t  p o s it iv e ?

T r a v a i l  c i t é

[ 1 ]  Z . M ostner, S tru ctu re  de l ’ automate p l e i n , je d u it e t  in v e r s ib le , 
sous p resse  dans Aequationes Math.


