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Zenon Bioszner

SUB LU P30BIEKB DB M.G. TABGOBSZ3

V. Gyorgy Targonski m'a posé, pendant la conférence au sujet des
équations fonctionnelles a Oberwolfach en 1972, le probléme suivant.

Soit donnée une fonction ?(oc ,x) de deux variables réelles et des
valeurs réelles. La fonction f(t) réelle des valeurs réelles,croissan-
te, remplissant la condition f(0)= 0 et telle que

(1) £(?(« , fffe,)), f(t2)) = P(oc, f(t., + t2))

existe-t-elle toujours?

La réponse a cette question est négative. Bous donnerons dans un
cas plus général les conditions nécessaires et suffisantes ou seulement
nécessaires pour que la réponse soit positive.

Soit T un groupe par rapport a l'opération "+", pas nécessaire-
ment commutative, P une fonctions f i | - »P |, oi [ et X sont des
ensembles arbitraires et f est une fonctions T -» X, inversible.

La condition (1) a lieu, si et seulement si la fonction ? est une
solution de l'équation de translation

(2) P(?(oc, x1), X3)- P(«, x1Txg)

sur | ’ensemble P x fCT) , oi T est une opération: fPIx f(T)-yf-T)
par rapport a laquelle lI'ensemble f(T) forme un groupe, isomorphe
avec le groupe T

Démonstration. Posons pour x* et Xg de |I:

(3) AT 2 = fIfrI(xD + F 10 )]

On voit facilement que l'ensemble f (T) forme un groupe Far rapport
al’opération T (1’élément neutre c’'est f(e), oU e est |’élément
neutre de T , |’élément inverse a | 'élément f(t) est f(-t), oi -t
désigne | "élément inverse a | 'élément t dans le groupe T ). De plus,
d’aprés (1), en posant ?(t")= x1 et f(tg)= Xg, nous obtenons

f(F(oc, X1), Xgb P(oc, X1T 1,).



Il en résulte d’apres (3) que les groupes T et f (T) sont isomorphes.
La démonstration de la nécessité est donc terminée.

Pour démontrer la suffisance, il suffit de remarquer que alla fonc-
tion P remplit la condition (2) et f désigne |’isomorphisme de T
a f(T) , dans ce cas (1) a lieu. En effet nous avons:

f(r(oc, fCn)), f(fc2))= f(«, f(tIJT t(t2))=1T1(oc, f(t., + t2)),
CeQefea~*
On sait /voir p.ei. [1]/ que si la fonction ? remplit (2) dans
ce cas:
(4-) - pour chaque 6c fixé dans I , les ensembles
{x 6 f(T) : F(5 , x) = oc}
ont la méme puissance, indépendante de oc de I,

(5) les ensembles des valeurs des fonctions F(ét, x), pour 6c fixé
dans ' et x varié dans f(T) , sont identiques ou disjoints.

Les conditions (4) et (3) sont donc nécessaires pour que la réponse
au probleme de M. Targonski soit positivé. La question qui se pose
est la suivante: est-ce que ces deux conditions (4) et (5) sont suffi-
santes pour que la réponse soit positive?
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