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SUB L’ ASSOCIiTIVTTÎ
05 U  DÊCO^POSIT 10И ЗПШЕТГГВЫЗ QX U  VJLBUBIZ ALÎATOIBB

S o it ( Z ,T ) one variab le  a lé a to ire  b id im en tie lle  de type d iso ret 
possédant one a s s o o ia tiv lte  de décomposition ( i , J  *  1 , . . . ) .
Rons savons, à p a r tir  de la  théorie élémentaire da oaloul de probabili
té  / е х .[ 1 ] ,  p .4 8 / ,  que l a  déoooposition fro n ta le  de l a  variab le  aléa
to ire  I  est on ensemble de paires ( x ^ .p ^  )  où p ^ * . ^ p ^ , e t la

décomposition fro n ta le  de l a  variab le  T nn ensemble de paires ( j j ,  p , j )  
où * Cette  note a pour bat an essa i détermination de l ’as
c ia t iv i t é  de l a  décomposition de l a  variab le  a lé a to ire  ( I , y ) , quand le s  
décompositions fro n ta le s  des v ariab les correspondantes sont données. 
D’ abord, nous étudierons le  problème dans le  cas où le s  va riab les a léa 
to ir e s  Z e t T prennent aveо la  p ro b a b ilité  1 , un nombre f i n i  de va
le u rs . Sans réduire le s  gén éralités des solutions,nous pouvons supposer 
que le s  ensembles des valeurs des deux va riab les a lé a to ire s  considérées, 
p ris  avec la  p ro b a b ilité  1 , sont équipotents /puisque nous pouvons tou - 
Jors ajounter, à l ’ ensemble de l a  valeur r e la tiv e  de la  variab le  aléa
to ir e , quelques valeurs p rises  aveo la  p ro b a b ilité  z é r o /. En su ite , dé
terminons l ’ a s s o c ia t iv ité  de la  décomposition de la  variab le  a léa to ire  
( l ,  T ) recevant aveo la  p ro b a b ilité  1 une quantité dénombrable de va
le u r s .

1 . Considérons comme données le s  décompositions suivantes:

/ 1 /  ( ^ « P ^ )  ( i = 1 , . . . ,  n + l) -  décompositions de In v a r ia b le  aléatoire Z , 
/ 2 /  ( y ^ q ^ )  (;J=1, . . . ,  n+1) -  décompositions de la  variab le  aléatoire I ,

où. n e s t  un nombre naturel donné. Cherchons l ’ a s s o o la tiv ité  des decom
p o sitio n s de la  variab le  a lé a to ire  Z ,T  t e l le s  que de décompositions 
données des va riab les a lé a to ire s  Z  e t  T  sont leu rs décompositions iro n  
ta le s .

S o it  la  s u ite
P LJ S p (z  s  X ^  T a У^) pour i , j J  a 1 , . . . ,  П+1
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d é ; la i s s ant la  décom position rech erch ée . S i  nous indiquons

oc

nous obtenons 

n+1

= = 4+1 ) ,

П+1 П+1 n+1 n+1n>/ fî id = fi Pid "fi p* =fi pid "qd fi pi(3=1* û+̂'
Du f a i t  que / 1 / e s t  une décom position de la  v a r ia b le  a lé a to ir e  11 r e su ite

n+1
que S i  p , = 1 , de la ,a lo r s  que l a  décom position / 1 /  e s t  une deoompo- 

i=1 1
s i t io n  fr o n ta le  de l a  v a r ia b le  a lé a to ir e  ( x ,  t )  dans l a  décom position

, n+1.
a s s o c ia tiv e  de la  v a r ia b le  a lé a to ir e  ( X ,Y J nous obtenons = q.j.
Par conséquent de / 3 /  nous concluons que i=1

n+1
/ 4 /  3 . . = 0 pour d=1, . . . ,  n+1.

i=1 13
Analogiquement nous obtenons 

n+1
/ 5 /  i __I-ос = 0  pour i = 1 , . . . t n+1.

j=1 lu
Sous obtenons de / 5 /  e t  / 4 /

n+1

/ 6 /  f t î r ' i î ' 0 '
I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f ie r  que de l a  form ule

/ 7 / ^ i j  = e id  "  £ i - 1 j  “  8 id -1  + £ i - 1 J - 1  = 'l »**** û+>0

nous obtenons chaque s o lu tio n  du système / 4 /  e t  / 5 / ,  où le s  paramétres 
£ кд sont dee nombres n a tu re ls  a r b i tr a ir e s ,  t e l s  que

/8/ £ ko £ os = £ n+1,s = £k,n+l ( k ,s  s  1 , •  • * , n+1) .

Решатquons, en p lu s , que pour des r é e ls  donnés oc^^ le s  paramétrés 
sont d é f in is  univoquement.

Prouvons ce qui s u i t

Théor ène 1 . Supposons que l a  décom position a s s o c ia t iv e  de l a  va

r ia b le  a lé a to ir e  (X ,Y )  e s t  sous forme C ( pi j )  C±.d = 1 , . . . , n + l ) ,  
oà 1ез décom positions fr o n ta le s  des v a r ia b le s  X e t  Y sont homologues 
à / 1 /  e t  / 2 / .  S o i t  en p lu s oc1;j = p ^  -  p ^  (  1 , j  = 1 , . . . ,  n+1 ) .  I l  
e x is te  a lo rs  univoquement une fa m ille  d e fin ie  de paramétrés { £ jc s } 

( k , s  = 1 , . . . , n )  qui rem p lissen t le s  co n d itio n s d ’ apres / 7 /  e t  / 8 /  e t 
pour = 1 , . . . ,n  le s  in é g a l i té s
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/ 9 /  a a x {-P i< jj,-P Łqtj+ g i - i j ~ 5 ł - i j - i K £ y ^  mia{ pi qj + Éi j - 1 *p i qI + f i - i  di;

ou ~(l"*P^“ *• *“ P^y » 9 j — (1 —q-j *■"•••— q .j)•

Pesonsb ia t lo n . L ’ e x is te n ce  e t  l ’ u n ic ité  de l a  fa m ille  des paramé
trée  { e j-s } rem plissan t des form ules / 7 /  e t / 8 / ,  r é s u lte n t  de l à  que 
1ез потЪгез rem p lissen t l e  système А / ,  / 5 / .  H  r e s te  à démontrer
/ 9 / .  Remarquons, dans ce b u t, que le s  nombres p^j sont des p r o b a b ili
t é s ,  a lo r s  p ^  = q̂  +oCi j  2* °*  P® l à  e t  de / 7 /  i l  r é s u lte  que

/ 1 ° /  6 13 -  е 4. 1а -  £ i ; M  ♦ -  Pt  qa p ° “  * t d - i ,  a+1-

Désignons e n su ite  par le  symbole E^., l a  phrase " l e  paramètre rem
p l i t  l ’ in é g a l i té  /9 / " *  Dans l e s  é tapes su iv an tes nous entreprenons' la  
dém onstration de c e t te  in é g a l i té

1 ° . ®nn*
2 ° . S i n = ^  Ei -1 n C i = 2 i • • • ,  n ) ,

3 ° . Sn j Sn j-1 ( d=2» • • • » n ,

4 ° .
Ei + i r Bid + i Ei j  ( i * d = 1»***t  a“ 1 I •

Ad 1° .  De l ’ in é g a l i té  / 1 0 /  nous déduisons to u te s
que rem p lit l e  paramètre e .  Bn posant successivem ent i  = 3 = n+1;
i  = n+1, j  s  n ; 1 = П, j  = n+1 e t  Ł 3 j nous obtenons

t >  -nn

e nn ^  P,

£ nn ó  P,

£ nn >  -  :

'n+1 + £ n-1 n ’

>  -  Pn qn + *n -1  n + Lnn-1 -  г n n-1*

De l à ,  nous obtenons

,ax i 'Pn+1qa+1,-Pnqn+fn-1n+snn-1_£n-1 û - ^ W ^ n + l V ^ a a - l ’ pnqn+1+ fn-1n) 

Bous avons donc obtenu Bnn, parce que рд+1 s  p *  e t  qQ+1 з  q* .

Ad 2 ° .  C h o isisso n s un nombre n a tu r e l a r b itr a ir e  i  t e l  que 24i^û 
e t supposons E ^ ,  c ’ e s t - à -d i r e :

Kax{ - P i qn ’ - P i qn+£in -1 +£i - 1 n - f i - 1 n - l } ^ Éi n <  " ^ { p Ï V  £ in -1  ’ P i qn+£i - 1 n }  •

De l à ,  nous obtenons l e s  co n d itio n s su iv a n te s pour l e  paramètre £ i_ q n :

" P i q£  < P i  q£ + Éi _ i n
et

-  p i  qn + £ i _ lQ  + f i - - i n - i  ^ p i  qn •
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A jo u to n s-le u rs  le s  co n d itio n s obtenues de / 1 0 /

-  P Ł qn <  e i _ in  -  £ i_2 n  "  £ i - 1  n-1 + &i - 2  n -1 5 

■ p i - 1  qn+1 ^  “  £ i - 1  n + £ i - 2  n*

É crivons sous une forme équ ivalen te  le s  quatre in é g a l i té s  d é jà  c i t é e s :  

fci - 1 n >  “  pi  <  -  pi  -  -  pi - 1  ,

£ i -1 n  ^  pi  4a + pi  Ъ  + £ i -1  n-1 = p i  qn—1 + £ i - 1  n-1* 

f i - 1 n  ^ p i - 1  qn + £ i - 2  n*

f i - 1 n  >  ~ pi - 1  qn + f i -2 n  + ei -1 n  "  £ i - 2  n-1 *

De l à ,  en r é s u lte  d irectem en t.

Ad 3 ° .  Dém onstration analogue à l a  deuxième.

Ad 4 ° .  S o i t  i , j < n  des nombres n a tu re ls  a r b itr a ir e s  donnés e t 
supposons que e t  Ei j +^ . A lo rs de nous avons

- pi + l q3 Pi qf  + £ i j
e t

“  pi+1 qj  + £ i j  + £ i+1 3-1 "  £ i j - 1 ^  pi+1 ’h  + £ i+1 3-1 * 

Par contre de i l  r é s u lte  que

■ pi  qj+ l  + é i j  + £ i - l  3+1 ■ £ i - l j ^  h  q3+l + £ i - l  3+1 • 

E crivons le s  tr o is  co n d itio n s c i-d e s s u s  sous forme su iv an tes

е ч > - * {  V

f i 3 ^  pï  q3 + 613-1*

£ i j  ^  pi  qi  *  6 i - 13 '

D’ au tre  p a rt de / 1 0 /  nous obtenons

* i 3 >  -  P 4 j  + f i « i j  + £  

Des quatre d ern ières in é g a l i té s  nous obtenons B

13-1

i j *

£i-1 3-1 *



18?

2 . Dans l e  théorème 1 nous avons donné une co n d itio n  necessaire a f in  
que l ’ ensemble de param ètres { е ^ д }  d é f in is s e  l a  décom position asso 
c ia t iv e  de l a  v a r ia b le  a lé a to ir e  ( X , Y ) , quand l e s  decom positions fron
ta le s  des v a r ia b le s  a lé a to ir e s  Z e t  7  sont donnés. Démontrons que c e t 
te  c o n d itio n  e s t  également s u f f is a n te .

Théorème 2 . Supposons que le s  décom positions des v a r ia b le s  a léato 
ir e s  X e t  T  so n t successivem ent / 1 /  e t  / 2 /  e t  en p lu s que l a  fa m il

le  des paramètres { е ^ 8 } ( k , 3 = 1 » . . . *  и ) rem p lisse  l a  co n d itio n  / 9 /  
A lors l a  s u i te  PU  d e fin ie  par la  form ule.

ÇLj +oc^ j ( i , j  = 1 * » * . ,  n + 1 ), 
oà

/1 1 /  = f i j  "  S i j - 1  "  * i - 1 j  + £ 1-1 3-1
e t

/12/ £ io  = £ o3 = ć in+1 = e n+13 = 0

d é f in i t  l a  décom position de l a  v a r ia b le  a lé a to ir e  ( X , t )  t e l l e  que le s  
décom positions des v a r ia b le s  a lé a to ir e s  X e t T  son t le u rs  décomposi
t io n s  fr o n ta le s .

Dém onstration. De / 1 1 /  e t  /1 2 /  i l  r é s u lte  que le s  nombres oc^ rem
p l is s e n t  l e  système / 4 / ,  / 5 / ,  a lo r s  i l  en r é s u lte  / 6 / .  De là ,n o u s  obte
nons to u t de s u ite  que

et

1 ,

p± ( i = 1 , . . . ,  n+1) 

4jj ( 3 = 1 , . . . ,  n + 1 ).

Remarquons e n su ite  que de / 9 /  nous avons

"  pi  q3 + £ id -1  + £ i -1 d  "  £ i - 1  d-1 ^  £ id*

Ce qui veu t d ire  que p^j = q  ̂ O. Ce qui termine l a  demon

s t r a t io n .
Démonstrons encore de q u e lle  manière en p ra tiq u e  nous déterminons 

en s ’ appuyant l e  théorème 2 ,  l a  décom position a s s o c ia t iv e  de l a  v a ria b 
l e  a lé a to ir e  ( X , Y )  avec des décom positions fr o n ta le s  don n ées.So ien t X 
e t 7  des v a r ia b le s  a lé a to ir e s  possédant l e s  décom position^ / 1 /  e t  / 2 / .
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La décom position a s s o c ia t iv e  recherchée e s t  obtenue de l a  manière s u i
v a n te . Prenons un nombre quelconque 6 ^  de l ’ in te r v a l le

/ 1 3 /  [ m a x { - ( l  -  P ^ ( 1  -  <1,), -  P 1 q ^ ,  m in {(l -  p .,) q1 , 0 - q ^ P - J ] .

Sous déterminons l e  paramétré l ' i n t e r v a l l e

[ m a x f - ( l -p 1)(l-q 1-q 2 ) , - p 1 q2+ź11},m in {p 1 ( 'l -  q ^ q ^  , ( l - p ^  q2 + * ц } ] '

Prenons e n su ite  £ 21 efc ê 22 3es ia t e ïT a l le s  r e la t iv e s  e tc .D u  théorè
me 1 i l  r é s u lte  que, de c e t te  manière nous obtenons to u te s  le s  décompo
s i t io n s  a s s o c ia tiv e s  de la  v a r ia b le  a lé a to ir e  ( x , y ) .  •

3 - Démontrons maintenant que le s  théorèmes 1 e t  2 son t egalement 
v a la b le s  pour le s  v a r ia b le s  a lé a to ir e s  prenants avec l a  p r o b a b ilité  1 
une q u a n tité  dénombrable de v a le u r s .

Pour l a  dém onstration du théorème 1 dans l e  cas oà n = +«> , nous 
con stru iro n s la  fa m ille  de l a  manière su iv a n te . S o i t  m^-2 un 
nombre n a tu re l a r b i tr a ir e . Remplaçons par des décom positions r e la t iv e s ,  
le s  décom positions des v a r ia b le s  a lé a to ir e s  X , T e t ( X ,T )  données

ou

( 7 d ’ *d ) e t * i j )  ( i ’ 3 -  1 > • • • »

P i  = PL ( i  = 1 , . . . ,  m)» P bh-1 =

D O

2 1  РА, 
i=m+1 1

5d = Cd=1 » • • • » n ) »

OO

qd’

5 id  = P i j  fa-td = 1 1 • • • ’ » pim+1 -  Î L
d=m+1

Pm+1j

OQ

= 2 1  PLj 
i=m+1 13

pi d ’

e t

V l  m+1 = i ^ m+1 V

S o i t  en p lus

^ i d  = ? id  “  \  = n+1 *̂

De l à  e t  du théorème 1 i l  r é s u lte  qu’ i l  e x is te  univoquement une fa m ille  
de paramètres d é fin ie  { £ ]c s } (k * s  = 1 , . . . ,  m) rem p lissan t / 9 /  e t  te lle  
que

* i d  = ? 1 Td + ^ id  */14 /
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oh

/ 1 5 /

e t
/ 1 6 /

Z ±i  = £ i j  "  Êi j - 1  “  £1-13 + ei - 1  3-1

e io  = e oj  a e im+1 = e m+1 3= 0

pom i j  = 1 , . . . ,  m+1. En concevant que m ->+oo noos obtenons a lo rs  
une fa m ille  de param ètres { Е^а } (&»s = 1 » »* »)  rem p lissa n t /9 /» /1 4 , /1 5 /  
e t  / 1 6 /  pour i , 3  s  1 , . . .  .

Poux l a  dém onstration du théorème 2 dans l e  oas oh n = + »  ц  suf
f i t  de démontrer que

oo

/ 1 7 /  Z < * .
i=1

/ 1 8 /

e t

/ 1 9 /

Z -
d=i

id  = °
pour i  = 1

id  = °
pour d = ‘ 1

Z
i ,d = 1

°°id  = °*

Dans ce but remarquons que de / 9 /  nous obtenons pour le s  nombres natu
r e l s  a r b itr a ir e s  1 ,3

pï * ï < £ l j  e t  £ i d ^ Pf  qd + É id -1 *

De la  deuxième in é g a l i t é ,  nous concluons, que + • • •  + qjy
Puisque lim  p. = 0 , donc, nous avons lim  = 0 pour 3 = 1 , . . .  .

1—roO 1
En p lu s , compte tenu de lim (q^ + . . . +  q..) = 1 ,  des in é g a l i té s  c i-d e s su s  

i l  r é s u lte  que lim  6^  ̂ = 0 .  Analogiquement nous démontrons que 

lim  e . . = 0 pour i  = 1 , . . .  .

D’ au tre  p a rt nous avons
n

i= i i j  = £in  Ê i - 1 n ’

= e*d “  E4d-1

et •*13 = £ nn*
1,3=1

Des t r o i s  d ern ières in é g a l i té s  r é s u lte  successivem ent / 1 7 / ,  / 1 8 /  e t  /1 9 /.

H e m a r q u e s  f i n a l e s .  £ y  = 0  pour i , 3  = 1 , . . . a e t  
un des ch o ix  p o s s ib le s  des paramètres 81- efc seulement s i  tous
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le s  nombres se  n e u tr a lis e n t , ce qui veut d ire  que p ^  = p^q..
i , j  = 1 , . . .  .  La n e u tr a lis a t io n  de tous le s  paramètres e

id

pour
e s t  équi

v a le n ts  à 1*indépendance des v a r ia b le s  a lé a to ir e s  X e t X . Les paramè
tr e s  ont la  p ro p rié té  su iv a n te . S o i t  F une d is tr ib u a n te  de la
v a ria b le  a lé a to ir e  (x,x), e t  F ^ ,F g  des d is tr ib u a n te s  correspondantes 
des v a r ia b le s  a lé a to ir e s  X e t X . S i  nous désignons

Ai(j = { (x ,y )  : X i < x 4 z i+ 1 , y . < y ^ y j+ i }  pour i , j  s  1 ...........
U

il e s t  p o s s ib le  v é r i f ie r  que

F (x ,y ) = F ^ x )  F2( y ) T *— .
i  i J=1

)+ Z X a id  ’

où X, e s t  l a  fo n ctio n  c a r a c té r is t iq u e  du re c ta n g le  A
Aid
Par co n tre , par l e  nombre oc^.. i a covariance

id*

de l a  v a ria b 
le  a lé a to ir e  ( x , x )  s ’ exprime d irectem en t. Nous obtenons à s a v o ir , la

formule = X ^ i d  Xi y d*
i .d = i

Pour indiquer le s  p o s s ib i l i t é s  d ’ a p p lic a tio n  des r é s u lt a ts  obtenus 
dans le s  n o te s , considérons l ’ exemple su iv a n t: Considérons l ’ expérience 
a lé a to ir e  D, dans la q u e lle  l a  p r o b a b ilité  de succès e s t  éga le  à P-p-jg» 
tan dis que la  p r o b a b ilité  d ’ échec e s t  é ga le  à p2= Répétons à deux

ré p r isse s  l ’ expérience D, donc, de l a  formule / 1 3 /

P11 = T ®  + 611 ) 0& -  <  £ 11 ^ T § ü  )

nous obtiendrons l a  p r o b a b ilité  de deux su c c è s . Par a i l le u r s  l a  probabi
l i t é  e s t  un nombre de l ’ in te r v a l le  ^ j .

T r a v a i l  c i t é

[1 ] M. F i s z ,  Rachunek prawdopodobieństwa i  s ta ty s ty k a  matematyczna, 
.ferszawa 1958.


