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Stanistaw Wotodzko

SUB L’ASSOCITIVTTI
05 U DECOMPOSIT10M 3MWIETITBbLI3 QX U VILBUBIZ ALTATOIBB

Soit (Z,T) one variable aléatoire bidimentielle de type disoret
possédant one assooiativlite de décomposition (i,d = 1,...).
Rons savons, a partir de la théorie élémentaire da oaloul de probabili-
té /ex.[1], p.48/, que la déoooposition frontale de la variable aléa-
toire | est on ensemble de paires ( x™.p”™) ou pr*.Ap~, et la

décomposition frontale de la variable T nn ensemble de paires (jj, p.j)
ou * Cette note a pour bat an essai détermination de I'as
ciativité de la décomposition de la variable aléatoire (1I,y),quand les
décompositions frontales des variables correspondantes sont données.
D’ abord, nous étudierons le probleme dans le cas ou les variables aléa-
toires Z et T prennent aveo la probabilité 1, un nombre fini de va-
leurs. Sans réduire les généralités des solutions,nous pouvons supposer
que les ensembles des valeurs des deux variables aléatoires considérées,
pris avec la probabilité 1, sont équipotents /puisque nous pouvons tou-
Jors ajounter, a | 'ensemble de la valeur relative de la variable aléa-
toire, quelques valeurs prises aveo la probabilité zéro/. Ensuite, dé-
terminons |’associativité de la décomposition de la variable aléatoire
(I, T) recevant aveo la probabilité 1 une quantité dénombrable de va-
leurs.

1. Considérons comme données les décompositions suivantes:

/1] (“«P”) (i=1,..., n+l) - décompositions de Invariable aléatoire Z,
/121 (y*~q”) (J=1,..., n+l) - décompositions de la variable aléatoire I,

ol. n est un nombre naturel donné. Cherchons | ’assoolativité des decom-
positions de la variable aléatoire Z,T telles que de décompositions
données des variables aléatoires Z et T sont leurs décompositions iron
tales.
Soit la suite

PL) S p(z s X» TayY”) pour i,jlal,..., T+l
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dé;laissant la décomposition recherchée. Si nous indiquons
oc = = 4+1),

nous obtenons

o finid =fi Ad*fi pr =i pd'aeffi peE e

Du fait que /1/est une décomposition de la variable aléatoire 11 resuite

n+l
que Si p, =1, de la,alors que la décomposition /1/ est une deoompo-
i=1 1
sition frontale de la variable aléatoire (x, t) dans la décomposition
) n+l.
associative de la variable aléatoire (X,YJ nous obtenons = q.-.
Par conséquent de/3/ nousconcluons que i=1
n+l
141 3 . . =0 pour d=1,..., n+l.
i=1 13
Analogiquement nous obtenons
n+l
151 i__loc =0 pour i=1,...tn+1.
j=1  lu
Sous obtenons de /5/ et /4/
n+l
161 ftir 'i7T'0"'
Il est facile de vérifier que de la formule
Il Aij =eid " £i-1] * 8id-1 +£i-1J-1 = Iprrrx (450

nous obtenons chaque solution du systéme /4/ et /5/, ou les paramétres
£kn sont dee nombres naturels arbitraires, tels que

8/

£ko £os = £n+ls = £kn+l (kis s 1,ee% n+l).

Pewatquons, en plus, que pour des réels donnés oc™ les paramétrés
sont définis univoquement.
Prouvons ce qui suit

Théoréne 1. Supposons que la décomposition associative de la va-
riable aléatoire (X,Y) est sous forme C ( pij) Cxd =1,....,.n+1),
oa le3 décompositions frontales des variables X et Y sont homologues
a/l/ et /2/. Soit en plus ocl;j = p~ - p A~ (1,j =1,..., n+1). 11
existe alors univoquement une famille definie de paramétrés {£jcs}
(k,s =1,...,n) qui remplissent les conditions d’apres /7/ et [/8/ et
pour =1,...,n les inégalités
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19/ aax{-Pi<jj,-Ptgf+ gi-ij~5t-ij-iK £y ~ mia{piqj+Eij-1*piqgl +fi-i di
ou ~(I"*PAs xe ¥ PAy 5 9 —(l—gj *meee—q.j)e

Pesonsbiatlon. L’existence et | ’unicité de la famille des paramé-
trée {ej-s} remplissant des formules /7/ et /8/, résultent de la que

le3 noTbres remplissent le systtme A/, /5/. H reste a démontrer
/9 /. Remarquons, dans ce but, que les nombres p”j sont des probabili-
tés, alors pN = q* +oCij 2*°* P® la et de /7/ il résulte que

/11°/ 613 - ed4.1a - £i;M o - Pt ga p°*“ *td-i, a+l-
Désignons ensuite par le symbole E”., la phrase "le paramétre rem-
plit I ’inégalité /9/"* Dans les étapes suivantes nous entreprenons' la

démonstration de cette inégalité

1 ®nn*
2° sin=n Ei-1n  Ciz2ices, ),
3°. Snj Snj-l (d=2»~--» n ,
4 B+ it Bid+i Eij (i*d= 1»***t a“1le
Ad 1°. De |’inégalité /10/ nous déduisons toutes
que remplit le parametre e . Bn posant successivement i = 3 = n+l;
i =n+l, j sn; 1 =1, ) =ntl et t 3 j nous obtenons
t > -
nn
enn ™ P,
£

nn 6 Pntl + £n-1 n ’
£ 3 : Pngn + *n-1 n + Lnn-1 ~ 'n n-1*
De la, nous obtenons

,ax i'Pn+loat+l,-Pngn+fn-1n+snn-1 £n-1 0 -*W ~n+ 1V *aa-|1’ pngn+l+fn-1n)

Bous avons donc obtenu Bnn, parce que pa+l s p* et g+l 3 g* .

Ad 2°. Choisissons un nombre naturel arbitraire i tel que 24i™Q
et supposons E”~, c’'est-a-dire:

Kax{-Pign’-Pign+£in-1+£i-1n-fi-1n-1}*Ein< "~ {pl V £in-1"'Pign+£i-1n} -
De la, nous obtenons les conditions suivantes pour le paramétre £i_qn:

"PigE <Pi gf + Ei_in
et

- pi gn+ £i_1Q + fi--in-i ~pi gn -
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Ajoutons-leurs les conditions obtenues de /10/
- PLgn< ei_in - £i_2n " £i-1 n-1 + &i-2 n-15
mpi-1 gn+l » “ £i-1 n + £i-2 n*

Ecrivons sous une forme équivalente les quatre inégalités déja citées:
fc-1n> “ pi < - pi - - pi-1
£i-ln ~ pi 4a + pi b + £i-1 n-1 = pi gn41 + £i-1 n-1*
fi-ln ~pi-1 gn + £i-2 n*

fi-ln > ~ pi-1 gn + fi-2n + ei-1n " £i-2 n-1 *
De la, en résulte directement.

Ad 3°. Démonstration analogue a la deuxiéme.

Ad 4°. Soit i,j<n des nombres naturels arbitraires donnés et
supposons que et Eij+~. Alors de nous avons

- pi+lg3 Pigf + £ij
et

pi+l gj + £ij + £i+1 3-1 " £ij-1~ pi+l h + £i+l 3-1 *

Par contre de il résulte que

mpi gj+l +éij + £i-1 3+1 m £i-1j~ h g3+l + £i-1 3+1

Ecrivons les trois conditions ci-dessus sous forme suivantes

ey > -*{ VvV
fi3a~ pi g3 + 613-1*
£ij ~ pi gi * 6i-13"
D’autre part de /10/ nous obtenons
*i3> - P 4j +fi«ij +£ 13-1 £i-1 3-1*

Des quatre dernieres inégalités nous obtenons B...
1)
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2. Dans le théoréme 1 nous avons donné une condition necessaire afin
que | 'ensemble de parameétres {e”~a} définisse la décomposition asso-
ciative de la variable aléatoire (X,Y), quand les decompositions fron-
tales des variables aléatoires Z et 7 sont donnés. Démontrons que cet-
te condition est également suffisante.

Théoréme 2. Supposons que les décompositions des variables aléato-
ires X et T sont successivement /1/ et /2/ et en plus que la famil-
le des paramétres {e”~8} (k,3 =1»...* n) remplisse la condition /9/
Alors la suite PU definie par la formule.

Qj +ochj (i,j = 1*»*., n+1),
oa

/11/ = fij " Sij-1 " *i-1j + £1-1 3-1

et

112/

£io0 =£03 =¢in+l =en+13 =0

définit la décomposition de la variable aléatoire (X,t) telle que les
décompositions des variables aléatoires X et T sont leurs décomposi-
tions frontales.

Démonstration. De /11/ et /12/ il résulte que les nombres oc” rem-
plissent le systeme /4/, /5/, alors il en résulte /6/. De la,nous obte-
nons tout de suite que

1,
px (i=1,..., n+1)
et 4jj (3=1,..., n+1).
Remarquons ensuite que de /9/ nous avons
" pi g3+ £id-1 + £i-1d " £i-1 d-1 N £id*
Ce qui veut dire que p”?j = a* O. Ce qui termine la demon-

stration.

Démonstrons encore de quelle maniere en pratique nous déterminons
en s’appuyant le théoréme 2, la décomposition associative de la variab-
le aléatoire (X,Y) avec des décompositions frontales données.Soient X
et 7 des variables aléatoires possédant les décomposition™ /1/ et /2/.
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La décomposition associative recherchée est obtenue de la maniére sui-

vante. Prenons un nombre quelconque 67 de | ’intervalle
113/ [max{-(I - P~(1 - <1), - P1 gq”, min{(l - p.)qgl,0-q~P-J].
Sous déterminons le paramétré I'intervalle

[maxf-(I-p1)(l-q1-q2),-p 1g2+z11}min{pl('l- g~q” ,(I-p"~ 92 + *u } "
Prenons ensuite £21 efc é22 3es iateiTalles relatives etc.Du théoreé-

me 1 il résulte que, de cette maniére nous obtenons toutes les décompo-
sitions associatives de la variable aléatoire (x,y). *

3- Démontrons maintenant que les théorémes 1 et 2 sont egalement
valables pour les variables aléatoires prenants avec la probabilité 1
une quantité dénombrable de valeurs.

Pour la démonstration du théoreme 1 dans le cas oa n = +«>, nous
construirons la famille de la maniere suivante. Soit m”™2 un
nombre naturel arbitraire. Remplagcons par des décompositions relatives,
les décompositions des variables aléatoires X, T et (X,T) données

(7d=a) ij)  (ir3 A
DO
ou pi =PL (i =1,..., =21 PA,
rn)» Pbh1 =1 1
ee)
5d = CEL»eee» n)» qd’

5ig = Pil fatd = 11eee: » pim+l - Cquli’l'l'l pid’
oQ

= 21 PLj
P~ g 13

et

VIim=ir miV

Soit en plus

Nid = ?id “ \ = n+17*
De la et du théoreme 1 il résulte qu'il existe univoguement une famille
de parametres définie {£ks} (k*s =1,..., m) remplissant /9/ et telle
que
114/

*id =721 Td +7id  *
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oh

115/ Z+i = £ij " Eij-1 « £1-13 + ei-1 341

et

116/ eio = eoj aeim+l =enm+l 3= 0

pom ij =1,..., m+l. En concevant que m->+00 noos obtenons alors

une famille de paramétres {E”a} (&»s = 1»»*») remplissant /9/»/14,/15/
et /16/ pour i,3 s 1,...

Poux la démonstration du théoréme 2 dans le oas oh n = +» u suf-
fit de démontrer que

117/ Z__<1*_id _ pour i =1
- -

/18/ Z_id _. pour g=11

et d=i

1191 izd—looid _ on

Dans ce but remarquons que de /9/ nous obtenons pour les nombres natu-
rels arbitraires 1,3

pi * i< £1j et £id~ Pf qd +Eid-1*
De la deuxiéme inégalité, nous concluons, que +eee + (Qjy
Puisque im_p, = 0, donc, nous avons |im = 0 our 3 =1,...

q i—roopl P

En plus, compte tenu de Ilim(g™® +...+ q.)= 1, des inégalités ci-dessus
il résulte que Ilim 6*~ =0. Analogiquement nous démontrons que

lime.. =0 pour i =1,...

D’ autre part nous avons

n
i=zj i =£in  Ei-ln’
= e*d “ E4d-1
o* = *
et 1321 13 = £nn

Des trois derniéres inégalités résulte successivement /17/, /18/ et /19/.

Hemarques finales. £y =0 pour i,3 =1,...aet
un des choix possibles des parameétres 81- efc seulement si tous
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les nombres se neutralisent, ce qui veut dire que p~” = p~g. pour

i,j =1,... . La neutralisation de tous les paramétres eid est équi-
valents a l1*indépendance des variables aléatoires X et X. Les paramé-
tres ont la propriété suivante. Soit F wune distribuante de Ila
variable aléatoire (X,X), et F",Fg des distribuantes correspondantes
des variables aléatoires X et X. Si nous désignons

ﬁi(j ={(x,y) : Xi<x4zi+l, y.<y~ yj+i} pour i,j s l.....

il est possible vérifier que

F(x,y) = FAx) F2(y)¥ % X a:y
i id=1 id

al X, est la fonction caractéristique du rectangle A,

Aid i

Par contre, par le nombre oc”. ia covariance de la variab-
le aléatoire (x,x) s’'exprime directement. Nous obtenons a savoir, la
formule = X ™Mid Xiyd*

i.d=i

Pour indiquer les possibilités d’application des résultats obtenus
dans les notes, considérons | ’exemple suivant: Considérons |’ 'expérience
aléatoire D, dans laquelle la probabilité de succés est égale a P-p-jg»
tandis que la probabilité d’échec est égale a p2= Répétons a deux
réprisses |’expérience D, donc, de la formule /13/

P11 = T® + 611) 0& - < E£11 ~T8O )
nous obtiendrons la probabilité de deux succes. Par ailleurs la probabi-
lité est un nombre de |’intervalle N
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