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DYDAKTYCZNA ROLA SKOŃCZONYCH I KONKRETNYCH 
MODELI STRUKTUR MATEMATYCZNYCH

1 .  Skończony model matematycznej stru k tu ry  będziemy nazywać kon
kretnym , j e ż e l i  l ic z b y  elementów zbiorów , w ystępujących w modelu są  za
dane numerycznie oraz r e la c je  o k r e ś la ją c e  daną s tru k tu rę  są  ta k  dane 
u czn io w i, że może on przez bezpośrednie m anipulacje na elem entach tych 
zbiorów , czy ic h  symbolach rozwiązywać problemy związane z danym mode
lem . iff tym znaczeniu  ta b e la  o dwóch w e jścia ch  d e fin iu ją c a  działanie gru
powe w zb io rze  ( a , b , c } o k re ś la  konkretny, skończony model grupy, mimo 
że symbole a ,b ,c  n ie  mają d la  u czn ia  u sta lo n e g o  Indyw idualnie sensu 
/zm ienne, ja k ie ś  o b ie k ty / .  R o zp a tru ją c  k o le jn o  w iersze  i  kolumny uczeń 
może "m a n ip u la cy jn ie" zbadać, czy ma do cz y n ie n ia  z grupą i  odkryć sz c z e 
góln e  w łasn o ści t e j  gru py. Z b ió r l i c z b  1 ,2 ,3  z dodawaniem i  odejmowa
niem modulo 3 j e s t  konkretnym skończonym modelem c i a ł a ,a l e  ju ż  n ie  kon
kretnym , choć skończonym modelem c ia ł a  będ zie  d la  u czn ia  w przyjętym zna
czen iu  zb ió r  l i c z b  naturalnych  n ie  w iększych od p , gdy p j e s t  l i c z 
bą p ierw szą , z dodawaniem i  mnożeniem modulo p , j e ż e l i  p n ie  j e s t  da
ne num erycznie. D ziew ięć różnych kolorowych klocków D ien esa  o trz e c h  
k s z ta łta c h  i  tr z e c h  k o lorach  może s łu ż y ć  do k o n s tr u k c ji kończonego, kon
kretn ego  modelu a f in ic z n e j p łaszczyzn y rzędu 3 i z b ió r  ty ch  klocków z 
umową co do sensu term inu "p r o s ta "  w tym modelu j e s t  w łaśnie konkretnym 
modelem t a k ie j  p ła sz c z y z n y . M anipulując tym m ateriałem  uczeń bada bez
pośrednio w ła sn o ści t a k ie j  p ła sz cz y z n y , wyznacza możliwe k o lin e a c je , od
krywa, że w t e j  p ła sz c z y ź n ie  spełn ion e j e s t  tw ierd zen ie  Desargues a itp . 
G ra f przedstaw iony na rysunku 1 o k re śla  skończony konkretny model kra
t y ;  uczeń może to  s tw ie r d z ić  a n a liz u ją c  "m a n ip u lacy jn ie" rysunek, na
to m ia st ju ż  n ie  b ęd zie  konkretnym modelem stru k tu ry  porządku częśc io w e-
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go zb ió r  l i c z b  naturalnych  n ie w iększych od n z r e la c ją  p o d zie ln o ś
c i ,  j e ż e l i  n n ie  j e s t  dane num erycznie.

B y s . 1 B y s . 2

Nowoczesna dydaktyka matematyki eksponuje konkretne i  skończone 
modele s tr u k tu r  matematycznych. U ła tw ia ją  one uczniom do stęp  do p o jęć  
algeb ry a b s tr a k c y jn e j, s łu ż ą  dobrze osw ajaniu ic h  z elementami r a 
chunku prawdopodobieństwa i  s t a t y s t y k i ,  są  szeroko wykorzystywane przy 
wprowadzaniu elementów to p o lo g i i  kom binatorycznej , lu b  p o ję c ia  przestrze
n i m etryczn ej. Znaczenie ich  p o lega  na tym , że uczeń może konkretnie, ma
n ip u la c y jn ie  rozwiązywać problemy d o tyczące  ta k ie g o  modelu, przez wy
czerpywanie w sz y stk ich  możliwych przypadków, bez k o n ie czn o śc i operowa
n ia  klasam i pojęciow ym i i  in fe re n cja m i ogólnym i.

2 .  Rozważmy typowy i  bardzo in te r e s u ją c y  przykład ta k ie g o  w łaśnie  
zastosow ania kon kretn ego, skończonego modelu p r z e s trz e n i wektorowej^*. 
Punkty węzłowe s i e c i  przedstaw ionej na rysunku 2 mają odpowiednio zgod
n ie  z tym rysunkiem przyporządkowane w spółrzędne. Wprowadza s ię  p o ję c ie  
t r a n s l a c j i  w zb io rze  ty ch  punktów wzorami:

w' = x + u modulo 5 ,

y '  = y + y  modulo 5 ,  gdy u i  v  są  liczb a m i 
należącym i do zb io ru  { 0 , 1 , 2 , 2 , ń } .

^Maurice Glaymann I n i t i a t i o n  to  veotor sp a ce s, E d u cation al S tu d ies in  Mathema
t i c s ,  2/1969/, a . 69-79.
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Punkt o współrzędnych a ,b  oznacza s ię  symbolem tr a n s la c ję  o pa
ram etrach u ,v  symbolem / u , v / .

Zb iór węzłów s i e c i  -  to  zb ió r  25 punktów, z b ió r  t r a n s la c j i  -  to  
zb ió r  również 25 p rze k sz ta łc e ń  zdefiniow anych powyżej na zb io rze  tych  
punktów.

Problem , czy można p r z e jś ć  z punktu do punktu przez i l o 
czyn t r a n s l a c j i ,  k tó reg o  w szy stk ie  czyn n ik i są  identyczne,uczniow ie ro z
w iązu ją  "m a n ip u la c y jn ie " , rozw ażając k o le jn o  różne t r a n s la c je .  Na przy
k ła d  na pewno n ie  nadaje  s ię  do te g o  tr a n s la c ja  T = / 2 , 4 / ,  bo:

( 3 ) - 4 * ) - 4 S H - » ( ! ) - M î ) - M î )

W k la s ie  uczniow ie mogą s ię  p o d z ie l ić  pracą i  zbadać w szystkie  
t r a n s la c je  z punktu w idzenia te g o  problemu. Problem , czy można w tym 
s e n s ie  p r z e jś ć  od punktu (^j) do punktu ( 2) z dopuszczeniem sk ładan ia  
t r a n s l a c j i  z dwóch t r a n s l a c j i  w dowolnym porządku i  w dowolnej i l o ś c i  
czynników, rozw iązu ją  uczniow ie przez zesta w ien ie  w t a b e l i  w szystkich  
ta k ic h  możliwych z ło żeń  i  obrazów punktu w ty ch  złożen iach .O to ta 
ka ta b e la  d la  T1 = ( 2 ,3 )  i  T2 = / 2 , 4 )  /z  uwzględnieniem przem ienności 
sk ła d a n ia  t r a n s l a c j i / :

Z t a b e l i  od czytu ją  uczniow ie aa przykład

i  odpowiadają pozytywnie na postaw ione im p y ta n ie .
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A le  ta b e la  pozwala na wysnucie wniosków o g ó ln ie js z y c h .B a d a ją c  kon
k r e tn ie , ja k ie  w n ie j  w ystępują punkty, uczniow ie s tw ie r d z a ją , że każdy 
punkt rozważanego zb io ru  punktów ma swój symbol w t a b e l i ,  że od każdego 
punktu do każdego punktu można p r z e jś ć  przez sk ła d a n ie  t r a n s l a c j i  i  
T2 w odpow iedniej i l o ś c i  ty ch  czynników , i  t o  na różne sposoby .

Zauważmy je d n a k , że o d krycie  te g o  ważnego d la  danej t e o r i i  / d l a  u -  
czniów j e s t  to  konstruowana przez n ich  t e o r i a /  fa k tu  j e s t  właściwie przy
padkowe. T w ierdzen ie: "grupa t r a n s l a c j i  generowana przez t r a n s la c je  T^ 
i  Tg j e s t  tranzytyw na w rozważanym zb io rze  punktów ", z o s ta ło  "manipu
la c y jn ie ” udowodnione z zupełną ś c i s ł o ś c i ą ,  a le  i s t o t a  rzeczy  n ie  zo
s t a ł a  w yjaśn ion a . To w yja śn ien ie  bowiem wymaga rozumowania p o jęciow ego . 
Hoże ono być o p a rte  na rachunku kongruencjam i, na rachunku w c i e l e  Z ^ , 
może polegać te ż  na a n a l iz ie  ez p o st t a b e l i ,  a le  dopiero u ję c ie  p o ję 
ciowe pozwala zrozum ieć i s t o t ę  r z e c z y , odkryć "powód*J d la  k tó reg o  przez 

sk ła d a n ie  t r a n s l a c j i  T^ i  Tg ta k i  wynik u zyskano, a  przez sk ła d a n ie  
innych dwóch t r a n s l a c j i  ta k ie g o  wyniku może s ię  n ie  uzyskać. M an ipulacja  
przygotow uje w danym przypadku do odkrycia n ie z a le ż n o ś c i lin io w e j tra n 
s l a c j i  i  zrozum ienia r o l i  te g o  p o ję c ia ,  a le  n ie  może u ję c ia  pojęciow ego 
z a s tą p ić . H a sło : "M anipulować,  c ią g l e  manipulować przed abstrahowaniem" 
sformułowane przez a u tora  k s ią ż k i  pośw ięconej problemom związanym z skoń
czonym i, konkretnymi modelami a b stra k cy jn y ch  s tru k tu r , konstruowanymi d la
celów nauczania, j e s t  s łu s z n e , pod warunkiem, że odczytujem y j e  aż do

?
końca .

Każdy środek dydaktyczny,  każda metoda dydaktyczna wymagają wszech
stro n n e j i  o s tro ż n e j oceny. Wymagają zbadania, ja k ie  fu n k c je  w p r o c e s ie  
u czen ia  s i ę  mogą,a ja k ic h  n ie  mogą s p e łn ić . Między innymi tr z e b a  j e  a -  
nalizow ać n ie ty lk o  z punktu w idzen ia  ic h  efek tyw n ości w z a k r e s ie  przy
sw ajania w iedzy, a le  ta k ż e  z punktu w idzenia form myślenia,rodzajów twór
c z o ś c i ,  typów aktyw ności in t e le k tu a ln e j ,  k tórych  rozwojow i sp rzy ja ją  lub 
k tórych  rozwój mogą nawet hamować. T a k ie j a n a liz y  bardzo wnikliwej i  t a 
k ie j  oceny wymaga na przykład  nauczanie programowane,stosowanie różnych 
środków tech n iczn ych  i t p . , dotyczy t o  rów nież b a r d z ie j sp e c ja ln y ch  za
gadnień dydaktyki m atem atyki, ja k  w ykorzystywanie w nauczaniu k on kret
nych, skończonych m odeli s tr u k tu r  m atematycznych.

Aby ja ś n i e j  przedstaw ić sens t a k i e j  a n a lizy , omówimy k i lk a  p rzy k ła 
dów rz e c zy w iśc ie  obserwowanych na różnych poziomach matematycznych do
św iadczeń.

Zaczniemy od dokładnego p rze śle d ze n ia  pracy osoby d o r o s łe j w toku  
rozwiązywania k o le jn y ch  zadań dotyczących  pewnej stru k tu ry  matematycz
n e j^ . Źródłem r e a k c j i  łańcuchow ej, k tó rą  przedstaw im y, b y ło  zadanie p o - 

?Andr4 Пух, Modules f i n i s ,  Monographie G a lion , CEDIC, P a r is  1973,  s .  9.
3

Na podstawie oaobiвtych doświadczeń au to rk i artykułu*
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stawione uczniom w ramaoh Matematycznej Olimpiady o następującej tr e ś c i!  
11 osób tworzy zespół, którego członkowie mają prawo uczestniczyć w u - 
ruchomieniu mechanizmu, nadającego pewien sygnał. Badanie sygnału wyma
ga zgodnej decyzji co najmniej sześciu osób spośród tych jedenastu. Ba
le ty  tak wyposażyć całe urządzenie w zamki i  tak rozdać klucze do tych 
zamków osobom zespołu, aby każda szóstka miała dostęp do mechanizmu, 
oraz aby żaden z zespołów liczących mniej niż sześć osób te j  możliwości 
nie m iał.

Pójdziemy drogą przebytą przez myśl osoby rozwiązującej to zadanie. 
Czytany temat. Bie dostrzegamy od razu żadnego punktu zaczepienia. Pró
bujemy zmniejszyć ilościowo liczby występujące w zadaniu tak,aby zacho
wując re la c je  między danymi móc już manipulacyjnie, konkretnie analogi
czne, a le  łatw iejsze zadanie rozwiązać. Zespół trójosobowy wydaje się  
nam mało instruktywny z tego punktu widzenia. Bo zespołu czteroosobowe
go nie umiemy zastosować warunków zadania, ponieważ -  jak nam się  wyda-

4je  -  fa k t , że minimalna grupa uprawniona liczy  o jedną osobę więcej niż 
maksymalna grupa nieuprawniona' do nadania sygnału, wraz z faktem,że ze
spół osób uzupełniających minimalną grupę uprawnioną do całego zespołu 
tworzy już grupę nieuprawnioną i  to  maksymalną taką grupę, stanowi is to t
ne założenia problemu. Przykład zespołu pięcioosobowego z trójosobowymi 
grupami minimalnymi upoważnionymi, spełnia te  założenia i  nadaje się je 
szcze do manipulacyjnego rozważania. Powstaje w ten  sposób uproszczona 
wersja Z* zadania:

Pełny zespół je s t  zbiorem { a ,b ,c ,d ,e }  pięciu  osób; minimalnych 
trójosobowych grup upoważnionych je s t  10 , tym samym maksymalnych dwu
osobowych grup nieupoważnionych je s t  też  10. Zadanie rozwiązujemy kon
struując stopniowo ta b e lę , dołączając kolejno w miarę potrzeby numery ko
niecznych zamków; wszystko to  sprowadza się  do prawie mechanicznych ma
n ip u la c ji . Je ż e li  zamek o danym numerze udostępniamy ja k ie jś  osobie, za
znaczamy w odpowiedniej kratce ta b e li krzyżyk, w przeciwnym przypadku 
kratę zacieniujemy. Rozumujemy tak: Ponieważ zespół {d ,e} nie je s t 
upoważniony, musimy przewidzieć zamek, do którego dostępu nie będzie 
miał ani d ani e . Uwzględniając t o ,  że każdy trójosobowy zespół mu
s i  mieć dostęp do każdego zamku, otrzymujemy pierwszy wiersz ta b e li.P o 
nieważ zespół { c ,d }  nie je s t  upoważniony i  ten zespół ma już dostęp 
do zamku o numerze 1 , musimy mieć zamek o numerze 2 , do którego ani 
c ,  ani d nie będą m ieli dostępu. Uwzględniając prawo zespołów tr ó j
osobowych -  otrzymujemy przydział zamków przedstawiony w wierszu drugim 
ta b e li . Postępując tak d a le j, stwierdzamy ostatecznie po 10 krokach, że 
zadanie rozwiązaliśmy nie tylko poprawnie, a le  i  najbardziej ekonomicznie

^Będziemy ożywać d a le j  ekrótów "uprawniona* lu t  "upoważniona* sa a ia a t "upraw
niona /upow ażniona/ do nadania aygn ału".
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/n a jm n ie jsza  m ożliw ie i l o ś ć  zamków/. Dowód odczytać można bezpośrednio 
z t a b e l i  znowu m a n ip u la cy jn ie , spraw dzając k o le jn o  d la  grup minimalnych 
uprawnionych i  maksymalnych nieuprawnionych warunki zadania.

Próba rozw iązania zadania w u ła tw io n e j w e r s ji  I * ,  u ła tw io n e j przez 
t o ,  że p ra k ty czn ie  mała l ic z n o ś ć  zb io ru  u m ożliw iła  m anipulacyjne rozwią
z a n ie , su geru je  a n a lo g icz n e , a le  ju ż  pojęciow e rozw iązan ie  zadania w wer
s j i  I * *  na tem at zesp ołu  11 osób . Do pojęciow ego u ję c ia  jesteśm y ju ż  
"zm uszeni” , ch ociaż mamy do c z y n ie n ia  nadal ze zbiorem skończonym i  z 
danymi numerycznymi. Zmusza nas do te g o  p ra k ty czn ie  duża l ic z n o ś ć  te g o  
z b io ru , k tó ra  uniem ożliw ia konstruow anie t a b e l i  na k a r tc e  papieru, bo mi
nimalnych zespołów uprawnionych i  maksymalnych nieuprawnionych mamy ju ż

(^2] = ( " ' j J  = 4 6 2 . W i s t o c i e  rzeczy  poszukując rozw iązania  postępujemy 
ta k  samo, ja k  przy konstruow aniu t a b e l i .  Przypuszczam y, że zadanie  ma 
ro zw ią za n ie . J e ż e l i  S  j e s t  którym kolw iek zespołem maksymalnym nieupo
ważnionym, to  i s t n i e j e  zamek z t do k tórego  dostępu n ie  ma żadna z o -  
sób te g o  z e sp o łu . Każda z osób zesp ołu  sześcioosobow ego ’ S  d o p e łn ia ją 
cego zesp ół S do pełnego zesp ołu  musi m ieć do stęp  do te g o  zamku, gdyby 
bowiem ta k  n ie  b y ło , to  j e s t ,  gdyby choć jedna osoba a , n a leżą ca  do S ,  
n ie  m iała k lu cza  do zamku z ,  to  z e sp ó ł Sut®} i choć sześcioosobowy, n ie  
miałby dostępu do zamku z -  wbrew z a ło ż e n iu , że każdy zesp ó ł s z e ś c io 
osobowy j e s t  uprawnionym zespołem . N iech a j S '  b ę d z ie  innym n iż  S  ma
ksymalnym zespołem nieuprawnionym. Ponieważ S 'C f lS ,  w ięc S ' n 3  »*= ф , 
zatem zesp ó ł S '  ma dostęp  do zamku z .  Musi w ięc i s t n i e ć  zamek z '#  z , 
do k tórego  S '  n ie  ma d o stęp u , a w ięc każda z osób zesp ołu  S "  otrzymu
je  k lu cz  do tego  zamku.
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Ta a n a liz a  wstępna zadania w w e rs ji I s *  odpowiadająca "pojęciow o" 
manipulacyjnemu konstruowaniu t a b e l i  w w e r s ji  I * ,  wskazuje jedno jedyne 
możliwe rozw iązanie  naszego za d a n ia . Zaopatrujemy mechanizm w 462 zam
ków, z k tórych  tworzymy c ią g  zŁ o 462 wyrazach. Eozważamy c ią g  S . 
w szystk ich  różnych minimalnych zespołów uprawnionych. Każdej osobie  ze
sp o łu  dajemy k lu c z  do zamku z ^ , żadna inna osoba k lu cza  do tego
zamku n ie  otrzym u je . Podajemy w te n  sposób optymalne ze względu na ilo ś ć  
zamków /m inim alna i l o ś ć  zamków/ rozw iązanie zad an ia . I s t o t n i e ,  j e ż e l i  S 
j e s t  zespołem nieupoważnionym, to  S zawiera s ię  w jakim ś p ięcio o so b o 
wym ze sp o le  nieupoważnionym S i t  zatem zesp ół S n ie  ma dostępu do zam
ku z Ł.  J e ż e l i  S j e s t  dowolnym zespołem upoważnionym, to  w S  zawie
ra  s ię  ja k iś  zesp ó ł upoważniony S ^ . Dowolnie wybrany zamek z., z o s ta ł  
udostępniony w szystkim  osobom zesp ołu  S . . ,  a le  /dwa sz e ś 
cioosobow e zesp oły  muszą mieć elem ent w spólny, bo pełny zesp ó ł l i c z y  1 j 
o s ó b /. Do zespołu  S i  należy osoba m ająca k lu cz  do zamku z . . , zesp ół 
ma więc te ż  dostęp  do te g o  zamku.

Poszu ku jąc warunków koniecznych d la  rozw iązan ia  z a d a n ia ,p o stęp u je 
my, ja k  p o w ied zie liśm y , podobnie, ja k  postępowaliśm y konstru ując ta b e 
l ę .  I s to tn a  r ó ż n ic a  p o lega na z a stą p ie n iu  in f e r e n c j i  odnoszących s ię  do 
poszczególnych  elementów, in fe re n cja m i odnoszącymi s ię  do k la s , do z b io 
rów, in fe re n c ja m i kwantyfikowanymi. Sporządzając t a b e lę ,  rozumowaliśmy: 
z e sp ó ł j d ,e }  n ie  ma dostępu do w szystk ich  zamków, i s t n i e j e  więc zamek 
nr 1 ,  do k tórego  k lu cza  n ie  ma żaden człon ek  te g o  z e sp o łu . S tą d  każdy 
czło n ek  p o zo sta łe g o  zesp o łu  { a ,b ,c }  musi mieć do stęp  do zamku nr 1 .  
P rzech od ziliśm y n a stęp n ie  do ta k ie g o  samego rozw ażania w stosunku do ze
sp o łu  nieupoważnionego { c ,d ^  , i t d .  W w e r s ji  I * *  r o z u m u ją :  J e ż e l i  S 
j e s t  którym kolw iek zespołem  nieupoważnionym, to  i s t n i e j e  zamek z ,  do 
k tó reg o  dostępu te n  zesp ó ł n ie  ma i t d .  Postępow anie w pierwszym przypad
ku nazwaliśmy m anipulacyjnym , w drugim pojęciowym.

Podobna ró ż n ic a  ch a ra k teryzu je  dowód poprawności ro zw iąza n ia . Aby 
spraw dzić po wykonaniu t a b e l i ,  że przedstaw iony w n ie j  p rzy d z ia ł zamków, 
s p e łn ia  warunki za d a n ia , trz e b a  sp ra w d zić , czy każdy zesp ół uprawniony 
j e s t  w p osiadan iu  k lu czy  do w szy stk ich  zamków. W tym c e lu  zaś w ystarczy 
p r z e ś le d z ić  wzrokiem ta b e lę  i  zauważyć, że w p r z e c ię c iu  każdych trz e c h  
kolumn z każdym wierszem zn ajdu je  s ię  choć jeden  k rzyżyk . W w e rs ji  I я* 
tr z e b a  zn aleźć "powód" te g o  f a k tu , którym j e s t  t o ,  że każde dwa zespoły 
upoważnione mają choć jeden  element w spólny, a  w ięc rozumować o g ó ln ie : 
■ leżeli S Ł i  są  zespołam i upoważnionymi, to  0  d la  każ

dych i ,  j .
Pojęciow ego rozumowania wymaga "p rz e d łu ż e n ie " z a d a n ia ,r e f le k s ja  ex 

p o st nad otrzymanym rozw iązaniem , a n a liz a  wykorzystanych danych i  spo
sobu ic h  w ykorzystan ia .
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Zauważamy, że w w e r s ji  I * *  k o rz y sta liśm y  je s z c z e  z danych numery
cznych, a le  łatw o można s ię  od ty ch  danych u w o ln ić , otrzym ując rozw ią
zan ie  zadania o g ó ln ie js z e g o . K o rzy sta liśm y  bowiem w i s t o c i e  rzeczy z na
stęp u ją cy ch  założeń :

1 .  7  ro d z in ie  zespołów uprawnionych i s t n i e j e  baza zespołów  upraw
nionych minimalnych, podobnie w r o d z in ie  zespołów nieupoważnionych is tn ie 
je  baza zespołów maksymalnych nieupraw nionych.

2 . Z esp ół j e s t  uprawniony wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy z e sp ó ł d o p ełn ia 
ją cy  go do zesp ołu  pełnego n ie  j e s t  uprawniony.

3 . Każdy z e s p ó ł, w którym zaw iera s i ę  z e sp ó ł uprawniony, j e s t  ze
społem uprawnionym.

7/arunek 1 w ykorzystaliśm y w i s t o c i e  rze czy  w tym c e lu ,  aby o tr z y 
mać rozw iązanie ekonom icznie optym alne, t o  j e s t  ta k ie  ro zw ią za n ie , przy 
którym i l o ś ć  zamków j e s t  m ożliw ie n a jm n ie jsza . Moglibyśmy bez zmiany ro 
zumowania zabezpieczyć mechanizm zamkami w t a k i e j  i l o ś c i , ż e  każdemu ze
społow i upoważnionemu /n ie  ty lk o  minimalnemu, ja k  poprzednio/przyporząd
kować b ęd zie  można zamek, do k tó re g o  k lu c ze  otrzym ają członkow ie te g o  
zesp ołu  i  ty lk o  o n i . Otrzymamy rozw iązanie  ta k ż e  poprawne. Dane zadania 
tw orzą więc ta k ą  s tru k tu rę  m atem atyczną, d la  k tó r e j  można sformułować i  
rozw iązać an alogiczn y do problemów I *  i  I я*  problem , n ie  za k ła d a ją c  
skoń czon ości rozważanych zbiorów i  p o m ija ją c  z a ło ż e n ie  1 .  Aby d o s tr z e c  
s tru k tu rę  k ry ją o ą  s ię  za danymi numerycznymi zadania, tr z e b a  j e  u ją ć  po
ję c io w o , a n ie  m a n ip u la cy jn ie .

Rozważymy więc w ersję  Z naszego problem u, w ersję  o g ó ln ie js z ą , i  ja k  
nam s ię  w tym momencie w ydaje, u w zględ n ia jącą  ty lk o  is t o t n e  d la  proble
mu dane. Oto t a  w e rsja :

Dany j e e t  zb ió r  К oraz n ie p u sta  ro d zin a  U je g o  n ie p u sty ch  
podzbiorów, s p e łn ia ją c a  n a stęp u ją ce  warunki:

l a  A A ć  TJ i  Д С В — =-» B 6 U
A C K ,  B C K

Ib  / \
А С  К

/ 1  oznacza d o p e łn ie n ie  zb io ru  A do pełnego zb io ru  К / .

Zakładamy ta k ż e , ża rozporządzamy zbiorem Z , k tó re g o  moc nie j e s t  
a p r io r i  ogran iczon a; możemy w toku  rozumowania przyjmować ta k ą  moc 
zb ioru  Z , ja k a  nam b ęd zie  po trzeb n a .

H ależy wskazać ta k ie  odwzorowanie f  zb io ru  К w z b ió r  P (Z ) , k tó 
re  s p e łn ia  warunek: Â

Л  U >*=■!> ? (X )  = P ( K ) , g d z ie  j? (x ) = K J  f ( x ) .
Х С К  x 6 X
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Rozw iązanie: Zauważamy przede w szystkim , że j e ż e l i  A ,B £  U , to
А П В у > 0 . Gâyby bowiem b y ło  A n B  = 0 ,  t o  byłoby te ż  A C .B , a więc z 
z a ło ż e n ia  l a  В 6 U , cc  j e s t  wobec z a ło ż e n ia  Ib  sprzeczne z założeniem  
B € U .  Przyjm ujem y, że moc zb io ru  2 j e s t  równa mocy zb ioru  U , i s t n i e j e  
więc b i je k c ja  g rodzin y Ü na z b ió r  Z . Szukane odwzorowanie f  de
fin iu je m y  w sposób n a stęp u ją cy : x e K = ^ f ( x )  = | z  : V g (A )= z  л э^ Д )-* 
O czyw iście  F ( K ) = Z .  A 6 Ü

Załóżm y, że A € 0  i  z € Z .  I s t n i e j e  więc ta k i  z b ió r  / je d y n y / B ,
że B € U  i  g (B ) = z .  Z d e f i n i c j i  odwzorowania f  wiemy, że A z££(x).

. xŁB
A le  А П В  $ <f> ,  w ięc i s t n i e j e  ta k i  elem ent x zb ioru  A , że zfc£(x ).
S tą d  z € F (A )  i  Z C F (A j .  A le  F(A )CZ = F ( K ) ,  więc F (A ) = F(K) .

Załóżm y, że A $ U . Wtedy Â 6 .U . Przyjm ijm y z = g ( Â ) . Z d e f i n i c j i  
odwzorowania f  i  t e g o , że g j e s t  b i je k c ją  z £  f ( x )  ą=>x e Â . Zatem je 
ż e l i  x £ A ,  to  z i î  ( Ą  s tą d  z ^ F (A )  i  Z * = F ( A ) .

Udowodniliśmy w ię c . że
A X É U * - * > F ( X )  = F ( K ) ,

I C K  •

a w ię c , że nasze odwzorowanie f  s p e łn ia  warunki zadan ia .
W w ersjach  I *  i  I * *  kryterium  z a lic z a n ia  zesp ołu  do rodziny ze

społów uprawnionych m iało ch a ra k ter numeryczny. Zespoły l ic z ą c e  mniej 
osób n iż  wyznaczony l im i t  n ie  m iały upraw nienia, od te g o  l im itu  począw
szy wzwyż upraw nienie m ia ły . Z te g o  z a ło ż e n ia  w rozumowaniu w w ersji I * *  
je s z c z e  k o r ^ r s ta liśm y ,  w rozumowaniu w w e r s ji I  ju ż  n ie  k o rz y sta liśm y . 
Można by so b ie  w yobrazić s y tu a c ję , w k tó r e j  n ie  l ic z n o ś ć  zesp o łu , a le  
kom petencje osób w ystępujących  w ze sp o le  są  decydujące.T<-Kim przykładem 
może hyć sy tu a c ja  n a s tę p u ją c a , Każdy z e s p ó ł , do k tórego  należy osoba a , 
i  różny od { a } ,  j e s t  zespołem upoważnionym.Zespołem upoważnionym j e s t  
te ż  zesp ó ł К -  { a }  .  Żaden izmy zesp ó ł n ie  ma ju ż  uprawnień. Łatwo 
s tw ie r d z ić , że z a ło ż e n ia  zadania 1 są  tu  sp e łn io n e , rozw iązanie  ogólne 

podane w w e r s ji  I  ma tu  zasto sow an ie .
Zauważmy je d n a k , że warunek Ib  -  to  warunek bardzo sz c z e g ó ln y . Mo

żemy so b ie  w yobrazić s y tu a c je  kon kretn e , możliwe w r z e c z y w isto śc i,w  któ
rych  te n  warunek n ie  j e s t  sp e łn io n y .

Oto bardzo p rosty  model t a k ie j  s y tu a c j i  Pełny z e sp ó ł -  to  zespół 
{ a ,  b ,  c ,  d }  . Osoby a i  c są  s p e c ja lis ta m i w pewnej d z ie d z in ie , o -  
soby b i  d w in n e j d z ie d z in ie . Bo nadania sygnału  wymagana je s t  zgo
da oo najm niej jednego s p e c ja l i s t y  z każdej d z ie d z in y . Upoważnione więc 
do nadania sygnału  są  zespoły  zaw iera jące  choć jedną z grup: { a , b }  , 
{ a ,d }  , { b , c }  , { c ,d }  . Mamy zaopa trzyć mechanizm w zamki ta k , aby
t e  i  ty lk o  t e  zespoły  m iały doń d o s tę p . Rozw iązanie znajdujemy manipu

la c y jn ie  w t a b e l i .
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Oto ta  ta b e la :

J e s t  to  jedyne możliwe ro z 
w iązanie za d a n ia , k tó re  nazwiemy 
w ersją  I I *  naszego ogólnego pro
blem u, ro zw ią za n ie , k tó re  nie j e s t  
szczególnym  przypadkiem p rzy d zia 

łu  k lu czy podanego w w e r s ji  I .  Z a ło ż e n ie  Ib  n ie  j e s t  tu  sp e łn io n e ,b y ło  
to  z a ło ż e n ie  is t o tn e  d la  rozumowania zastosow anego w w e r s ji  I .

P rz y k ła d  te n  su g e ru je  nam o s ta tn ią  ogólną w ersję  I I ,  w k tó r e j  za
chowany ty lk o  z a ło ż e n ie  l a .  W te n  sposób nasza ro d zin a  U zbiorów u -  
prawnionych s t a j e  s ię  ideałem  półgrupy rodziny podzbiorów zb io ru  К ze 
względu na dodawanie zbiorów . J e ż e l i  bowiem j e s t  sp e łn io n e  z a ło ż e n ie  la , 
to  oczy w iście  d la  każdego zb ioru  A rodziny U i  każdego podzbioru В 
zb ioru  К suma A U B  należy do ÏÏ .

Zakładamy w ięc t y lk o ,  że D j e s t  n ie p u stą  ro d zin ą  niepustysh pod
zbiorów zbioru  К s p e łn ia ją c ą  warunek, że każdy nadzbiór zb io ru  n a le 
żącego do U należy te ż  do U . Problem  formułujemy przy tym z a ło ż e n iu , 
ja k  w w e r s ji  I .

Rozw iązanie: Tym razem -  nasuwa nam j e  ta b e la  w w e r s ji I I * ;  zakła
damy, że z b ió r  Z j e s t  rów noliczny z ro d zin ą  P ( k )  -  U / a  więc z ro 
dzin ą zespołów nieupow ażnionych/. Szukane odwzorowanie f  defin iu jem y 
w sposób n a stęp u ją cy  v .

x Ç K  t ( x )  = -{z : V  z = g (А) Л  x £ a !  ,
\  A £P(E ) -  U 1

g d z i e  g  j e s t  j a k ą k o l w i e k  u s t a l o n ą  b i j e k c j ą  z b i o r u  P ( K )  -  U n a  Z .
Udowodnimy, że*

A A 6 U  fr—t) f (a ) = Z /F (A ) w znaczeniu  poprzednio 
А С  К

ustalonym  w w e r s ji  I / .
Załóżm y, że A € U ,  oraz z 6 Z . I s t n i e j e  więc z b ió r  В należący 

do P ( K )  -  U t a k i ,  ż e  z = g ( B ) .  A le  A (fB , bo każdy nad
z b ió r  zb ioru  A , ja k o  n ależącego  do U , należy do U . I s t n i e j e  w ięc 
element a  należący do A i  n ie  n ależący  do B . Z d e f i n i c j i  odwzorowa
n ia  f  wynika w ię c , ż e  z £ f ( a ) ,  zatem ta k ż e  z £ ] ? ( A ) .  Udow odniliśm y, 

że j e ż e l i  A & U , to  Z C P (A )  ; o czy w iście  te ż  F (A )C Z , zatem F (A ) = Z .
Załóżm y, że А ф U , oraz z = g ( A ) .  Z d e f i n i c j i  odwzorowania f  

i  z te g o , że g  j e s t  b i je k c ją  w ynika, że z 6 f f x ) 4 = ^  x £ A .  S tą d  z$F(A) 
i  F ( A ) ¥ - Z .

Zauważmy, że warunek l a  j e s t  naturalnym warunkiem koniecznym w 
każdej konkretnej s y t u a c j i  zw iązanej z naszym problemem "rozdawania k lu 
c z y " . D o łą cz a ją c  do zesp ołu  upoważnionego inne je s z c z e  osoby, otrzym u-
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jemy zesp ół tak że  upoważniony do nadania sy g n a łu . Każdy zespół,w  którym 
wyróżniamy sensownie z punktu w idzenia praktycznego zespoły  upoważnione 
do nadania sy g n a łu , n ie z a le ż n ie  od kryteriów  te g o  w yróżnienia, ma taką 
s tr u k tu r ę , że rodzina zespołów upoważnionych j e s t  ideałem  półgrupy r o 
dziny podzbiorów pełnego zesp ołu  ze względu na sumę mnogościową. Zaweze 
w ięc można -  j e ż e l i  ty lk o  rozporządzamy takim  zbiorem zamków, ja k i  t y l 
ko nam b ęd zie  potrzebny -  zaopatrzyć mechanizm w zamki i  ta k  przydzielić 
k lu cze  do zamków osobom pełnego zespołu , że zespoły uprawnione i  ty lk o  te  
zespoły  ro zp orząd zają  pełnym kompletem k lu c z y , a w ięc zespoły upoważ
nione i  ty lk o  t e  zesp oły  mają do stęp  do mechanizmu. Bozw iązanie ogólne 
podaliśm y w w e r s ji I I ,  w szczególn ych  przypadkach można je  oczyw iście  
u p r o ś c ić . W praktyce mamy do cz y n ie n ia  ty lk o  ze zbioram i skończonymi, i -  
s t n i e je  więc wtedy baza minimalnych uprawnionych zbiorów i  baza maksy
malnych zbiorów nieupraw nionych, można w ięc w rozumowaniu w w e r s ji I I  
z a s tą p ić  rodzinę P(K) -  U rodziną maksymalnych zbiorów nieuprawnio
nych, ja k  t o  zro b iliśm y  rozw iązu jąc zadanie I I * * .  Wtedy tak że  nasze ro z
w iązanie ogólne j e s t  tym samym rozw iązaniem , k tó re  otrzymaliśm y w wer
s ja c h  I *  i  I * * .

Przedstaw iłam  dokładn ie  c a łą  tę  d ro g ę , aby z ilu stro w a ć  r o lę  przy
kładów stanow iących konkretne i  skończone modele s tr u k tu r y , k tó r e j do
ty cz y  rozwiązywany problem w ukierunkowaniu m yślenia osoby poszukującej 
ro zw ią za n ia . Zauważamy, że ta k ie  modele z je d n e j stro n y  pomagają w zna
le z ie n iu  d ro g i prowadzącej do ro zw ią za n ia , z d r u g ie j mogą hamować wybór 
d ro g i n a jp r o s t s z e j ,  prowadzącej do rozw iązania  b a r d z ie j ogó ln ego . Tak 
więc zadanie I *  od razu nasunęło p lan  rozw iązania zadania I * * ,  t o  z 
k o le i  -  po a n a liz ie  ez p o st je g o  rozw iązan ia  -  nasunęło ^omysł uogólnie
n ia . Bównocześnie jednak sz c z e g ó ln e , numeryczne dane zadań I *  i  I * *  -  
mimo, że w w e r s ji  I  uw olniliśm y s i ę  od n ich  -  uwarunkowały to  u o g ó l
n ie n ie . Uznaliśm y za is t o tn e  z a ło ż e n ie , k tó re  b y ło  potrzebne przy szcze
gólnym sp o sob ie  rozumowania, im itującym  m anipulację w p ierw szej t a b e l i .  
D ru gi przykład  skończonego i  konkretnego modelu stru k tu ry , k tó ra  nam s ię  
o s ta te c z n ie  u ja w n iła  w w e r s ji  I I ,  znowu odegrał r o lę  pozytywną, sugeru
ją c  o s ta te c zn e  u o g ó ln ie n ie  zarówno problemu ja k  I  je g o  rozw iąza n ia . Do
s trz e g liśm y  p r o sto tę  stru k tu ry  o k re ślo n e j danymi i  p ro ste  rozw iązan ie , 
k tórego  n ie  w id zie liśm y na p oczątku . Bardziej zaawansowany w myślenie a lg e 

braicznym i struktu ram i matematyk d o strz e g łb y  to  być może od ra zu , a le  z 
dydaktycznego punktu w id zen ia , n ie  o takim  poziomie matematycznych do
św iadczeń m yślim y, badając r o lę  skończonych i  konkretnych m odeli s tru k 
tu r  matematycznych w to k u  rozwiązywania matematycznych problemów.

4» A n aliza  przykładów w omawianych w bardzo in te r e s u ją c e j k sią ż ce  
pośw ięconej zastosowaniom m odeli skończonych w nauczaniu na stopniu pod
stawowym, cytow anej na s tr o n ie  46, u jaw nia te  formy m yślenia, k tó re  f o z -
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w ija .s z c z e g ó ln ie  rozwiązywania problemów na tem at skończonych matematy
cznych s tr u k tu r  na przykładach  ic h  konkretnych m o d eli. Rozważymy jeden  
z n a jp ro stszy ch  przykładów podanych w t e j  k s ią ż c e .

Uczeń /a u to r  m y śli tu  o u czn iu  w wieku ? -1 0  l a t /  rozporządza sz e 
ściom a klockam i tr z e c h  k sz ta łtó w  /k o ł o ,  kw adrat, t r ó j k ą t / ;  każdy k sz ta łt  
w ystępuje w dwóch k o lo ra ch . D e f in iu je  s ię  dwa operatory d z ia ła ją c e  na 
tym z b io r z e . O perator C zm ienia k o lo r  k lo ck a , n ie  zmieniając jego k s z t a ł 
tu , operator F zm ienia k s z t a ł t ,k o ł o  na kw adrat, kwadrat na t r ó j k ą t ,  
k ró jk ą t na k o ło , n ie  zm ien ia jąc k o lo ru . Uczniow ie w to ku  konkretnych ma
n ip u la c ji  tym m ateriałem  s k ła d a ją  w różnych kom binacjach t e  operatory i  
mają za zadanie wykryć z ło ż e n ia  "d a ją c e  to  sam o", i  u s t a l i ć  o s ta te c z n ie  
zb ió r tra n sfo rm a c ji danego zb ioru  klocków generowany przez te  dwa ope
r a to r y . Pierw szy problem , k tóry s ię  nasuwa w toku  ty ch  czasochłonnych 
m a n ip u la c ji, to  problem natury te c h n ic z n e j, problem d obrej o r g a n iz a c ji  
ty ch  cz y n n o śc i. Uczniow ie otrzym ują p lan szę  przedstaw ioną na rysunku 3 .

4

R y s . 3

U sta w ia ją  k o le jn o  k lo c k i  na p o z y c ji  1 i  b a d a ją , n o tu ją c  w yniki w tabą* 
l i ,  w szy stk ie  tra n sfo rm a c je , k tó r e  prowadzą od p o z y c ji  1 do p o z y c ji  
od 1 do 2 i t d .  od 1 do 6 . Taką m anipulację wykonują z każdym z s z e ś c iu  
klocków , s tw ie r d z a ją c  o s ta te c z n ie , że i s t n i e j e  ty lk o  sz e ś ć  "różnych łań » 
cuchów". Każdy inny łańcuch d a je  w e fe k c ie  t o  samo, co jeden  z tycfc 
s z e ś c iu  łańcuchów, żadnego z ty c h  s z e ś c iu  łańcuchów n ie  można, z a s tą p ić
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innym łańcuchem spośród ty ch  s z e ś c iu . W toku  te g o  badania nasuwa s ię  
nowy tech n iczn y problem dogodnego za p isa n ia  ty ch  łańcuchów i  ic h  dogod
nego g ra ficzn eg o  p rze d sta w ie n ia . P ojaw ia s ię  za p is  c ią g u  łańcuchów wy
k rytych  ja k o  różne w toku  m a n ip u la c ji! E , C , F ,  F F , F C , CFF, g d z ie  E 
oznacza id en tyczn ość /pow rót do w yjściow ego k lo c k a /. Pojaw ia s ię  także 
ta b e la  przedstaw iona na rysunku A , to  j e s t  ta b e la  grafów każdej z tych  
b i j e k c j i  zbioru  klocków na te n  sam z b ió r .

s O  O' O  O- (>w  ф  m ■  a  ▲

c
H ^ B  A ; r A

F
__Щ ____SU

FF
êùk —-> 153 Аъ — * В

FC Ф ------------* S 3 ------------ * * A

A * ------------ m<-------------- Ф

CFF ------------ Ш *--------------ж
А -----------ф '

B y s . A

Sporządzenie t e j  t a b e l i  um ożliw ia ju ż  m anipulacje innego n iż  po
przednio ro d z a ju , m anipulacje na g r a f i e .  Uczniow ie otrzym ują zadanie wy
znaczenia w szy stk ich  łańcuchów , k tó r e  można z a s tą p ić  przez łańcuchy two
rzone z je d n e j ty lk o  b i j e k c j i  wymienionej w t a b e l i .  Z n ajd u ją  k o le jn o :

C ,  C2 = E ,

F ,  F2 , F3 = E ,

F F , (F F )2 = F ,  (F F)3 = E

F C , (F C )2 = F F , (F C )3 = C ,  (F C )4  = F ,  (F C )5 = CF F , (F C )6 = E ,

CFF, (C F F )2 = F ,  (C F F )3 = C , (C F F )4  = F F , (C F F )5 = F C , (C F F )6 = E .

To zesta w ien ie  uświadamia uczniom , że każdy łańcuch spośród s z e ś 
c iu  rozważanych łańcuchów można z a s tą p ić  łańcuchem złożonym ty lk o  z b i 
je k c j i  FC lub  łańcuchem złożonym ty lk o  z b i j e k c j i  CFF. P rzed staw ia 
s ię  ten  r e z u lta t  na g r a f ie  kołowym /ry su n ek  5 /»  J e s t  t o  g r a f  ujmujący
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stru k tu rę  grupy c y k lic z n e j w szystk ich  b i j e k c j i  zb ioru  s z e ś c iu  klocków 
na te n  z b ió r , generowany przez dane na w stępie  o p era to ry .

Te nazwy n ie  są  je s z c z e  uczniom przysw ajane. N ie wprowadza s ię  j e 
sz c z e  tu  p o ję c ia  gru p y , uczniow ie w to ku  m a n ip u la c ji osw a ja ją  s ię  je d 
nak z podstawowymi ideam i, k tó r e  będą potem podstawą d a ls z e j  matematy- 
z a c j i  t e j  zabawy.

Bo t e j  m atem atyzacji zm ierza s i ę  przez następny e ta p . Uczniow ie u -  
s ta w ia ją  obok s ie b ie  tr z y  z a p a łk i , przy czym każdą zapałkę można u s ta 
wić główką do góry lu b  na d ó ł .  Po poszukiw aniu empirycznym, mającym na 
c e lu  zb ad an ie , i l e  j e s t  ta k ic h  możliwych u staw ień  tr z e c h  z a p a łe k ,n o tu je

s ię  wyniki w p o s ta c i drzewa p rze d sta 
wionego na rysunku 6 .  Otrzym uje s ię  
z b ió r  s z e ś c iu  "stanów ". Na tym z b io 
rze  d e f in iu je  s ię  dwa operatory.Ope
r a t  or d przesuwa lew ą zapałkę napra
wy koniec t r ó j k i  b e z ' obracania za
p a ł k i .  O perator r  obraca każdą zapał
kę /ry su n ek  7 /. Podobne, ja k  w poprzed
nim zadaniu postępow anie manipula
c y jn e , a le  b a r d z ie j skomplikowane, 
prowadzi o s ta te c z n ie  do w yróżnienia 
ty lk o  s z e ś c iu  różnych łańcuchów, u -  
tworzonych przez sk ła d a n ie  op erato
rów d i  r ,  m ianow icie do zb ioru  

e ,  d , d ,  r ,  r d , rd  g d z ie  e o -

R y s . 6
znacza id en tyczn ość 
stanów .

w danym zb io rze
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T e ra s n a stęp u je  moment, do k tórego  au tor przyw iązuje — i  s łu s z 
n ie  -  sz cz eg ó ln e  znaczenie dydaktyczne. Uczniow ie porównują dane obu za
dań i  otrzymane r e z u l ta t y .  Nasuwa s ię  a n a lo g ia  między zbiorem b i j e k c j i  
zbioru  klocków na te n  sam z b ió r , b i j e k c j i  generowanych przez operatory 
C i  F ,  oraz zb io ru  b i j e k c j i  zbioru  stanów z a p a łe k , b i j e k c j i  genero
wanych przez operatory d i  r .  Uczniow ie u s ta la ją  słow nik

E «-------- » e

P «------- >  d

P2 — ► d2 

CP «— —*  rd

OF2 <-------- *■ rd2

C *-------- ► r

który wyraża tę  a n a lo g ię . K on stru u je  s ię  ta b e lę  sk ład an ia  parami b i je k 
c j i  pierw szego zb ioru  i  ta b e lę  sk ła d a n ia  parami b i j e k c j i  drugiego zb io 
r u . U czniow ie s tw ie r d z a ją  zupełne podobieństwo ty ch  t a b e l ,  jedna ta b e la  
przechodzi w drugą po zastosow aniu p r z y ję te g o  słow n ika. Teraz dopiero 
w m y śli u czn ia  zarysow uje s ię  c o ś , co j e s t  u kryte  w ty ch  ta b ela ch , s tr u 

k tu r a .
Ja k  widzim y, op arte  na m anipulacjach w konkretnych, skończonych mo

delach pewnej stru k tu ry  / t u  grupa c y k lic z n a  rzędu s z e ś ć /  badanie, k ie ro 
wane z r e s z tą  mocno krok za krokiem przez n a u c z y c ie la , s t a je  s ię  p o lig o 
nem bardzo bogatych i  instruktyw nych matem atycznie doświadczeń u cz n ia . 
K s z ta łc i  ono przede w szystkim  n a stęp u ją ce  formy aktyw ności matematycz
n e j , n ie  ty lk o  z r e s z tą  m atem atycznej: 1 .  ekonomiczne organizow anie ma
n ip u la c j i ,  c z ę s to  bardzo tru d n e, i  system atyczne rea lizow a n ie  planu po
stępow ania, 2 .  konstruow anie różnych schematów, u ła tw ia ją cy ch  manipu
la c je  i  planowe zapisyw anie uzyskiwanych częściow ych re zu lta tó w , 3 .  wy
bór oznaczeń i  sym boliki i  sprawne posługiw anie s ię  przyjętym  kodem,



58 ZOFIA OTGOW3KA

4.  w nikliw e obserwowanie s y t u a c j i ,  wysnuwanie wniosków z t e j  obserw acji, 
w sz c z e g ó ln o śc i d o strz e g a n ie  s tr u k tu r a ln e j a n a lo g ii  i  konstruowanie "słow
n ika" w yrażającego i s t n ie n ie  w spólnej s tru k tu ry  w różnych j e j  modelach.

O czyw iście  praca u czn ia  wykonana na modelu skończonym i  konkret
nym przy - pomocy m a n ip u la c ji ma je s z c z e  inne w alory, związane z t r e ś c ią  
nauczania /przygotow anie do u ję c ia  podstawowych matematycznych a b stra k 
cyjnych  s t r u k t u r / ,  różne w alory związane z motywacją i  za in teresow an ia
mi u czn ia  w pewnym wieku /u czn iow ie  lu b ią  m a n ip u la c je /, sile tu  s ię  tym 
n ie  zajmujemy, chodzi nam bowiem ty lk o  o formy aktyw ności matematycznej 
u czn ia  rozw ijane w to k u  m anipulacyjnego badania modelu s tr u k tu r y .Z  te g o  
punktu w idzenia możemy te ż  zauważyć, ja k ic h  form te g o  ro d za ju  aktywność 
u czn ia  n ie  r o z w ija , lu b ro z w ija  ty lk o  w małym s to p n iu . N ie w ystępują t u  
lu b  w ystępują ty lk o  w bardzo p rostych  w ersjach  elementy rozumowania po
ję cio w eg o . Bozumowanie u cz n ia  o p iera  s ię  przede w szystkim  na bezpośred
n ie j  ob serw acji w łasn o ści elementów zbiorów ; ta  s y tu a c ja  stw arza w ma
łym sto p n iu  okazję n a jp ro stsz y c h  choćby in f e r e n c j i  ty p u : "Wiem, że d la  
każdego elementu z  zb io ru  A , j e ż e l i  z  s p e łn ia  warunek w^, t o  z  
s p e łn ia  te ż  warunek w2 ; wiem t e ż ,  że a  j e s t  elementem zb io ru  A i  
a s p e łn ia  warunek w^. Wobec te g o  mogę być pewny, że a s p e łn ia  wa
runek w2 i  w dalszym rozumowaniu będę s ię  ju ż  na t e j  wiadomości o -  
p ie r a ć " .

O czyw iście  problemy d o tyczą ce  skończonych, konkretnych m odeli ma
tem atycznych s tr u k tu r , n ie  w ykluczają ta k ic h  pojęciow ych rozumowań.Wia
domo, że t e  problemy bywają bardzo trudne i  wymagają stosow an ia różnych 
skomplikowanych s t r a t e g i i  i  rozumowań po jęciow ych . W sy tu a c ja c h  dydak
tycznych  jednak k ła d z ie  s i ę  w łaśnie n a c isk  na m anipulacyjną aktywność 
u cz n ia . Zwykle z r e s z tą  n ie  sta w ia  s ię  u czn ia  przed problemami otwartymi 
z u p e łn ie . T a k ie  s y tu a c je  mogą o czyw iście  w ystąpić nawet w prostych przy
padkach, na przykład  w związku z poszukiwaniem i  stosowaniem "słow n ika", 
a le  w przypadkach rz e c z y w iśc ie  in te r e s u ją c y c h  tr u d n o śc i p rze k ra cz a ją  w 
tym z a k re s ie  m ożliw ości m ającego małe matematyczne dośw iadczenie ucznia. 
Trzeba ta k że  w ziąć pod uwagę, że m anipulacyjne badania prowadzone przez 
u czn ia  z m ożliw ie dużym marginesem k o n ieczn ej swobody wymagają c z a su , 
którym na ogół w nauczaniu n ie  rozporządza s ię  bez o g ra n iczeń .

A utor k s ią ż k i ,  k tó r e j  fragm ent omówiliśmy, stw ie rd z a  w j e j  zakoń
czen iu  "M an ipu lacje  /o b serw a cja  i  d o św ia d czen ie / stanow ią pierw szy etap 
te g o , co po toczn ie  nazywa s ię  "abstrahow aniem ". Trzeba więc zw rócić 
szczeg ó ln ą  uwagę na czyn n o ści szyfrow ania i  rozszyfrow yw ania; dobre za
kodowanie s y tu a c j i  skonstruowane i  p r z y ję te  przez u czn ia  może być źród
łem nowych w zbogacających go rodzajów aktyw n ości"'5.

^Op. c i t . ,  a. 157.
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Ta uwaga ma g łę b o k i sens dydafctjczny. P raca  d zieck a  w toku manipu- 
la cy  jn ego  rozwiązywania zadań do ty  c zący en skończonych, konkretnych mo
d e l i  matematycznych s tr u k tu r  może mieć ogromnie znaczenie d la  rozwoju je 
go matematycznej m y śli / i  n ie  ty lk o  m atem atycznej/, j e ż e l i  jednak będzie 
s ię  j ą  organizować w perspektyw ie wyrażonej w cytowanej uwadze, j e ż e l i  
ju ż  w to ku  t e j  pracy występować będą pewne elementy rozumowania p o ję 
ciow ego, k tó r e  j e s t  podstawą w sz e lk ie j in te le k tu a ln e j d z ia ła ln o śsi c z ło 
w ieka. Zbyt d łu g ie  i  jednostronne przyzw yczajanie u czn ia  do manipula
cy jn ego  ro z strz y g a n ia  zagadn ień , może być nawet sz k o d liw e , p o d ob n ie ,jak  
zb yt jedn ostron n e przyzw yczajanie u czn ia  na przykład w osaczan iu  geome
t r i i  do ilu s tro w a n ia  każd ej s y tu a c ji  na modelach m a teria ln ych . Manipu
la c je  w ro d za ju  ty c h , k tórych  przykłady podaliśm y, uczą d ziecko  wypra
cowywania własnych s t r a t e g i i  i  ekonomicznej o r g a n iz a c ji  p ra cy . I l e  n a j
b a r d z ie j ekonomiczną formą pracy umysłowej j e s t  rozumowanie pojęciow e i  
te g o  trz e b a  od początku u cz y ć .

P r z e jś c ie  od rozumowania m anipulacyjnego do rozumowania pojęciowe
go j e s t  więc ważnym problemem dydaktycznym. Temu zagadnieniu  poświęcimy 
je s z c z e  dwa p rzy k ła d y , za cze rp n ię te  z p o ls k ie j  p ra k ty k i sz k o ln e j i  kon
k r e tn ie  obserwowane w k l a s i e .  Przykłady t e  d o ty czą  zagadnień o wiele 
p ro stszy ch  i  o w ie le  b a r d z ie j trad ycy jn ych  n iż  poprzednio cytowane, n ie 
m niej bardzo w yraźnie u ja w n ia ją , co  w i s t o c i e  rzeczy  w problem ie •przej
ś c i a " ,  o którym mówimy, c h o d z i.

U czniow ie k la sy  p ią t e j  za p o zn a li s ię  z  poglądowo zdefiniowanymi do
dawaniem "zegarowym" w zb io rze  l i c z b  naturaln ych  od 1 do 1 2 , przy czym 
d e f in ic ję  związano z m anipulacjam i wskazówką zegara.Doda '’ zegarowo" l i 
czbę a naszego zb io ru  do l ic z b y  b naszego z b io ru , to  znaczy odpowie
d z ie ć  na p y ta n ie , k tó ra  t o  będ zie  godzina po upływ ie b godzin  od go
dziny a , in a c z e j wyznaczyć l ic z b ę  wskazaną na ta rczy  zegara przez mska- 
zówkę, k tó rą  zaczynając od p o z y c ji a ob róciliśm y o ^  k ąta  pełnego 
w kierunku zwykłego obrotu  wskazówek z e g a ra . Uczniow ie zaczynają od ma
t e r i a ln e j  m a n ip u la c ji, n a stę p n ie  d o dają  "zegarow o" ju ż  sprawnie l ic z b ?  
danego zb io ru  i  sp o rzą d za ją  ta b e lę  dodawania.Zauważmy,  ze d e f in ic ja  n ie  
j e s t  sym etryczna ze w zględu na a  i  b  / a  j e s t  l ic z b ą  -  stanem-, b -  
l ic z b ą  op eratorem /, zatem dodawanie "zegarow e" n ie  j e s t  a p r io r i  z defi
n i c j i  przem ienne. U czniow ie mają zbadać w szystk ie  w łasn ości tego d z ia 
ła n ia . Pierw szy naturalny e ta p  -  t o  obserw acja t a b e l i  dodawania "z e g a 
row ego". Konkretna a n a liz a  t e j  t a b e l i  pozwala uczniom s tw ie r d z ić , że do
dawanie "zegarow e" j e s t  przemienne i  że jego  modułem j e s t  l ic z b a  1 2 , że 
do każd ej l ic z b y  i s t n i e j e  l ic z b a  przeciwna ze względu na dodawanie ze
garowe. 0 tym s ię  można b y ło  je s z c z e  em pirycznie przekonać, w ystarczyło 
s ię  dobrze p rz y jrz e ć  t a b e l i .  H e  t a  metoda p ra k ty czn ie  sawodzi, gpy trz e 
ba r o z s tr z y g n ą ć , czy dodawanie zegarowe j e s t  łą c z n e . Jedyna możliwość
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-  to  rozuaowanie op arte  na uświadomieniu s o b ie , ae suma zegarowa 
( а ф Ь ) в е  może ró ż n ić  s ię  od sumy "z w y k łe j"  (a  + b )  +  c  ty lk o  o na
tu ra ln ą  w ie lo krotn ość  l i c z b y  1 2 , i  podobnie, że suma "zegarowe” а ф (ъ ©  c )  
może ró ż n ić  s ię  od sumy "z w y k łe j”  a + ( b  *  o )  te ż  ty lk o  o n a tu ra ln ą  
w ielokrotn ość 1 2 , skąd xe względu na łą cz n o ść  sumy "z w y k łe j"  i  poglądo
we o k re ś le n ie  "zegarow ego”  dodawania, uczniow ie otrzym a ją  poprawny wnio
sek . Zauważmy, ż e  choć uczeń b ę d zie  s ię  tu  je s z c z e  w wyobraźni odwoływał 
do zegara -  n ie  rozporządza bowiem takim  środkiem  ja k  rachunek kongru— 
e n c ji  -  je g o  rozumowanie b ę d zie  niem niej na takim  rachunku o p a rte , т  1 -  
s to c ie  rzeczy  udowodni, że dodawanie modulo n j e s t  łą czn e  d la  dowol

nego n /w y sta rcz y  bowiem ty lk o  uzm iennić s t a ł ą  12 w je g o  rozumowaniu, 
aby to  udow odnić/, bo to  rozumowanie m iało ch a ra k te r  p o jęciow y , w prze
ciw ień stw ie  do empirycznego poszukiw ania odpow iedzi na p y ta n ie , czy do
dawanie zegarowe j e s t  przem ienne. Teraz ta k ż e  w łasność przemienności na
b ie ra  innego sen su , bo w yjaśniono "powód” te g o , co przedtem zauważono, 
s tw ie rd z a ją c  sym etryczność t a b e l i .  M otywacją d la  p r z e jś c ia  od jednego do 
drugiego sposobu m yślen ia  j e s t  kon ieczn ość zastosow ania  innego n iż  ma
n ip u la c ja , obserw acja i  badanie em piryczne sposobu poszukiw ania odpo
w iedzi na postawione p y ta n ie .

S ie d m io le tn ie  d z ie ck o  rozw iązu je  za d a n ie : i l e  dwupiętrowych domków 
możesz zbudować z klocków czerwonych i  n ie b ie s k ic h , k ła d ą c na jednym 
klocku /p a r t e r /  d ru gi k lo c e k  / p i ę t r o / .  K ie  możesz mieć dwóch domków,któ
re  mają jednakowo pomalowane p a rtery  i  p ię t r a .

M aturalna d ro ga , to  konkretne budowanie domków z klocków ,odpow iedź 
na postaw ione p y ta n ie  j e s t  re z u lta te m  m a n ip u la c ji i  o b se r w a cji. J e ż e l i  
dziecku  n ie  damy klocków , może ono rozw iązać zadanie m anipulując na ic h  
zastęp n ikach  sym bolicznych /r y su n e k , l i t e r y ,  drzewa i t p . , r y s .  7 a ,b ,  c  
lewa s tro n a /. Hiezależnie jeânak od tego, jakimi przedmiotami są  te  z a s tę pni k i,
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с /

j e s t  to  metoda wyczerpywania w szystkich , m ożliw ości przez k o le jn e  mani
p u la c je . J e ż e l i  sformułujemy podobny problem, dopuszczając tr z y  kolory 
d la  dwupiętrowych domków, to  d ziecko  może zastosow ać tę  samą metodę.Mo
że jednak te ż  ju ż  ty lk o  przed łu żyć swoje poprzednie r o z w ią z a n ie ,ta k ,ja k  
to  pokazuje prawa stro n a  rysunku 7 ,  co ju ż  j e s t  zaczątkiem  rozumowania 
po jęciow ego, bo reku ren eyjn ego . J e ż e l i  jednak zaproponujemy rozw iązanie 
podobnego zadania d la  d z ie w ię c iu  kolorów , postępow anie m anipulacyjne o -  
każe s ię  zbyt u c ią ż liw e  / z a  dużo przypadków /, rek u ren cja  zb yt " r o z c ią g 
n ię t a " ,  trz e b a  w ięc so b ie  r a d z ić  in a c z e j .  Ja k  to  o b lic z y ć  bez układania 
klocków i  bez rysowania drzewek? Ha i l e  kolorów można pomalować p a rter?  
Ha d z ie w ię ć . Na i l e  kolorów można pomalować p ię tr o , gdy p a r te r  j e s t  ju ż  
pomalowany? Na d z ie w ię ć . Zatem w sz y stk ich  m ożliw ości j e s t  9 - 9 =  8 1 . To 
j e s t  ju ż  zu p ełn ie  inny p roces m yślenia n iż  m an ipu lacja , nawet manipu
la c j a  z zastosowaniem kodu li te r o w e g o . To j e s t  u ję c ie  c z y s to  po jęciow e, 
mimo że op arte  na op era cja ch  numerycznych. W ystarczy uzr ja k  w 
poprzednim przypadku badania t a b e l i  dodawania zegarow ego, s t a łą  9 , aby 
otrzymać rozw iązanie o g ó ln e , pow tarzając form aln ie  rozumowanie przepro
wadzone d la  d z ie w ięciu  kolorów . To u o g ó ln ie n ie  n ie  może być je s z c z e  na 
najniższym  poziom ie matematycznych dośw iadczeń d zieck a  sformułowane wzo
rem literow ym , a le  z o s t a ło  ono ju ż  w m y śli d ziecka  dokonane bez t e j  f o r 
m a l iz a c j i .  Nasz mały uczeń odpowiada poprawnie i  w yjaśn ia  swą odpowiedź 
ze zrozumieniem, gdy mu dajemy a n a logiczn e p y ta n ie  ze zmianą i l o ś c i  ko
lorów .

Przykłady zadań "o  rozdawaniu k lu c z y " , o "dodawaniu zegarowym", o 
"malowaniu domków" i l u s t r u j ą  różne "s to p n ie  skoń czon ości zbiorów" is tn ie 
ją c e  d la  osób rozw iązujących  zadania odnoszące s ię  do skończonych mode
l i .  Matematyka d z i e l i  zbiory na skończone i  n ieskoń czon e. P sy c h o lo g ic z 
n ie  i  z punktu w idzenia p ra k ty k i zb io ry  skończone d z ie lą  s ię  na t a k ie ,  
я k tó ry ch  j e s t  je s z c z e  możliwa p ra k tyczn ie  m anipulacja za pomocą kon
k retn ych  czyn n ości wykonywanych na m aterialn ych  przedm iotach, czy ich  
g ra ficzn y ch  lu b  innych zastępn ikach  i  t a k ie ,  g d z ie  tak a  m anipulacja by
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łaby bardzo trudn a, czasochłonna d la  c z ło w ie k a . Może j ą  wykonać maszy
na. Człow iek musi so b ie  w ta k ic h  przypadkach r a d z ić  pojęciowym u jęcie m .

J e ż e l i  u cznia zapytam y, i l e  ma przekątn ych  p ię c io k ą t , może wykonać 
rysunek i  przekątne p o lic z y ć . J e ż e l i  zapytam y, i l e  przekątnych  ma wie
lo k ą t c s tu  bokach, musi szukać odpowiedzi na in n ej drodze.T a droga n ie  
ró żn i s ię  i s t o t n ie  od t e j ,  na k tó r e j  szukałby on odpow iedzi na p o sta 
wione p y tan ie  o przekątne n -k ą ta . A le  d la  je d e n a s to le tn ie g o  u czn ia  py
ta n ie  o przekątne s tu k ą ta  r ó ż n i s ię  od obu p o zo sta ły ch  p y ta ń . Zmusza go 
ono do zastosow ania s t r a t e g i i  p o jęcio w ej ta k  bardzo ró ż n e j od s t r a t e g i i  
m a n ip u la c ji, choć mogącej być wynikiem in t e r io r y z a c j i  t e j  o s t a t n i e j ,  
a le  zawiera element k o n k re tn o śc i, k tórego  n ie  ma ju ż  p y ta n ie  o p rze k ą t
ne n -k ą ta . Skończony model z danymi num erycznym i,ale ta k  dużymi, że ma
n ip u la c ja  j e s t  ju ż  niem ożliw a, może stanow ić pomost między myśleniem o -  
partya na ob serw acji i  postępow aniu empirycznym a rozumowaniem c z y st o  
pojęciowym.

Problemy d y sk r e tn e , numeryczne, problemy odnoszące s ię  do sk o ń czo - 
nycn struktur stanowią, d z iś  bardzo ważną c z ę ść  matematycznej problema
t y k i .  Znaczenie t e j  problem atyki s t a le  w zrasta  ze w zględu na r o lę  skoń
czonych s tru k tu r  w zastosow aniach m atem atyki, ze względu na ro z sz e r z a 
ją c ą  s ię  in terw en cję  maszyn matematycznych w rozwiązywaniu zagadnień z 
różnych d z ie d z in . Z tego  punktu w idzenia naiwne je s z c z e , m anipulacyjne 
metody rozwiązywania ta k ic h  zadań przez młodszych uczniów i  bardziej sub
te ln e , b a r d z ie j skomplikowane, dostępne ju ż  starszym  uczniom , s t r a t e g ie  
badania skończonych m odeli matematycznych s tr u k tu r  i  stosow an ia ta k ic h  
•ttdfeli powinny 3 ię  d z iś  z n a le ź ć  w centrum uwagi dydaktyków m atem atyki. 
Chodzi jednak 0 t o ,  by od początku, ro z w ija ć  ta k że  s t r a t e g ie  i  metody 
p o jęciow e, O d b iera ją c  odpowiednio za d a n ia , "p r z e d łu ż a ją c "  zadania ju ż 
rozwiązane m a n ip u la cy jn ie , U E S ien n ia ją c  s t a ł e  numeryczną zmieniając " s t o -  
pień skończonośń!" rozważanych zbiorów .

77 cytowanym na s tr o n ie  2 a r ty k u le  M. Gnedenko p r o te s tu je  przeciw zu
bożaniu matematycznego m yślenia uczniów , w ynikającego z jedn ostron n oś
c i  m etod ologiczn ej staw ianych mu zadań. O tym trz eb a  pam iętać przy ta k  
modnym obecnie w dydaktyce datem atyki zw rocie do "m in istru k tu r" , t o  j e s t  
do zadań związanych z modOltAL skończonych matematycznych s tr u k tu r , k tó 
re uczeń może rozwiązywać a a ń ip s ila c y jn ie .



DYDAKTYCZNA HOLA SKOŃCZONYCH I  KOHEHBTHTCH MODELI STRUKTUR MATEMATYCZNYCH 63

Z o f ia  Krygowska

PEDAGOGICAL ROLE OF FIN ITE AND CONCRETE MODEL OF MATHEMATICAL ЯРИПГПГгетгк

In  th e  a r t i c l e  a f i n i t e  and co n cre te  model o f a  m athem atical s tr u 
c tu re  i s  c a l le d  a system  o f  s e t s  and r e la t io n s  d efin ed  on th ose  s e t s ,  
bein g a model fo r  th e  g iv e n  s tr u c tu r e  and such th a t c a rd in a l numbers o f 
th ose  s e ts  are presented  to  th e  .student by means o f f ig u r e s  and are pra
c t i c a l l y  " s m a ll" ,  w hile  the r e la t io n s  are d e fin e d  in  a way enabling him 
to  s o lv e  problems connected w ith  s tr u c tu r a l  p r o p e rtie s  o f  th e  model by 
d ir e c t  m anipulations w ith  elem ents o f th e  s e t s  or th e ir  s u b s e ts , which 
makes him s te p  by s te p  con scio u s o f th e  s t r u c tu r e . Modern d id a c t ic s  of 
m athematics emphasizes more and more such models as means o f t r a n s it io n  
from th e  co n crete  to  th e  a b s t r a c t ,  n a tu ra l f o r  th e  s tu d e n t, /a lg e b r a ic  
and order s t r u c tu r e s , co m b in a to rics , com b in ato ria l topology, m etric  spa
ces e t c . / .  The r o le  o f  such m odels, in  op in ion  o f d id a c t ic ia n s  advoca
t in g  t h e ir  use in  te a c h in g , c o n s is ts  in  th a t  th e  stu d en t can reason 
q u ite  p r e c is e ly ,  perform in v e s t ig a t io n  and, in  p a r tic u la r , prove theorems 
by c o n c r e te , m anipulative  exh au stion  o f  f i n i t e  and a c c e s s ib le  f o r  ma
n ip u la tio n s  number o f  c a s e s , w ithout n e c e s s ity  to  d ea l w ith  a b s tr a c t 
con ceptu al c la s s e s  and gen era l in fe r e n c e s . But i t  i s  th e  la c k  o f  . th is  
n e c e s s ity  th a t  arouses r e s e r v a tio n , f o r  i t  l im i t s  forms o f student’s ma
th e m a tica l th in k in g  and o fte n  keeps them on th e  sta g e  o f  purely em piri
c a l  in v e s t ig a t io n .

On th e  grounds o f  some ty p ic a l  exam ples, forms o f  s tu d e n t’ s  a c t i 
v i t i e s  both  th o se  th a t  are b ein g developed in  th e  course o f h is  explo
r a t io n  o f  a f i n i t e  and co n cre te  model and th o se  th a t are n o t , are d is 
cussed  in  th e  a r t i c l e .  A lso  th e  h e u r is t ic  r o le  o f  such a model in  f i n 
d in g s o lu t io n  o f  a more ge n e ra l problem i s  p rese n ted , as w ell as the 
r o le  o f  models f o r  t r a n s i t io n  from th e  co n cre te  to  th e  a b s t r a c t ,  such 
th a t alth ou gh  f i n i t e  are o f  such a g r e a t c a rd in a l number th a t  "manipu
l a t iv e "  in v e s t ig a t io n  i s  no lo n g e r  p o s s ib le  fo r  th e  stu d en t and natural
ly  su g g e sts  th e  n e c e s s ity  o f  con ceptu al th in k in g  u sin g  ge n e ra l in fe r e n - 
c i e s .  In  p a r tic u la r  th e  method o f g e n e r a lis a tio n  by v a r ia t io n  o f  con
s t a n t s ,  n a tu ra l f o r  the s tu d e n t, i s  d is c u s s e d . The a r t i c l e  in clu d es so 
me d id a c t ic  im p lic a tio n s , in  p a r tic u la r  i t  emphasizes th e  gen era l p rin 
c i p l e ,  o fte n  passed by in  e v a lu a tio n  o f a d id a c t ic  experiment that con
s i s t s  in  v e r y fy in g  new means o f t r a n s i t io n  to  m athem atical a b stra ctio n , 
namely th e  fo llo w in g  p r in c ip le s  a l l  such means should be in v e s tig a te d  
not only in  view o f t h e ir  advantages but a ls o  in  view o f what they can
not g iv e  or o f  what i s  l o s t  by u sin g  them.
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З о ф и я  К р ы г о в с к а

У Ч Е Ш Я  Р О Л Ь  К О Н Е Ч Н Ы Х  И  К О Н К Р Е Т Н Ы Х  М О Д Е Л Е Й  М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Х  С Т Р У К Т У Р

Т е р м и н  " к о н е ч н а я  и  к о н к р е т н а я  м о д е л ь  м а т е м а т и ч е с к о й  с т р у к т у р ы "  п о 
н и м а е т с я  а в т о р о м  к а к  с и с т е м а  м н о ж е с т в  я  р е л я ц и й ,  к а с а ю щ и х с я  э т и х  м н о 
ж е с т в ,  к о т о р а я  я в л я е т с я  м о д е л ь ю  д а н н о й  с т р у к т у р ы ,  п р и ч е м  к а р д и н а л ь н ы е  
ч и с л а  м н о ж е с т в  д а ю т с я  у ч а щ и м с я  н у м е р и ч н о  и  я в л я ю т с я  п р а к т и ч е с к и  " ма
л ы м и ”, а  р е л я ц и и  о п р е д е л е н ы  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о  у ч а щ и й с я  с п о с о б е н , н е п о с 
р е д с т в е н н о  м а н и п у л и р у я  э л е м е н т а м и  э т и х  м н о ж е с т в  и л и  п о д м н о ж е с т в ,  и л и  ж е  
и х  с и м в о л а м и ,  р е ш а т ь  з а д а ч и , с в я з а н н ы е  с о  с т р у к т у р н ы м и  о с о б е н н о с т я м и  м о 
д е л и ,  п о с т е п е н н о  о с о з н а в а я  е е  с т р у к т у р у .  С о в р е м е н н а я  м е т о д и к а  о б у ч е н и я  
м а т е м а т и к е  в с е  в  б о л ь ш е й  с т е п е н и  в ы д в и г а е т  т а к и е  м о д е л и  в  к а ч е с т в е  
с р е д с т в  е с т е с т в е н н о г о  д л я  у ч а щ и х с я  п е р е х о д а  о т  к о н к р е т н о г о  к  а б с т р а к 
т н о м у  / а л г е б р а и ч е с к и е  и  п о р я д к о в ы е  с т р у к т у р ы ,  к о м б и н а т о р и к а ,  к о м б и н а т е -  
р и ч е с к а я  т о п о л о г и я ,  м е т р и к а  и  т .  п . / .  Р о л ь  т а к и х  м о д е л е й ,  с о г л а с н о  м е 
т о д и с т а м ,  п р о п а г а н д и р у ю щ и м  и х  п р и м е н е н и е  в  у ч е б н о м  п р о ц е с с е ,  с о с т о и т  и  
т о м ,  ч т о  у ч а щ и й с я  с п о с о б е н  р а с с у ж д а т ь  т о ч н о ,  п р о в о д и т ь  и с с л е д о в а н и я ,  в  
ч а с т н о с т и  д о к а з ы в а т ь  т е о р е м ы ,  и с ч е р п ы в а я  м а н и п у л я ц и о н н ы м  с п о с о б о м  в о е  
с л у ч а и  в  к о н е ч н о м  и  д о с т у п н о м  м а н и п у л я ц и и  к о л и ч е с т в е ,  б е з  н е о б х о д и м о с т и  
о п е р и р о в а н и я  а б с т р а к т н ы м и  п о н я т и й н ы м и  к л а с с а м и  и  о б щ и м и  н н ф е р е н ц и я м и .  
О т с у т с т в и е  э т о й  н е о б х о д и м о с т и  в ы з ы в а е т  о д н а к о  н е к о т о р ы е  о п а с е н и я ,  т а к  
к а к  о г р а н и ч и в а е т  ф о р м ы  м а т е м а т и ч е с к о г о  м ы ш л е н и я  у ч а щ е г о с я  и  с в о д и т  и х  к  
у р о в н ю  э м п и р и ч е с к о г о  и с с л е д о в а н и я .

В  с т а т ь е  -  н а  о с н о в а н и и  а н а л и з а  н е с к о л ь к и х  т и п и ч н ы х  п р и м е р о в -  р а с 
с м а т р и в а ю т с я  ф о р м ы  а к т и в н о с т и ,  р а з в и в а е м ы е  и  н е  р а з в и в а е м ы е  и с с л е д о в а 
н и е м  у ч а щ и х с я  к о н е ч н о й  и  к о н к р е т н о й  м о д е л и .  О б с у ж д а е т с я  т а к ж е  у ч е б н а я  
р о л ь  т а к о й  м о д е л и  в  п о и с к а х  р е ш е н и я  б о л е е  о б щ е й  з а д а ч и  и  р о л ь , к а к у ю  и г 
р а ю т  в  п е р е х о д е  о т  к о н к р е т н о г о  к  а б с т р а к т н о м у  к о н е ч н ы е  м о д е л и ,  и м е ю щ и е  
с т о л ь  к р у п н ы е  к а р д и н а л ь н ы е  ч и с л а ,  ч т о  " м а н и п у л я ц и о н н о е "  и с с л е д о в а н и е  у -  
ч а щ и м и с я  н е в о з м о ж н о  и  в о з н и к а е т  е с т е с т в е н н а я  н е о б х о д и м о с т ь  п о н я т и й н о г о  
р а с с у ж д е н и я  с  п р и м е н е н и е м  о б щ и х  и н ф е р е н ц и й .  В  ч а с т н о с т и  в  с т а т ь е  р а с 
с м а т р и в а е т с я  м е т о д  о б о б щ е н и я  п у т е м  е с т е с т в е н н о г о  д л я  у ч а щ е г о с я  в а р ь и р о 
в а н и я  к о н с т а н т .  В  с т а т ь е  с о д е р ж а т с я  н е к о т о р ы е  д и д а к т и ч е с к и е  в ы в о д ы ;  в  
ч а с т н о с т и  п о д ч е р к и в а е т с я  о б щ и й  п р и н ц и п ,  з а ч а с т у ю  и г н о р и р у е м ы й  в  о ц е н к е  
р е з у л ь т а т о в  у ч е б н о г о  э к с п е р и м е н т а ,  з а к л ю ч а ю щ е г о с я  в  в е р и ф и к а ц и я  н о в ы х  
с р е д с т в  п е р е х о д а  к  м а т е м а т и ч е с к о м у  а б с т р а г и р о в а н и ю ,  а  и м е н н о  п р и н ц и п  
ч т о  л ю б о е  с р е д с т в о  д о л ж н о  и с с л е д о в а т ь с я  н е  т о л ь к о  с  т о ч к и  з р е н и я  т о г о ,  
ч т о  о н о  д а е т ,  н о  и  с  т о ч к и  з р е н и я  т о г о ,  ч т о  о н о  д а т ь  н е  м о ж е т  и  ч т о  у т 
р а ч и в а е т с я  в  р е з у л ь т а т е  е г о  п р и м е н е н и я .


