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DYDAKTYCZNA ROLA SKONCZONYCH | KONKRETNYCH
MODELI STRUKTUR MATEMATYCZNYCH

1. Skonczony model matematycznej struktury bedziemy nazywaé
kretnym, jezeli liczby elementéw zbioréw, wystepujgcych w modelu sg za-
dane numerycznie oraz relacje okre$lajgce dang strukture sag tak dane
uczniowi, ze moze on przez bezposrednie manipulacje na elementach tych
zbioréw, czy ich symbolach rozwigzywaé¢ problemy zwigzane 2z danym mode-
lem. iff tym znaczeniu tabela o dwdéch wejsciach definiujgca dziatanie gru-
powe w zbiorze (a,b,c} okres$la konkretny, skonczony model grupy, mimo
ze symbole a,b,c nie majg dla ucznia ustalonego Indywidualnie sensu
/zmienne, jakie$ obiekty/. Rozpatrujagc kolejno wiersze i kolumny uczen
moze "manipulacyjnie” zbadaé¢, czy ma do czynienia z grupg i odkry¢ szcze-
g6lne wiasnosci tej grupy. Zbioér liczb 1,2,3 z dodawaniem i odejmowa-
niem modulo 3 jest konkretnym skonczonym modelem ciata,ale juz nie kon-
kretnym, choé¢ skonczonym modelem ciata bedzie dla ucznia wprzyjetym zna-
czeniu zbiér liczb naturalnych nie wiekszych od p, gdy p jest licz-
ba pierwszg, z dodawaniem i mnozeniem modulo p, jezeli p nie jest da
ne numerycznie. Dziewieé¢ ré6znych kolorowych klockéw Dienesa o trzech
ksztattach i trzech kolorach moze stuzy¢ do konstrukcji konczonego, kon-
kretnego modelu afinicznej ptaszczyzny rzedu 3i zbiér tych klockéw z
umowg co do sensu terminu "prosta” w tym modelu jest witasnie konkretnym
modelem takiej ptaszczyzny. Manipulujgc tym materiatem uczen bada bez-
posrednio wtasnos$ci takiej ptaszczyzny, wyznacza mozliwe kolineacje, od-
krywa, ze w tej ptaszczyznie speinione jest twierdzenie Desargues a itp.
Graf przedstawiony na rysunku 1 okres$la skonczony konkretny model kra-
ty; uczen moze to stwierdzi¢ analizujgc "manipulacyjnie” rysunek, na-
tomiast juz nie bedzie konkretnym modelem struktury porzadku czes$ciowe-

kon-
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go zbiér liczb naturalnych nie wiekszych od n z relacjg podzielnos-
ci, jezeli n nie jest dane numerycznie.
Bys. 1 Bys. 2
Nowoczesna dydaktyka matematyki eksponuje konkretne i skoniczone

modele struktur matematycznych. Utatwiajg one uczniom dostep do pojeé
algebry abstrakcyjnej, stuza dobrze oswajaniu ich z elementami ra-
chunku prawdopodobienstwa i statystyki, sg szeroko wykorzystywane przy
wprowadzaniu elementéw topologii kombinatorycznej, lub pojecia przestrze-
ni metrycznej. Znaczenie ich polega na tym, ze uczen moze konkretnie, ma-
nipulacyjnie rozwigzywaé¢ problemy dotyczace takiego modelu, przez wy-
czerpywanie wszystkich mozliwych przypadkéw, bez koniecznos$ci operowa-
nia klasami pojeciowymi i inferencjami ogélnymi.

2. Rozwazmy typowy i bardzo interesujgcy przyktad takiego wtasdnie
zastosowania konkretnego, skoriczonego modelu przestrzeni wektorowej™*.
Punkty weztowe sieci przedstawionej na rysunku 2 majg odpowiednio zgod-
nie z tym rysunkiem przyporzadkowane wspoétrzedne. Wprowadza sie pojecie
translacji w zbiorze tych punktéw wzorami:

w' = X + u modulo 5,

y' =y +y modulo 5, gdy u i Vv sg liczbami
nalezgcymi do zbioru {0,1,2,2,n}.

~Maurice Glaymann Initiation to veotor spaces, Educational Studies in Mathema-

tics, 2/1969/, a. 69-79.
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Punkt o wspé6trzednych a,b oznacza sie symbolem translacje o pa-
rametrach u,v symbolem /u,v/.
Zbior weztéw sieci - to zbiér 25 punktéw, zbiér translacji - to

zbioér réwniez Zprzeksztalcerﬁ zdefiniowanych powyzej na zbiorze tych
punktow.

Problem, czy mozna przej$¢ z punktu do punktu przez ilo-
czyn translacji, ktérego wszystkie czynniki sa identyczne,uczniowie roz-
wigzujg "manipulacyjnie”, rozwazajac kolejno rézne translacje. Na przy-
ktad na pewno nie nadaje sie do tego translacja T = /2,4/, bo:

(3)-4*)-4SH-»(1)-M1)-M 1)

W klasie uczniowie moga sie podzieli¢ pracag i zbada¢ wszystkie
translacje z punktu widzenia tego problemu. Problem, czy mozna w tym
sensie przejs¢ od punktu (*j) do punktu (2) z dopuszczeniem skitadania
translacji z dwoéch translacji w dowolnym porzadku i w dowolnej ilosci
czynnikéw, rozwigzujg uczniowie przez zestawienie w tabeli wszystkich
takich mozliwych ztozen i obrazéw punktu w tych ztozeniach.Oto ta-
ka tabela dla T1=(2,3) i T2=/2,4) J/z uwzglednieniem przemiennosci
sktadania translacjil/:

Z tabeli odczytujg uczniowie aa przykiad

i odpowiadajg pozytywnie na postawione im pytanie.
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Ale tabela pozwala na wysnucie wnioskéw ogdélniejszych.Badajac kon-
kretnie, jakie w niej wystepuja punkty, uczniowie stwierdzaja, ze kazdy
punkt rozwazanego zbioru punktéw ma swdéj symbol wtabeli, ze od kazdego
punktu do kazdego punktu mozna przej$¢ przez sktadanie translacji i
T2 w odpowiedniej ilo$ci tych czynnikéw, i to na rézne sposoby.

Zauwazmy jednak, ze odkrycie tego waznego dla danej teorii /dla u-
czniéw jest to konstruowana przez nich teoria/ faktu jest witasciwie przy-
padkowe. Twierdzenie: "grupa translacji generowana przez translacje T™
i Tg jest tranzytywna w rozwazanym zbiorze punktéw", zostato "manipu-
lacyjnie” udowodnione z zupeing Scistos$cia, ale istota rzeczy nie zo-
stata wyjasniona. To wyjasnienie bowiem wymaga rozumowania pojeciowego.
Hoze ono by¢ oparte na rachunku kongruencjami, na rachunku w ciele Z*,
moze polegaé tez na analizie ez post tabeli, ale dopiero ujecie poje-
ciowe pozwala zrozumie¢ istote rzeczy, odkry¢ "powdéd*) dla ktérego przez
sktadanie translacji T~ i Tg taki wynik uzyskano, a przez skiadanie
innych dwoéch translacji takiego wyniku moze sie nie uzyskaé¢.Manipulacja
przygotowuje w danym przypadku do odkrycia niezaleznosci liniowej tran-
slacji i zrozumienia roli tego pojecia, ale nie moze ujecia pojeciowego
zastgpi¢. Hasto: "Manipulowaé¢, ciggle manipulowaé¢ przed abstrahowaniem™”
sformutowane przez autora ksigzki poswieconej problemom zwigzanym z skon-
czonymi, konkretnymi modelami abstrakcyjnych struktur, konstruowanymi dla
celéwonauczania, jest stuszne, pod warunkiem, ze odczytujemy je az do
konca .

Kazdy $rodek dydaktyczny, kazda metoda dydaktyczna wymagajg wszech-
stronnej i ostroznej oceny. Wymagaja zbadania, jakie funkcje wprocesie
uczenia sie moga,a jakich nie moga spetni¢. Miedzy innymi trzeba je a-
nalizowaé¢ nie tylko z punktu widzenia ich efektywnos$ci w zakresie przy-
swajania wiedzy, ale takze z punktu widzenia form mys$lenia,rodzajéw twor-
czos$ci, typow aktywnosci intelektualnej, ktéorych rozwojowi sprzyjaja lub
ktérych rozwdéj moga nawet hamowaé. Takiej analizy bardzo wnikliwej i ta-
kiej oceny wymaga na przykiad nauczanie programowane,stosowanie réznych
srodkéw technicznych itp ., dotyczy to réwniez bardziej specjalnych za-
gadnien dydaktyki matematyki, jak wykorzystywanie w nauczaniu konkret-
nych, skonczonych modeli struktur matematycznych.

Aby jasniej przedstawié¢ sens takiej analizy, oméwimy kilka przykta-
déw rzeczywiscie obserwowanych na réznych poziomach matematycznych do-
Swiadczen.

Zaczniemy od dokiadnego przes$ledzenia pracy osoby dorostej w toku
rozwigzywania kolejnych zadahn dotyczgacych pewnej struktury matematycz-
nej~. Zrédiem reakcji tancuchowej, ktérg przedstawimy, bylo zadanie po-

?3Andr4 Myx, Modules finis, Monographie Galion, CEDIC, Paris 1973 s. 9

Na podstawie oaobistych doswiadczen autorki artykutu*
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stawione uczniom w ramaoh Matematycznej Olimpiady o nastepujgcej tresci!
11 o0s6b tworzy zespoi, ktdrego cztonkowie majg prawo uczestniczy¢ wu-
ruchomieniu mechanizmu, nadajgcego pewien sygnat. Badanie sygnatu wyme
ga zgodnej decyzji co najmniej szesSciu o0sOb sposrod tych jedenastu. Ba-
lety tak wyposazy¢ cate urzadzenie w zamki i tak rozda¢ klucze do tych
zamkéw osobom zespotu, aby kazda széstka miata dostep do mechanizmu,
oraz aby zaden z zespotéw liczgcych mniej niz sze$¢ oséb tej mozliwosci
nie miat.

Péjdziemy droga przebyta przez mys$l osoby rozwigzujacej to zadanie.
Czytany temat. Bie dostrzegamy od razu zadnego punktu zaczepienia. Pro-
bujemy zmniejszy¢ ilosciowo liczby wystepujace w zadaniu tak,aby zacho-
wujac relacje miedzy danymi méc juz manipulacyjnie, konkretnie analogi-
czne, ale tatwiejsze zadanie rozwigzac¢. Zespot trojosobowy wydaje sie
nam mato instruktywny z tego punktu widzenia. Bo zespotu czteroosobowe-
go nie umiemy zastosowac¢ warunkoéw zadania, poniewaz - jak nam sie wyda-
je - fakt, ze minimalna grupa uprawniona4 liczy o jedng osobe wiecej niz
maksymalna grupa nieuprawniona' do nadania sygnatu, wraz z faktem,ze ze-
spot osob uzupetniajgcych minimalng grupe uprawniong do catego zespotu
tworzy juz grupe nieuprawniong i to maksymalng taka grupe, stanowi istot-
ne zatozenia problemu. Przyktad zespotu piecioosobowego z tréjosobowymi
grupami minimalnymi upowaznionymi, spetnia te zalozenia i nadaje sie je-
szcze do manipulacyjnego rozwazania. Powstaje w ten spos6b uproszczona
wersja Z* zadania:

Pelny zespé6t jest zbiorem {a,b,c,d,e} pieciu o0séb; minimalnych
tréjosobowych grup upowaznionych jest 10, tym samym maksymalnych dwu
osobowych grup nieupowaznionych jest tez 10. Zadanie rozwigzujemy kon-
struujgc stopniowo tabele, dotgczajac kolejno w miare potrzeby numeryko-
niecznych zamkéw; wszystko to sprowadza sie do prawie mechanicznych me
nipulacji. Jezeli zamek o danym numerze udostepniamy jakiej$ osobie, za-
znaczamy w odpowiedniej kratce tabeli krzyzyk, w przeciwnym  przypadku
krate zacieniujemy. Rozumujemy tak: Poniewaz zespo6t {d.,e} nie jest
upowazniony, musimy przewidzie¢ zamek, do ktérego dostepu nie bedzie
miat ani d ani e. Uwzgledniajac to, ze kazdy tréjosobowy zespdot mu
si mie¢ dostep do kazdego zamku, otrzymujemy pierwszy wiersz tabeli.Po-
niewaz zesp6t {c,d} nie jest upowazniony i ten zespot nmm juz dostep
do zamku o numerze 1, musimy mie¢ zamek o numerze 2, do ktérego ani
c, ani d nie bedag mieli dostepu. Uwzgledniajgc prawo zespotéow troj-
osobowych - otrzymujemy przydziat zamkéw przedstawiony w wierszu drugim

tabeli. Postepujgc tak dalej, stwierdzamy ostatecznie po 10 krokach, ze
zadanie rozwigzaliSmy nie tylko poprawnie, ale i najbardziej ekonomicznie

~Bedziemy ozywaé¢ dalej ekrétéw "uprawniona* lut "upowazniona* saaiaat "upraw-
niona /upowazniona/ do nadania aygnatu".
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/najmniejsza mozliwie ilo$¢ zamkéw/. Dowdd odczytaé mozna bezposrednio
z tabeli znowu manipulacyjnie, sprawdzajac kolejno dla grup minimalnych
uprawnionych i maksymalnych nieuprawnionych warunki zadania.

Préba rozwigzania zadania wutatwionej wersji I*, ulatwionej przez
to, ze praktycznie mata liczno$¢ zbioru umozliwita manipulacyjne rozwia-
zanie, sugeruje analogiczne, ale juz pojeciowe rozwigzanie zadaniawwer-
sji I** na temat zespotu 11 oséb. Do pojeciowego ujecia jestesmy juz
"zmuszeni”, chociaz mamy do czynienia nadal ze zbiorem skonczonym i z
danymi numerycznymi. Zmusza nas do tego praktycznie duza liczno$é tego
zbioru, ktéra uniemozliwia konstruowanie tabeli na kartce papieru, bo mi-
nimalnych zespotéw uprawnionych i maksymalnych nieuprawnionych mamy juz

(2] = ("'jJ = 462. Wistocie rzeczy poszukujac rozwigzania postepujemy
tak samo, jak przy konstruowaniu tabeli. Przypuszczamy, ze zadanie ma
rozwigzanie. Jezeli S jest ktorymkolwiek zespotem maksymalnym nieupo-
waznionym, to istnieje zamek 2zt do ktérego dostepu nie ma zadna z o-
s6b tego zespotu. Kazda z oséb zespotu szescioosobowego 'S dopetniajg-
cego zesp6t S do peinego zespotu musi mie¢ dostep do tego zamku, gdyby
bowiem tak nie byto, to jest, gdyby choé¢ jedna osoba a, nalezgca do S,
nie miata klucza do zamku 2z, to zespét Sut®}i cho¢ szeScioosobowy, nie
miatby dostepu do zamku =z - wbrew zatozeniu, ze kazdy zespét szescio-
osobowy jest uprawnionym zespotem. Niechaj S' bedzie innym niz S ma-
ksymalnym zespotem nieuprawnionym. Poniewaz S'CflIS, wiec S'n3 »*= ¢ ,
zatem zesp6t S' ma dostep do zamku z. Musi wiec istnie¢ zamek z'# z,

do ktérego S' nie ma dostepu, a wiec kazda z os6b zespotu S" otrzymu-
je klucz do tego zamku.
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Ta analiza wstepna zadania w wersji Is* odpowiadajgca "pojeciowo"
manipulacyjnemu konstruowaniu tabeli w wersji I*, wskazuje jedno jedyne
mozliwe rozwigzanie naszego zadania. Zaopatrujemy mechanizm w 462 zam-

kéw, z ktérych tworzymy cigg zt o0 462 wyrazach. Eozwazamy ciag S.
wszystkich ré6znych minimalnych zespotéw uprawnionych. Kazdej osobie ze-
spotu dajemy klucz do zamku z”, zadna inna osoba klucza do tego

zamku nie otrzymuje. Podajemy wten sposdéb optymalne ze wzgledu na ilos$¢
zamkéw /minimalna ilo$¢é zamkéw/ rozwigzanie zadania. Istotnie, jezeli S
jest zespotem nieupowaznionym, to S zawiera sie w jakim$ piecioosobo-
wym zespole nieupowaznionym Sit zatem zesp6t S nie ma dostepu do zam-
ku zt. Jezeli S jest dowolnym zespolem upowaznionym, to w S zawie-
ra sie jaki$ zespét upowazniony S”. Dowolnie wybrany zamek z, zostat
udostepniony wszystkim osobom zespotu S.., ale /dwa sze$-
cioosobowe zespotly muszg mie¢ element wspdlny, bo peitny zespét liczy 1j
0osO6b/. Do zespotu Si nalezy osoba majaca klucz do zamku z.., zesp6it
ma wiec tez dostep do tego zamku.

Poszukujac warunkéw koniecznych dla rozwigzania zadania,postepuje-
my, jak powiedzieliSmy, podobnie, jak postepowaliSmy konstruujac tabe-
le. Istotna réznica polega na zastgpieniu inferencji odnoszacych sie do
poszczegdblnych elementéw, inferencjami odnoszacymi sie do klas, do zbio-
row, inferencjami kwantyfikowanymi. Sporzgdzajgc tabele, rozumowalismy:
zesp6t jd,e} nie ma dostepu do wszystkich zamkéw, istnieje wiec zamek
nr 1, do ktérego klucza nie ma zaden cztonek tego zespotu. Stad kazdy
cztonek pozostatego zespotu {a,b,c} musi mie¢ dostep do zamku nr 1.
Przechodzilismy nastepnie do takiego samego rozwazania w stosunku do ze-
spotu nieupowaznionego {c,d” , itd. Wwersji I** rozumujg: Jezeli S
jest ktorymkolwiek zespotem nieupowaznionym, to istnieje zamek 1z, do
ktérego dostepu ten zespdét nie ma itd. Postepowanie w pierwszym przypad-
ku nazwalis$my manipulacyjnym, w drugim pojeciowym.

Podobna réznica charakteryzuje dowdd poprawnos$ci rozwigzania. Aby
sprawdzi¢ po wykonaniu tabeli, ze przedstawiony w niej przydziat zamkéw,
spetnia warunki zadania, trzeba sprawdzi¢, czy kazdy zesp6t uprawniony
jest w posiadaniu kluczy do wszystkich zamkéw. W tym celu za$ wystarczy
przesledzi¢ wzrokiem tabele i zauwazyé, ze w przecieciu kazdych trzech
kolumn z kazdym wierszem znajduje sie cho¢ jeden krzyzyk. Wwersji |a*
trzeba znalez¢ "powdd" tego faktu, ktérym jest to, ze kazde dwa zespoty
upowaznione maja cho¢ jeden element wspélny, a wiec rozumowaé ogéblnie:

mlezeli St i sg zespotami upowaznionymi, to 0 dla kaz-
dych i, j.

Pojeciowego rozumowania wymaga "przediuzenie" zadania,refleksja ex
post nad otrzymanym rozwigzaniem, analiza wykorzystanych danych i spo-

sobu ich wykorzystania.
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Zauwazamy, ze w wersji I** korzystaliSmy jeszcze z danych numery-
cznych, ale tatwo mozna sie od tych danych uwolnié¢, otrzymujac rozwia-
zanie zadania ogdlniejszego. KorzystaliSmy bowiem w istocie rzeczy z na-
stepujacych zatozen:

1. 7 rodzinie zespotdéw uprawnionych istnieje baza zespotéw upraw-
nionych minimalnych, podobnie w rodzinie zespotdw nieupowaznionych istnie-
je baza zespotéw maksymalnych nieuprawnionych.

2. Zesp6t jest uprawniony wtedy i tylko wtedy, gdy zespdt dopetnia-
jacy go do zespotu peitnego nie jest uprawniony.

3. Kazdy zesp6t, w ktéorym zawiera sie zesp6t uprawniony, jest ze-
spotem uprawnionym.

7/larunek 1 wykorzystaliSmy w istocie rzeczy w tym celu, aby otrzy-
ma¢ rozwigzanie ekonomicznie optymalne, to jest takie rozwigzanie, przy
ktérym ilo$s¢é zamkéw jest mozliwie najmniejsza. MoglibySmy bez zmiany ro-
zumowania zabezpieczy¢ mechanizm zamkami w takiej ilosci,ze kazdemu ze-
spotowi upowaznionemu /nie tylko minimalnemu, jak poprzednio/przyporzad-
kowa¢ bedzie mozna zamek, do ktérego klucze otrzymaja cztonkowie tego
zespotu i tylko oni. Otrzymamy rozwigzanie takze poprawne. Dane zadania
tworzg wiec takag strukture matematyczng, dla ktérej mozna sformutowacd i
rozwigzaé¢ analogiczny do probleméw I* i Ia* problem, nie zaktadajac
skonczonos$ci rozwazanych zbioréw i pomijajac zatozenie 1. Aby dostrzec
strukture kryjgoa sie za danymi numerycznymi zadania, trzeba je uja¢ po-
jeciowo, a nie manipulacyjnie.

Rozwazymy wiec wersje Z naszego problemu, wersje ogoélniejszag, i jak
nam sie w tym momencie wydaje, uwzgledniajagcg tylko istotne dla proble-
mu dane. Oto ta wersja:

Dany jeet zbiér K oraz niepusta rodzina U jego niepustych
podzbioréw, sifetniajaca nastepujace warunki:

la AéT i ACB—=»B6U
ACK, BCK

Ib I\
AC K

/1 oznacza dopetnienie zbioru A do peinego zbioru K/.

Zaktadamy takze, za rozporzadzamy zbiorem Z, ktdrego moc nie jest
a priori ograniczona; mozemy w toku rozumowania przyjmowaé¢ taka moc
zbioru Z, jaka nam bedzie potrzebna.

Halezy wskazaé takie odwzorowanie f zbioru K w zbiér P(Z), kt6-
re spetnia warunek: A

N U>*-al>?(X) = P(K), gdzie ?7(x) = KJ f(x).
XCK X 6 X
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Rozwigzanie: Zauwazamy przede wszystkim, ze jezeli A,BE£U, to
AMNBy>0. Géayby bowiem byto AnB = 0, to bytoby tez AC.B, a wiec z
zatozenia la B6U, cc jest wobec zatozenia |Ib sprzeczne z zalozeniem
B€U. Przyjmujemy, ze moc zbioru 2 jest réwna mocy zbioru U, istnieje
wiec bijekcja g rodziny U na zbiér Z. Szukane odwzprowanie f de-
finiujemy w sposéb nastepujgcy: xeK="f(x) = |z vv g(A)=z nan™)-*
Oczywiscie F(K)=2Z. A6U

Zatézmy, ze A€0 i z€Z. Istnieje wiec taki zbior /jedAny/ B,

ze B€EU i g(B) = z. Z definicji odwzorowania f wiemy, ze ZEE(X).
. XLB
Ale ANB $ <, wiec istnieje taki element x zbioru A, ze zfcE(x).

Stad z€F(A) i ZCF(Aj. Ale F(A)CZ = F(K), wiec F(A) F(K) .
Zat6zmy, ze A$U. Wtedy A6.U. Przyjmijmy z = g(A). Z definicji
odwzorowania f i tego, ze g jest bijekcjg z£ f(x)a=>xe A. Zatem je-
zeli x£A, to zil (A stad z~F(A) i Z*=F(A).
UdowodniliSmy wieq. ze

XEU*-*>F(X) = F(K),
ICK -«

a wiec, ze nasze odwzorowanie f spetnia warunki zadania.

Wwersjach 1* i I** Kkryterium zaliczania zespotu do rodziny ze-
spotéw uprawnionych miato charakter numeryczny. Zespolty liczagce mniej
0s6b niz wyznaczony lim it nie miaty uprawnienia, od tego limitu poczaw-
szy wzwyz uprawnienie miaty. Z tego zatozenia w rozumowaniu wwersji |**
jeszcze kor~rstaliSmy, w rozumowaniu w wersji | juz nie korzystaliSmy.
Mozna by sobie wyobrazi¢ sytuacje, w ktérej nie licznos$¢ zespotu, ale
kompetencje os6b wystepujacych w zespole sa decydujgce.T<-Kim przyktadem
moze hy¢ sytuacja nastepujgca, Kazdy zespét, do ktérego nalezy osoba a,
i rozny od {a}, jest zespolem upowaznionym.Zespolem upowaznionym jest
tez zesp6t K - {a} . Zaden izmy zespdt nie ma juz uprawnien. tatwo
stwierdzi¢, ze zalozenia zadania 1 sg tu spetnione, rozwigzanie o0g6lne
podane w wersji | ma tu zastosowanie.

Zauwazmy jednak, ze warunek Ib - to warunek bardzo szczegélny. Mo-
zemy sobie wyobrazi¢ sytuacje konkretne, mozliwe w rzeczywistos$ci,w kto-
rych ten warunek nie jest speiniony.

Oto bardzo prosty model takiej sytuacji Pelny zespét - to zespo6t
{a, b, ¢, d} . Osoby a i <c¢ sa specjalistami w pewnej dziedzinie, o-
soby b i d winnej dziedzinie. Bo nadania sygnatu wymagana jest zgo-
da oo najmniej jednego specjalisty z kazdej dziedziny. Upowaznione wiec
do nadania sygnatu sa zespoly zawierajace cho¢ jednag z grup: {a,b} ,
{a,d} , {b,c} , {c,d} . Mamy zaopatrzy¢ mechanizm w zamki tak, aby
te i tylko te zespoly mialy doh dostep. Rozwigzanie znajdujemy manipu-
lacyjnie w tabeli.
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Oto ta tabela:

Jest to jedyne mozliwe roz-
wigzanie zadania, ktére nazwiemy
wersjg I1* naszego ogdlnego pro-
blemu, rozwigzanie, ktére nie jest
szczeg6lnym przypadkiem przydzia-

tu kluczy podanego w wersji |I. Zatozenie Ib nie jest tu spetnione,byto
to zatozenie istotne dla rozumowania zastosowanego w wersji |.
Przyktad ten sugeruje nam ostatnig ogdlng wersje 11, w ktérej za-

chowany tylko zatozenie la. Wten sposdéb nasza rodzina U zbioréw u-
prawnionych staje sie ideatem poéilgrupy rodziny podzbioréw zbioru K ze
wzgledu na dodawanie zbioréw. Jezeli bowiem jest speinione zatozenie la,
to oczywiscie dla kazdego zbioru A rodziny U i kazdego podzbioru B
zbioru K suma AUB nalezy do II.

Zakladamy wiec tylko, ze D jest niepusta rodzing niepustysh pod-
zbioréw zbioru K speiniajaca warunek, ze kazdy nadzbiér zbioru nale-
zacego do U nalezy tez do U. Problem formutujemy przy tym zatozeniu,
jak w wersji I.

Rozwiazanie: Tym razem - nasuwa nam je tabela w wersji I1*; zaktla-
damy, ze zbiér Z jest réwnoliczny z rodzing P(k) - U /a wiec z ro-
dzing zespotéw nieupowaznionych/. Szukane odwzorowanie f definiujemy
w spos6b nastepujacy AV

XCK t(x) = -{z: \% z =gA) N1 x£E£al ,
\ AEP(E) - U 1
gdzie g jest jakakolwiek ustalong bijekcjag zbioru P(K) - U na Z.

Udowodnimy, ze*
A A6U fr=)f(a) = Z /IF(A) w znaczeniu poprzednio

AC K

ustalonym w wersji |/.
Zatézmy, ze A€U, oraz z6Z. Istnieje wiec zbiér B nalezacy
do p(x) - U taki, ze z = g(B). Ale A(fB, bo kazdy nad-
zbiér zbioru A, jako nalezacego do U, nalezy do U. Istnieje wiec

element a nalezacy do A i nie nalezgcy do B. Z definicji odwzorowa-
nia f wynika wiec, ze z£f(a), zatem takze z£]?(A). UdowodniliSmy,
ze jezeli A&U, to ZCP(A); oczywiscie tez F(A)CZ, zatem F(A) = Z.

Zatézmy, ze AdpU, oraz z = g(A). Z definicji odwzorowania f
i z tego, ze g jest bijekcja wynika, ze z6ffx)4=~x£A. Stad z$F(A)
i F(A)¥-Z.

Zauwazmy, ze warunek la jest naturalnym warunkiem koniecznym w
kazdej konkretnej sytuacji zwigzanej z naszym problemem "rozdawania klu-
czy". Dotaczajac do zespotlu upowaznionego inne jeszcze o0soby, otrzymu-
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jemy zesp6t takze upowazniony do nadania sygnatu. Kazdy zespdétw ktérym
wyrézniamy sensownie z punktu widzenia praktycznego zespoty upowaznione
do nadania sygnatu, niezaleznie od kryteriow tego wyréznienia, ma taka
strukture, ze rodzina zespotéw upowaznionych jest ideatem poéigrupy ro-
dziny podzbioréw peinego zespotu ze wzgledu na sume mnogosciowa. Zaweze
wiec mozna - jezeli tylko rozporzadzamy takim zbiorem zamkoéw, jaki tyl-
ko nam bedzie potrzebny - zaopatrzyé mechanizm w zamki i tak przydzieli¢
klucze do zamkédw osobom peinego zespotu, ze zespoty uprawnione i tylko te
zespoty rozporzadzaja petnym kompletem kluczy, a wiec zespoty upowaz-
nione i tylko te zespoly majg dostep do mechanizmu. Bozwigzanie ogélne

podalismy w wersji 11, w szczegbdlnych przypadkach mozna je oczywiscie
uproéci¢. W praktyce mamy do czynienia tylko ze zbiorami skonczonymi,i-
stnieje wiec wtedy baza minimalnych uprawnionych zbioréw i baza maksy-

malnych zbioréw nieuprawnionych, mozna wiec w rozumowaniu w wersji Il
zastapi¢ rodzine P(K) - U rodzing maksymalnych zbioréw nieuprawnio-
nych, jak to zrobiliSmy rozwigzujac zadanie Il1**. Wtedy takze nasze roz-
wigzanie og6lne jest tym samym rozwigzaniem, ktére otrzymaliSmy w wer-
sjach I* i I**,

Przedstawitam doktadnie catg te droge, aby zilustrowaé¢ role przy-
ktadéw stanowigcych konkretne i skonczone modele struktury, ktérej do-
tyczy rozwiazywany problem w ukierunkowaniu myslenia osoby poszukujacej
rozwigzania. Zauwazamy, ze takie modele z jednej strony pomagaja w zna-
lezieniu drogi prowadzacej do rozwigzania, z drugiej mogg hamowa¢ wybér
drogi najprostszej, prowadzacej do rozwigzania bardziej og6lnego. Tak
wiec zadanie 1* od razu nasuneto plan rozwigzania zadania |I**, to z

kolei - po analizie ez post jego rozwigzania - nasuneto ~omyst uogélnie-
nia. Béwnocze$nie jednak szczegdélne, numeryczne dane zadan I* i I** -
mimo, ze w wersji | uwolniliSmy sie od nich - uwarunkowaly to wuogél-

nienie. UznaliSmy za istotne zalozenie, ktére byto potrzebne przy szcze-
gélnym sposobie rozumowania, imitujgcym manipulacje w pierwszej tabeli.
Drugi przyktad skonczonego i konkretnego modelu struktury, ktéra nam sie

ostatecznie ujawnita wwersji Il, znowu odegrat role pozytywna, sugeru-
jac ostateczne uogélnienie zaréwno problemu jak | jego rozwigzania. Do-
strzegliSmy prostote struktury okresélonej danymi i proste rozwigzanie,

ktérego nie widzieliSmy na poczatku.Bardziej zaawansowany wmyslenie alge-
braicznymi strukturami matematyk dostrzegtby to by¢ moze od razu, ale z
dydaktycznego punktu widzenia, nie o takim poziomie matematycznych do-
Swiadczen myslimy, badajac role skonczonych i konkretnych modeli struk-
tur matematycznych w toku rozwigzywania matematycznych probleméw.

4» Analiza przykladéw w omawianych w bardzo interesujacej ksigzce
poswieconej zastosowaniom modeli skoriczonych w nauczaniu na stopniu pod-
stawowym, cytowanej na stronie 46 ujawnia te formy myslenia, ktére foz-
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wija.szczegO6lnie rozwigzywania probleméw na temat skornczonych matematy-
cznych struktur na przyktadach ich konkretnych modeli. Rozwazymy jeden
z najprostszych przyktadéw podanych w tej ksigzce.

Uczen /autor mysli tu o uczniu w wieku ?-10 lat/ rozporzadza sze-
§cioma klockami trzech ksztattéow /koto, kwadrat, tréojkat/; kazdy ksztatt
wystepuje w dwéch kolorach. Definiuje sie dwa operatory dziatajace na
tym zbiorze. Operator C zmienia kolor klocka, nie zmieniajac jego ksztat-
tu, operator F zmienia ksztatt,koto na kwadrat, kwadrat na tréjkat,
kréjkat na koto, nie zmieniajagc koloru. Uczniowie w toku konkretnych ma-
nipulacji tym materiatem sktadaja w réznych kombinacjach te operatory i
majg za zadanie wykry¢ ztozenia “"dajgce to samo", i ustali¢ ostatecznie
zbiér transformacji danego zbioru klockéw generowany przez te dwa ope-
ratory. Pierwszy problem, ktéry sie nasuwa w toku tych czasochtonnych
manipulacji, to problem natury technicznej, problem dobrej organizacji
tych czynnosci. Uczniowie otrzymuja plansze przedstawiona na rysunku 3.

Rys. 3

Ustawiaja kolejno klocki na pozycji 1 i badajag, notujac wyniki w tabag*
li, wszystkie transformacje, ktére prowadza od pozycji 1 do pozycji

od 1 do 2 itd. od 1 do 6. Taka manipulacje wykonujg z kazdym z sze$ciu
klockéw, stwierdzajgc ostatecznie, ze istnieje tylko sze$¢ "réznych tan»
cuchéw". Kazdy inny tancuch daje w efekcie to samo, co jeden 1z tycfc
sze$ciu tancuchéw, zadnego z tych szes$ciu tahncuchéw nie mozna, zastgpic
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innym tancuchem spos$réd tych szes$ciu. Wtoku tego badania nasuwa sie
nowy techniczny problem dogodnego zapisania tych tancuchéw i ich dogod-
nego graficznego przedstawienia. Pojawia sie zapis ciggu ‘tancuchéw wy-
krytych jako rézne w toku manipulacji! E, C, F, FF, FC, CFF, gdzie E
oznacza identyczno$¢ /powrd6t do wyjsciowego klocka/. Pojawia sie takze
tabela przedstawiona na rysunku A, to jest tabela graféw kazdej =z tych
bijekcji zbioru klockéw na ten sam zbidr.

w9 R9 O

wW
C
H ~B A r A
F
_ su
FF -
ak—> 153 Ab —* B
e P fal Y J— % A
A * m< ®
*
o LU X
A e ®’
Bys. A

Sporzgdzenie tej tabeli umozliwia juz manipulacje innego niz po-
przednio rodzaju, manipulacje na grafie. Uczniowie otrzymujg zadanie wy-
znaczenia wszystkich tancuchéw, ktére mozna zastapi¢ przez tancuchy two-

rzone z jednej tylko bijekcji wymienionej wtabeli. Znajdujg kolejno:
Cc, C2 =E,
F, F2, F3 = E,
FF, (FF)2 =F, (FF)3 = E

FC, (FC)2 = FF, (FC)3 = C, (FC)4 = F, (FC)5 = CFF, (FC)6 = E,
CFF, (CFF)2 = F, (CFF)3 = C, (CFF)4 = FF, (CFF)5 = FC, (CFF)6 = E.
To zestawienie uswiadamia uczniom, ze kazdy tancuch spos$réd szes-
ciu rozwazanych tancuchéw mozna zastgapi¢ tancuchem ziozonym tylko z bi-

jekcji FC lub tancuchem ztozonym tylko z bijekcji CFF. Przedstawia
sie ten rezultat na grafie kotowym /rysunek 5/» Jest to graf ujmujacy
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strukture grupy cyklicznej wszystkich bijekcji zbioru szes$ciu klockéw
na ten zbidér, generowany przez dane na wstepie operatory.

Te nazwy nie sa jeszcze uczniom przyswajane. Nie wprowadza sie je-
szcze tu pojecia grupy, uczniowie w toku manipulacji oswajajg sie jed-
nak z podstawowymi ideami, ktére beda potem podstawg dalszej matematy-
zacji tej zabawy.

Bo tej matematyzacji zmierza sie przez nastepny etap. Uczniowie u-
stawiajg obok siebie trzy zapatki, przy czym kazdag zapatke mozna usta-
wi¢ gtéwka do gory lub na dét. Po poszukiwaniu empirycznym, majgcym na
celu zbadanie, ile jest takich mozliwych ustawien trzech zapatek,notuje

sie wynikiwpostaci drzewa przedsta-
wionego na rysunku 6. Otrzymuje sie
zbidér szes$ciu "stan6éw". Na tym zbio-
rze definiuje sie dwa operatory.Ope-
rator d przesuwa lewa zapatke napra-
wy koniec trojki bez'obracania za-
patki. Operator r obraca kazdag zapal-
ke /rysunek 7/. Podobne, jak wpoprzed-
nim zadaniu postepowanie manipula-
cyjne, ale bardziej skomplikowane,
prowadzi ostatecznie do wyrdéznienia
tylko szes$ciu réznych tancuchéw, u-
tworzonych przez skitadanie operato-
rw d i r, mianowicie do zbioru
e, d,d, r, rd, rd gdzie e o-
znacza identyczno$¢ w danym zbiorze
Rys. 6 standéw.
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Teras nastepuje moment, do ktérego autor przywigzuje — i stusz-
nie - szczeg6lne znaczenie dydaktyczne. Uczniowie poréwnuja dane obu za-
dan i otrzymane rezultaty. Nasuwa sie analogia miedzy zbiorem bijekcji
zbioru klockéw na ten sam zbiér, bijekcji generowanych przez operatory

C i F, oraz zbioru bijekcji zbioru stanéw zapatek, bijekcji genero-
wanych przez operatory d i r. Uczniowie ustalaja stownik
E Q=mmmmmmn » e

P «-—->d
P2 — » d2
CP «—— rd

(o] = Q- S—— mrd2

ktéory wyraza te analogie. Konstruuje sie tabele sktadania parami bijek-
cji pierwszego zbioru i tabele skitadania parami bijekcji drugiego zbio-
ru. Uczniowie stwierdzaja zupeine podobiennstwo tych tabel, jedna tabela
przechodzi w druga po zastosowaniu przyjetego stownika. Teraz dopiero
w mysli ucznia zarysowuje sie co$, co jest ukryte wtych tabelach, stru-
ktura.

Jak widzimy, oparte na manipulacjach w konkretnych, skohnczonych mo-
delach pewnej struktury /tu grupa cykliczna rzedu sze$é/ badanie, kiero-
wane zresztag mocno krok za krokiem przez nauczyciela, staje sie poligo-
nem bardzo bogatych i instruktywnych matematycznie doswiadczen ucznia.
Ksztatci ono przede wszystkim nastepujgace formy aktywnos$ci matematycz-
nej, nie tylko zresztg matematycznej: 1. ekonomiczne organizowanie ma-
nipulacji, czesto bardzo trudne, i systematyczne realizowanie planu po-
stepowania, 2. konstruowanie réznych schematéw, utatwiajgcych manipu-
lacje i planowe zapisywanie uzyskiwanych czes$ciowych rezultatéw, 3. wy-
bér oznaczen i symboliki i sprawne postugiwanie sie przyjetym kodem,
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4. wnikliwe obserwowanie sytuacji, wysnuwanie wnioskéw z tej obserwacji,
w szczegdlnosci dostrzeganie strukturalnej analogii i konstruowanie "stow-
nika" wyrazajacego istnienie wspdlnej struktury w réznych jej modelach.

Oczywisécie praca ucznia wykonana na modelu skonczonym i konkret-
nym przy -pomocy manipulacji ma jeszcze inne walory, zwigzane 1z treécia
nauczania /przygotowanie do ujecia podstawowych matematycznych abstrak-
cyjnych struktur/, rézne walory zwiazane z motywacjg i zainteresowania-
mi ucznia w pewnym wieku /uczniowie lubig manipulacje/, sile tu sie tym
nie zajmujemy, chodzi nam bowiem tylko o formy aktywnos$ci matematycznej
ucznia rozwijane wtoku manipulacyjnego badania modelu struktury.Z tego
punktu widzenia mozemy tez zauwazy¢, jakich form tego rodzaju aktywnos$é
ucznia nie rozwija, lub rozwija tylko w matym stopniu. Nie wystepujg tu
lub wystepuja tylko w bardzo prostych wersjach elementy rozumowania po-
jeciowego. Bozumowanie ucznia opiera sie przede wszystkim na bezposred-
niej obserwacji wtasnosci elementéw zbioréw; ta sytuacja stwarza w ma-
tym stopniu okazje najprostszych choéby inferencji typu: "Wiem, ze dla
kazdego elementu z zbioru A, jezeli 2z speinia warunek w”?, to z
spetnia tez warunek w2; wiem tez, ze a jest elementem zbioru A i
a spetnia warunek w”. Wobec tego moge by¢ pewny, ze a spetnia wa-
runek w2 i w dalszym rozumowaniu bede sie juz na tej wiadomosci o-
pierac".

Oczywiscie problemy dotyczgace skonczonych, konkretnych modeli ma-
tematycznych struktur, nie wykluczajg takich pojeciowych rozumowan.Wia-
domo, ze te problemy bywajg bardzo trudne i wymagaja stosowania réznych
skomplikowanych strategii i rozumowan pojeciowych. W sytuacjach dydak-
tycznych jednak ktadzie sie wtasnie nacisk na manipulacyjng aktywnos¢
ucznia. Zwykle zresztag nie stawia sie ucznia przed problemami otwartymi
zupetnie. Takie sytuacje moga oczywiscie wystgpi¢ nawet w prostych przy-
padkach, na przyktad w zwigzku z poszukiwaniem i stosowaniem "stownika",
ale w przypadkach rzeczywiscie interesujgcych trudnosci przekraczajg w
tym zakresie mozliwosci majacego mate matematyczne doswiadczenie ucznia.
Trzeba takze wzigé pod uwage, ze manipulacyjne badania prowadzone przez
ucznia z mozliwie duzym marginesem koniecznej swobody wymagaja czasu,
ktorym na og6t w nauczaniu nie rozporzadza sie bez ograniczen.

Autor ksigzki, ktérej fragment omoéwiliSmy, stwierdza w jej zakon-
czeniu "Manipulacje /obserwacja i doswiadczenie/ stanowig pierwszy etap
tego, co potocznie nazywa sie "abstrahowaniem". Trzeba wiec zwrocic
szczeg6lng uwage na czynnoséci szyfrowania i rozszyfrowywania; dobre za-
kodowanie sytuacji skonstruowane i przyjete przez ucznia moze byé¢ zrdéd-
tem nowych wzbogacajagcych go rodzajéw aktywnosci"'s.

"Op. cit., a. 157.



DYDAKTICZHA HOU SKOHCZOITCH | (OIOOLWANCH MOIBLI 3TROKTUH MATEUATYCZHYCH 59

Ta uwaga ma gteboki sens dydafctjczny. Praca dziecka w toku manipu-
lacyjnego rozwigzywania zadanh dotyczacyen skonczonych, konkretnych mo
deli matematycznych struktur moze mie¢ ogromnie znaczenie dla rozwoju je-
go matematycznej mysli /i nie tylko matematycznej/, jezeli jednak bedzie
sie ja organizowaé¢ w perspektywie wyrazonej w cytowanej uwadze, jezeli
juz wtoku tej pracy wystepowaé¢ beda pewne elementy rozumowania poje-
ciowego, ktére jest podstawg wszelkiej intelektualnej dziatalnos$si czto-
wieka. Zbyt diugie i jednostronne przyzwyczajanie wucznia do manipula-
cyjnego rozstrzygania zagadnien, moze by¢ nawet szkodliwe, podobnie,jak
zbyt jednostronne przyzwyczajanie ucznia na przykiad w osaczaniu geome-
trii do ilustrowania kazdej sytuacji na modelach materialnych. Manipu-
lacje wrodzaju tych, ktérych przykitady podaliSmy, uczg dziecko wypra-
cowywania witasnych strategii i ekonomicznej organizacji pracy. lle naj-
bardziej ekonomiczng formag pracy umystowej jest rozumowanie pojeciowe i
tego trzeba od poczatku uczyé.

Przejscie od rozumowania manipulacyjnego do rozumowania pojeciowe-
go jest wiec waznym problemem dydaktycznym. Temu zagadnieniu poswiecimy
jeszcze dwa przyktady, zaczerpniete z polskiej praktyki szkolnej i kon-
kretnie obserwowane w klasie. Przykitady te dotyczg zagadnien o wiele
prostszych i o wiele bardziej tradycyjnych niz poprzednio cytowane,nie-
mniej bardzo wyraznie ujawniaja, co w istocie rzeczy w problemie *przej-
§cia", o ktérym moéwimy, chodzi.

Uczniowie klasy piatej zapoznali sie z pogladowo zdefiniowanymi do-
dawaniem "zegarowym" w zbiorze liczb naturalnych od 1 do 12, przy czym
definicje zwigzano z manipulacjami wskazéwka zegara.Doda "zegarowo" li-
czbe a naszego zbioru do liczby b naszego zbioru, to znaczy odpowie-
dzie¢ na pytanie, ktéra to bedzie godzina po upitywie b godzin od go-
dziny a, inaczej wyznaczy¢ liczbe wskazang na tarczy zegara przez mska-
z6wke, ktéra zaczynajac od pozycji a obrécilismy o~ kata petnego
w kierunku zwyktego obrotu wskazéwek zegara. Uczniowie zaczynajag od ma-

terialnej manipulacji, nastepnie dodajg "zegarowo" juz sprawnie liczb?
danego zbioru i sporzadzajg tabele dodawania.Zauwazmy, ze definicja nie
jest symetryczna ze wzgledu na a i b J/a jest liczbg - stanem-, b -

liczbag operatorem/, zatem dodawanie "zegarowe" nie jest a priori z defi-
nicji przemienne. Uczniowie majag zbadaé¢ wszystkie wtasnosci tego dzia-
tania. Pierwszy naturalny etap - to obserwacja tabeli dodawania "zega-
rowego”. Konkretna analiza tej tabeli pozwala uczniom stwierdzi¢, ze do-
dawanie "zegarowe" jest przemienne i ze jego modulem jest liczba 12, ze
do kazdej liczby istnieje liczba przeciwna ze wzgledu na dodawanie ze-
garowe. 0 tym sie mozna byto jeszcze empirycznie przekonaé¢, wystarczyto
sie dobrze przyjrze¢ tabeli. He ta metoda praktycznie sawodzi, gpy trze-
ba rozstrzygnaé¢, czy dodawanie zegarowe jest tgczne. Jedyna mozliwosé
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- to rozuaowanie oparte na usSwiadomieniu sobie, ae suma zegarowa
(adp b)Be moze ré6zni¢ sie od sumy "zwyktej” (a + b) + ¢ tylko o na-

turalng wielokrotnos$¢ liczby 12, i podobnie, ze suma "zegarowe” agp(b© c)
moze r6zni¢ sie od sumy "zwyktej” a + (b * o) tez tylko 0 naturalna
wielokrotnosé¢ 12, skad xe wzgledu na tgcznos$¢ sumy "zwyktej" i poglado-

we okres$lenie "zegarowego” dodawania, uczniowie otrzymaja poprawny wnio-
sek. Zauwazmy, ze cho¢ uczen bedzie sie tu jeszcze w wyobrazni odwotywat
do zegara - nie rozporzadza bowiem takim $rodkiem jak rachunek kongru—
encji - jego rozumowanie bedzie niemniej na takim rachunku oparte, T 1-
stocie rzeczy udowodni, ze dodawanie modulo n jest tgczne dla dowol-
nego n /wystarczy bowiem tylko uzmienni¢ statg 12 w jego rozumowaniu,
aby to udowodnié/, bo to rozumowanie miato charakter pojeciowy, w prze-
ciwienstwie do empirycznego poszukiwania odpowiedzi na pytanie, czy do-
dawanie zegarowe jest przemienne. Teraz takze wtasnos$¢ przemiennosci na-
biera innego sensu, bo wyjasniono "powdéd” tego, co przedtem zauwazono,
stwierdzajagc symetryczno$¢ tabeli. Motywacjg dla przejscia od jednego do
drugiego sposobu mys$lenia jest konieczno$¢ zastosowania innego niz ma
nipulacja, obserwacja i badanie empiryczne sposobu poszukiwania odpo-
wiedzi na postawione pytanie.

Siedmioletnie dziecko rozwiazuje zadanie: ile dwupietrowych domkéw
mozesz zbudowaé¢ z klocké6w czerwonych i niebieskich, kiladac na jednym
klocku /parter/ drugi klocek /pietro/. Kie mozesz mie¢ dwéch domkoéw,kté-
re maja jednakowo pomalowane partery i pietra.

Maturalna droga, to konkretne budowanie domkéw z klockéw,odpowiedz
na postawione pytanie jest rezultatem manipulacji i obserwacji. Jezeli
dziecku nie damy klockéw, moze ono rozwigzaé zadanie manipulujgc na ich
zastepnikach symbolicznych /rysunek, litery, drzewa itp., rys. 7 a,b, ¢
lewa strona/. Hiezaleznie jednak od tego, jakimi przedmiotami sa te zastepniki,
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c/

jest to metoda wyczerpywania wszystkich, mozliwoséci przez kolejne mani-
pulacje. Jezeli sformutujemy podobny problem, dopuszczajgc trzy kolory
dla dwupietrowych domkéw, to dziecko moze zastosowaé te sama metode.Mo-
ze jednak tez juz tylko przedituzy¢é¢ swoje poprzednie rozwigzanie,tak,jak
to pokazuje prawa strona rysunku 7, co juz jest zaczatkiem rozumowania
pojeciowego, bo rekureneyjnego. Jezeli jednak zaproponujemy rozwigzanie
podobnego zadania dla dziewieciu koloréw, postepowanie manipulacyjne o-
kaze sie zbyt ucigzliwe /za duzo przypadkoéw/, rekurencja zbyt "rozcigg-
nieta", trzeba wiec sobie radzi¢ inaczej. Jak to obliczy¢ bez ukitadania
klockéw i bez rysowania drzewek? Ha ile koloréw mozna pomalowaé¢ parter?
Ha dziewie¢. Na ile koloréw mozna pomalowaé¢ pietro, gdy parter jest juz
pomalowany? Na dziewieé. Zatem wszystkich mozliwos$ci jest 9-9= 81. To
jest juz zupetnie inny proces mys$lenia niz manipulacja, nawet manipu-
lacja z zastosowaniem kodu literowego. To jest ujecie czysto pojeciowe,
mimo ze oparte na operacjach numerycznych. Wystarczy uzr jak w
poprzednim przypadku badania tabeli dodawania zegarowego, statag 9, aby
otrzymaé rozwigzanie ogélne, powtarzajgc formalnie rozumowanie przepro-
wadzone dla dziewieciu koloréw. To uogdlnienie nie moze by¢ jeszcze na
najnizszym poziomie matematycznych doswiadczen dziecka sformutowane wzo-
rem literowym, ale zostato ono juz w mysli dziecka dokonane bez tej for-
m alizacji. Nasz maty uczen odpowiada poprawnie i wyjasnia swag odpowiedz
ze zrozumieniem, gdy mu dajemy analogiczne pytanie ze zmiang ilos$ci ko-
lorow.

Przyktady zadan "o rozdawaniu kluczy", o "dodawaniu zegarowym", o
"malowaniu domkéw" ilustrujg rézne "stopnie skonczonosci zbioréw" istnie-
jace dla os6b rozwigzujagcych zadania odnoszace sie do skohczonych mode-
li. Matematyka dzieli zbiory na skoriczone i nieskoriczone. Psychologicz-
nie i z punktu widzenia praktyki zbiory skorficzone dzielg sie na takie,
a ktérych jest jeszcze mozliwa praktycznie manipulacja za pomoca kon-
kretnych czynnos$ci wykonywanych na materialnych przedmiotach, czy ich
graficznych lub innych zastepnikach i takie, gdzie taka manipulacja by-
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taby bardzo trudna, czasochtonna dla cztowieka. Moze jg wykonaé maszy-
na. Cztowiek musi sobie w takich przypadkach radzi¢ pojeciowym ujeciem.

Jezeli ucznia zapytamy, ile ma przekatnych pieciokat, moze wykonaé
rysunek i przekatne policzy¢. Jezeli zapytamy, ile przekagtnych ma wie-
lokgt ¢ stu bokach, musi szuka¢ odpowiedzi na innej drodze.Ta droga nie
rézni sie istotnie od tej, na ktérej szukaitby on odpowiedzi na posta-
wione pytanie o przekatne n-kagta. Ale dla jedenastoletniego ucznia py-
tanie o przekatne stukata ré6zni sie od obu pozostatych pytan. Zmusza go
ono do zastosowania strategii pojeciowej tak bardzo réznej od strategii
manipulacji, cho¢ mogacej byé wynikiem interioryzacji tej ostatniej,
ale zawiera element konkretnoséci, ktérego nie ma juz pytanie o przekat-
ne n-kata. Skonczony model z danymi numerycznymi,ale tak duzymi, ze ma-
nipulacja jest juz niemozliwa, moze stanowi¢ pomost miedzy mysleniem o-
partya na obserwacji i postepowaniu empirycznym a rozumowaniem czysto
pojeciowym.

Problemy dyskretne, numeryczne, problemy odnoszace sie do skonhczo-
nycn struktur stanowiag, dzi$ bardzo wazng cze$¢ matematycznej problema-
tyki. Znaczenie tej problematyki stale wzrasta ze wzgledu na role skon-
czonych struktur w zastosowaniach matematyki, ze wzgledu na rozszerza-
jaca sie interwencje maszyn matematycznych w rozwigzywaniu zagadnien z
réznych dziedzin. Z tego punktu widzenia naiwne jeszcze, manipulacyjne
metody rozwiazywania takich zadah przez miodszych uczniéw i bardziej sub-
telne, bardziej skomplikowane, dostepne juz starszym uczniom, strategie

badania skonczonych modeli matematycznych struktur i stosowania takich
sttdfeli powinny 3ie dzi$ znaleZ¢ w centrum uwagi dydaktykéw matematyki.
Chodzi jednak 0 to, by od poczatku, rozwija¢ takze strategie i metody

pojeciowe, Odbierajagc odpowiednio zadania, "przedtuzajgc" zadania juz
rozwigzane manipulacyjnie, UESienniajac state numeryczng zmieniajgc "sto-
pien skonczonos$n!" rozwazanych zbioréw.

77 cytowanym na stronie 2 artykule M. Gnedenko protestuje przeciw zu-
bozaniu matematycznego myslenia uczniéw, wynikajgcego z jednostronnos-
ci metodologicznej stawianych mu zadan. O tym trzeba pamietaé¢ przy tak
modnym obecnie w dydaktyce datematyki zwrocie do "ministruktur”, to jest
do zadan zwigzanych z modOItAL skonczonych matematycznych struktur, kt6-
re uczen moze rozwigzywac¢ aanipsilacyjnie.
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Zofia Krygowska

PEDAGOGICAL ROLE OF FINITE AND CONCRETE MODEL OF MATHEMATICAL APUMTTremrK

In the article a finite and concrete model of a mathematical stru-
cture is called a system of sets and relations defined on those sets,
being a model for the given structure and such that cardinal numbers of
those sets are presented to the .student by means of figures and are pra-
ctically "small", while the relations are defined in a way enabling him
to solve problems connected with structural properties of the model by
direct manipulations with elements of the sets or their subsets, which
makes him step by step conscious of the structure. Modern didactics of
mathematics emphasizes more and more such models as means of transition
from the concrete to the abstract, natural for the student, /algebraic
and order structures, combinatorics, combinatorial topology, metric spa-
ces etc./. The role of such models, in opinion of didacticians advoca-
ting their use in teaching, consists in that the student can reason
quite precisely, perform investigation and, in particular, prove theorems
by concrete, manipulative exhaustion of finite and accessible for ma
nipulations number of cases, without necessity to deal with abstract
conceptual classes and general inferences. But it is the lack of . this
necessity that arouses reservation, for it limits forms of student’s ma-
thematical thinking and often keeps them on the stage of purely empiri-
cal investigation.

On the grounds of some typical examples, forms of student’'s acti-
vities both those that are being developed in the course of his explo-
ration of a finite and concrete model and those that are not, are dis-
cussed in the article. Also the heuristic role of such a model in fin-
ding solution of a more general problem is presented, as well as the
role of models for transition from the concrete to the abstract, such
that although finite are of such a great cardinal number that "manipu-
lative" investigation is no longer possible for the student and natural-
ly suggests the necessity of conceptual thinking using general inferen-
cies. In particular the method of generalisation by variation of con-
stants, natural for the student, is discussed. The article includes so-
me didactic implications, in particular it emphasizes the general prin-
ciple, often passed by in evaluation of a didactic experiment that con-
sists in veryfying new means of transition to mathematical abstraction,
namely the following principles all such means should be investigated
not only in view of their advantages but also in view of what they can-
not give or of what is lost by using them.



64 ZOFIA KHIGOWSKA

Jogus Kpuroscka

VYELR PONb KOHEYHNX I KORKPETHHX WOAENEN WATENATUYECKHX CTPYKTYP
Tepunh "* KOHEYHAA W KOHKPETHA® WORENb NaTewaTHyeckod cTpykTyps"™™ no-
HAWAETCA aBTOPON KAk CACTENA NHOKECTB & Pensuuii, Kacaouuxcs 3Tux WHO-
KeCTB, KOTOPAA ABAALTCA NOLEAbO LAHHOW CTPYKTYPH, NPUYEH KapiuHanohue
YUCNA WHOKECTB ZaKTCH y4auuNcs HyNepHywo M ABAANTCA npakTuyeckn "'ia-
MUNU™, & Penaluu onpefencHy Takuu o6pasow, 4To ywauwica cnocobew,Henoc-
DEACTBEHHO NAHUNYAUPYS ONEHEHTANN 3TUX WHOKECTB WAU NOANHOKECTB, WA Xe
WX CHNBONANA, peuaTh 3afayd,CBA3AHHHE CO CTPYKTYDPHHMN OCOOEHHOCTANM WO-
Lenu, NOCTENEHHO 0CO3HABAA €e CTPYyKTypy. COBPENEHHAS WETOLMKE OByyeHus
Natewatuke Bce B 6ONbUEH CTeNnewu BHABUTAET Takue HOZeNd B KayecTse
CPEACTB ECTECTBEHHOTO A4 yyaluxcsd Nepexofa 0T KOWKPETHOro K abcrpak-
THOWY /anrefpauyeckue w NOPALKOBHE CTPYKTYpH, KOMWOGWHATOpUKA, KOMOUHATE-
puyeckas TononoruA, wetpuka w T. n./. Ponb Takux wogened, cornacHo we-
TOLUCTAN, Nponarangupyownn wx npuueHenue 8 yyeOnon npoyecce, cocTout o
TON, 4TO yyauwicsd cnocoben paccyxgaTb TOYHO, NPOBOLUTL MCCAELOBAHAR, B
YaCTHOCTH LOKA3HBATL TEOPENH, WCYEPNHBAR WAHUNYAALUONKNN cnocobON  BOE
CAyyal B KOWEYHON M LOCTYNHOM MAHWNYNALWW KONWYECTBE, 6e3 HeobxozumocTtw
ONepUPOBAKNA AOCTPAKTHANN NOKATHIHUN KNACCANN W OBWNNU  HHOEpEHLARUN,
OTCyTCTBUE 3TOM HEOOXOZUNOCTH BH3HBAELT OQHAKO HEKOTOPHE ONACEHHA, Tak
Kak Orpanuyngaer QOpNY WATEHATUYECKOTO WHUMEHUA YYALETOCA U CBOLAT HX K
YPOBHO SNNUPHYECKOTO UCCNELOBAKUA.

B cTatbe - Ha OCHOBAHMM AHANN3A HECKOMbKUX THMUYHHX NpANEpPOB- pac-
CHATPABANTCA QOPNY AKTHBHOCTW, PasBuBaeMue U HE PA3BUBAENHE MCCAEL0BA-
HUew yyaunxca KOHEYHOR w KoHkpeTHOW wogenn. O6cyxgaeTcq Takie  yyebHas
PONL TAKOW MOgenw B nouckax peuehus Gonee oBued 3agayw u ponb,Kakyw ur-
PanT B NEPEXOAE OT KOHKPETHOTO K a0CTPAKTHOMY KOWEYHUE WOLEnd, Muenuue
CTONb KPYMHue KAapAuwanbHue yucaa, 410 "' MAKUNyAALMOHHOE'™ MCCNejoBaKue y-
YaUWNNCH HEBOBWOKHO M BO3HUKAET €CTECTBEHHAA HEOOXOZANOCTL MOHATHIEHOIO
PACCYNZEHUS C npuuenernen obunx wrbepenyui. B yacTHOCTH B CTaTbe  pac-
CHATPUBAGTCA NETOL 0606LUEHUA NyTeN ECTECTBEHHOTO AR y4aLerocs Bapbhpo-
BaHAA KOHCTAWT. B cTartbe COJEpPKATCA HEKOTOPHE AWZAKTHYECKAE BHBOLH; B
YACTHOCTH NORYepKMBALTCA 06U NpuHLUN, 38Y4aCTYO UTHOPUDYENHT B OUEHKE
PE3YNbTATOB YYEOHOTO 3KCMEPUNEHTA, 32aKMOYAKLETOCA B BEPUOUKALUA  HOBHX
CPELCTB MEpexoga K WaTemarTuyeckouy abcTparuposakin, & WNEHHO MpUHLMD
Y70 N060E CPELCTBO ZONKHO UCCNELOBATHCA HE TONbKO C TOYKM 3PeHUA TOTO,
Y70 OHO JaET, HO M C TOYKM 3pEHAR TOTO, YTO OHO [ATb HE WOKET W YTO yT-
PaYNBAELTCA B PE3YAbTATE €r0 NPUNEHEHNA.



