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1. Wstep

Badania dotyczace niepowodzen studentéw na | roku studiéw pokazu-
ja, ze odpad i odsiew jest spowodowany w duzej mierze nie tylko niedo-
statecznym przygotowaniem merytorycznym wyniesionym ze szkoty Sredniej,
ale takze trudnos$ciami tzw. "progu dydaktycznego" wystepujacego przy
przechodzeniu od metod nauczania w szkole $redniej do studiowania w szko-
le wyzszej oraz "progu wychowawczego", objawiajacego sie wchodzeniem w
nowe warunki zycia i pracy. Podkres$la sie przy tym, ze system selekcji
i rekrutacji kandydatéw na | rok studiéw ma niematy? wplyw na przebieg i
powodzenie na studiach.

Masowy zasieg szkolnictwa w Polsce wymaga ogromnej wysoko wyspecja-
lizowanej kadry nauczycieli. Musimy ksztatci¢ szerokie ich rzesze nie-
zaleznie od dobrej czy stabej jakos$ciowo rekrutacji. Ta rekrutacja na
nauczycielski kierunek matematyki byta w ciggu wielu lat z wielu przy-

czyn ilosciowo i jakosSciowo bardzo niezadowalajgca. Powstata potrzeba
ulepszenia metod selekcji oraz zbadania, czy jest mozliwe zniwelowanie
"progu”, uzupetnienie brakéw merytorycznych i tym samym zmniejszenie

dos$¢ wysokiego /w latach poprzedzajgcych moje badania odpad i odsiew wy
nosit okoto 35%/ odpadu i odsiewu na | roku przez zastosowanie odpowied-
nich zabiegéw dydaktycznych. Chodzito przede wszystkim, w tym niekorzy-
stnym dla rekrutacji do zawodu nauczyciela matematyki okresie, o urato-
wanie dla polskiej szkoty jednostek, ktére mimo stabego startu miaty
szanse przy odpowiedniej opiece przezwyciezy¢ poczatkowe trudnosci i u-
konczy¢ w normalnym czasie studia. Przy tradycyjnej metodyce pracy ze
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studentami pierwszego roku takie jednostki, czesto przygotowane Zle w

szkole $redniej, ale nie pozbawione wystarczajacych zdolnoéci i matema-
tycznych i pedagogicznych, musialy szybko ze studiéw rezygnowaé, a w
szkotach s$Srednich ciggle byto za malo kwalifikowanych nauczycieli ma
tem atyki.

W roku 1968 przeprowadzono w WSP w Krakowie egzamin wstepny w spo-
s6b eksperymentalny; eksperyment ten zastosowano takze w latach nastep-
nych. Egzamin trwat 9 dni i obejmowal materiat przewidziany programem
matematyki i fizyki w szkole $redniej oraz dodatkowo wiadomosci z mate-
matyki, nie objete tym programem, ktéorym poswiecono w ciggu tych 9 dni
wyktady i ¢éwiczenia /prowadzono je na poziomie szkotly wyzszej/. Zajecia

z matematyki i fizyki "szkolnej" prowadzono w formie tradycyjnych ¢wi-
czen, sprawdzajac wiadomoséci i uzdolnienia kandydatéw na wczes$niej opa-
nowanym m ateriale; zajecia z matematyki "pozaszkolnej" sprawdzaty prze-

de wszystkim uzdolnienia na nowym materiale. Wtrakcie egzaminu prze-
prowadzono takze tradycyjny egzamin pisemny. Egzamin eksperymentalny
stworzyt mozliwoéé - w stopniu wiekszym niz egzamin tradycyjny - elimi-
nacji kandydatéw, ktérzy nie wykazywali dostatecznych uzdolniern matema-
tycznych. Niestety, bardzo stabej rekrutacji nie mogta w sposéb decydu-
jacy "naprawi¢" nawet tak wnikliwa selekcja.

Od czasu przeprowadzenia eksperymentu sytuacja zmienita sie nalep-
sze zaréwno ze wzgledu na reforme programu matematyki w szkole $red-
niej, jak i ze wzgledu na stale polepszajaca sie rekrutacje na kierunek
matematyki w WSP. Niemniej problem progu dydaktycznego i wychowawczego
na | roku studiébw pozostaje w dalszym ciggu aktualny; ciggle jeszcze
start miodziezy na studia nie jest wyréwnany, poniewaz sa ogromne r@z-
nice miedzy poziomami nauczania matematyki w szkotach $rednich.

Pierwszy semestr studiéw powinien by¢ w duzej mierze semestrem se-
lekcyjnym. Trzeba jednak sprecyzowaé¢,na czym ma ta selekcja polegac.We-
dtug jednej koncepcji ma byé to semestr szczeg6lnie "twardy", a wiec u-
kierunkowany tylko na eliminacje; natomiast w koncepcji, ktéra znajdo-
wata sie u podstaw mych badan, w okresie selekcji powinno nastgpi¢ zni-
welowanie réznic startu przez odpowiednig metodyke pracy ze studentami
w tym okresie. Ci, dla ktéorych pomoc w pokonaniu progu okazuje sie nie-
wystarczajgca, musza ze studibw matematycznych zrezygnowaé. Ci za$, kté-
rzy dzieki tej pomocy pokonajg pierwsze trudnoséci, maja szanse dalsze-
go studiowania z pozytywnym wynikiem. Sadze wiec, ze problem takiej po-
mocy jest nadal aktualny i jednag z jej mozliwych i wyeksperymentowanych
form przedstawiam w tym artykule.

Rozprawa ta, jak juz zaznaczylem, jest rezultatem poszukiwania ta-
kiej formy pracy ze studentami | roku, ktéra utatwitaby imw tym okresie
aklimatyzacje w szkole wyzszej, wptyneta na obnizenie odpadu i odsiewu
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przesz stworzenie mozliwoséci pokonania trudnosci, z jakimi spotyka sie
mtodziez | roku studiéw matematycznych.. Celem badan byto wypracowanie
tej formy pracy ze studentami 1 roku oraz pierwsza weryfikacja jej przy-
datnosci w praktyce.

2. Scharakteryzowanie eksperymentowanej formy organizacji za.ie¢

Badania eksperymentalne przeprowadzono w latach 1967/68 /badania
wstepne/, 1968/69 /eksperyment wtasciwy/ na | roku matematyki WSP w Kra-
kowie w ramach ¢éwiczen z analizy matematycznej.

Eksperymentowana forma prowadzenia zaje¢ z analizy matematycznej
stanowi prébe syntezy réznych metod nauczania; wykorzystuje sie w niej
wszystkie walory kierujacej funkcji nauczyoiela i indywidualnej pracy
studenta. Polega ona na:

1° systematycznym, planowym organizowaniu pracy indywidualnej stu-
dentéw przy pomocy odpowiednio dla nich opracowanych materiatéw, ktore
w dalszym ciggu bede nazywat "Programem®,

2° prowadzeniu ¢wiczen audytoryjnych metoda dyskusyjng, bez oceny
odpowiedzi ustnych studentéw,

3° pisemnej okresowej kontroli z oceng wynikbw nauczania.

Pierwsze zapoznanie sie studenta z danym fragmentem teorii naste-
powato na wyktadzie. Po otrzymaniu czes$ci "Programuj odnoszacej sie do
omawianej na wyktadzie partii materiatu,student rozpoczynat prace - juz
poza zajeciami - z "Programem". Na wstepie powinien byt on przypomnieé
sobie te wiadomosci z wyktadu,wzglednie z zalecanej lektury Aonstruk-
cja materiatow tego wymagata/, ktére bedzie indywidualnie opracowywat.
Po wykorzystaniu "Programu” student, jezeli chciat lub uwazal za potrzeb-
ne, rozwiagzywat dodatkowe ¢éwiczenia umieszczone w omawianych materiatach.

Dalszy etap pracy nad przyswojeniem materiatu nastepowat na naj-
blizszych ¢éwiczeniach audytoryjnych. Na ¢éwiczeniach tych dyskutowano nad
problemami zwigzanymi z opracowanym materiatem, rozwigzywano trudniej-
sze zadania z "Programu", wyjasniano na zyczenie studentéw pewne zagad-
nienia oraz rozwigzywano nowe problemy formutowane czesto przez samych
studentow.

Po ¢éwiczeniach audytoryjnych student miat mozliwo$¢ ponownego przej-
rzenia danej partii materiatu, usuniecia ewentualnych luk w wiadomos-
ciach, rozwigzania dodatkowychlzadan,wzglednie teoretycznego pogiebie-
nia wiadomosci z wykorzystaniem dodatkowej literatury.

Caty ten cykl przygotowan konczyto zadanie kontrolne pisane podsci-
stym dozorem w ramach ¢éwiczen. Omoéwienie i poprawa zadania kontrolnego
nastepowata na nastepnych ¢éwiczeniach audytoryjnych.
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Eksperymentowana forma organizowania zaje¢ jest wiec. potaczeniem
nauczania programowanego, nhauczania podajgacego, nauczania problemowego,
pracy z podrecznikiem oraz metody dyskusyjnej.

Teksty bedace podstawg samodzielnej pracy studentéw przypominajg w
formie zewnetrznej podrecznik programowany. Materiat zawarty w "Progra-
mie" jest roztozony na cigg powiagzanych ze sobg logicznie, merytorycz-
nie i dydaktycznie, w wiekszosci dos¢ obszernych, porcji /kadréw/ infor-
macji; kazda informacja konczy sie pytaniem, na ktére student ma odpo-
wiedzieé¢, lub zawiera luke, ktérag ma uzupetni¢. Materiatu "zaprogramo-
wanego” nie poddano drobiazgowej atomizacji z nastepujacych powodéw; stu-
dent z wiekszos$cig wiadomosci zapoznaje sie juz na wyktadzie, "Program”
je jedynie przypomina /rozdrobnienie wiadomosci w tym przypadku ograni-
czatloby aktywnos$é¢ czytelnika/; przygotowane teksty majag utatwi¢ nie bez-
mysélne "wkuwanie”, ale aktywne przyswajanie wiedzy potgczone z samodziel-
nym przedzieraniem sie przez napotykane trudnoéci; systematyczne pod-
noszenie poziomu naukowego studentéw oraz przygotowanie ich do samodziel-
nego studiowania tekstu wymaga, aby kadry byly obszerniejsze.

Liczba ¢wiczen nastepujgcych po kadrze informacyjnym w "Programie”
jest dos¢ duza; majg one wystarczy¢ do aktywnego przyswojenia opracowy-
wanego pojecia, twierdzenia, dowodu, metody rozwigzywania pewnych prob-
leméw oraz wyksztatcenia pewnych sprawnosci.

"Program" konstruowano tak, aby systematycznie i. stopniowo wprowa-
dza¢ studentow w samodzielne studiowanie tekstu matematycznego. Zwiek-
szanie samodzielnos$ci studentéw przy studiowaniu "Programu" wywolywa-
no dwoma sposobami. Jeden zwigzany jest z programowaniem rozwigzywania
danego typu zadan; pierwsze kadry odnoszgce sie do zadan danego typu za-
wierajg niewiele luk i bardzo duzo wskazéwek, w kazdej nastepnej ramce
liczba luk sie zwieksza, wskazéwki zanikajg. Ostatni kadr - z danej se-
rii - obejmuje juz tylko sam temat zadania. Student zmuszony jest wiec
do coraz bardziej samodzielnego uczenia sie.

Drugi spos6b odnosi sie do zwiekszenia samodzielnoséci przy studio-
waniu kolejnych czes$ci "Programu". Pierwsze czeéci sg dos$¢ obszerne, za-
wierajg wiele zadan zaprogramowanych szczeg6towo, koncowe - na ogo6t jed-
no zadanie rozwigzane szczegétowo, a pozostate kadry obejmujg tylko te-
maty zadan podobnego typu z nikiymi wskazéwkami. W kolejnych partiach
"Programu" maleje takze liczba ¢éwiczen do nadobowigzkowego rozwigzania.
Czytelnik w sposéb systematyczny odsytany jest coraz cze$ciej do wuzu-
petniajacej literatury.

"Program"” nie jest w $cistym znaczeniu podrecznikiem programowanym,
gdyz:

1. dla studenta stanowi on tylko rusztowanie, na ktéorym opiera sie
jego indywidualna praca; korzystajac przy tym z lektury student dobiera
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materiat uzupetniajagcy i ¢éwiczenia; podrecznik klasyczny nie zostaje wy-
eliminowany, ale jest niezbedny przy takim sposobie zdobywania wiedzy,

2. podstawowe informacje zdobywa student na wyktadzie, tu one zo-
stajg doktadnie opracowane,

3. nauczyciel /prowadzacy zajecial/ stuzy radg i pomoca, prowadzi dy-
skusje na zajeciach audytoryjnych.

Od podrecznika konwencjonalnego "Program" rézni sie tym, ze:

1. wiadomosci podawane sg w formie utatwionej; porcje informacji
rozpracowane, rozdrobnione z licznymi uwagami dydaktycznymi,

2. ¢wiczenia i zadania czesto stanowig wprowadzenie w teorie wprze-
ciwienstwie do zadan w klasycznych podrecznikach, ktére raczej spraw-
dzajg lub utrwalajg poznane juz wiadomosci teoretyczne,

3. proces uczenia sie oparty jest na ustawicznym wzmacnianiu czyn-
nos$ci dydaktycznych ucznia. Pracujac wg "Programu" uczacy stale podle-
ga kontroli,

4. "Program" obejmuje uwagi dydaktyczne wutatwiajgce przyswajanie
tresci oraz nabywanie umiejetnoéci analizowania tekstu matematycznego.

Niestety, tak wyktad jak i podrecznik, czy to programowany czy konwen-
cjonalny, nie utatwiajg ksztalcenia umiejetnosci "wysuwania” nowych za-
gadnien. Duze walory z tych wzgledéw ma metoda dyskusyjna, przy ktorej
w grupie pod kierunkiem nauczyciela studenci opracowujg rézne zagadnie-
nia merytoryczne i dydaktyczne, uczg sie dostrzegania i formutowania
probleméw; w toku dyskusji mozna oméwi¢ warto$¢ poszczegélnych rozwig-
zan ze wzgledu na ekonomie pracy, oryginalnos$é, estetyke, tatwos$é zapa-
mietania i przejrzysto$¢ toku rozumowania.

Aby zacheci¢ studentéw do swobodnego wypowiadania sie na ¢éwicze-
niach audytoryjnych, nie oceniano ich odpowiedzi. Doswiadczenie bowiem
pokazuje, ze rygory oceny wpiywajg na to, ze studenci niechetnie zgta-
szajg wtasne problemy do rozwiazywania, badZ propozycje wtasnych rozwia-
zan danych probleméw. Ten aspekt éwiczen audytoryjnych, a wiec i bada-
nej metody jest niewatpliwie istotny w poczatkach nauki na studiach.

Trzecia cze$¢ eksperymentowanego cyklu zajeé¢ ze studentami poswie-
cona jest kontroli i ocenie wynikbw nauczania. Kontrole uwaza sie zain-
tegralng czes$¢ tej formy pracy. Stata i wnikliwa kontrola i samokontro-
la przy studiowaniu matematyki, ze wzgledu na strukture tej dziedziny
wiedzy, jest nieodzownym elementem procesu uczenia sie.

Eksperymentowana forma pracy studentéw obejmuje kontrole w toku:

1. ich samodzielnej pracy - jest to “samokontrola; umozliwia
"Program?",

ia
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2. zaje¢ audytoryjnych /kontrola biezgca postepéw studentéw w toku
rozwigzywania przez nich zadan oraz analize ich pytan i odpowiedzi w
dyskusji wgrupiel/,

3. rozwigzywania zadan kontrolnych przez studentéw Aontrola czast-
kowa - w ciggu semestru, kontrola koncowa - pod koniec semestru/. Wtym
przypadku kontrola jest potgczona z ocenag i obejmuje sprawdziany pisem-
ne rozwigzywane pod koniec opracowanego fragmentu materiatu lub opraco-
wanego dziatu programu oraz egzamin ustny, po drugim semestrze nauki.

W grupie kontrolnej zajecia prowadzono metoda "zwyczajowg" polega-
jaca nas

1. samodzielnym przygotowywaniu sie studentéw do ¢éwiczen przez roz-
wigzywanie zadan z wykorzystaniem dostepnej literatury /notatki z wy-
ktadéw, podreczniki, zbiory zadan/,

2. rozwigzywaniu przygotowywanych poprzednio przez studentéw zadan
w obecnosci catej grupy i prowadzacego ¢wiczenia - przy czym odpowiedzi
te byly oceniane,

3. okresowej kontroli i ocenie wynikbw nauczania W zadaniach kon-

trolnych.

3. Cele eksperymentu

Celem eksperymentu byto:
1. wypracowanie metodyki zdefiniowanej wyzej formy organizowania
pracy samodzielnej studentéw,

2. przygotowania materiatléw oraz sformutowanie zasad dydaktycznych
budowy materiatéw stanowigcych podstawe organizowania pracy samodziel-
nej studentow,

3. weryfikacja tych teoretycznych zatozenn w toku naturalnego ekspe-

rymentu.

W szczegdblnoséci chodzito o zbadanie, czy eksperymentowana forma
organizowania pracy samodzielnej studentéw stabszych w ramach ¢wiczen i
poza éwiczeniami pozwala:

1. zmniejszy¢ trudnoéci zwigzane z pokonywaniem "progu”,

2. uzyskaé¢ lepsze wyniki od tych, jakie uzyskuje sie przy metodzie
zwyczajowej,

3. zaktywizowaé¢ udziat w ¢éwiczeniach kazdego studenta, bez wzgledu
na jego poziom naukowy, zwiekszajgo przez to stopien jego zainteresowa-
nia przedmiotem,

n. usuwaé¢ luki w wiadomosciach studentéw powstate z przyczyn obiek-

tywnych,
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5. podnie$¢ poziom naukowy studenta przez opanowanie wiekszej
cji wiedzy, lepiej wiadomosci wigza¢ i utrwalag,

6* skuteczniej, gtebiej przystraja¢ opracowanel ,ojecia,

7. uczy¢ analizowania tekstu matematycznego,

8. uczy¢ rozwiazywania probleméw oraz poprawnego opisu rozwigzywa-
nych zadan precyzyjnym jezykiem matematycznym,

9« ograniczyé¢ liczbe btedéw przy rozwigzywaniu zadan.

Dla obiektywnego okres$lenia rezultatow eksperymentu poréwnuje wy-
niki osiggniete przez dwie réwnowazne grupy: eksperymentalng /E/ i kon-
trolng /K/ tego samego | roku i tej samej uczelni. Réwnowaznos$¢ grup u-
stalono dobierajgc do kazdego studenta jednej grupy "“réwnowaznego" nu
studenta drugiej grupy wedtug okreélonych kryteriéw poziomu przygotowa-
nia opartych na wynikach nauki w szkole $redniej i wczasie egzaminu
wstepnego. Obie grupy stuchaty tego samego wyktadowcy: grupe ekspery-
mentalng prowadzit autor artykutu, grupe kontrolng - pracownik naukowy
uczelni, majacy bardzo duze doswiadczenie dydaktyczne i w wiekszym stop-
niu wyspecjalizowany w tematyce ¢éwiczen niz autor artykutu. Zaktadajac
rownowazno$¢ tak utworzonych grup mozna przyjaé, ze ewentualne réznice
rezultatéw nauczania w tych grupach okazg sie konsekwencjg réznych me-
tod nauczania.

V szczegd6lnos$ci etatystycznie poréwnuje:

1. liczby studentéw grupy | i i, ktérzy zaliczyli semestr I i I,
2. wyniki zadan kontrolnych,
3. czestotliwos$¢é i typy popeinianych btedow.

Na podstawie analizy statystycznej doktadniej poréwnuje:

1. wplyw dwoéch form pracy studentéw na pokonanie "progu",
umiejetno$é czytania tekstu matematycznego w grupach | i I,
umiejetno$é rozwigzywania probleméw i okreslonych typéw zadah

przez studentéw grup | i I.

Eksperyment witasciwy przeprowadzono w roku akad. 1968/69 na | roku
matematyki WSP w Krakowie w ramach ¢éwiczeh z analizy matematycznej. Za-
jecia /3 godziny ¢wiczen tygodniowo w dwoéch terminach, 3 godziny wykla-
du/ w obu badawczych grupach odbywaly sie w tym samym czasie. Tematyke
zaje¢ prowadzacy szczeg6towo uzgadniali miedzy sobg tak,ze czesto w obu
grupach rozwigzywano te same zadania. Tematy zadan kontrolnych dla obu
grup byty identyczne, zadania te rozwigzywano w tym samym czasie. Bada-
ni byli absolwentami szkoty Sredniej, w ktérej nauczanie matematyki od-
bywato sie jeszcze wedtug tradycyjnych programoéw.

por-
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4. Analiza "Programoéwl ije’rDi.O\?ch. przez studentéw

Przeglgdajgc - nawet pobieznie - teksty, z ktdrymi pracowali stu-
denci, mozna zauwazyé¢ dos$¢ sporg liczbe zupeitnie nie wypetnionych kadréw.
Ilo$§¢ tych kadrow zwieksza sie stopniowo, poczgwszy od Il cze$ci "Pro-
gramu”. U réznych studentéw proces ten sie zaczyna w réznych miejscach;
przy konhcu kursu zaden ze studentéw nie wypetnit ostatnich ramek. | tak
w czeéciach od | do Il-1 studenci przewaznie nie wypetniali tych kad-
row, ktérych nie umieli samodzielnie wypetni¢, natomiast w dalszych cze-
§ciach w wiekszosci wykorzystywano tylko te ramki, ktérych wypetnianie
wydawato sie studentom szczegdlnie przydatne dla przyswojenia materia-
tu; w pierwszym semestrze nie wypeinione kadry byty z reguty zgtaszane do
omoéwienia, w drugim semestrze studenci interesowali sie bardziej zada-
niami podanymi na kohcu zeszytu niz samym "Programem®.

Stopniowo w kolejnych czeéciach "Programu" /"Program" obejmuje dwa-
dziescia czeéci/ daje sie zauwazyé, ze te ramki, ktére bezposérednio for-
mutujg nowe zagadnienia, podaja schemat rozwigzywania zadan danego ty-
pu, wprowadzajg charakterystyczne wtasnosci pojeé, ¢wiczenia pierwsze z
danej serii ¢wiczen sg szczeg6lnie doktadnie wypeiniane, natomiast kad-
ry ¢wiczace oraz poswiecone utrwalaniu wprowadzonych tres$ci nie wszyscy
studenci uzupetniajg.

Dla niektérych studentéw rozwigzanie zadania stanowi punkt wyjscia
do "przedtuzania" problemu; student nie zadowala sie podanym rozwigza-
niem, szuka innych, a nawet formutuje podobny problem. Czasem wtasnie
chodzito o to. aby zadanie sprowokowato czytelnika, aby podany problem
go zainteresowat i aby wtedy samodzielnie - nie prowadzony - zrobit dal-
szy krok zostawiajgc na boku "Program". Ten cel zostat u niektérych stu-
dentéw osiggniety.

Przegladajac, wypetnione teksty mozna zauwazyé¢, ze dla znacznej cze-
§ci studentéw "Program" stanowit tylko schemat organizacji uczenia sie;
spotyka sie na arkuszach "Programu" uzupetnienia, podkres$lenia wazniej-
szych twierdzen oraz charakterystyczne wtasnoséci poje¢ wyréznione gra-
ficznie. Organizujgc proces uczenia sie student wybiera sam do opraco-
wania te zadania, ktoére sg konieczne dla przyswojenia danej partii ma
teriatu; niektére kadry utrwalajgce opuszcza, natomiast inne uzupetnia
bardzo doktadnie. Dla wielu studentéw /szczegd6lnie poczatkowo/ ten su-
biektywny wybér zadan okazywat sie zawodny, o czym przekonywali sie roz-
wigzujgc ¢wiczenia kontrolne zamieszczone na koncu opracowywanego zeszy-
tu "Programu".

W wyniku przeprowadzonej analizy wypetnionych przez studentéw "Pro-
graméw" mozna sformutowaé kilka wnioskéw rzucajacych pozytywne $wiatto na
eksperymentowang forme prowadzenia zaje¢ i praktyczna warto$¢ materia-
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t6w. Moze wydaé¢ sie to paradoksem, ale wtasnie zwiekszajgca sie liczba
kadréw nie wypetnionych przemawia za ta forma Organizacji procesu uczenia
sie oraz za wspomnianymi materiatami; studenci stopniowo wykazuja coraz
wiekszg samodzielno$¢, zaczynajg powoli sami kierowaé¢ procesem uczenia
sie, "Program" zaczyna wyznacza¢ jedynie plan pracy i umozliwia jej kon-
trole. Po pierwszym semestrze nauki "Program" staje sie coraz mniej po-
trzebny, studenci zaczynajg go odrzucaé¢. | wtasnie dobrze, ze odrzuca-
ja, bowiem swa role najwidoczniej spetnit: przygotowat ich do samodziel-
nego studiowania.

"Programu” nie starano sie skonstruowaé¢ tak, aby student uzupeinia-
jac ramki nie mogt popetni¢ btedu, ale biad miat ty¢ dla wuczacego sie
sygnatem, ze danego pojecia jeszcze sobie nie przyswoit, ze twierdzenia,
czy metody jeszcze operatywnie, nie opanowatmiat by¢ bodzcem do ponow-
nego rozwiazania zadania, do skorygowania,czy uzupeinienia wiadomosci.
Niemniej przeglad popetnionych - przy wypetnianiu "Programu" - btedéw
Atoérych jest zresztg niewiele/ pokazuje, ktére zagadnienia i ktére kad-
ry wymagaja jeszcze bardziej szczegétowego rozpracowania, zilustrowania
przyktadem lub kontrprzyktadem.

5. Wypowiedzi studentéw o badanej formie organizowania zaje¢

Celem wysondowania opinii studentéw o badanej formie organizowania
zaje¢ przeprowadzono dwie anonimowe ankiety.

Wielu studentéw uznaje zalety eksperymentowanej formy pracy raczej
w pierwszym semestrze nauki. Do najbardziej charakterystycznych zalet za-
liczajg oni: utatwienie organizacji czasu i pracy, podkres$lajac przy tym,
ze praca z "Programem" skitania ich do systematycznego uczenia sie; utat-
wienie dobrego zrozumienia i gtebszego przyswojenia materiatu; uczenie
ich korzystania z podrecznika i studiowania lektury matematycznej.

Bardzo wysoko badani oceniaja zwigzane z samodzielng praca z "Pro-
gramem"” ¢wiczenia audytoryjne, na ktérych jest "wieksza mozliwo$¢ zada-
wania pytan dotyczacych wyktadéw", "wiecej czasu pozostaje na wnikliwg
analize tematu, bo studenci sga juz do tej analizy przygotowani; stwier-
dzajg, ze "ten sposéb prowadzenia ¢wiczen jest najkorzystniejszy dla stu-
dentéow", przy czym odbywa sie "bez obcigzenia psychicznego"”.

Wwielu ankietach obu grup znajduja sie uwagi dotyczace metod pro-
wadzenia zaje¢. Studenci opowiadajg sie za bardziej urozmaiconymi meto-
dami, dostrzegajg potrzebe uczenia ich, jak sie maja uczyé. Sadza, ze
nalezatoby czes$ciej dyskutowaé¢ na tematy metodologiczne oraz uczyé ich
korzystania z podrecznika. W $wietle wypowiedzi respondentéw eksperymen-
towana forma zajeé¢ spetniata te role.
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6. Analiza btedéw popeinionych przez studentéw w zadaniach kon-
trolnych

Zbadanie stopnia przyswojenia i zrozumienia opracowanego materiatu
oraz skontrolowanie nabytych przez studentéw w toku nauki sprawnosci -
oto cele jakie postawiono przed zadaniami kontrolnymi. Starano sie  w
miare mozliwoséci przeprowadzi¢ badania obejmujgce wszystkie tresci po*
dawane na wyktadach.

W szystkie zadania kontrolne podzielono na:

1. Sprawdziany tradycyjne; ¢éwiczenia te, formulowane w sposéb kon-
wencjonalny, dobierano tak, aby dotyczyty spraw pojeciowych, gymagaly sa-
modzielnoséci i badaly umiejetnos¢ rozwigzywania problemoéw.

2. Sprawdziany testowe; mialy one sprawdzi¢ rozumienie i stopien
przyswojenia poje¢ i twierdzen z pewnego dystansu, w krétkich zadaniach.

3. Sprawdziany posSwiecone czytaniu matematycznego tekstu; celem ich
byto zbadanie stopnia rozumienia i orientacji w nowym tekécie, umiejet-
nos$ci formutowania i rozwigzywania prostych zadan zwigzanych bezposred-
nio z materiatem poznanym przez lekture tekstu.

4. Sprawdzian ustny; obejmowal on teorie przedstawiong w toku wy-
ktadéw ; badat jej znajomo$é i rozumienie, przy czym duzg wage przywia-
zywano do referowania odpowiedzi $cistym jezykiem matematycznym.

Btedy popetnione przez studentéw obu grup w sprawdzianach tradycyj-
nych mozna podzieli¢ na sze$¢ typoéw:
| btedy dotyczace znajomosci i rozumienia opracowywanych poje¢,

Il - bledy dotyczace znajomos$ci i umiejetnosci stosowania poznanych
twierdzen,
Il - biedy zwigzane z "oszacowywaniem" wyrazenl,

IV - btedy dotyczace jezyka oraz btedy logiczne,

\% - btedy rachunkowe; sa to przede wszystkim pomytki powstate naj-
prawdopodobniej w wyniku nieuwadgi,

VI - bitedy szkolne; tj. bledy, ktédrych geneza tkwi w materiale szkol-

nym /matematyce "szkolnej"/ i tam nie zostaty wyeliminowane.

Wtabeli nr 1 podano czestotliwos$ci wystepowania poszczegdblnych
typéw biedow.

Z pojeciami: zbidér, iloczyn kartezjsnski zbioréw, relacja, funkcja,
student mial okazje spotkaé¢ sie na egzaminie wstepnym, na zajeciach =z
algebry lub na repetytorium matematyki elementarnej. Trudno wiec jedno-

1Typ ten' oelowo wyrézniono, poniewaz sposéb rozumowania zwigzany z "oszacowy-
waniem" wyrazen nie byt doktadniej opraoowywany w "Programie*. Jest nowym sposobsm
rozumowania rzadko spotykanym w dotyohozasowym dos$wiadczeniu studentow.
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znacznie wyjasni¢ przyczyny powstawania btedéw zwigzanych z tymi poje-
ciami; natomiast te btedy, ktédre dotyczg znajomos$ci i rozumienia pozo-

statych opracowywanych poje¢ sa charakterystyczne dla badanych form or-
ganizacji nauki.

Tabela 1
Liczba biedéw

Lp. P’r/gdu Grupa E Grupa K
I seta. Il sem. Razem I sem. Il sem. Razem
1 | 123 37 160 137 67 204
2 U 67 45 112 91 78 169
3 1l 15 0 15 4 0 4
4 v 95 12 107 138 17 155
5 7 25 23 48 30 14 44
6 Vi 69 3 72 56 13 69
7 Razem 394 120 514 456 189 645

P

Wtabeli 2 zestawiono dra rodzaje bitedéw typu I /biedy la dotycza
wyzej omoéwionych poje¢ mnogoséciowych/ oraz czestotliwos$ci ich wystepom
wania.

Tabela 2
Liczba bledéw
lyp Biedy
bte- dotyczace Grupa E Grupa K
du I sem. I sem. Razem I sem. Il sem. Razem
poje¢ mnogoscio-
wych /lal/ 83 18 101 76 25 101
pozostatych poje¢ 40 19 59 61 42 103
Razem 123 37 160 137 67 204

Bezposrednio z tabel 1,2 odczytujemy, ze liczby btedéw typéw V, VI,
la w obu grupach /przede wszystkim w semestrze |/ sa prawie takie same.
Liczby te "potwierdzajg" réwnowaznos$¢ grup badawczych ze wzgledu na przy-
gotowanie naukowe studentow.

Mozna przypuszczaé, ze biedy typéw I1, XV, oraz bltedy powstate w wyni-
ku nieznajomos$ci i nierozumienia opracowywanych poje¢ /wytaczajagc typ la/
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majg pewien zwigzek z metoda prowadzenia zajeé w danej grapie. T ilosSci
tych btedéw zaznacza sie wyrazna réznica na korzys$é grupy .

Eksperymentowana forma organizowania zaje¢ okazuje sie bardziej
skuteczna przy eliminowaniu biedéw typéw I, 1Il, VI; natomiast w przy-
padku btedéw rachunkowych - metoda "zwyczajowa" /o ile mozna méwi¢ o e-
liminowaniu pomytek/. Ogdlnie obserwujemy takze wiekszy wzgledny spadek
liczby btedéw w grupie E. Otrzymane rezultaty potwierdzajg $rednie li-
czby btedéw przypadajgcych na jednego studenta w danym semestrze /ta-
bela 3/.

Tabela 3
Grupa X K
Semestr | U | Il
Liczba btedéw przypadajacych
$rednio na studenta 19 6 22 15

Zupeilnie analogiczne rezultaty otrzymano w sprawdzianach testc”ch.

Szczegdblnie wyrazne réznice miedzy grupami uwidocznity sie W spraw-
dzianach dotyczacych czytania tekstu matematycznego. Biedéw zwigzanych
bezposrednio z nowym tekstem /logicznych, dotyczacych nierozumienia de-
finicji, twierdzen/ studenci grupy kontrolnej popetnili ponad dwukrot-
nie wiecej niz studenci grupy eksperymentalnej, Swiadczytoby to o tym,
ze studenci grupy eksperymentalnej lepiej radzg sobie z nowym tekstem;
szybciej czytajag tekst; w zwiazku z tym mimo ze w tym samym czasie prze-
cietnie rozwigzali wiecej zadan niz studenci grupy K, to popetnili e
wiele mniej btedow.

7. Analiza ilosciowa wynikéw zadan kontrolnych

Dla zbadania r6znicy miedzy grupami zastosowano test istotnos$ci t
Studenta dla réznicy dwoéch sSrednich. Przeprowadzone badania pokazaty, ze
hipoteze zerowag o braku réznic miedzy $rednimi nalezy odrzuci¢ w kazdym
z badanych okreséw /I semestr, Il semestr, caty role/ na poziomie 0,05;
tym samym mozna uwazaé, ze réznica miedzy grupami zalezy od formy pracy
w grupach. Warto zaznaczyé¢, ze student grupy eksperymentalnej okazat sie
"lepszy” przecietnie co najmniej o 1 punkt /co stanowito okoto 5% sred-
niej liczby punktéw uzyskanych przez studenta grupy kontrolnej/.

Przypisujgc kazdemu z zadan kontrolnych jego wspoétczynnik trudnos-
ci A J/liczbe O definiuje jako iloraz liczby uzyskanych punktéw przez
wszystkich studentéw danej grupy, do liczby mozliwych do uzyskania wda-
nym zadaniu /mozna zbadaé¢, o ile tatwiejsze byto przecietnie'zadaniekon-



CROMUIZACIA OMICZK* Z 1ZRAZT MAGVATTCZBED. 155

trolne w grapie B od takiego zadania * grupie E. Uzyskane wyniki
przedstawiono na ponizszym wykresie.

Przeprowadzone badania pokazujg, ze i w tym takze przypadku rézni-
ca miedzy grupami /na korzy$¢ grupy E/ jest wyrazna i istotna.

Poréwnujac liczby studentéw rozpoczynajgcych Studia z liczbami sti*-
dentéw, ktérzy zaliczyli semestr I i semestr Il mozna zauwazyé, ze wiek-
sze szanse zaliczenia semestru | /semestru 11/, a wiec takze i pokona-
nia "progu”, ma student grupy eksperymentalnej /ok. 15%/. Potwierdzenie
tej tezy znajdujemy takze w badaniach wstepnych, wéwczas w grupie b
skreslono 15%» a w grupie E az 55% og6tu studentéw w grur'.e.

Powstaje pytanie,jakie czynniki miaty wplyw na powstanie réznicy
miedzy grupami.

Okazuje sie, ze najwieksza réznica miedzy grupami uwidocznita sie
przy zadaniach dotyczgcych rozumienia poje¢ i zwigzkéw miedzy nimi oraz
w sprawdzianach zwigzanych ze studiowaniem nowego tekstu matematyczne-
go. Doktadniejsze badania pokazaty, ze eksperymentowana forma organizo-
wania pracy samodzielnej studentéw uczy ich w wiekszym stopniu rozwig-
zywania probleméw niz forma zwyczajowa. V szczegélnosci okazato sie, ze
zadan tatwiejszych /0 wspétczynniku trudnosci wiekszym niz 0.50 w gru-
pie X jest przeszto trzy razy wiecej niz w grupie E.

Sprawdzian ustny nie wykazat istotnej przewagi zadnej z grup, cho-
ciaz lepsze ilosciowo rezultaty osiggneta grupa S.

8. Podsumowanie wynikéw - wnioski

Wydaje sie, ze diuzszy czas trwania eksperymentu wyeliminowat wapo-

s6b naturalny wplyw "nowosdci”, to znaczy zainteresowanie, jakim cieszg
sie te zagadnienia i $rodki, z ktérymi uczacy nie spotkali sie dotych-
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czas i ktére ksztattuja dodatnie motywy uczenia sie. Mimo to stosowana
metoda w dalszym ciggu funkcjonowata pozytywnie.

Uzyskane rezultaty sa obiecujgce, jednak sformutowane wnioski nie
moga by¢ mechanicznie uogélniane, nalezy bowiem pamietaé¢, ze chociaz u-
zyskano je na obszernym materiale, to poréwnywane zbiorowos$ci byty bar-
dzo nieliczne.

Wnioski ponizsze dotyczg mozliwosci pomocy studentom "stabszym",
ktérzy nie moga sie wciggna¢ w samodzielne studiowanie bez pokierowania
i szczegdlnej opieki, ale ktérzy majg intelektualne zadatki, aby przy
tej opiece trudnos$ci pokonac.

W nioski

1. Na podstawie przeprowadzonej analizy ilosciowej i jakosciowej
mozna sformutowaé¢ nastepujgce obserwacje.

Eksperymentowana forma organizowania zaje¢:

a/ utatwiata przystosowanie sie studentéw | roku matematyki do systemu
nauki w szkole wyzszej oraz skuteczniej wpltywata na zmniejszenie od-
siewu na roku pierwszym niz "zwyczajowa" metoda prowadzenia zaje¢;

b/ dawata wyniki, ktére w istotny sposéb réznia sie na poziomie 0,05 od
wynikéw uzyskanych przy "zwyczajowej" metodzie pracy;

c/ umozliwiata gtebsze rozumienie i trwalsze przyswojenie przez studen-
téw opracowywanych tresci;

d/ wyrazniej wpiywalta na zmniejszenie liczby btedéw dotyczacych poje¢ i
twierdzen oraz btedéw szkolnych;

e/ wykazata wyzszo$¢ nad metodg "zwyczajowg" w uczeniu rozumnego czyta-
nia tekstu matematycznego;

f/ pozwalata organizowaé¢ prace studenta we wiasciwym dlan tempie;

g/ zwiekszyta samodzielno$¢ oraz zaktywizowata udziatl studenta w proce-
sie nauczania usuwajac obcigzenia psychiczne; eliminowata rdéznice w
zdolnosciach stwarzajac mozliwo$é indywidualnych sukceséw;

h/ usuwata luki w wiadomosdciach,powstate z przyczyn obiektywnych;
i/ uczyta metod rozwigzywania probleméw;

J/ pozwalata gromadzi¢ do$wiadczenie dydaktyczne, ktére student w przy-
sztos$ci jako nauc”rciel moze wykorzystac.

2. Na podstawie przeprowadzonych badan mozna sformutowaé nastepu-
jace postulaty w stosunku do ewentualnego stosowania tej metody w ulep-

szonej postaci:
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al/ nalezy szczeg6lng uwage zwréci¢ na analizowanie tekstu matematycz-
nego;

W szczeg6towo programowaé wstepne partie analizy matematycznej, bowiem
szczeg6towy program na tym etapie wyraznie utatwia opanowanie i przy-
swojenie jej poje¢;

¢/ w miare uptywu czasu stopniowo nalezatoby zmniejszaé programowanie
tres$ci i przechodzi¢ do tradycyjnej formy zapisu; zadan rachunkowych
nie programowac;

d/ trudniejsze partie materiatu bardziej eksponowaé¢ na ¢éwiczeniach audy-
toryjnych;

e/ na ¢éwiczeniach audytoryjnych w U semestrze stopniowo przechodzi¢ do
oceniania odpowiedzi ustnych studentow.

9. Kierunki dalszych badan

Oczywiscie nie wszystkie z powyzej sformutowanych wnioskéw moga by¢
uogod6lnione. Bardziej wyczerpujgaca charakterystyke eksperymentowanej for-
my organizowania zajeé¢ mozna bedzie przedstawi¢ dopiero po przeprowa-
dzeniu mozliwie szerokich badan empirycznych i to na réznych poziomach
nauczania matematyki.

W toku tych badan nalezatoby zwréci¢ uwage na nastepujgce zagad-
nienia:

1. ustali¢ rzeczywistg przydatnos¢ opisywanej formy pracy w pro-
cesie uczenia sie na réznych szczeblach nauki szkolnej;

2. zbada¢, czy proponowana forma pracy lub mutacja tej formy moze
by¢ wykorzystana do walki z opdznieniem w nauce;

3. ustali¢ szczegétowe proporcje miedzy nauka witasna, dyskusjg i
kontrolag wynikéw na réznych szczeblach nauki szkolnej;

4. wyprobowaé rézne sposoby kontroli procesu uczenia sie przy opi-
sywanej formie organizowania zaje¢;

3. skonstruowaé oprécz konwencjonalnego podrecznika materiaty o-
bejmujgce programy wazniejszych z punktu widzenia metodologicznego i trud-
niejszych partii materiatu, w postaciach dostosowanej do réznych pozio-
méw nauczania matematyki.

10. Wybrane przyktady zadan kontrolnych
a/ Sprawdziany tradycyjne

1. Czy mozna dobra¢ zbiér A tak, aby zbiér Dg x A /Dg - zbiér podziel-
nikéw liczby 6/ byt funkcjg? OdpowiedZz uzasadnij.

2. Zapas ciggu {a” ma obydwa kresy, czy ciag {ag} musi byé zbiezny?
Odpowiedz zilustruj przyktadami.
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4.

(DSTAN TBBKIAIMN

Dany jest ciag {an} zbiezny do zera. Czy cigag bns 1,2 ,5” .ag.a”,...

jest zbiezny? OdpowiedZz udowodnij Woparciu o definieje granicy ciagu.
. Wykazaé, ze funkcja t(x) = |x - a|p(x), gdzie <P(xx) jest funkcja

ciaggta, nie ma pochodnej w punkcie a, gdy <f>@ / O.

Funkcja f(x) jest ciagta w R oraz f(0) = 1. Hiech =fl - 3)ffz).

Udowodnié, ze istnieje takie x0, ze = *0. «

Poda¢ przyktad funkcji dwéch zmiennych, ktéra ma nieskohczenie wiele

ekstremoéw lokalnych.

b/ Sprawdziany testowe . . A

Ciag {an} speinia warunek />0 Je N n>m (an< e* Poaa3 przyktad

ciagu ktéory spetnia ten warunek, ale nie na granicy.

Odpowiedz: an = ...

Wiadomo, ze nlim ag = a. Dla jakich a ciag {aQ spetnia warunek

A V A

£>0 mMEN n>m'an<6' 1l

Odpowiedz: 8= .

Skres$l jak najwiecej warunkéw wymienionych jako mozliwe zalozenia
twierdzenia tak, aby otrzymane twierdzenie byto prawdziwe.

T n-|>i>56 ay = W

Przy jakim dodatkowym zatozeniu funkcja ciagta w przedziale otwartym
ograniczonym jest jednostajnie ciagta /podkresl/?

al/ réznowartosciowa,
b/ ma warto$¢ Darboux,
c/ posiada granice jednostronne skoriczone na koncach przedziatu.
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5. Poda¢ przyktad funkcji, ktéra nie jest catkg nieoznaczong Zadnej fun-
kcji.

6. Poda¢ trzy przyktady takiej operacji Q. , okreslonej na pewnym zbio-
rze funkcji zamknietym ze wzgledu na dodawanie funkcji, ktéora spet-
nia warunek:

Qle(x) + f(*)I = Q[e(*)] + Q[f(x)] *

11. Przyktady tekstéow do samodzielne.i pracy studentéw
/fragmenty "Programu"/

Konstruujgc "Program" Kkierowano sie miedzy innymi zasadg stopnio-
wego wprowadzania studentéw w samodzielne studiowanie tekstu matematy-
cznego. Wszczeg6lnoséci zwiekszenie samodzielnoséci starano sie osiagnac
przez:

1. stopniowe zmniejszenie liczby wskazéwek naprowadzajgcych, zwiek-
szenie liczby luk w danej serii zadan,

2. mniej ukierunkowane sterowanie procesem przyswojenia materiatu
w kolejnych partiach "Programu".

Sterowanie procesem uczenia sie nastepuje przez doboér takich sytua-
cji problemowych, ktérych badanie zmusza studenta do:

a/ korzystania z Informacji,
b/ przetwarzania informacji,
c/ tworzenia nowych tresci.

Stopniowe wyrabianie tych umiejetnoséci nastepuje w t~ku rozwigzy-
wania zadan zwiazanych z definiowaniem, dowodzeniem, korzystaniem z de-
finicji i twierdzen oraz z zastosowaniem poznanych wiadomosci teorety-
cznych. Szczeg6lnie zwraca sie uwage na wyrobienie dwu pierwszych umie-
jetnoséci, bowiem z nowym materiatem student zapoznatl sie na wyktadzie,
a ¢wiczenia w zasadzie poswiecone byty utrwalaniu i pogtebieniu nowych
wiadomosci.

Proces uczenia studentéw korzystania z informacji i ich przetwarza-
nia jest procesem kierowanym i obejmuje m. in. mocno w "Programie" wy-
eksponowane procesy; przyswojenia treéci definicji, treéci twierdzen i
dowodéw twierdzen.

Pierwszy z nizej przytoczonych fragmentéw "Programu" dotyczy wste-
pu do analizy; tak szczeg6towe zaprogramowanie pierwszych partii "Pro-
gramu" okazato sie niezbedne przede wszystkim dla studentéw "stabszych",
ktérzy nie umiejg czyta¢ tekstu matematycznegos podkres$li¢ tu trzeba, ze
studenci ci z pojeciami mnogosciowymi w szkole nie spotkali sie; pozatym
wiekszo$¢ z nich nie byta przyzwyczajona do bardziej formalnego trakto-
wania definicji matematycznych poje¢ i do elementarnych wymogéw $cisto -
S$ci.
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A.

pary réwnes

QUSTAW TRELIfISKI

FRAGMENT DOTICZ4CT WPROWADZENIA POJSCIA FUNKCII

2. lloczyn kartezjanski

2.1 Wsréd podanych przyktadéw podkres$l jedna kreska
te, ktére sa parami; obwiedz kétkiem paiy réwne.
(1,2), {2.1}, (2.,1), {1.4}, (4.2), {5}, (22,2),
(V4,logio), (a,b), (0,6), (losS2,6), (2,-3), (0,1),
(0,3), (3,0), (1,0).

2.2 Zapamietaj

(2.1 -0/4 ,10gio), (a,b) = (c.d) . =¢c {T( b =

(4.2) - (2.2)

a,d

aas ¢ lub
b4d

2.3 Wiemy, ze (a,b) 4 (c,d). Co mozna powiedzie¢ 0
elementach a,b,c,d? ... Q
Jaki spéjnik postawisz w wyréznionej kratce?

2.4 Wiemy, ze (x,2) = (-3,y). Wyznacz x oraz y.
X = e Y =

2.5 Co mozna powiedzieé 0O x i y, jezeli

al  (X,5) = (Y .,5) e
W (X,2) [ (X,Y) s

2.6 Wymien paTy, ktére naleza do rozwigzania réwna-
nia X =y + 1; U={1,2,3,0} i X, yEU.

(1,0), (2,1), 2.7 2z ={(0,0), (0,4), (-5,-10), (3,3), (5,4),(-8,2)},
(3.2) ® *{(4.0), (3.3), (4.5), (-8,2), (0,0), (0.4),
.2, (-5.4)}.

Znajdz: al In Z =
b/ Tuz =
al/{(0,0), (0,4), 2.8 W ponizszych dwoéch rzedach znajdz pary réwne.
(3.3) , (-8,2)] , OdpowiedZz zapisz jako pare. Np. para 1 z rzedu
b/{(0,0), (0,4), 1 jest réwna parze 4 z rzedu 2; para (1,4) jest
(-5,-10), (3,3), wiec jednag z par odpowiedzi.
(5.4) . (-8,2), Rzad 1 Rzad 2
(4,0), (4,5),
(-1.-2), (-5.4)}. 1. (3,2) 1. (12,-22)
2. (-8,8) 2. (a-a, b-b)
3. (2,-7) 3. (5,3a)
4. (5,9) 4. (0, Y4)
5. (1.,-4) 5. 21 c\
6 (0,0) 6. (2.xw, -497F)
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2.9

2,-1, (2,2, (2,5, 2.10
(3,-1), (3,2), (3.3),
S=AXB

A={2,3}f B={-1,2,5). Wypisz pary, kt6-
re nalezg do zbioru

S={(xy)s XEA i y£B}.
S = {(312) e e o>
S = A . B«

Definicja. Zbiér wszystkich par (x,y) ta-
kich, ze x jest elementem zbioru A i vy
elementem zbioru B nazywamy

i zapisujemy

iloczynem kartezjaniskim 2.11 Dane sg zbiory M = {a,1,7} i N={n,s,3}.

zbior6w A i B, Podkres$l te pary, ktére nalezg do M x N.

A x B (a,n), (1,1), (7,1), (a,®)» (3»a), (a»3)»
(7.3), (1,2), (s.1), (s.s), (5.2), (m,n),
(n,3), (a,l1).

(a,n), (a,s), (a,5), 2.12 W danym uktadzie wspo6trzednych zaznacz te

(7,3) punkty, ktérych wspodirzedne nalezag do A xB,

gdzie A = {-1,2,4-},

Ktére z potgczonych strzatkami par punktéw,
reprezentujacych elementy zbioréw Ai B,

. nalezg do A % B?
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(b,c), (b,d)
Dlaczego (a,b)dp A 3 B?

Potacz strzatkami punkty reprezentujgce te
elementy, ktérych pary nalezg do A x B,

2.16 Befinlcia. Kazdy podzbiér iloczynu karte-
zjanskiego nazywamy relacja.

2.17 klech relacja S ssjfx,y) s H.
a/ Wymien cztery pary nalezace do S

b/ Ka grafie zaznacz kilka par punktéw re-
prezentujacych elementy nalezgce do S

c/ Wuktadzie wspoétrzednych zilustruj ten
zbiér punktéw, ktérych wspoétrzedne na-
lezg do S /wykres relacji S/
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al 2.18 Czy relacja S z ¢wiczenia 2.17 jest
funkcjg? OdpowiedZz uzasadnij w oparciu o
definicje funkcji.
Bozwiazanie. Poniewaz funkcjg o polu A i
zbiorze wartosci /zapasie/ w B nazywany
podzbiér iloczynu Az B /zbidr ... /
taki, ze kazdy element zbioru A jest
e e e e o doktadnie jednej pary, a
do S nalezag pary (2, ), (2, )wobec tego

par, pierwszym elemen- 2.19 Podaj przyktad funkcji o polu {7,2} i za-

tem, 3,5, nie jest pasie w {-1,0,1}.
funkcja Zgodnie z definicja . wystarczy
utworzyé w ktérych to parach

pierwsze elementy ...
Arugie Zas .

Ile takich funkcji mozna utworzyé? Wypisz

funkcji, zbiér par, sg 2.20 Czy relacja P zadana grafem jest funkcja.
ré6zne i nalezg do zbio-

ru {7,2}, naleza do

zbioru {-1,0,1}.

Np. {(7.-1), (2-33.

Takich funkcji mozna

utworzyé szes¢.

P ={(1,0), (2,0), (3,0), 2.21 Dane sg funkcje F i G. Czy zbiér PnG
ft,7), (5,7)}. jest funkcjg?

W zbierze P nie ma Poniewaz FOGCF i zbiér F je st..

dwoéch réznych par

majagcych ten sam L. TZ N

pierwszy element.
P jest funkcja.

funkcja}w F nie 2.22 Dane sa funkcje F i G. Czy FUG jest
istniejag rézne pary o funkcja?

identycznych pierw- Wskazéwka: rozwazdwa przypadki

szych elementach, a ] cze$¢ wspélna pola F i pola G jest

wiec i w FO G takie zbiorem pustym,
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pary nie
li F~>G

istnieja,
jest funkcja.

czy-

1/ FUG
2/ FUG
funkcja

jest funkcja,
nie musi by¢

Pozostang tylko pary:
(0.2), (2,2), (-1,2),
(ir.2), (3,2)

al zbiér jest funkcja,
b/ do zbioru naleza np.
pary (-2,0), (-2,1) -

zbiér nie jest funkcja.

GUSTAW TRELINSKI

2/ cze$¢ wspoblna pola F i

Ad.

2.23

2.24

2.25

2.26

jest zbiorem pustym.

L e
2. Np. niech F ={(2,1),(3,5)\ »
G=0..... 000............ »
FUG = s
Czy zbiér F ={(x,y): y = r\jest funk-
cja, gdy FcB x R? Narysuj czesciowy
graf tej relacji.
/Jezeli nie potrafisz rozwigza¢ zada-
nia, rozwigz wczes$niej éw. 2.24, a po-
tem wré¢ do tego zadanial.
F o e funkcja.

Fo rozwiazaniu czytaj ¢w. 223

"Skresl"
F.

0,2), (3,1, (2,2, (-1,2), (2.1,
J71,2), (3,2), (4,0), (7,3), (-2,10).

te pary, ktoére nie nalezg do

Jezeli U =B x B, to ktéry z jego

podzbioréw a/, b/
al {(x,y); 2y = 2>,

jest funkcjg?

V. {(x,y)s x = 2}

W przypadku, gdy zbiér nie jest funk-
cja,
parciu o definicje funkcji.

udowodnij swojg odpowiedz w o-

Niech R = U x U, gdzie U={1,2,3.
Czy relacja R zadana ponizszym wy-
kresem jest funkcjg o polu {1,2,3} ?
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I aposéb /w oparciu o definicje funkcji/..

Il sposéb /geometrycznie/ B

funkcjg, poniewaz ...
prosta réwnolegta do osi ...............
KEOTra ma dWa ...
Z WYKFESEIM it e et

|. Bo B nalezg np. pary
(1,1), (1,2), sa one
rézne,wobec tego B
nie jest funkcja.

M. nie; istnieje; vy;
punkty wspdlne; re-
lacji B.

B. FRAGMENT DOTTCZ4CT OPRACOWANIA DEFINICJI Kk-JCIA
9. Granica funkcji

9.1 Definicja /wg Heinego/. Méwimy, ze funkcja
z-+f(i) okreslona w zbiorze D majgcym punkt
skupienia xQ, ma w punkcie xQgranice row-
na g(lim f(x) = g) wtedy i tylko wtedy,gdy

dla ......ciagu {xn} o wyrazach

..................... do D, ....... od xQ, zbie-
znego do ...... odpowiadajacy ciag {f(xn)}
wartosci funkcji je st .. d O e

/granica g jak i punkt xQ moga by¢ wia-
sciwe lub niewtasciwe/.

kazdego, nalezacych, 9.2. Jakie czynnoéci wystarczy wykonaé, aby udo-
réznych, xQ, zbiezny, wodnié, ze funkcja x-—>f(x) okreslona w
g zbiorze E ma granice réwng a w punkcie

t, bedacym punktem skupienia zbioru E.
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Wystarczy:
1 za+ozyc’52e pewien ciag {*n} na naste-
pujace wtasnosci:
al n€H,
b/ n€H,
c/ I'Il-it% X = eeeee

Udowodnié, ze Iim..» = &
n-eo

Skad wiadomo, ze taki cigg istnieje?

E, t, t, f(xr). Punkt 9.3 Wiemy, ze funkcja t-»f(t) ma granice w

t jest punktem skupie- punkcie t0 rbwng g oraz t™,t2, .
nia zbioru E, wiec jest ciagiem o wartosciach nalezacych do
ciag {xn} istnieje pola funkcji i réznych od tQ. Gzy ciag

f(t-j), f(t2), .... jest zbiezny do g?

Wybierz poprawng odpowiedz,

al/ tak /czytaj éw. 9.4/,

b/ to zalezy /czytaj ¢w. 95,

c/ jest zbiezny do t /czytaj ¢éw. 9.4/.

9.4 Twoja odpowiedz jest biedna. Przestudiuj
ponownie kolejno éw. 91N » 9*2, 9.3» Za-
stanéw sie na czym polega btad, a nastep-
nie wybierz poprawng odpowiedz.

95 Tak oczywiscie, zalezy od tego, «czy ciag
(...) jest zbiezny do ... Jezeli

im i
H—»Oﬂ to »lim

w w f £ 9.6 Podaj ilustracje graficzng definicji 9.1.



nlim>f a
istnieja
lim f a
I-I7>00

n

n

N
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flim if bQ

lim f b
n-*.00

n

9.7

9.8

9.9*

9.10

9.11

Dans jest funkcja z—f(z) opolu P oraz
ciggi {an}, (bn) majaca nastepujace wa-
snosci: il

an-**o0 1 Y(an**o 1 *nel0°

bn**o0 1 ~(bn * xo 1 *nfep)*

Czy n~"Effan) s niis.£~ ? Podkresl po-
prawng odpowiedz.

al/ tak - dla kazdej funkcji /-> 6w. 9,8/,

b/ nie istnieje funkcja, ktora speinia te
warunki /-~> o6w. 9.9/»

c/ to zalezy od tego, czy w punkcie zQ
funkcja ma granice / ¢w. 9.10 /.

Twoja odpowiedz jest biedna. Czy nawet w
tym przypadku, gdy wpunkcie zQ funkcja
nie nma granicy? Przestudiuj ponownie ¢w. od
9.1 do 9.7 i wybierz poprawng odpowiedz.

Twoja odpowiedz jest bitedna. Czy nawet w
tym przypadku, gdy wpunkcie zQ funkcja
ma granice? Przestudiuj ponownie ¢w. od
9.1 do 9*7 i wybierz poprawna odpowiedz.

Poprawnie! Jezeli w punkcie zQ funkcja
z-»f(z) ma graniee, to ... Jezeli
w punkcie z0 funkcja z-*fCz.)nie ma grar-
nicy, to....... takie ciggi {a™} i {bn}

spetniajace warunki podane w ¢w. 9.7, ze
rrl—i>rpo«"' I_Tl-llg‘(lJ e— Y éws 9.11/.

Uzupetnij zapis: Hieoh -funkcja a—> f(x)
bedzie okreslona w zbiorze E, niech be-

dzie tem skupienia zbioru E -
lim iliX =g
0

N n/\S‘O*’ - g)‘
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n, n, 4, t(xn)
° L

o, 1, O, 1, 1, o,
1» 1

-1/n, -1/n, -1

-1/n

jakimkolwiek, 2,2

=)

GUSTAW TRELMSKI

9-12 Dana dest foakeia x_>ifi = e(x)*

91

9.14

Zauwazmy, ze

n“-S2/n = eee i A~ VVn/ 0, g(l/n) =T7~=1
1 nl&e™AO =

AinM/n2 = ... i Al/n2/ 0, ghl/n2) =
= ... i "I.ig("n)eg(lln.Z) =
nM2>51=5=“« 1 N3N /0 sfetN)=

1
Czy mozna twierdzi¢, ze x1AT|™| = 1?

N/ tak /éw. 913,

2/ nie /éw. 9/H /. Odpowiedz podkresl.

Czy dobrze zastanowite$ sie wybierajgc te
odpowiedz? Zapomniate$s o tym, ze w defini-
cji zada sie, aby dla kazdego ciggu zbiez-
nego do xQ odpowiadajacy mu ciag warto-
§ci funkcji byt zbiezny do g. Czy rozwazy-
lismy kazdy ciag? /-> <¢w. 9. 14/.

Poprawnie, bo np. cigg -1/n ->0 i
N ... 40, ale g(...) = ... i

nEm g (...) = -1.

9.15 Udowodnij, ze funkcja x XA+ 2x2 - 5
ma w punkcie Xx = 2 granice réwna -5

1° Niech. {*n} bedzie ... ciggiem

i Xn~* .. Owyrazach réznych od

2° Znajdujemy odpowiadajgcy mu cigg warto-
§ci funkcji: -x~ + 2... -5

3° Obliczamy nlim<(-x~ + 2 ... -3)r

n”"~s/"xn- 2 "e -5)=

71 **
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gx?) + 2 Hl_im?(g3
- nb=38+8-5- 5.
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1,1, @) stn?),

N, 1,411
/3, /IFt wymierna,
% v 1.1

9.16

Znalez¢

1° Hiech ... /przez wartosci
rozne od ... /.

2° Odpowiadajacy ma ciag wartosci fun-

KCji tO: s e

3° Poniewaz xQ> ...... wiec 3
-4 -> L. Oraz (xn-2)->
zatem xlijp 0 T

9.17 oblicz w punkcie 1 3» granice funkcji

9.18

x — f(x) = 1 okres$lonej wzbiorze liczb

wymiernych.
1° Niech xn-> przez wartosci wy-

mierne /Kazdy wyraz ciagu jest réz-

ny od ...., poniewaz VF oie jest
liczb g . /.
2° f(xn) /def. funkcji/.

3 ﬁ<_lyiergoooo 3 0O
2XINFR) = ...
Zauwazmy, ze funkcja ta nie jest okre-

§lona w punkcie /F, a jednak ma w tym
punkcie granice.

Oblicz granice funkcji x-> f(x)-
w punkcie 23-1.

27 txp) 3 '2";'1“4'-"'17r - Axn LURE

= e C s bo xm+l 4 O /fc.10/
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Niech *n~> -1 przez 9.19 Oblicz:
Wpartoéci rézne od -1, Z
Xn -1, Xeox X X 1, lim ~

XNl 6x/"-5x+1
-2

Odpowiedz: 6

C. FRAGMENT DOTYCZACY PROGRAMOWANIA ROZWIAZANIA ZADANIA

11.65 Wykazaé, ze przy ciggtym odwzorowaniu
x->f(x") przedziatu domknietego w sie-
bie istnieje taki punkt zQ, ze

- *0
Uzupetnij:
AT i f([a,b]l)= .
F e —————— f(*o *0
x->f(x)ec([a,b]), 11.66 c.d. ¢éw. 11.65
[a,b], istnieje xQ Dowoéd

Aby wykazaé¢, ze istnieje punkt x0 ta-
ki, ze f(s0) B x0 wystarczy udowodni¢,
ze réwnanie ... O ma pierwiastek

nalezagcy do przedziatu
[ 1 z zat.tw.1159
_A**** P\

ida,b] ~

f(a)...a f(b)...b

f@... IO....

f(a)-a = lub f(b)-b =
[ i
X = X 8
o] o]
lub f(a)-a> i f(b)-b ~
y N e J o tw.
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[a. B3,
x ->f('x)¢c([a,b]),
f([a,b])= [a,b], a,b
>, <» o, € 0, 0, O,
O, O, a, b, 59b, o

istnieja, kazdego,
a<b,

b, b, 0,b>0,b, b<0

11.67

11.70

11.71

11.72

Twierdzenie

Funkcja x-»f(x) jJest ciagta i ograni-
czona w zbiorze R. Udowodnié, ze Istnie-
ja taki punkt x0, ze TF(*0) =

Dowéd

Jezeli podate$ dowéd / -> ¢éw. 11.72/
Jezeli nie wiesz, jak udowodni¢
/-» ¢w. 11.70/.

Co wiesz o funkcji x-»f(x) - przeana-
lizuj zatozenia.
Co masz udowodni¢ - przeanalizuj teze.

Czy nie znasz twierdzenia, w Kktéorym
bytaby taka sama teza? ....... ... .....
Czy nie potrafisz sprowadzi¢ rozwiaza-
nia tego zadania do zad. 11.657?

Jak to zrobisz? ... ...
Wr6¢ do ¢wiczenia 11.67 i sprébuj po-
da¢ dowdd wykorzystujac te wskazowki.
Jezeli w dalszym ~ciggu nie potrafisz
udowodni¢ tego twierdzenia, przejdz do
éw. 11.71.

Wiemy, ze funkcja...... f(i) jest ogra-
niczona tzn. . takie liczby
a, b, ze dla........... z Jest._.......
F(X) et Jaki przedziat w

pclu funkcji z ->f () wystarczy roz-
wazy¢, aby méc juz wykorzystac ¢ést 11.65.
Wr6¢ do ¢éw. 11.67 1 podaj dowdd uwzgled-
nlajac wszystkie zatozenia.

Dow6éd twierdzenia 11.67.

x->F(x)Ec() i x-~f/x") ogran. w R
X-t(2)€c) v ras.f(x)4
L] J _*

atf(a) i F(b)E...

N .]_'
1@ - ) fo-
............ Llp__.-___-.___.-___-.___.._
f(a)-a=0 lIub f(b)-...=0
4. [
*0 » a *0 = b

/ éw. 11.68/.
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Gustav Trelinski

PROGRAMING SELF-DEPENDENT WORK OF FIRST TEAR STUDENTS OF
MATHEMATICAL FACULTY ON THE EXAMPLE OF A CLASS IN ANALYSIS

The article presents a report on investigation carried out by the
author in the years 1967-1969* The purpose of the investigation was to
elaborate a sort of work with the students of the first course of the
mathematical faculty that would ease their adaptation in the uniwersi-
ty, and would help reduce the number of throw-outs through enabling them
to overcome encountered difficulties.

The form of organizing self-dependent work of students characterised
in detail in the article consists in combining programmed instruction
/a guiding text called "Programme" was distributed/ explanatory teaching
/la lecture/, problem-solving method, work with a textbook and discussion.

The elaborated project was verified experimentally and its wuseful-
ness for practice was evaluated.

In order to determine objectively effects of the experiment,the re-
sults of two groups, equivalent in view of some accepted criteria, were
compared both in qualitative and in quantitative analysis.

On the grounds of the analysis reinforced hipoteses were formulated
concerning the form of organizing work subjected to the experiment. It
was establisched that the said form

a/ makes easier to the first-course students to get accustomed to
the university system, of learning and helps to reduce the number of throw-
souts in the first year more effectively than the forms of classes tra-
ditionally used in the mathematical faculty of the Higher Pedagogical
School in Krakéw,

b/ produces results that show a difference /essential on the O,CB
level/ against results reached through traditional forms of classes,

¢/ makes possible a more profound understanding and faster acquisi-
tion of the taken contents by the students,

d/ its Influence on reduction of the number of mistakes concerning
concepts and theorems is more evident,
e/ shows a superiority over the traditional method of acquiring the

technique of reading mathematical text by the students.
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fyctas TpenntcKui

MPOTPANNUPOBARNE CANOCTOATENBHON PABOTY CTYJEHTOB I-T0 KYPCA OTRENERNA
WATEWATUKI HA TPUNEPE MPAKTUYECKUX JARATAN N0 WATEMATUYECKONY AHANUIY

CTaTbA npegcTaBnser co60d oTyeT 06 wccnefoBanuax, NPOBEAEHKHNX aB-
Topon 8 rogy 1967, 1X8 w 1X9 ¢ uenvh co34aTb GOpuY PabOTH CO  CTyLeH-
Taw I-ro Kypca NATeWaTuku, CNOCOOHNE 006NEryuTL Wi akknMNATHIALME B BY-
3¢, CHM3UTL OTCEB M CO34ATb BOSNOKKOCTL NPEOLONEHUA TPYAHOCTEH, 0 Kaku-
WA BCTPEYAnTCH WATEMATHKN-NEPBOKYPCHUKN.

B cTaTee nogpobHo onucaka dopua Oprawasayuu camoctoaTenhoir pabo-
TH CTYLEHTOB, 3aKN04aouafch B OGbefWHEHUWN NpOrpauuupoBankoro  ofyve-
WA /CTYReHTy Nonyyann wanpasnsounii Texct, wwenyewsd " Mporpaunod™ / ne-
KUWOHHOW nogayw watepuana, npobnewnoro obyyenus, pabors o yyebaukom u
BHCKYCCHOHKOTO WETOLA.

MpakThyeckas NpATORKOCTL Takoih oprawnsaynn obyyenus OGuka nogeepr-
HyTa NPOBEPKE 3KCNEPUNEHTANbHHN NyTeN.

[na 00beKTHBHOTO YyCTAHOBAEHNA PE3YALTATOB 3KCMEPUNEHTE aBTOP NOA-
BEPT CONOCTABUTENbHONY KONMYECTBEHHONY W KAYECTBEHHONY aHANM3Y yCnexu,
ROCTHTHYTHE LBYMA PABHOCUALHKSNN N0 DALY KpuTepues rpynnaun l-ro kypca.

Ha OCHOBAHMMN ananu3a 6HNW COOPMYNUDOBAKY THNOTE3H, KacamLuecs dKc-
MepuueHTanbHoi Gopus opranudaunn paboTs CTYfeHToB. 0Ka3anocb, 470 bopua
3Ta

al cnocobeTeyer agantauun cTygentos I-ro kypca maTemaTtukm u cucre-
e 06yyeHns B BHCUEH UKONE W YMEHbUEHUD OTCEBA, BHFOZHO OTAAYAACHL B
3TON OTHOLEHAN OT TpPaguuMoHHuX dopn paboty.

6/ ofecneyusaer yonexu, CyUuecTBEHHO oTnAMYanuuecs /wa yposwe 0,05/
0T YCNEX0B, NONy4aemyXx npw TPaguLuoHHsXx dopuax paboty

B/ cnoco6cTByeT 6onee rayboKomy NOHANAKUE M YCBOEGHUD CTYAEHTaMM
yyebHoro watepnana

[/ CYUGCTBEHKO BAWAET Ha CHUNEHME KOMWYECTBA OLNGOK, Kacawuuxcs no-
HATHIE 1 dopuyn

e/ cnocofcTsyer Gonee GHCTPOMY, YeM Npu TPAZULMOKKHEX WETOZAX,YCBO-
EHAD CTYAEHTANN TEXHUKH YTEHUS WATENATUHYECKOTO TekcTa,,



