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1 .  Wstęp

Badania dotyczące niepowodzeń studentów na I  roku studiów  pokazu
j ą ,  że odpad i  odsiew j e s t  spowodowany w dużej m ierze n ie  ty lk o  niedo
statecznym  przygotowaniem merytorycznym wyniesionym ze szk o ły  ś r e d n ie j , 
a le  ta k że  trudnościam i tzw . "progu dydaktycznego" w ystępującego przy 
przechodzeniu od metod nauczania w sz k o le  ś r e d n ie j do studiowania w szko
l e  w yższej oraz "progu wychowawczego", ob jaw iającego  s ię  wchodzeniem w 
nowe warunki ż y c ia  i  p ra cy . P o d k re śla  s ię  przy tym ,, że system  s e le k c j i  
i  r e k r u ta c ji  kandydatów na I  rok studiów  ma niemały? wpływ na przebieg  i  
powodzenie na s tu d ia c h .

Masowy z a s ię g  szk o ln ic tw a  w P o ls c e  wymaga ogromnej wysoko wyspecja
lizow an ej kadry n a u c z y c ie l i .  Musimy k s z t a ł c ić  sz e ro k ie  ic h  rz e sz e  n ie 
z a le ż n ie  od dobrej czy s ła b e j  jakościow o r e k r u t a c j i .  Ta r e k r u ta c ja  na 
n a u c z y c ie lsk i kierunek matematyki b y ła  w c ią g u  w ielu  l a t  z w ielu  przy
czyn ilo śc io w o  i  jakościow o bardzo n ieza d ow a la ją ca . P ow stała  potrzeba 
u le p sz e n ia  metod s e l e k c j i  oraz zbadan ia , czy j e s t  możliwe zniwelowanie 
"p ro g u ", u zu p ełn ien ie  braków m erytorycznych i  tym samym zm niejszenie 
dość w ysokiego /w la ta c h  poprzedzających  moje badania odpad i  odsiew wy
n o s i ł  około 35%/ odpadu i  odsiewu na I  roku przez zastosow anie odpowied
n ich  zabiegów dydaktycznych. C h o d ziło  przede w szystkim , w tym n iekorzy
stnym d la  r e k r u ta c ji  do zawodu n a u czy c ie la  matematyki o k r e s ie , o u ra to 
wanie d la  p o ls k ie j  szk o ły  je d n o s te k , k tó re  mimo słab ego  s t a r tu  miały 
szanse przy odpow iedniej o p iece  przezw yciężyć początkowe tru d n o śc i i  u -  
kończyć w normalnym c z a s ie  s tu d ia . Przy tr a d y c y jn e j metodyce pracy ze
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studentam i pierw szego roku ta k ie  je d n o s tk i , c z ę s to  przygotowane ź le  w 
szk o le  ś r e d n ie j , a le  n ie  pozbawione w ysta rcza ją cych  z d o ln o śc i i  matema
tycznych i  pedagogiczn ych, m usiały szybko ze studiów  rezygnow ać, a w 
szk ołach  śred n ich  c ią g le  b y ło  za mało kw alifikow anych n a u c z y c ie li ma
tem a ty k i.

W roku 1968 przeprowadzono w WSP w Krakowie egzamin wstępny w spo
sób eksperym entalny; eksperyment te n  zastosowano ta k że  w la ta c h  następ
nych. Egzamin trw ał 9 dni i  obejmował m a te r ia ł przew idziany programem 
matematyki i  f i z y k i  w sz k o le  ś r e d n ie j oraz dodatkowo wiadomości z mate
m atyki, n ie  o b ję te  tym programem, którym poświęcono w c ią g u  ty ch  9 dni 
wykłady i  ćw iczen ia  /prowadzono j e  na poziom ie szk o ły  w y ż s z e j/ . Z a ję c ia  
z matematyki i  f i z y k i  " s z k o ln e j"  prowadzono w form ie tra d y cy jn y ch  ćwi
czeń , spraw dzając wiadomości i  u z d o ln ie n ia  kandydatów na w cze śn ie j opa
nowanym m a te r ia le ; z a ję c ia  z matematyki "p o z a sz k o ln e j"  sprawdzały prze
de w szystkim  u zd o ln ie n ia  na nowym m a te r ia le . W tr a k c ie  egzaminu prze
prowadzono ta k ż e  tra d y cy jn y  egzamin pisem ny. Egzamin eksperymentalny 
stw orzył m ożliw ość -  w sto p n iu  większym n iż  egzamin tra d y cy jn y  -  e lim i
n a c ji  kandydatów, k tó rzy  n ie  wykazywali d o sta teczn ych  u zd oln ień  matema
ty czn y ch . N ie s te ty , bardzo s ła b e j  r e k r u ta c j i  n ie  mogła w sposób decydu
ją cy  "napraw ić" nawet ta k  w nikliw a s e le k c ja .

Od cza su  przeprow adzenia eksperymentu s y tu a c ja  zm ien iła  s ię  na le p 
sze  zarówno ze względu na reform ę programu matematyki w sz k o le  śred 
n ie j  , ja k  i  ze względu na s t a le  p o le p sz a ją c ą  s ię  r e k r u ta c ję  na kierunek 
matematyki w WSP. Niem niej problem progu dydaktycznego i  wychowawczego 
na I  roku studiów  p o z o sta je  w dalszym  c ią g u  a k tu a ln y ; c ią g le  je s z c z e  
s t a r t  m łodzieży na s tu d ia  n ie  j e s t  wyrównany, ponieważ są  ogromne ró ż 
n ice  między poziomami nauczania matematyki w szk oła ch  ś r e d n ic h .

Pierw szy sem estr studiów  powinien być w du żej m ierze semestrem se 
lekcyjn ym . Trzeba jednak sp recyzo w ać,na czym ma t a  s e le k c ja  polegać.W e
dług je d n e j k o n c e p c ji ma być t o  sem estr s z c z e g ó ln ie  "tw a rd y " , a więc u -  
kierunkowany ty lk o  na e lim in a c ję ; natom iast w k o n c e p c ji , k tó r a  znajdo
wała s ię  u podstaw mych badań, w o k re s ie  s e l e k c j i  powinno n a s tą p ić  z n i
welowanie ró ż n ic  s ta r tu  przez odpowiednią metodykę pracy ze studentam i 
w tym o k r e s ie . C i ,  d la  k tó rych  pomoc w pokonaniu progu okazuje s ię  n ie 
w y sta rc z a ją c a , muszą ze studiów  matematycznych zrezygnow ać. C i  za ś , k tó 
rzy d z ię k i t e j  pomocy pokonają pierw sze tr u d n o ś c i, mają szansę d a lsz e 
go studiow ania z pozytywnym wynikiem. Sądzę w ię c , że problem t a k ie j  po
mocy j e s t  nadal aktualny i  jedn ą z j e j  możliwych i  wyeksperymentowanych 
form przedstawiam w tym a r ty k u le .

Rozprawa t a ,  ja k  ju ż  zaznaczyłem , j e s t  re zu lta tem  poszukiwania ta 
k ie j  formy pracy ze studentam i I  roku, k tó ra  u ła tw iła b y  im,w tym o k re sie  
a k lim a ty za c ję  w sz k o le  w y ż sz e j, w płynęła na o b n iżen ie  odpadu i  odsiewu
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przesz stw orzen ie  m ożliw ości pokonania tr u d n o śc i,  z ja k im i spotyka s ię  
m łodzież I  roku studiów  matematycznych.. Celem badań b y ło  wypracowanie 
t e j  formy pracy ze studentam i 1 roku oraz pierw sza w e ry fik a c ja  je j  przy
d a tn o śc i w p r a k ty c e .

2 .  Scharakteryzow anie eksperymentowanej formy o r g a n iz a c ji za.ieć

Badania eksperym entalne przeprowadzono w la ta c h  1 9 6 7 /6 8  /badania 
w stę p n e /, 1 9 6 8 /6 9  /eksperym ent w łaściw y/ na I  roku matematyki WSP w Kra
kowie w ramach ćw iczeń z a n a liz y  m atem atycznej.

Eksperymentowana forma prowadzenia z a ję ć  z a n a lizy  matematycznej 
stanow i próbę syntezy różnych metod nauczania; w ykorzystuje s ię  w n ie j 
w szy stk ie  walory k ie r u ją c e j fu n k c ji  n a u czy o ie la  i  indyw idualnej pracy 
s tu d e n ta . P o le g a  ona na:

1 °  system atycznym , planowym organizow aniu pracy indyw idualnej s tu 
dentów przy pomocy odpowiednio d la  n ich  opracowanych m ateriałów , k tóre 
w dalszym c ią g u  będę nazywał "Programem",

2 °  prowadzeniu ćw iczeń audytoryjnych metodą dysku syjn ą, bez oceny 
odpowiedzi u stnych  studentów ,

3 ° pisem nej okresow ej k o n tr o li  z oceną wyników n au czan ia.

Pierw sze zapoznanie s i ę  stu d en ta  z danym fragmentem t e o r i i  n a stę 
powało na w yk ła d zie . Po otrzym aniu c z ę ś c i  "Program uj odnoszącej s ię  do 
omawianej na w ykładzie p a r t i i  m a te r ia łu ,s tu d e n t rozpoczynał pracę -  ju ż  
poza z a ję c ia m i -  z "Programem". Na w stę p ie  powinien b y ł on przypomnieć 
so b ie  t e  wiadomości z w ykładu,w zględnie z za le ca n e j le k tu ry  A o n s tr u k -  
c j a  m ateriałów  te g o  w ym agała/, k tó re  b ę d zie  indyw idualnie opracowywał. 
Po w ykorzystaniu  "Programu” s tu d e n t, j e ż e l i  c h c ia ł  lu b  uważał za potrzeb
n e , rozwiązyw ał dodatkowe ćw iczen ia  um ieszczone w omawianych materiałach.

D a lszy  e ta p  pracy nad przyswojeniem m a teria łu  następował na n a j
b liż s z y c h  ćw iczen iach  audytory jn y ch . Na ćw iczeniach  ty ch  dyskutowano nad 
problemami związanymi z opracowanym m ateriałem , rozwiązywano tr u d n ie j
sze  zadania z "Program u", w yjaśniano na życzen ie  studentów pewne zagad
n ie n ia  oraz rozwiązywano nowe problemy formułowane c z ę s to  przez samych 

studentów .
Po ćw iczen iach  audytory jnych  stu d e n t m iał możliwość ponownego przej

r z e n ia  danej p a r t i i  m a te r ia łu , u su n ię c ia  ewentualnych lu k  w wiadomoś
c ia c h , rozw iązan ia  dodatkowych1zadań,w zględnie te oretyczn eg o  p o g łęb ie 
n ia  wiadomości z wykorzystaniem  dodatkowej l i t e r a t u r y .

C a ły  te n  c y k l przygotowań kończyło zadanie kon troln e pisane pod ś c i
słym dozorem w ramach ćw iczeń . Omówienie i  poprawa zadania kontrolnego 
następow ała na następnych ćw iczen iach  au d ytory jn ych .
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Eksperymentowana forma organizow ania z a ję ć  j e s t  więc. połączeniem  
nauczania programowanego, nauczania p o d ającego , nauczania problemowego, 
pracy z podręcznikiem  oraz metody d y sk u sy jn e j.

T ek sty  będące podstawą sam odzielnej pracy studentów przypom inają w 
form ie zew nętrznej podręcznik programowany. M a te r ia ł zawarty w "P ro g ra 
mie" j e s t  rozłożony na c ią g  powiązanych ze sobą lo g ic z n ie ,  m erytorycz
nie i  d y d a k ty czn ie , w w ię k sz o śc i dość obszernych , p o r c ji  /k ad ró w / in fo r
m a cji; każda in form acja  kończy s i ę  pytaniem , na k tó re  stu d e n t ma odpo
w ie d z ie ć , lu b  zaw iera lu k ę , k tó rą  ma u z u p e łn ić . M a te r ia łu  "zaprogramo
wanego" n ie  poddano drobiazgow ej a to m iz a c ji z n astęp u jących  powodów; stu
dent z w ię k sz o śc ią  wiadomości zapoznaje s i ę  ju ż  na w yk ła d zie , "Program " 
je  jed yn ie  przypomina /ro z d ro b n ie n ie  wiadomości w tym przypadku o gran i
czałoby aktywność c z y te ln ik a / ;  przygotowane te k s ty  mają u ła tw ić  nie bez
myślne "wkuwanie” , a le  aktywne przysw ajanie wiedzy połączone z samodziel
nym przedzieraniem  s ię  przez napotykane tr u d n o ś c i; system atyczne pod
noszenie poziomu naukowego studentów  oraz przygotow anie ic h  do samodziel
nego studiow ania te k s tu  wymaga, aby kadry b yły  o b s z e r n ie js z e .

L iczb a  ćw iczeń n a stęp u jących  po kadrze informacyjnym w "Program ie" 
j e s t  dość duża; mają one w ystarczyć do aktywnego p rzysw ojen ia  opracowy
wanego p o ję c ia ,  tw ie rd z e n ia , dowodu, metody rozwiązywania pewnych prob
lemów oraz w y k szta łce n ia  pewnych spraw n ości.

"Program " konstruowano t a k , aby sy stem a ty czn ie  i .  stopniow o wprowa
dzać studentów w sam odzielne studiow anie te k s tu  m atem atycznego. Zwięk
sza n ie  sam o d zie ln o ści studentów  przy studiow aniu  "Programu" wywoływa
no dwoma sposobam i. Je d e n  związany j e s t  z programowaniem rozwiązyw ania 
danego typu zadań; pierw sze kadry odnoszące s ię  do zadań danego typu za
w iera ją  n ie w ie le  lu k  i  bardzo dużo wskazówek, w k ażd ej n a stęp n ej ramce 
l ic z b a  lu k  s ię  zw iększa , wskazówki z a n ik a ją . O s ta tn i kadr -  z danej s e 
r i i  -  obejmuje ju ż  ty lk o  sam tem at za d a n ia . S tu d en t zmuszony j e s t  więc 
do coraz b a r d z ie j sam odzielnego u czen ia  s i ę .

D rugi sposób odnosi s ię  do zw ięk szen ia  sa m o d zie ln o ści przy s tu d io 
waniu k o le jn y ch  c z ę ś c i  "Program u". P ierw sze c z ę ś c i  są  dość obszerne, za
w ie ra ją  w ie le  zadań zaprogramowanych szczegó ło w o, końcowe -  na ogół je d 
no zadanie rozwiązane szczegó ło w o, a p o z o sta łe  kadry obejm ują ty lk o  t e 
maty zadań podobnego typu z n ik łym i wskazówkami. W k o le jn y ch  p a r tia c h  
"Programu" m aleje  ta k że  l ic z b a  ćw iczeń do nadobowiązkowego ro zw iąza n ia . 
C z y te ln ik  w sposób system atyczny odsyłany j e s t  cora z c z ę ś c ie j  do uzu
p e łn ia ją c e j l i t e r a t u r y .

"Program" n ie  j e s t  w śc is ły m  znaczeniu  podręcznikiem  programowanym,
gdyż:

1 .  d la  stu d en ta  stanow i on ty lk o  ru szto w a n ie , na którym o p iera  s ię  
je g o  indyw idualna p raca ; k o r z y s ta ją c  przy tym z le k tu ry  s tu d e n t dobiera
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m a teria ł u zu p ełn ia ją cy  i  ćw icze n ia ; podręczn ik  klasyczn y n ie  zostaje wy
elim inowany, a le  j e s t  niezbędny przy takim  sposobie  zdobywania w iedzy,

2 . podstawowe inform acje  zdobywa stu d e n t na w yk ład zie , tu  one zo
s t a ją  dokładn ie opracowane,

3 . n a u c zy c ie l /prowadzący z a ję c ia /  s łu ży  radą i  pomocą, prowadzi dy
sk u s ję  na z a ję c ia c h  au dytory jn ych .

Od podręcznika konwencjonalnego "Program" ró żn i s ię  tym, że:

1 .  wiadomości podawane są  w form ie u ła tw io n e j; p o rcje  in fo rm a cji 
rozpracowane, rozdrobnione z liczn ym i uwagami dydaktycznym i,

2 .  ćw iczen ia  i  zadania c z ę s to  stanow ią wprowadzenie w te o r ię  w prze
ciw ień stw ie  do zadań w klasyczn ych  podręczn ikach , k tó re  r a c z e j spraw
d za ją  lu b  u trw a la ją  poznane ju ż  wiadomości te o r e ty c z n e ,

3 . proces u czen ia  s ię  oparty j e s t  na ustawicznym wzmacnianiu czyn
n o ści dydaktycznych u c z n ia . P ra cu ją c  wg "Programu" uczący s t a le  podle
ga k o n t r o l i ,

4 .  "Program " obejmuje uwagi dydaktyczne u ła tw ia ją c e  przysw ajanie 
t r e ś c i  oraz nabywanie u m ie ję tn o śc i analizow ania te k s tu  matematycznego.

N ie s te ty , ta k  wykład ja k  i  podręcznik, czy to  programowany czy konwen
c jon aln y , n ie  u ła tw ia ją  k s z ta łc e n ia  u m ie ję tn o śc i "wysuwania" nowych za
gadn ień . Duże walory z ty ch  względów ma metoda dysku sy jn a , przy k tó r e j 
w gru p ie  pod kierunkiem  n a u czy c ie la  stu d e n ci opracowują różne zagadnie
n ia  m erytoryczne i  dydaktyczne, uczą s ię  d o strze g a n ia  i  formułowania 
problemów; w toku  d y sk u s ji można omówić w artość poszczególnych  rozw ią
zań ze względu na ekonomię p ra cy , o r y g in a ln o ść , e s te ty k ę , ła tw ość zapa
m iętan ia  i  p r z e jr z y s to ś ć  toku  rozumowania.

Aby za ch ęcić  studentów do swobodnego wypowiadania s ię  na ćw icze
niach  au d ytory jn ych , n ie  oceniano ic h  odpow iedzi. Dośw iadczenie bowiem 
p o kazu je , że rygory oceny wpływają na t o ,  że stu d e n ci n ie c h ę tn ie  z g ła 
s z a ją  w łasne problemy do rozw iązyw ania, bądź propozycje własnych rozwią
zań danych problemów. Ten asp ek t ćw iczeń au d ytory jn ych , a więc i  bada
nej metody j e s t  n iew ą tp liw ie  is to tn y  w początkach  nauki na s tu d ia c h .

T r z e c ia  c z ę ść  eksperymentowanego cy k lu  z a ję ć  ze studentam i poświę
cona j e s t  k o n tr o li  i  ocenie  wyników nau czan ia . K on tro lę  uważa s ię  za in 
te g r a ln ą  c z ę ść  t e j  formy p ra cy . S ta ła  i  w nikliw a k o n tro la  i  samokontro
l a  przy studiow aniu m atem atyki, ze w zględu na stru k tu rę  t e j  dziedziny 
w iedzy, j e s t  nieodzownym elementem procesu u czen ia  s i ę .

Eksperymentowana forma pracy studentów obejmuje k on tro lę  w toku:

1 . ic h  sam odzielnej pracy -  j e s t  t o  ^samokontrola; um ożliw ia ją  

"Program ",
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2 . z a ję ć  audytoryjnych /k o n tr o la  b ie ż ą ca  postępów studentów w toku 
rozwiązywania przez n ich  zadań oraz a n a liz ę  ic h  pytań i  odpowiedzi w 
d y sk u s ji w g r u p ie / ,

3 . rozwiązyw ania zadań kon troln ych  przez studentów A o n t r o la  cząst
kowa -  w c ią g u  sem estru , k o n tr o la  końcowa -  pod koniec se m e str u /. W tym 
przypadku k o n tro la  j e s t  połączona z oceną i  obejmuje sprawdziany pisem
ne rozwiązywane pod koniec opracowanego fragm entu m a ter ia łu  lu b  opraco
wanego d z ia łu  programu oraz egzamin u s tn y , po drugim sem estrze n au ki.

W gru p ie  k o n tro ln e j z a ję c ia  prowadzono metodą "zw yczajow ą" polega
ją c ą  nas

1 . samodzielnym przygotowywaniu s ię  studentów do ćw iczeń przez ro z
wiązywanie zadań z w ykorzystaniem  d o stęp n ej l i t e r a t u r y  /n o t a t k i  z wy
kładów, p o d rę c z n ik i, zb io ry  z a d a ń /,

2 .  rozwiązywaniu przygotowywanych poprzednio przez studentów zadań 
w obecności c a ł e j  grupy i  prowadzącego ćw iczen ia  -  przy czym odpowiedzi 
te  były  ocen ian e ,

3 . okresow ej k o n tr o li  i  ocen ie  wyników nauczania w zadaniach kon
tr o ln y c h .

3 . C e le  eksperymentu

Celem  eksperymentu b y ło :

1 .  wypracowanie m etodyki zdefin iow a n ej wyżej formy organizowania 
pracy sam odzielnej studentów ,

2 .  przygotow ania m ateriałów  oraz sform ułow anie zasad dydaktycznych 
budowy m ateriałów  stanow iących podstawę organizow ania pracy sam odziel
nej studentów ,

3 . w e ry fik a c ja  ty c h  te o rety cz n y ch  za łożeń  w toku  naturalnego ekspe
rymentu.

W s z c z e g ó ln o śc i c h o d z iło  o zbadan ie, czy eksperymentowana forma 
organizow ania pracy sam odzie ln ej studentów s ła b szy ch  w ramach ćw iczeń i  
poza ćw iczeniam i pozwala:

1 .  zm n iejszyć tru d n o śc i związane z pokonywaniem "p rogu ” ,
2 .  uzyskać le p s z e  w yniki od ty c h , ja k ie  u zy sk u je  s ię  przy m etodzie 

zw yczajow ej,

3 .  zaktywizować u d z ia ł  w ćw iczen iach  każdego s tu d e n ta , bez względu 
na je g o  poziom naukowy, zw ięk szająo  przez to  s to p ie ń  je g o  zainteresow a
n ia  przedmiotem,

ń . usuwać lu k i  w wiadomościach studentów  pow stałe z przyczyn obiek
tywnych,
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5 . podnieść poziom naukowy stu d e n ta  przez opanowanie w iększej por
c j i  w iedzy, le p i e j  wiadomości w iązać i  u trw a la ć ,

6* s k u te c z n ie j , g łę b ie j  przystrajać opracowane1 „ o ję c ia ,
7 .  uczyć analizow ania te k s tu  matematycznego,
8 .  uczyć rozwiązywania problemów oraz poprawnego op isu  rozwiązywa

nych zadań precyzyjnym językiem  matematycznym,
9« ogran iczyć l ic z b ę  błędów przy rozwiązywaniu zadań.

D la  obiektywnego o k re ś le n ia  re zu lta tó w  eksperymentu porównuję wy
n ik i  o s ią g n ię te  przez dwie równoważne grupy: eksperym entalną / Е /  i  kon
tr o ln ą  / К /  te g o  samego I  roku i  t e j  samej u c z e ln i . Równoważność grup u -  
s ta lo n o  d o b ie ra ją c  do każdego stu d e n ta  je d n e j grupy "równoważnego" mu 
stu d en ta  d r u g ie j grupy według określonych  kryteriów  poziomu przygotowa
n ia  opartych na wynikach nauki w szk o le  ś r e d n ie j i  w c z a s ie  egzaminu 
w stępnego. Obie grupy słu ch a ły  te g o  samego wykładowcy: grupę ekspery
mentalną prow adził a u to r a r ty k u łu , grupę k o n tro ln ą  -  pracownik naukowy 
u c z e ln i , mający bardzo duże dośw iadczenie dydaktyczne i  w większym stop
n iu  w yspecjalizow any w tem atyce ćw iczeń n iż  au tor a r ty k u łu . Z akład ając 
równoważność ta k  utworzonych grup można p r z y ją ć , że ewentualne ró żn ice  
re zu lta tó w  nauczania w ty c h  grupach okażą s ię  konsekwencją różnych me
to d  nau czan ia .

V sz c z e g ó ln o śc i e ta ty s ty c z n ie  porównuję:

1 .  l ic z b y  studentów grupy I i i ,  k tó rzy  z a l i c z y l i  sem estr I  i  I I ,
2 .  w yniki zadań k o n tro ln y ch ,
3 . c z ę s to tliw o ś ć  i  typy popełnianych błędów .

Na podstaw ie a n a liz y  s ta ty s ty c z n e j d o k ła d n ie j porównuję:

1 .  wpływ dwóch form pracy studentów na pokonanie "p ro g u ",
2 .  u m iejętn ość  c z y ta n ia  te k s tu  matematycznego w grupach I  i  I ,
3 . u m iejętn ość rozwiązyw ania problemów i  określonych  typów zadań 

przez studentów grup I  i  I .

Eksperyment właściwy przeprowadzono w roku akad. 1 9 6 8 /6 9  na I  roku 
matematyki WSP w Krakowie w ramach ćw iczeń z a n a liz y  m atem atycznej. Za
ję c i a  /3  godziny ćw iczeń tygodniowo w dwóch term inach, 3 godziny wykła
d u / w obu badawczych grupach odbywały s ię  w tym samym c z a s ie .  Tematykę 
z a ję ć  prowadzący szczegółow o u z g a d n ia li między sobą ta k ,ż e  c z ę s to  w obu 
grupach rozwiązywano t e  same zad an ia . Tematy zadań kon troln ych  d la  obu 
grup b yły  id e n ty c zn e , zadania t e  rozwiązywano w tym samym c z a s ie .  Bada

n i b y l i  absolwentami szk o ły  ś r e d n ie j ,  w k tó r e j  nauczanie matematyki od
bywało s i ę  je s z c z e  według tra d ycy jn ych  programów.
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4 . A n a liz a  ’’Programów1' w jp e łDi.0n.7ch. przez studentów

P rz e g lą d a ją c  -  nawet p o b ie żn ie  -  t e k s t y ,  z którym i pracow ali s tu 
d e n c i, można zauważyć dość sporą l ic z b ę  zupełnie nie wypełnionych kadrów. 
I lo ś ć  ty ch  kadrów zw iększa s ię  stopniow o, począwszy od I I I  c z ę ś c i  "P ro 
gramu". U różnych studentów p roces te n  s ię  zaczyna w różnych m ie jsca ch ; 
przy końcu kursu żaden ze studentów n ie  w yp ełn ił o s ta tn ic h  ramek. I  ta k  
w c z ę śc ia c h  od I  do I I - I  s tu d e n c i przew ażnie n ie  w y p e łn ia li ty c h  kad
rów, k tórych  n ie  u m ie li sam o d zie ln ie  w y p e łn ić , natom iast w dalszych czę
śc ia c h  w w ię k sz o śc i wykorzystywano ty lk o  t e  ram ki, k tórych  w ypełnianie 
wydawało s ię  studentom s z c z e g ó ln ie  przydatne d la  przysw ojenia  m ateria
łu ;  w pierwszym semestrze nie wypełnione kadry b y ły  z regu ły  zgłaszane do 
omówienia, w drugim sem estrze stu d e n ci in te r e s o w a li s ię  b a r d z ie j zada
niami podanymi na końcu z e sz y tu  n iż  samym "Programem".

Stopniowo w k o le jn y ch  c z ę ś c ia c h  "Programu" /"Program " obejmuje dwa
d z ie ś c ia  c z ę ś c i /  d a je  s i ę  zauw ażyć, że t e  ram ki, k tó re  bezpośrednio fo r 
mułują nowe za g a d n ien ia , p o dają  schemat rozwiązyw ania zadań danego ty 
pu, wprowadzają c h a ra k tery sty czn e  w ła sn o śc i p o ję ć , ćw iczen ia  pierw sze z 
danej s e r i i  ćw iczeń są  s z c z e g ó ln ie  dokładn ie  w ypełniane, natom iast kad
ry ćw iczące oraz poświęcone u trw alan iu  wprowadzonych t r e ś c i  n ie  wszyscy 
stu d e n ci u z u p e łn ia ją .

D la  n ie k tó ry ch  studentów  rozw iązanie  zadania stanow i punkt w y jśc ia  
do "p rz e d łu ż a n ia " problemu; stu d e n t n ie  zadowala s ię  podanym rozw iąza
niem, szuka in n ych , a nawet form u łu je  podobny problem . Czasem w łaśnie 
ch o d z iło  o t o .  aby zadanie sprowokowało c z y te ln ik a , aby podany problem 
go za in tereso w a ł i  aby wtedy sam odzie ln ie  -  n ie  prowadzony -  zrobił d a l
szy krok z o sta w ia ją c  na boku "Program ". Ten c e l  z o s ta ł  u niektórych s tu 
dentów o s ią g n ię ty .

P rzeg lą d a ją c, wypełnione te k s ty  można zauważyć, że d la  znacznej czę 
ś c i  studentów  "Program " sta n o w ił ty lk o  schemat o r g a n iz a c ji  u czen ia  s i ę ;  
spotyka s ię  na arkuszach "Programu" u z u p e łn ie n ia , p o d k reśle n ia  w ażniej
szych tw ierdzeń  oraz c h a ra k tery sty czn e  w ła sn o śc i p o jęć  wyróżnione gra
f i c z n i e .  O rgan izu jąc proces u cze n ia  s ię  stu d e n t w ybiera sam do opraco
wania te  za d a n ia , k tó re  są  konieczn e d la  p rzysw ojen ia  danej p a r t i i  ma
t e r i a łu ;  n ie k tó re  kadry u trw a la ją c e  o p u szcza , natom iast inne uzu pełn ia 
bardzo d o k ła d n ie . D la  w ie lu  studentów /s z c z e g ó ln ie  początkow o/ te n  su
biektywny wybór zadań okazywał s ię  zawodny, o czym przekonyw ali się ro z 

w iązując ćw iczen ia  k on tro ln e  zam ieszczone na końcu opracowywanego zeszy
tu  "Program u".

W wyniku przeprowadzonej a n a liz y  wypełnionych przez studentów "Pro
gramów" można sformułować k i lk a  wniosków rzu ca ją cy ch  pozytywne światło na 
eksperymentowaną formę prowadzenia z a ję ć  i  praktyczn ą  w artość m ateria
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łów . Może wydać s ię  to  paradoksem, a le  w łaśn ie  zw iększająca s ię  l ic z b a  
kadrów n ie  wypełnionych przemawia za t ą  formą O rg a n iz a c ji procesu  uczenia 
s ię  oraz za wspomnianymi m a teria łam i; stu d e n ci stopniowo wykazują coraz 
w iększą sam o d zie ln o ść , za czy n a ją  pow oli sami kierować procesem uczenia 
s i ę ,  "Program " zaczyna wyznaczać je d y n ie  p lan  pracy i  um ożliw ia je j kon
t r o l ę .  Po pierwszym sem estrze nauki "Program " s t a je  s ię  cora z mniej po
trz e b n y , stu d e n ci zaczyn ają  go od rzu cać. I  w łaśn ie  dobrze , że odrzuca
j ą ,  bowiem swą r o lę  n a jw id o czn ie j s p e ł n i ł :  przygotow ał ic h  do samodziel
nego stu d iow an ia .

"Programu” n ie  sta ra n o  s ię  skonstruować ta k , aby stu d e n t uzupełnia
ją c  ramki n ie  mógł p o p ełn ić  b łę d u , a le  b łą d  m iał ty ć  d la  uczącego s ię  
sygnałem , że danego p o ję c ia  je s z c z e  so b ie  n ie  p rzy sw o ił, że tw ierdzenia, 
czy metody je s z c z e  operatywnie, n ie  opanow ał,m iał być bodźcem do ponow
nego rozw iązania za d a n ia , do skorygow ania,czy u zu p ełn ien ia  wiadomości. 
N iem niej p rze g lą d  popełnionych -  przy w ypełnianiu  "Programu" -  błędów 
A tó r y c h  j e s t  z r e s z tą  n ie w ie le /  p o k a zu je , k tó re  zagadnienia i  które kad
ry wymagają je s z c z e  b a r d z ie j szczegółow ego rozpracow ania, z ilu stro w a n ia  
przykładem lu b  kontrprzykładem .

5 .  Wypowiedzi studentów o badanej form ie organizow ania z a ję ć

Celem wysondowania o p in i i  studentów o badanej form ie organizowania 

z a ję ć  przeprowadzono dwie anonimowe a n k ie ty .
W ielu studentów u zn aje  z a le ty  eksperymentowanej formy pracy ra c z e j 

w pierwszym sem estrze n a u k i. Do n a jb a rd z ie j charakterystyczn ych  zalet za
l i c z a j ą  o n i: u ła tw ie n ie  o r g a n iz a c ji  czasu  i  p ra cy , p o d k re ś la ją c  przy tym, 
że praca z "Programem" sk ła n ia  ic h  do system atycznego u czen ia  s ię ;  u ła t 
w ienie dobrego zrozum ienia i  g łę b szeg o  przysw ojenia m a te r ia łu ; u czenie 
ic h  k o rz y sta n ia  z podręcznika i  studiow ania le k tu ry  m atem atycznej.

Bardzo wysoko badani o c e n ia ją  związane z sam odzielną pracą z "P ro 
gramem" ćw iczen ia  a u d y to ry jn e , na k tórych  j e s t  "w iększa  m ożliwość zada
wania pytań dotyczących  wykładów", "w ię c e j czasu  p o z o sta je  na wnikliwą 
a n a liz ę  tem atu , bo stu d e n ci są  ju ż  do t e j  a n a liz y  przygotow ani; s tw ie r 
d z a ją , że " t e n  sposób prowadzenia ćw iczeń j e s t  n a jk o r z y s tn ie jsz y  dla stu
dentów", przy czym odbywa s ię  "b ez  o b cią że n ia  p sy ch iczn e g o ".

W w ie lu  an k ietach  obu grup zn a jd u ją  s ię  uwagi dotyczące metod pro
wadzenia z a ję ć .  S tu d e n ci opow iadają s ię  za b a r d z ie j urozmaiconymi meto
dami, d o s tr z e g a ją  potrzebę u czen ia  i c h ,  ja k  s ię  mają u cz y ć . Sąd zą , że 
należałoby c z ę ś c ie j  dyskutować na tematy m etodologiczne oraz uczyć ich  
k o rz y sta n ia  z p o d ręczn ika . W ś w ie tle  wypowiedzi respondentów eksperymen

towana forma z a ję ć  s p e łn ia ła  tę  r o lę .
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6 .  A n a liz a  błędów popełnionych przez studentów w zadaniach kon
tr o ln y c h

Zbadanie s to p n ia  przysw ojen ia  i  zrozum ienia opracowanego m ateriału  
oraz skontrolow anie nabytych przez studentów  w toku  nauki spraw ności -  
o to  c e le  ja k ie  postawiono przed zadaniami k on tro ln ym i. Staran o s ię  w 
miarę m ożliw ości przeprow adzić badania obejm ujące w sz y stk ie  t r e ś c i  po* 
dawane na wykładach.

W szystk ie  zadania k on tro ln e  podzielon o na:

1 .  Sprawdziany tr a d y c y jn e ; ćw iczen ia  t e ,  formułowane w sposób kon
w encjonalny, dobierano ta k ,  aby d o ty c z y ły  spraw pojęciow ych, ąymagały sa
m odzielności i  badały u m ie jętn o ść  rozwiązyw ania problemów.

2 . Sprawdziany te s to w e ; m iały one spraw dzić rozum ienie i  s to p ie ń  
przysw ojenia p o jęć  i  tw ierd zeń  z pewnego d y sta n su , w k r ó tk ic h  zadaniach.

3 . Sprawdziany pośw ięcone c z y ta n iu  matematycznego te k s tu ;  celem ic h  
było  zbadanie s to p n ia  rozum ienia i  o r ie n t a c j i  w nowym t e k ś c i e ,  u m ie ję t
n o ści formułowania i  rozwiązyw ania p ro sty ch  zadań związanych bezpośred
nio z m ateriałem  poznanym przez le k tu r ę  t e k s t u .

4 .  Sprawdzian u s tn y ; obejmował on te o r ię  przedstaw ioną w toku  wy
kładów ; badał j e j  znajomość i  rozu m ien ie , przy czym dużą wagę przywią
zywano do referow ania odpow iedzi śc is ły m  językiem  matematycznym.

Błędy popełnione przez studentów  obu grup w spraw dzianach tradycyj
nych można p o d z ie lić  na sz e ś ć  typów:

błędy dotyczące znajom ości i  rozum ienia opracowywanych p o ję ć , 
b łędy d otyczące  znajom ości i  u m ie ję tn o śc i stosow an ia  poznanych 
tw ierd zeń ,
błędy związane z "oszacowywaniem" wyrażeń1 , 
błędy d o tyczące  ję z y k a  oraz błędy lo g ic z n e ,
błędy rachunkowe; są  t o  przede w szystkim  pomyłki pow stałe  n a j
prawdopodobniej w wyniku n ieu w agi,
b łędy sz k o ln e ; t j .  b łę d y , k tórych  geneza tkw i w m a te r ia le  s z k o l
nym /m atem atyce " s z k o l n e j " /  i  tam n ie  z o s ta ły  wyeliminowane.

W t a b e l i  nr 1 podano c z ę s t o t l iw o ś c i  występowania poszczególnych  
typów błędów .

Z p o ję c ia m i: z b ió r , i lo c z y n  k a r te z js ń s k i  zbiorów , r e l a c j a ,  fu n kcja , 
stu d en t m iał okazję  sp o tk a ć s ię  na egzam inie wstępnym, na z a ję c ia c h  z 
a lgeb ry  lu b  na rep ety toriu m  matematyki e le m e n ta rn ej. Trudno więc jedno

1 Typ ten' oelowo wyróżniono, ponieważ sposób rozumowania związany z "oszacowy
waniem" wyrażeń n ie  b y ł d o k ład n iej opraoowywany w "Program ie*. J e s t  nowym sposobśm 
rozumowania rzadko spotykanym w dotyohozasowym dośw iadczeniu studentów .

I
I I  -

I I I  -
IV -
V -

V I -
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znacznie w yjaśn ić  przyczyny powstawania błędów związanych z tym i p o ję 
c ia m i; natom iast t e  b łę d y , k tó re  d o tyczą  znajom ości i  rozum ienia pozo
s ta ły c h  opracowywanych p o ję ć  s ą  ch a ra k tery sty czn e  d la  badanych form or
g a n iz a c ji  n a u ki.

T abela  1

Lp. Typ
błędu

L ic z b a  błędów

Grupa E Grupa К

I  seta. I I  sem. Razem I  sem. I I  sem. Razem

1 I 123 37 160 137 67 204

2 U 67 45 112 91 78 169

3 I I I 15 0 15 4 0 4

4 IV 95 12 107 138 17 155

5 7 25 23 48 30 14 44

6 V I 69 3 72 56 13 69

7 Razem 394 120 514 456 189 645
i-

W t a b e l i  2 zestaw iono dra ro d za je  błędów typu  I  /b łę d y  l a  d o tyczą  
wyżej omówionych p o ję ć  m nogościowych/ oraz c z ę s to t l iw o ś c i  ic h  występom 
wania.

T a b ela  2

Гур
b ł ę -

Błędy
d o tyczą ce

L ic z b a  błędów

Grupa E Grupa К
du I  sem. П  sem. Razem I  sem. I I  sem. Razem

p o jęć  m nogościo
wych / 1 а / 83 18 101 76 25 101

p o zo sta ły ch  p o jęć 40 19 59 61 42 103

R a z e m 123 37 160 137 67 204

Bezpośrednio z ta b e l  1 , 2  odczytujem y, że l ic z b y  błędów typów V,VI, 
l a  w obu grupach /p rze d e  w szystkim  w sem estrze I /  są  prawie ta k ie  same. 
L iczb y t e  "potw ierdzają" równoważność grup badawczych ze względu na przy
gotow anie naukowe studentów .

Można przypuszczać, że błędy typów I I ,  XV, oraz błędy pow stałe w wyni
ku n iezn ajom ości i  n ierozum ienia opracowywanych p o jęć  /w yłączając typ l a /
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mają pewien zw iązek z metodą prowadzenia z a ję ć  w danej g r a p ie . T i l o ś c i  
ty ch  błędów  zaznacza s ię  wyraźna ró ż n ic a  na k o rzy ść  grupy Ï .

Eksperymentowana forma organizow ania z a ję ć  okazuje s ię  b a r d z ie j 
skuteczna przy elim inow aniu błędów typów I ,  I I ,  V I ;  natom iast w przy
padku błędów  rachunkowych -  metoda "zw yczajow a" / o  i l e  można mówić o e -  
lim inowaniu pom yłek/. O gó ln ie  obserwujemy ta k ż e  w iększy względny spadek 
l ic z b y  błędów  w gru p ie  E . Otrzymane r e z u lta ty  p o tw ie rd za ją  śred n ie  l i 
czby błędów  przypadających na jednego stu d e n ta  w danym sem estrze / t a 

b e la  3 / .

T a b e la  3

Grupa X К

Sem estr I U I I I

L iczb a  błędów przypadających  
śred n io  na stu d en ta 19 6 22 15

Z u p ełn ie  a n a lo g iczn e  r e z u lta ty  otrzymano w spraw dzianach t e s t c ^ c h .
S z c z e g ó ln ie  wyraźne r ó ż n ic e  między grupami u w idoczn iły  s ię  w spraw

dzianach dotyczących  c z y ta n ia  te k s tu  m atem atycznego. Błędów związanych 
bezpośrednio z nowym tek stem  /lo g ic z n y c h , dotyczących  n ierozum ienia de
f i n i c j i ,  tw ie rd ze ń / s tu d e n c i grupy k o n tr o ln e j p o p e łn i l i  ponad dwukrot
n ie  w ię c e j n iż  stu d e n ci grupy ek sp erym en taln ej, św iadczyłoby to  o tym, 
że stu d e n ci grupy eksperym entalnej l e p i e j  radzą so b ie  z nowym tek stem ; 
s z y b c ie j c z y ta ją  t e k s t ;  w związku z tym mimo że w tym samym czasie  prze
c i ę t n i e  ro z w ią z a li w ię ce j zadań n iż  s tu d e n c i grupy K , t o  p o p e łn i li  e 
w ie le  m niej błędów .

7 .  A n a liz a  ilo śc io w a  wyników zadań kon troln ych

D la  zbadania ró żn icy  między grupami zastosow ano t e s t  i s t o t n o ś c i  t  
S tu d e n ta  d la  ró żn icy  dwóch śr e d n ic h . Przeprowadzone badania pokazały, że 
h ip o te z ę  zerową o braku r ó ż n ic  między średn im i należy o d rzu cić  w każdym 
z badanych okresów / I  se m e str , I I  se m e str , c a ły  ro le / na poziom ie 0 ,0 5 ;  
tym samym można uważać, że ró ż n ic a  między grupami z a le ż y  od formy pracy 
w g ru p a c h . Warto za zn a czyć, że stu d e n t grupy eksperym entalnej okazał s ię  
" le p s z y ”  p r z e c ię tn ie  co n ajm n iej o 1 punkt /c o  sta n o w iło  około  25% śred
n i e j  l ic z b y  punktów uzyskanych p rzez stu d e n ta  grupy k o n t r o ln e j / .

P rz y p isu ją c  każdemu z zadań k on tro ln ych  je g o  w spółczynnik trudnoś
c i  A  / l i c z b ę  Д  d e f in iu ję  jako  i lo r a z  l ic z b y  uzyskanych punktów przez 
w s z y s tk ic h  studentów danej grupy ,  do l ic z b y  możliwych do u zy sk an ia  w da
nym zadaniu /można zbadać, o i l e  ła tw ie js z e  b y ło  p rze c ię tn ie 'z a d a n ie k o n -
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tr o ln e  w g ra p ie  В od ta k ie g o  zadania *  gru p ie  E . Uzyskane wyniki 
przedstaw iono na poniższym w yk resie .

Przeprowadzone badania p okazu ją , że i  w tym ta k że  przypadku ró ż n i
ca  między grupami /n a  k orzy ść  grupy Е /  j e s t  wyraźna i  i s t o t n a .

Porównując l ic z b y  studentów rozpoczynających  S tu d ia  z liczbam i sti*- 
dentów, k tó rzy  z a l i c z y l i  sem estr I  i  sem estr I I  można zauważyć, że więk
sze  szan se  z a lic z e n ia  sem estru I  /se m e stru  I I / ,  a więc ta k że  i  pokona
n ia  "p r o g u " , ma stu d en t grupy eksperym entalnej /o k .  15% /. P otw ierdzenie 
t e j  te z y  znajdujemy ta k ż e  w badaniach w stępnych, wówczas w gru pie  Б 
sk re ślo n o  15%» а w gru p ie  E  aż 55% ogó łu  studentów  w g ru r '.e .

P ow sta je  p y ta n ie ,ja k ie  czynni k i  m iały wpływ na pow stanie różn icy 
między grupam i.

Okazuje s i ę ,  że n ajw ięk sza  r ó ż n ic a  między grupami u w idoczn iła  s ię  
przy zadaniach dotyczących  rozum ienia p o jęć  i  związków między nimi oraz 
w spraw dzianach związanych ze studiowaniem nowego te k s tu  matematyczne
g o . D o k ła d n ie jsz e  badania p o k a za ły , że eksperymentowana forma organizo
wania pracy sam odzielnej studentów uczy ic h  w większym sto p n iu  rozw ią
zywania problemów n iż  forma zwyczajowa. V sz c z e g ó ln o śc i okazało s i ę ,  że 
zadań ła tw ie js z y c h  / 0  w spółczynniku tr u d n o śc i większym n iż  0,50/  w gru

p ie  X j e s t  p r z e sz ło  tr z y  razy w ię ce j n iż  w g ru p ie  E .
Spraw dzian u stn y n ie  wykazał i s t o t n e j  przew agi żadnej z gru p , cho

c ia ż  le p s z e  ilo śc io w o  r e z u lta ty  o s ią g n ę ła  grupa S.

8 . Podsumowanie wyników -  w nioski

Wydaje s i ę ,  że  d łu ższy  cz a s  trw ania  eksperymentu wyeliminował wąpo- 
sób  n a tu raln y  wpływ "n o w o śc i" , to  znaczy za in tereso w a n ie ,  jakim  c ie s z ą  
s ię  t e  za gad n ien ia  i  ś r o d k i , z którym i uczący n ie  s p o tk a li  s ię  dotych
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czas i  k tó re  k s z ta ł tu ją  d od atn ie  motywy u cze n ia  s i ę .  Mimo t o  stosowana 
metoda w dalszym c ią g u  funkcjonow ała pozytyw nie.

Uzyskane r e z u lta ty  są  o b ie c u ją c e , jednak sformułowane w nioski n ie  
mogą być m echanicznie u o g ó ln ia n e , należy bowiem p am iętać, że ch o cia ż  u -  
zyskano j e  na obszernym m a te r ia le , to  porównywane zb io row ości b y ły  bar
dzo n ie l ic z n e .

W nioski pon iższe  d o ty cz ą  m ożliw ości pomocy studentom "sła b sz y m ", 
k tórzy  n ie  mogą s ię  w ciągnąć w sam odzielne studiow anie  bez pokierow ania 
i  sz c z e g ó ln e j o p ie k i , a le  k tó rzy  mają in te le k tu a ln e  z a d a tk i , aby przy 
t e j  op iece  tru d n o śc i pokonać.

W nioski

1 .  Na podstaw ie przeprowadzonej a n a liz y  i lo ś c io w e j i  ja k o ścio w e j 
można sformułować n a stęp u ją ce  ob serw acje .

Eksperymentowana forma organizow ania z a ję ć :

a /  u ła tw ia ła  przystosow anie s ię  studentów  I  roku matematyki do systemu 
nauki w sz k o le  w yższej oraz s k u te c z n ie j wpływała na zm n ie jszen ie  od
siewu na roku pierwszym n iż  "zw yczajow a" metoda prowadzenia z a ję ć ;

Ъ / dawała w yn ik i, k tó re  w is t o tn y  sposób r ó ż n ią  s i ę  na poziom ie 0 ,0 5  od 

wyników uzyskanych przy "zw yczajow ej" m etodzie p ra cy ;

с /  um ożliw iała  g łę b sz e  rozum ienie i  tr w a lsz e  p rzysw ojen ie  przez studen
tów opracowywanych t r e ś c i ;

d /  w yraźniej wpływała na zm n ie jszen ie  l i c z b y  błędów do tyczących  p o jęć  i  
tw ierd zeń  oraz błędów szk o ln y ch ;

e /  wykazała w yższość nad metodą "zw yczajow ą" w u czen iu  rozumnego c z y ta 

n ia  te k s tu  m atematycznego;

f /  pozw alała organizować pracę stu d en ta  we właściwym d la ń  tem p ie;

g /  zw ięk szy ła  sam odzielność oraz zaktyw izow ała u d z ia ł  s tu d e n ta  w proce
s ie  nauczania usuwając o b cią że n ia  p sy ch icz n e ; elim inow ała ró ż n ic e  w 
zd o ln o ścia ch  stw a rz a ją c  m ożliw ość indyw idualnych sukcesów ;

h / usuwała lu k i  w w iadom ościach ,pow stałe z przyczyn obiektyw nych; 

i /  u c z y ła  metod rozw iązyw ania problemów;

j/ pozw alała grom adzić dośw iadczenie dydaktyczn e , k tó re  stu d e n t w przy
s z ł o ś c i  ja k o  n a u c ^ rc ie l może w yk orzy sta ć .

2 .  Na podstaw ie przeprowadzonych badań można sformułować następu
ją c e  p o s tu la ty  w stosu nku  do ew entualnego stosow an ia t e j  metody w u le p 
szon ej p o s ta c i :
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a /  należy sz cz eg ó ln ą  uwagę zw rócić na analizow anie te k s tu  matematycz
nego;

W  szczegółow o programować wstępne p a r t ie  a n a liz y  matematycznej ,  bowiem 
szczegółow y program na tym e ta p ie  w yraźnie u ła tw ia  opanowanie i  przy
sw ojenie  j e j  p o ję ć ;

с /  w miarę upływu czasu  stopniow o n ależałoby zm niejszać programowanie 
t r e ś c i  i  przech odzić do tr a d y c y jn e j formy z a p isu ; zadań rachunkowych 
n ie  programować;

d /  tr u d n ie js z e  p a r t ie  m a ter ia łu  b a r d z ie j eksponować na ćwiczeniach audy- 
to ry jn y c h ;

e /  na ćw iczen iach  audytoryjnych  w U  sem estrze stopniowo przechodzić do 
o ce n ia n ia  odpowiedzi u stn y ch  studentów .

9 . K ie ru n k i d a lsz y ch  badań

O czyw iście  n ie  w szy stk ie  z powyżej sformułowanych wniosków mogą być 
u o g ó ln io n e . B a rd z ie j w yczerpującą ch a ra k terystyk ę  eksperymentowanej fo r 
my organizow ania z a ję ć  można b ęd zie  p rzed staw ić  dopiero po przeprowa
dzeniu  m ożliw ie sz e ro k ich  badań empirycznych i  to  na różnych poziomach 
nauczania m atem atyki.

W to k u  ty ch  badań n a le ża ło b y  zw rócić uwagę na n a stęp u ją ce  zagad

n ie n ia :
1 .  u s t a l i ć  rz e c z y w istą  przydatn ość opisyw anej formy pracy w pro

c e s ie  u cz e n ia  s ię  na różnych sz c z e b la c h  nauki s z k o ln e j;
2 .  zbadać, czy proponowana forma pracy lu b  m utacja t e j  formy może 

być w ykorzystana do w alk i z opóźnieniem w nauce;
3 . u s t a l i ć  szczegółow e p ro p o rcje  między nauką w łasną, d y sk u sją  i  

k o n tro lą  wyników na różnych sz c z e b la c h  nauki s z k o ln e j;
4 .  wypróbować różne sposoby k o n tr o li  procesu  u cze n ia  s ię  przy op i

sywanej form ie organizow ania z a ję ć ;
3 .  skonstruow ać oprócz konwencjonalnego podręcznika m a teria ły  o -  

bejm ujące programy w ażn ie jszych  z punktu w idzenia metodologicznego i  trud
n ie jsz y c h  p a r t i i  m a te r ia łu , w p o s ta c ia c h  dostosow anej do różnych po zio 
mów nauczania m atem atyki.

1 0 . Wybrane przykłady zadań kon troln ych

a /  Sprawdziany tr a d y cy jn e

1 .  Czy można dobrać z b ió r  A ta k ,  aby z b ió r  Dg x A /D g  -  z b ió r  p o d z ie l
ników l ic z b y  6 /  b y ł fu n k c ją ?  Odpowiedź u z a s a d n ij.

2 .  Zapas c ią g u  { a ^  ma obydwa k r e s y , czy c ią g  { а д } musi być 
Odpowiedź z i l u s t r u j  przykładam i.

zbieżny?



158 ODSTAW ТВВкИЗП

3- Dany j e s t  c ią g  {an} zbieżny do z e r a . Czy c ią g  bns 1 , 2 , 5 ^  .a g .a ^ , . . .  
j e s t  zbieżny? Odpowiedź udowodnij w op a rciu  o d e f in ie ję  granicy ciągu.

4 . Wykazać, że fu n k c ja  t ( x )  = |x -  a | p (x ) , g d z ie  <P(x) j e s t  fu n kcją  
c i ą g ł ą ,  n ie  ma pochodnej w punkcie a ,  gdy <£>(а) /  O .

5 .  Funkcja f ( x )  j e s t  c ią g ł a  w R oraz f ( 0 )  = 1 .  H iech =fl -  3t)ffz ).
Udowodnić, że i s t n i e j e  ta k ie  x 0 , że = * 0 .  •

6 .  Podać p rzykład  fu n k c ji  dwóch zmiennych, k tó r a  ma n iesk oń czen ie  w ie le  
ekstremów lo k a ln y c h .

Ъ / Sprawdziany testo w e . . A

1 . C ią g  {a n} s p e łn ia  warunek / > 0 J e N n >m  ( an < e)*  Poàa3 przykład

c ią g u  k tóry  s p e łn ia  te n  warunek, a le  n ie  na g r a n ic y .
Odpowiedz: an = .....................................

2 .  Wiadomo, że nl im ад  = a .  D la  ja k ic h  a  c ią g  {aQ} s p e łn ia  warunek

А V А л,
£>0 m £ N n > m 'an < 6 '  1
Odpowiedz: a =  ........................................

3 . S k r e ś l  ja k  n a jw ię ce j warunków wymienionych ja k o  możliwe z a ło ż e n ia  
tw ie rd ze n ia  ta k ,  aby otrzymane tw ie rd ze n ie  b y ło  prawdziwe.

T : lim  a_ = g .n-»Oo U w

4 . Przy jakim  dodatkowym z a ło ż e n iu  fu n k c ja  c ią g ł a  w p r z e d z ia le  otwartym 
ograniczonym j e s t  je d n o s ta jn ie  c ią g ła  /p o d k r e ś l/?

a /  różnow artościow a,
Ъ / ma w artość Darboux,
с /  p o siad a  g ra n ice  jedn ostron n e skończone na końcach p r z e d z ia łu .
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5 .  Podać przykład  f u n k c j i ,  k tó r a  n ie  j e s t  c a łk ą  nieoznaczoną Żadnej fun
k c j i .

6 .  Podać tr z y  przykłady t a k ie j  o p e r a c ji Q.  ,  ok reślon ej na pewnym zbio
rze  fu n k c ji  zamkniętym ze względu na dodawanie f u n k c j i ,  k tó ra  sp e ł
n ia  warunek:

Q [e (x ) + f (* ) ]  = Q [e(*)] + Q [f (x )]  •

1 1 . P rzykłady tekstów  do sam odzielne .i pracy studentów 
/fragm enty "Program u"/

K on stru u ją c  "Program " kierowano s i ę  między innymi zasadą sto p n io 
wego wprowadzania studentów  w sam odzielne studiow anie te k s tu  matematy
czn ego . W sz c z e g ó ln o ś c i zw iększenie sam o d zie ln o ści sta ra n o  s ię  osiągnąć 
p rzez:

1 .  stopniow e zm n iejszen ie  l ic z b y  wskazówek naprowadzających, zwięk
sze n ie  l ic z b y  lu k  w danej s e r i i  zadań,

2 .  m niej ukierunkowane sterow anie procesem przysw ojenia m ateriału  
w k o le jn y ch  p a r tia c h  "Program u".

Sterow anie procesem u cze n ia  s ię  n a stęp u je  przez dobór takich  sy tu a 
c j i  problemowych, k tórych  badanie zmusza stu d e n ta  do:

a/  k o rz y sta n ia  z In fo r m a c ji ,
Ъ /  przetw arzania in fo r m a c ji , 
с /  tw orzen ia  nowych t r e ś c i .

Stopniow e w yrabianie ty c h  u m ie ję tn o śc i n a stęp u je  w t~ku  rozw iązy
wania zadań związanych z definiow aniem , dowodzeniem, korzystaniem  z de
f i n i c j i  i  tw ierd zeń  oraz z zastosow aniem  poznanych wiadomości te o r e ty 
czn ych . S z c z e g ó ln ie  zwraca s ię  uwagę na w yrobienie dwu pierw szych umie
j ę t n o ś c i ,  bowiem z nowym m ateriałem  stu d e n t zapoznał s ię  na w ykładzie , 
a ćw icze n ia  w za sa d zie  pośw ięcone b y ły  u trw alan iu  i  p o g łę b ie n iu  nowych 

w iadom ości.
P ro ce s u cze n ia  studentów  k o rz y sta n ia  z in fo rm a c ji i  ic h  przetwarza

n ia  j e s t  procesem kierowanym i  obejmuje m. i n .  mocno w "Program ie" wy
eksponowane p ro ce sy ; p rzysw ojen ia  t r e ś c i  d e f i n i c j i ,  t r e ś c i  tw ierdzeń i  

dowodów tw ierd zeń .
P ierw szy z n iż e j  przytoczon ych  fragmentów "Programu" dotyczy w stę

pu do a n a liz y ; ta k  szczegółow e zaprogramowanie pierw szych p a r t i i  "P ro 
gramu" okazało  s ię  niezbędne przede w szystkim  d la  studentów "s ła b sz y ch ", 
k tó rzy  n ie  u m ieją  c z y ta ć  te k s tu  matematycznego s p o d k r e ś lić  tu  trz e b a , że 
stu d e n ci c i  z p o jęcia m i mnogościowymi w s z k o le  n ie  s p o tk a li  s ię ;  poza tym 
w iększość z n ich  n ie  b y ła  przyzw yczajona do b a r d z ie j form alnego tr a k to 
wania d e f i n i c j i  matematycznych p o jęć  i  do elem entarnych wymogów ś c i s ł o 

ś c i .
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A . FRAGMENT D0TÏCZ4CT WPROWADZENIA PÓJŚCIA FUNKCJI

2 . I lo c z y n  k a r te z ja ń s k i

2 .1  Wśród podanych przykładów p o d kreśl jedną kreską 
t e ,  k tó r e  są  param i; obwiedź kółkiem  paiy równe. 
( 1 , 2 ) ,  { 2 ,1 } ,  ( 2 , 1 ) ,  { 1 ,4 } ,  ( 4 , 2 ) ,  { 5 } ,  (2 2 , 2 ) ,  
(V 4 , l o g i o ) ,  ( a ,b )  , ( 0 , 6 ) ,  ( l o S2 ,6 ) ,  ( 2 , - 3 ) ,  (0 ,1 ) , 
( 0 , 3 ) ,  ( 3 , 0 ) ,  ( 1 , 0 ) .

pary równes
(2.1) - 0 / 4 , lo g io ) ,
( 4 .2 )  -  ( 2 , 2 )

2 .2  Zapam iętaj
( a ,b )  = ( c ,d )  . . .  = с  {T( b = . . .

a ,d 2 .3  Wiemy, że ( a ,b )  4  ( c , d ) .  Co można pow iedzieć 0
elem entach a ,b ,c ,d ?  ................... Q  ...................
J a k i  sp ó jn ik  p o sta w isz  w w yróżnionej k ra tce ?  . . .

a 4  c lub
b 4 d

2 .4  Wiemy, że ( x , 2 )  = ( - 3 , y ) .  Wyznacz x oraz y .  

x = .....................  У = ...................

- 3 ,  2 2 .5  Co można pow iedzieć 0 x i  y ,  j e ż e l i

a /  ( x ,5 )  = ( y , 5 )  ................................
W  (x ,2 )  /  ( x , y )  ................................

X = У , У 4 2 2 .6  Wymień paту,  k tó r e  n a le żą  do rozw iązania  równa
n ia  X = у + 1 ;  U = {1,2,3,0} i  x ,y £ U .

( 1 ,0 ) ,  ( 2 , 1 ) ,  
( 3 ,2 )

2 .7  Z = { ( 0 , 0 ) ,  ( 0 , 4 ) ,  ( - 5 , - 1 0 ) ,  ( 3 , 3 ) ,  ( 5 ,4 ) , ( - 8 ,2 ) } ,  

® * { ( 4 , 0 ) ,  ( 3 , 3 ) ,  ( 4 , 5 ) ,  ( - 8 , 2 ) ,  ( 0 , 0 ) ,  (0 ,4 )  , 

(—1 , —2) ,  ( —5 ,4 ) }  .

Z n a jd ź : a /  I n  Z =

Ъ /  T u  z  =

а /  { ( 0 ,0 ) ,  ( 0 , 4 ) ,
( 3 . 3 )  ,  ( - 8 , 2 ) ]  , 

b / { ( 0 , 0 ) ,  ( 0 , 4 ) ,
( - 5 , - 1 0 ) ,  ( 3 , 3 ) ,
( 5 . 4 )  , ( - 8 , 2 ) ,  
( 4 , 0 ) ,  ( 4 , 5 ) ,  
( - 1 , - 2 ) ,  ( - 5 ,4 ) } .

2 .8  W poniższych  dwóch rzędach zn ajdź pary równe. 
Odpowiedź z a p isz  ja k o  p a rę . Np. para 1 z rzędu
1 j e s t  równa 
w ięc jedn ą z

Rząd 1

parze 4  z rzędu 2 ;  para (1,4)  j e s t  
par odpow iedzi.

Rząd 2

1 .  ( 3 ,2 ) 1 . ( l 2 , - 2 2 )
2 .  ( - 8 , 8 ) 2 . ( a - a ,  b -b )

3 .  ( 2 , - 7 ) 3 . ( 5 ,3 â )
4 .  ( 5 , 9 ) 4 . ( 0 ,  Ÿ 4 )
5 .  ( 1 , - 4 ) 5 . 2 *ł l c \
6 .  ( 0 ,0 )
Odp........................

6 . ( 2 .x w, -4 9 1* )
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2 .9  A = { 2 , 3 }  f B = { - 1 , 2 , 5 ) .  Wypisz pary, k tó 
re  n ależą  do zbioru

S = {  (x ,y ) s x EA i  у £ в } .

S = { ( 3 , 2 ) ..................... ................................... •>

S  = A . . .  B«

2 .1 0  D e f in i c ja .  Z b ió r  w szystk ich  par (x ,y )  ta 
k ic h , że x j e s t  elementem zbioru  A i  у
elementem zb io ru  В nazywamy ............................
i  zapisujem y ........................................................................

iloczynem  k artez ja ń sk im  2 .1 1  Dane są  zb iory  M = { a ,1 ,7}  i  N = { n ,s ,3 } . 
zbiorów A i  B , P o d k reśl t e  p a ry , k tó re  n ależą  do M x N.

A x В (a , n ) , ( 1 ,1 ) ,  ( 7 , 1 ) ,  (a ,® )»  (3 » a ) ,  ( a »3) »
( 7 ,3 ) ,  ( 1 ,2 ) ,  ( s , l ) ,  ( s , s ) ,  ( 5 , 2 ) ,  ( m ,n ),

__________________________  ( n ,3 ) ,  ( a , 1 ) . _____________ ___________________________

( a , n ) , ( a , s ) ,  ( a ,5) ,  2 .1 2  W danym u k ła d z ie  współrzędnych zaznacz te
( 7 ,3 )  punkty, k tó ry ch  współrzędne n ależą  do A xB,

g d zie  A = { - 1 ,2 ,4 - } ,

(2 , - 1) ,  ( 2 ,2) ,  ( 2 ,5) ,  
( 3 , - 1 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  ( 3 , 3 ) ,  

S = A x В

K tóre  z połączonych strza łk a m i par punktów, 
rep rezen tu ją cych  elementy zbiorów A i  B ,

. n a leżą  do A % B?
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( b ,c ) ,  (b ,d )
D laczego  (a ,b ) ф А з  В?

P o łą c z  strz a łk a m i punkty re p reze n tu ją ce  te  
e lem enty, k tó ry ch  pary n a le żą  do А x B ,

2 .1 6  B e f i n lc i a .  Każdy podzbiór ilo c z y n u  k a r te -  
z ja ń sk ie g o  nazywamy r e l a c j ą .

2.17 K lech  r e l a c ja  S  ss jfx ,y ) s H.
a / Wymień c z te r y  pary n a le żą ce  do S

b /  Ka g r a f ie  zaznacz k i lk a  par punktów r e 
p rezen tu ją cych  elem enty n a le żą ce  do S

с /  W u k ła d z ie  współrzędnych z i lu s t r u j  te n  
z b ió r  punktów, k tórych  w spółrzędne na
le ż ą  do S  /w ykres r e l a c j i  S /
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a /  2.18 Czy r e la c ja  S z ćw iczenia 2 .1 7  j e s t  

fu n kcją? Odpowiedź u zasad n ij w oparciu  o 
d e f in ic ję  f u n k c j i .

Bozw iazanie.  Ponieważ fu n k c ją  o polu  A i  
zb io rze  w a rto śc i /z a p a s ie /  w В nazywany
podzbiór ilo c z y n u  A z  В / z b i ó r .................. /
t a k i ,  że każdy element zbioru  A j e s t  . . .
. . . ............. ................. .. dokładnie je d n e j pary, a
do S n a le żą  pary (2 ,  ), ( 2 ,  ) wobec tego
s..... ......

p a r , pierwszym elemen
tem, 3 ,5 ,  n ie  j e s t  
fu n k c ją

2 .1 9  Podaj p rzykład  fu n k c ji  o polu  { 7 ,2 }  i  za
p a sie  w { - 1 ,0 ,1 }  .

Zgodnie z d e f in ic ją  ............................. w ystarczy
utworzyć ............................... w których  to  parach
pierw sze elem enty ..................... .....................................
d ru gie  zaś .............................................................................
Kp......................................................................
I l e  ta k ic h  fu n k c ji  można utw orzyć? Wypisz 

j e ....................................................................................................

f u n k c j i ,  z b ió r  p a r , są  2 .2 0  
różne i  n a le żą  do zb io 
ru  { 7 , 2 } ,  n a le żą  do 
zb ioru  { - 1 , 0 , l } .
Np. { ( 7 , - 1 ) ,  (2, - 1) } .
T ak ich  f u n k c ji  można 
utworzyć s z e ś ć .

Czy r e la c ja  P  zadana grafem j e s t  fu n kcją .

P  = { ( 1 , 0 ) ,  ( 2 , 0 ) ,  ( 3 ,0 ) ,  2 .2 1  Dane s ą  fu n k c je  F i  G . Czy zb ió r  P n G

f t , 7 ) ,  ( 5 , 7 ) } .  j e s t  fu n k c ją ?

W z b ie rz e  P  n ie  ma Ponieważ F O G C F  i  zb ió r  F j e s t ...............
dwóch różnych par
m ających te n  sam ..................... t z n .........................................................
pierw szy elem en t. .............
P  j e s t  fu n k c ją . ................................................................................... .......................

fu n k c ją } w F  n ie  2 .2 2  Dane są  fu n k c je  F  i  G . Czy F U G  j e s t

i s t n i e j ą  różne pary o fu n k cją ?

iden tyczn ych  p ie rw - Wskazówka: rozważ dwa przypadki
szych  elem entach , a 1/  c z ę ść  wspólna p o la  F  i  po la  G j e s t
w ięc i  w F O G ta k ie  zbiorem pustym,



164 GUSTAW TRELIŃSKI

pary n ie  i s t n i e j ą ,  c z y -  2 /  c z ę ść  wspólna p o la  F  i  p o la  G n ie
l i  F/~>G j e s t  fu n k c ją . j e s t  zbiorem pustym.

A d . 1 .  ........................ ............................................................

A d. 2 .  Np. n ie ch  F  = { ( 2 ,1 ) , ( 3 ,5 ) \  » 
G = O . . . . . .  O O O . . . . . . . . . . . .  »
F U G  = .................................................

2 .2 3  Czy z b ió r  F = { ( x ,y ) :  y = г \ je s t  funk
c j ą ,  gdy F c B  x R? N arysuj częściow y 
g r a f  t e j  r e l a c j i .
/ J e ż e l i  n ie  p o tr a f is z  rozw iązać zada
n ia , rozw iąż w cze śn ie j ćw. 2 .2 4 , a po
tem wróć do te g o  z a d a n ia /.

F  ................ .. .............................. .. fu n k c ją .

Fo rozw iązaniu  c z y ta j  ćw. 2. 23.

2 .2 4  " S k r e ś l "  t e  p a ry , k tó r e  n ie  n a le żą  do 
F .
(0 , 2) ,  ( 3 ,1) ,  (2 , 2) ,  ( -1 ,2) ,  ( 2 ,1) ,
( J T ,2 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  ( 4 , 0 ) ,  ( 7 , 3 ) ,  ( - 2 , 1 0 ) .

Pozostaną ty lk o  pary: 2 .2 5  J e ż e l i  U = B x B , t o  k tó ry  z je g o
( 0 , 2 ) ,  ( 2 , 2 ) ,  ( - 1 , 2 ) ,  podzbiorów a / ,  b /  j e s t  fu n k cją ?
( j r ,2 ) ,  ( 3 ,2 )  a /  { ( x ,y )  ; 2y = 2 > ,

V  { ( x ,y ) s  x = - 2} .

W przypadku, gdy z b ió r  n ie  j e s t  funk
c j ą ,  udowodnij sw oją odpowiedź w o -  
p a rciu  o d e f in ic ję  f u n k c j i .

a /  ......................................................................................
V  .................................................................... .................

2 .2 6  N iech  R = U x U , g d z ie  U = {1,2,3}. 
Czy r e l a c ja  R zadana poniższym wy
kresem j e s t  fu n k c ją  o polu  {1,2,3} ?

a /  z b ió r  j e s t  fu n k c ją ,
Ъ / do zb io ru  n a leżą  np. 

pary ( - 2 , 0 ) ,  ( - 2 , 1 )  -  
z b ió r  n ie  j e s t  fu n k c ją .

1 /  F U G  j e s t  fu n k c ją , 
2 /  F U G  n ie  musi być 

fu n k cją
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2y * ®

Л'• •

I  aposób /w op arciu  o d e f in ic ję  f u n k c j i / . .

I I  sposób /g e o m e tr y c z n ie / В ...............................
fu n k c ją , ponieważ ........... ..........................................
p ro sta  rów noległa do o s i  . . . . . . . . . . . . . . .
k tó r a  ma dwa ...................................................................
z wykresem ......................................... ..............................

I .  Во В n a le żą  np. pary .
( 1 , 1 ) ,  ( 1 ,2 ) ,  są  one 
różne,w obec te g o  В 
n ie  j e s t  fu n k c ją .

П .  n ie ;  i s t n i e j e ;  y ;  
punkty w spólne; r e 
l a c j i  B .

B . FRAGMENT D0TÏCZ4CÏ OPRACOWANIA D E FIN IC JI K k -JC IA

9 . G ran ica  fu n k c ji

9 .1  D e f in ic ja  /w g H e in e g o /. Mówimy, że fu n k cja  
z - ł f ( i )  ok reślo n a  w zb io rze  D. mającym punkt 
sk u p ien ia  x Q,  ma w punkcie x Q granicę rów
ną g (lim  f ( x )  = g ) wtedy i  ty lk o  wtedy,gdy
d la  ........... c ią g u  {xn } o wyrazach
..................... do D , . . . . . . .  od x Q, z b ie 
żnego do . . . . . .  odpowiadający c ią g  { f ( x n)}
w a rto śc i f u n k c ji  j e s t ...................d o ........................
/g r a n ic a  g ja k  i  punkt x Q mogą być wła
ściw e lu b  n ie w ła śc iw e /.

k a ż d e g o , n a le ż ą c y c h , 9 .2 . Ja k ie  czyn n o ści w ystarczy wykonać, aby u do-
r ó ż n y c h , x Q,  zb ie ż n y , w o d n ić , że fu n k c ja  x —> f ( x )  określon a w

g zb io rz e  E  ma gra n icę  równą a w punkcie
t ,  będącym punktem sk u p ien ia  zb io ru  E .
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W ystarczy:
1°  za ło żyć  5 że pewien c ią g  { * n} na n a stę 

pu jące w ła sn o śc i:
a / 2n e .............. n € H ,
b / xn * ........... n € H ,
с / lim  x _ =П -tco П •  • • • •

Udowodnić, że l i m . .
n-^eo

• = &•

Skąd wiadomo, że ta k i  c ią g  i s t n i e je ?

E , t ,  t ,  f ( x r) .  Punkt 9 .3  Wiemy, że fu n k c ja  t - » f ( t )  ma gra n icę  w
t  j e s t  punktem sk u p ie - punkcie t 0 równą g oraz t ^ , t 2 , .............
n ia  zbioru  E , więc j e s t  cią g iem  o w a rtościa ch  n ależących  do
c ią g  { x n} i s t n i e j e  p o la  f u n k c ji  i  różnych od t Q.  Gzy c ią g

f ( t - j ) , f ( t 2) ,  . . . .  j e s t  zbieżny do g?
Wybierz poprawną odpowiedź, 
a /  ta k  / c z y t a j  ćw. 9 . 4 / ,
Ъ /  to  z a le ż y  / c z y t a j  ćw. 9.5/ ,
с /  j e s t  zbieżny do t  / c z y t a j  ćw. 9 . 4 / .

9 .4  Twoja odpowiedź j e s t  b łę d n a . P r z e s tu d iu j 
ponownie k o le jn o  ćw. 9 И » 9 * 2 , 9 .3 »  Za
stanów s ię  na czym p o lega  b łą d , a następ
n ie  w ybierz poprawną odpowiedź.

9.5 Tak o c z y w iś c ie , za le ży  od te g o , czy c ią g  
( . . . )  j e s t  zbieżny do ........................ J e ż e l i
„ limП-»ол to „ lim

W W  f £ 9 .6  P odaj i l u s t r a c j ę  g r a f ic z n ą  d e f i n i c j i  9 .1 .
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9.7 Dans je s t  funkcja z —> f (z )  o polu P oraz 
c ią g i {an} , (Ъп)  mająca następujące wła
sności : Д

an - * * o  1 У (ап * * о  1 *ne I 0 ‘ 

bn * * o  1 ^ ( bn * x o 1 * n fep) *

Czy n ^ E f f a n') s  n i is .£ ^ ? Podkreśl po
prawną odpowiedź.

a /  tak -  dla każdej funkcji /-> 6w. 9 ,8 / ,  
Ъ / nie is tn ie je  funkcja, która spełnia te  

warunki /-^> ów. 9 .9 /»  
с /  to  zależy od tego, czy w punkcie z Q 

funkcja ma granicę /  ćw. 9 .Ю /.

9 .8  Twoja odpowiedź je s t  błędna. Czy nawet w 
tym przypadku, gdy w punkcie z Q funkcja 
nie ma granicy? Przestudiuj ponownie ćw. od
9.1 do 9 .7  i  wybierz poprawną odpowiedź.

9.9* Twoja odpowiedź je s t  błędna. Czy nawet w 
tym przypadku, gdy w punkcie zQ funkcja 
ma granicę? Przestudiuj ponownie ćw. od
9.1 do 9*7 i  wybierz poprawną odpowiedź.

9 .1 0  Poprawnie! J e ż e l i  w punkcie z Q funkcja
z - » f ( z )  ma gran ieę , to  ............. J e ż e l i
w punkcie z 0 funkcja  z -* f Ç z .)n ie  ma grar-
n ic y , t o . . ...........ta k ie  c ią g i  {a^} i  { b n}
sp e łn ia ją ce  warunki podane w ćw. 9 .7 ,  że 
_lim  « . . .  —lim  . • —  У ćw* 9 .1 1 / .
П  - > o o  П - > о о

nlim >f  an = r|l lm if  bQ 9 .1 1  U zu p e łn ij z a p is :  Hieoh -funkcja ar—>  f ( x )  

i s t n i e j ą  będ zie  ok reślo n a  w z b io rz e  E , n iech  bę-

lim  f  a ^ lim  f  b d z ie  punktem sk u p ien ia  zb io ru  E -
П- > 0 0  n n-*.oo n lim  f(x) =  g

о  Д  “i

^  n ^ S . 0* ’ -  g) '
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O, 1 ,  O,  1 ,  1 ,  o ,

1» 1

- 1 / n ,  - 1 / n ,  -1
-1/n

Л ,  Л, 4,  t ( x n) 9 - 12 Dana dest foakeia x _ > ifi = e (x )*
°  '  ш  Zauważmy, że

n“ -S2/n  = ••• i  ^  V n  /  0 , g (l/n ) = T7~=1

1 nl& e^A O  =

^ l in M /n 2 = . . .  i  A l / n 2 /  0 ,  g ^ l /n 2)  =

= . . .  i  _ lim  g ( l / n 2 )  = . . .
“ ■>oe .

n^2>5ïï=5 = “ • 1 п з Й / 0 ‘ sfeŁ^) = 

1
Czy można tw ie r d z ić , że х 1Лт|^| = 1?

Л /  ta k  /ć w . 9.13/ ,
2 /  n ie  /ć w . 9 / Н / .  Odpowiedź p o d k re ś l.

9.13 Czy dobrze z a sta n o w iłe ś s ię  w ybierając tę  
odpowiedź? Zapom niałeś o tym , że w d e f in i 
c j i  żąda s i ę ,  aby d la  każdego c ią g u  z b ie ż 
nego do x Q odpowiadający mu c ią g  w arto
ś c i  f u n k c ji  b y ł zbieżny do g .  Czy rozważy
liśm y każdy c ią g ?  / - >  ćw. 9 .  1 4 / .

9 .1 4  Popraw nie, bo np. c ią g  - 1 / n  ->  0 i  

^  . . .  4  0 ,  a le  g ( . . . )  = . . .  i

nl£m g ( . . . )  = - 1 .

9.15 Udow odnij, że fu n k c ja  x -x ^  + 2x2 -  5 
ma w punkcie x = 2 g ra n icę  równą - 5.

1 °  Niech. { * n } b ę d zie  ........................  c iągiem
i  xn~* ........... .. 0 wyrazach różnych od

jakim kolw iek , 2,2

x
2
n

2 °  Znajdujemy odpowiadający mu c ią g  w arto
ś c i  f u n k c j i :  -x ^  + 2 . . .  -5

3 °  Obliczam y nlim <)( - x ^  + 2 . . .  - 3 ) г

n ^ s /  " xn -  2 " •  - 5 )  =

ŻL. *.*
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lim (-x;?) + 2 _limx2 3П -»сл4 П  '  П - ,0 0  n

- _lim5 = -8 + 8 - 5a - * - .

1,1, (32̂ -4) s (*n-2) ,

 ̂* Xn, —'1 , —1 I “1

/ 3, /F t  wymierną,

%  v  1 . 1

=  - 5 .

4° Z definicji ...... wnioskujemy, Ze
ÛgC-HT5 + 2x2 - 5) » -5.

9 .1 6  Znaleźć

1 °  H iech ........... /p r z e z  w artości
różne od ................/ .

2 °  Odpowiadający ma c ią g  w a rto śc i fun
k c j i  t o :  ................ ...........................

3° Ponieważ xQ-> . . . . . .  więc 3
- 4  - >  . . . .  Oraz (x n- 2 ) - >  . .

zatem xlijp  -~- g  = ...................

9.17 O b licz  w punkcie / 3» gra n icę  fu n k c ji  
x —>  f ( x )  = 1 o k re ślo n e j w zbiorze liczb  
wymiernych.

1 °  N iech xn- >  . . . .  przez w a rto śc i wy
mierne /Każdy wyraz c ią g u  j e s t  ró ż
ny od . . . . ,  ponieważ VF o ie  j e s t
l i c z b ą ......................../ .

2 °  f ( x n)   ............../ d e f .  f u n k c j i / .

3 «lim 0 0 0 0  3 000»П-ÿeO

4°’xll̂ .f(x) = ....

Zauważmy, że fu n k c ja  t a  n ie  j e s t  okre
ś lo n a  w punkcie / F ,  a jednak ma w tym 

punkcie g r a n ic ę .

Л9 .1 8  O b licz granicę fu n k cji x ->  f ( x ) -  
w punkcie 2 3 - 1 .
-jo . ^ .................. ........................

2 °  t ( x  )  3 ---------- 7Г =  ̂ ■ C ~1)  ='  n ' 2 ~ + T  X + 1 n n
= ............. -  ................bo xn+1 4 О /fc.10/

-о  ÿ *  -  1
 ̂ I T T   ...........
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N iech * n ~ >  -1  przez 9 .1 9  O b lic z :

w a rtości różne od - 1 , Z
p

x _ - 1 ,  x . x „ ,  x „ , 1 , lim  ~n ’ n* n ’ n ' ’
-2

x ^ 1  6x ^-5x +1

Odpowiedź: 6

C .  FRAGMENT DOTYCZĄCY PROGRAMOWANIA ROZWIĄZANIA ZADANIA

1 1 .6 5  Wykazać, że przy ciągłym  odwzorowaniu 
x - > f ( x " )  p rze d z ia łu  domkniętego w s i e 
b ie  i s t n i e j e  t a k i  punkt z Q, że

-  *0
U z u p e łn ij:

Z ..................................... i  f ( [ a , b ] ) =   ...........

* ..................................  f (*o) = *o

x - > f ( x ) e c ( [ a ,b ] ) ,  

[ a , b ] ,  i s t n i e j e  x Q

1 1 .6 6  c . d .  ćw. 1 1 .6 5  

Dowód
Aby w ykazać, że i s t n i e j e  punkt x 0 t a 
k i ,  że f ( s 0)  в x 0 w ystarczy udowodnić,
że równanie  ...................  O ma pierw iastek
n a leżący  do p rze d z ia łu  .....................................
i . . . .............. .. 1 ........................z zał.tw .1159

A * * * *  ................
ieLa,b] ̂  ^

f ( a ) . . . a  f ( b ) . . . b

f ( a) — 3 .  •  •  » i* (b) —-Ъ  •  •  •

f ( a ) - a  = lu b  f ( b ) - b  =

i  i

X = X 8o o
lu b  f ( a ) - a > . . . .  i  f ( b ) - b  ^  . . .

ÿ  ^ ------------------ J  tw . . . .

x o
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[а .Ъ З ,
х -> f ( 'x )ç c ( [a ,b ] ) ,  
f ( [ a ,b ] ) =  [ a ,b ] ,  а ,Ъ
> .  <» > o, é  о, о, о,
О, О, а , Ъ, 59Ъ, о

i s t n i e ją ,  każdego, 
а < Ъ ,

11.67 Twierdzenie

Funkcja x-»f(x) jest ciągła i ograni
czona w  zbiorze R. Udowodnić, że Istnie
ją taki punkt x 0 , że f(*0 ) =

Dowód

Jeżeli podałeś dowód /  -> ćw. 1 1 .7 2 / .  
Jeżeli nie wiesz, jak udowodnić 
/ - »  ćw. 1 1 .7 0 / .____________ __________________

1 1 .7 0  Co wiesz o funkcji x-»f(x) -  przeana
lizuj założenia.
Co masz udowodnić -  przeanalizuj tezę. 
Czy nie znasz twierdzenia, w którym
byłaby taka sama t e z a ? ....... .........
Czy nie potrafisz sprowadzić rozwiąza
nia tego zadania do zad. 11.65?
Ja k  to zrobisz? ......... ................
Wróć do ćwiczenia 11.67 i spróbuj po
dać dowód wykorzystując te wskazówki. 
Jeżeli w dalszym ciągu nie potrafisz 
udowodnić tego twierdzenia, przejdź do 

_______ ćw. 11.71.__________________________________

11.71 Wiemy, że funkcja...... f(i) jest ogra
niczona tzn. . takie liczby
a, b, że d l a ........... z  j e s t ........
f(x) ................ Jaki przedział w
pclu funkcji z  -> f (x) wystarczy roz
ważyć, aby móc już wykorzystać ćst 11.65. 
Wróć do ćw. 11.67 i podaj dowód uwzględ-

________nlając wszystkie z a ł o ż e n i a . _________

1 1 .7 2  Dowód twierdzenia 1 1 .6 7 . 

x - > f ( x ) É  c (r ) i x-^f/x') ogran. w R

x-t(z)€ С (н)  V  ^ a $ . f ( x ) 4  . . . .
' J - *
a £ f ( a )  i f ( b ) £ . . .

^  ■J-'
î(a . ) f(b)- ...

------------  цр-------------------------
f(a)-a=0 lub f(b)-... = 0

4 .  I
*o » a *0  = Ъ

-----------------------^
lub_________ _______________

f(a)-a> O i f(b)- ....

V  ^
•  *0

/ ćw. 11.68/.

b,  b,  0 ,b > 0 ,b ,  b < 0
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PROGRAMING SELF-DEPENDENT WORK OF FIRST TEAR STUDENTS OF 
MATHEMATICAL FACULTY ON THE EXAMPLE OF A CLASS IN ANALYSIS

The a r t i c l e  p rese n ts a  re p o rt on in v e s t ig a t io n  c a r r ie d  out by th e  
author in  th e  yea rs 1967-1969* The purpose o f  th e  in v e s t ig a t io n  was to  
e la b o ra te  a s o r t  o f  work w ith  th e  s tu d e n ts  o f  th e  f i r s t  cou rse o f the 
m athem atical f a c u lty  th a t  would ease t h e ir  a d a p ta tio n  in  th e  u n iw e r s i- 
t y ,  and would h elp  reduce th e  number o f th ro w -ou ts through enabling them 
to  overcome encountered d i f f i c u l t i e s .

The form o f  o rg a n iz in g  se lf-d e p e n d e n t work o f  s tu d e n ts  characterised 
in  d e t a i l  in  th e  a r t i c l e  c o n s is t s  in  combining programmed in s tr u c t io n  
/ a  g u id in g  t e x t  c a l le d  "Programme" was d is t r ib u t e d /  explanatory tea ch in g  
/ a  l e c t u r e / ,  p ro b lem -so lv in g  method, work w ith  a te x tb o o k  and discussion .

The e la b o ra te d  p r o je c t  was v e r i f ie d  exp erim en ta lly  and i t s  u s e fu l
ness f o r  p r a c t ic e  was e v a lu a te d .

In  order t o  determ ine o b je c t iv e ly  e f f e c t s  o f th e  exp erim en t,th e  r e 
s u l t s  o f  two gro u p s, e q u iv a le n t in  view o f  some a ccep ted  c r i t e r i a ,  were 
compared both  in  q u a l i ta t iv e  and in  quantitative a n a ly s is .

On th e  grounds o f  th e  a n a ly s is  r e in fo r c e d  h ip o te se s  were form ulated 
concernin g th e  form o f o rg a n iz in g  work su b je c te d  t o  th e  experim en t. I t  
was e s ta b lis c h e d  th a t  th e  s a id  form

a /  makes e a s ie r  to  th e  f i r s t - c o u r s e  stu d e n ts  t o  g e t  accustom ed to  
the u n iv e r s ity  system, o f  le a r n in g  and h e lp s  to  reduce th e  number of throw- 

•outs in  th e  f i r s t  ye a r more e f f e c t i v e ly  th an  th e  forms o f  c la s s e s  t r a 
d i t io n a lly  used in  th e  m athem atical fa c u lty  o f  th e  H igher P ed a g o g ica l 
Sch o ol in  Kraków,

b /  produces r e s u l t s  th a t  show a d if fe r e n c e  /e s s e n t i a l  on the 0,05 
l e v e l /  a g a in s t  r e s u l t s  reached through t r a d i t io n a l  form s o f  c la s s e s ,

с /  makes p o s s ib le  a more profound u n derstan din g and f a s t e r  a c q u is i 
t io n  o f  th e  tak en  c o n te n ts  by th e  s tu d e n ts ,

d /  i t s  In flu e n ce  on re d u c tio n  o f  th e  number o f  m ista k es concerning 
con cep ts and theorems i s  more e v id e n t ,

e /  shows a s u p e r io r ity  over th e  t r a d i t io n a l  method o f a cq u irin g  th e  

techn ique o f  rea d in g  m athem atical te x t  by th e  s tu d e n ts .
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Г у с т а в  Т р е л и н с к и й

П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Е  С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н О Й  Р А Б О Т Ы  С Т У Д Е Н Т О В  I- Г О  К У Р С А  О Т Д Е Л Е Н И Я  
М А Т Е М А Т И К И  Н А  П Р И М Е Р Е  П Р А К Т И Ч Е С К И Х  З А Н Я Т И Й  П О  М А Т Е М А Т И Ч Е С К О М У  А Н А Л И З У

С т а т ь я  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  о т ч е т  о б  и с с л е д о в а н и я х ,  п р о в е д ё н н ы х  а в 
т о р о м  в  г о д ы  1967, 1X8 и  1X9 с  ц е л ь ю  с о з д а т ь  ф о р м ы  р а б о т ы  с о  с т у д е н 
т а м и  I- г о  к у р с а  м а т е м а т и к и ,  с п о с о б н ы е  о б л е г ч и т ь  и м  а к к л и м а т и з а ц и ю  в  в у 
з е ,  с н и з и т ь  о т с е в  и  с о з д а т ь  в о з м о ж н о с т ь  п р е о д о л е н и я  т р у д н о с т е й ,  о  к а к и 
м и  в с т р е ч а ю т с я  м а т е м а т и к и - п е р в о к у р с н и к и .

В  с т а т ь е  п о д р о б н о  о п и с а н а  ф о р м а  О р г а н и з а ц и и  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о 
т ы  с т у д е н т о в ,  з а к л ю ч а ю щ а я с я  в  о б ъ е д и н е н и и  п р о г р а м м и р о в а н н о г о  о б у ч е 
н и я  / с т у д е н т ы  п о л у ч а л и  н а п р а в л я ю щ и й  т е к с т ,  и м е н у е м ы й  " П р о г р а м м о й" /  л е 
к ц и о н н о й  п о д а ч и  м а т е р и а л а ,  п р о б л е м н о г о  о б у ч е н и я ,  р а б о т ы  о  у ч е б н и к о м  и  
д и с к у с с и о н н о г о  м е т о д а .

П р а к т и ч е с к а я  п р и г о д н о с т ь  т а к о й  о р г а н и з а ц и и  о б у ч е н и я  б ы к а  п о д в е р г 
н у т а  п р о в е р к е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м  п у т е м .

Д л я  о б ъ е к т и в н о г о  у с т а н о в л е н и я  р е з у л ь т а т о в  э к с п е р и м е н т а  а в т о р  п о д 
в е р г  с о п о с т а в и т е л ь н о м у  к о л и ч е с т в е н н о м у  и  к а ч е с т в е н н о м у  а н а л и з у  у с п е х и ,  
д о с т и г н у т ы е  д в у м я  р а в н о с и л ь н ы м и  п о  р я д у  к р и т е р и е в  г р у п п а м и  I- г о  к у р с а .

Н а  о с н о в а н и и  а н а л и з а  б ы л и  с ф о р м у л и р о в а н ы  г и п о т е з ы ,  к а с а ю щ и е с я  э к с 
п е р и м е н т а л ь н о й  ф о р м ы  о р г а н и з а ц и и  р а б о т ы  с т у д е н т о в .  О к а з а л о с ь ,  ч т о  ф о р м а  
э т а

а /  с п о с о б с т в у е т  а д а п т а ц и и  с т у д е н т о в  I- г о  к у р с а  м а т е м а т и к и  и  с и с т е 
м е  о б у ч е н и я  в  в ы с ш е й  ш к о л е  и  у м е н ь ш е н и ю  о т с е в а ,  в ы г о д н о  о т л и ч а я с ь  в  
э т о м  о т н о ш е н и и  о т  т р а д и ц и о н н ы х  ф о р м  р а б о т ы .

б /  о б е с п е ч и в а е т  у о п е х и ,  с у щ е с т в е н н о  о т л и ч а ю щ и е с я  / н а  у р о в н е  0,05/ 
о т  у с п е х о в ,  п о л у ч а е м ы х  п р и  т р а д и ц и о н н ы х  ф о р м а х  р а б о т ы

в /  с п о с о б с т в у е т  б о л е е  г л у б о к о м у  п о н и м а н и ю  и  у с в о е н и ю  с т у д е н т а м и  
у ч е б н о г о  м а т е р и а л а

г /  с у щ е с т в е н н о  в л и я е т  н а  с н и ж е н и е  к о л и ч е с т в а  о ш и б о к ,  к а с а ю щ и х с я  п о 
н я т и й  и  ф о р м у л

е /  с п о с о б с т в у е т  б о л е е  б ы с т р о м у ,  ч е м  п р и  т р а д и ц и о н н ы х  м е т о д а х , у с в о 
е н и ю  с т у д е н т а м и  т е х н и к и  ч т е н и я  м а т е м а т и ч е с к о г о  т е к с т а , ,


