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Dobiesław Brydak

0 NIERÓWNOŚCIACH FUNKCYJNYCH JEDNEJ ZMIENNEJ

W e t Ç P

V t e j  pracy będziemy s ię  zajmować nierównościami funkoyjnymi

(M y r*wJ  ̂ £CX* Y (X)J
1

CM y &(x)] > *[x* Y w].
gdzie f  i  g są fankojami danymi, a у  fankoJą niewiadomą. W praoy bę­
dziemy przyjmować, Ze równanie fankoyjne

(0.3) y “ *CX* <рф Ь
gdzie Y  ^est fankoją niewiadomą, posiada rozwiązanie. Wtedy obie nierów­
ności ( 0 . i) 1 (0.2) mają zawsze rozwiązanie.

Większa ozęóć praoy dotyozy związków pomiędzy rozwiązaniami nlerów- 
nośol a rozwiązaniami równania. Wiele twierdzeń dotyozy szaoowanla rozwią­
zań nlerównośol przez rozwiązanie równania spełniająoe odpowiedni warunek 
poozątkowy. Taki sposób podejśola do zagadnienia je s t  podobny, jak  w teo­
r i i  nlerównośol rótnlozkowyoh /p a tr z  ( в ) / .  W szozególnośol główny rezul­
ta t praoy, twierdzenie 4 .1 ,  jak  k ilk a  lnnyob twierdzeń w t e j  praoy je s t  
twierdzeniem porównawozym analogicznym do twierdzeń porównawozyoh, które 
spotykamy w monografii [ e j .

Specjalnym przypadkiem nlerównośol (0.2) są nlerównośol różnicowe 
r zwaZane przez T. Rumaka Q îJ. Wyniki uzyskane w [Ś] okazują s ię  być 
szozególnyml przypadkami twierdzeń dotyoząoyob nlerównośol (0 .2 ) an alo- 
gioznyob do twierdzeń podanych w punkole 2 t e j  praoy dla nlerównośol (0. l).

N in iejsza  publlkaoja je s t  streszozenlem praoy [ 0  oddanej do drukn 
w Rozprawach Matematyoznyoh. Tutaj podajemy w zasadzie tylko wyniki doty- 
oząoe nlerównośol (O .l) .  Lematy 1 niektóre wnioski 1 twierdzenia podajemy 
bez dowodu. Dowody t e , jak równleś sformułowania wszystkioh twierdzeń dla 
nlerównośol ( 0 .2 ) ,  a takZe pewną Ilo ś ć  przykładów, o zytelnik  może znaleźć 
w praoy
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1 . Założenia

O funkcjach f i g  będziemy w dalszym oląga zakładać,oo następuje:

Ht Pnnkoja f  J e s t  określona 1 s i ln ie  rosnąoa w przedziale I  ,b) 
oraz
(1.1) fCi) - t,f(x)<x dl» *€(£,b).
Hj Funkcja f  Je s t  o lą g ła  w przedziale I .

U w a g a  1 . Zarówno g  , Jak Ъ т о м  być nieskończone. Funkcję
у  będziemy nazywać o lą g łą  w -y o  , J e ś l i  I s tn ie je  skońozonm granica И туДО  
Granicę tę będziemy oznaczać у  (— ° ° )*  x —♦•o

U w a g a  2 . Założenia Hj 1 Hj Im plikują, Ze g  Je s t  przycią­
gającym punktem stałym funkojl f ,  tan.

(1 .2) lim f n0 9 - g  d la  x « I
n ->«o

/p a tr z  £*!}/, gdzie f “ (x) oznacza n -t ą  lte r a tę  funkojl t .  Z ^  1 ^
wynika również, Ze J e s t  Jedynym przyoiągsjąoyn punktem funkojl f  w 
przedziale I ,  •

U w a g a  3 . Wyniki przedstawione w t e j  praoy pozostaną prawdziwe, 
gdy punkt g  J e s t  prawym końoem 1 ; w tym przypadku nierówność (1 .1 )  mu­
simy zastą p ić nierównością f ( x ) >  x , d la  х б ( Ъ , $ )  f %  mode być nieskoń­
czon e/.
Hj Funkcja g Je ą t określona w zbiorze û  С I  xffi 1 przyjmuje wartoś- 
o l w"R. Ponadto g ! J e s t  s i ln ie  rosnąoa ze względu na drugą zmienną 1

f(x )  d la  х в 1 ч  fd zie  Si x *{y : ( x ,y ) e f f i j  , а Гх J e s t  zbio­

rem wartośoi funkojl g dla y C Si x.
U w a g a  4 . Skoro równanie ( 0 .3 )  na posiadać rozwiązania w I ,  

spełniony musi być warunek

(1.3)

gdzie *Цо J e s t  w artośoią rozwiązania t f  w punkcie g  /p a t r z f V ] /.
H4 1° Funkoja g J e s t  o lą g ła  w Si

2° Dla kaZdego xe I , S i x  J e s t  otwartym przedziałem.

3 ° r x - f l fc?:) dla x e l .
4° ( $ Л о ) € & |  «dale «[о  spełnia (1 .3 ) .

W. dalszym ciągu rozpatrywać będziemy rozwiązania nierówności ( 0 ;1 ) ,  
a takZe rozwiązania (j) równania (0 .3) spełnlająoe warunek

(1.4) y ( x ) .  у  ( x ) 6 &  x d U  x € l .

2 . Nieliniowe nierówności

Podamy na wstępie pewne ogólne własności rozwiązań nierównośol ( 0 . l) .
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T w ie rd z e n ie  2 . 1 .  N ieoh  z a ło ż e n ia  i  H3 będą sp e łn io n e  1 n ie c h

Ÿ  i  będą rozw ią za n ia m i ( O . i )  1 ( 0 .3 )  odpow iednio w I .

1°  j e ś l i  x06 ( %  ,b ) 
oraz

( 2 .1 )  f  ( * e X « f ( x e ) ,
to

(2. 2)  f [ f a C V 3 <  d la  “  = 0 . 1.2 ..............

2 °  J e ś l i  x06 I  

oraz

(2. ф  ( f ( x 0 ) .
to

y  D ^ v ]  ś  d la  n = 0,1..............

D o w ó d . Dowody obu c z ę ś c i  tw ie r d z e n ia  2 .1  są  podobne, w ięc udo­

wodnimy t y lk o  p ie rw sz ą  c z ę ś ć .  N ieoh  х де  (  % ,b )  i  n ie c h  ( 2. i )  z a c h o d z i. 

Na p o d sta w ie  ( O . i ) ,  ( 2 .  i ) ,  H3 i  ( 0 .3 )  otrzym ujemy

V  ff C x J  é  e f * o , f  ( v j  <  s [ x 0 . < f ( x j  -  ( f  [ f ( x j

N ierów ność ( 2 .2 )  z a c h o d z i zatem  d la  n = 1 . Z ałóżm y, że ( 2 .2 )  z ach o d zi 

d la  l ic z b y  n a tu r a ln e j  k j ^ l .  W tedy, k ła d ą c  f k ( x 0) w m ie jso e  x Q w n ie ­

rów n o ści (2. 1)  w id zim y, że (2. 2)  z a c h o d zi d la  n = к + 1, a  w ięo tw ie r ­

d z e n ie  z o s t a ł o  udowodnione p rze z  in d u k c ję .

N atych m iastow ą konsekw enoją tw ie r d z e n ia  2 .1  są  n a s tę p u ją c e  w n io sk i: 

W niosek 2 . 1 . N ie ch  z a ło ż e n ia  -  H3 będą sp e łn io n e  i  n ie c h  ic^ 

będą rozw iązan iam i n ie ró w n o śc i ( O . i )  i  rów nania ( 0 . 3 ) ,  od p ow ied n io , w I .  
N ieoh  ponadto fu n k o je  iy 1 będą c i ą g ł e  w pun kcie ^  .  J e ś l i  i s t n i e ­

j e  t a k i  punkt x Q6 ( %  , b) ,  że n ierów n ość ( 2 . 3 )  j e s t  s p e łn io n a , to

W niosek 2 . 2 . N ieoh  z a ło ż e n ia  i  H3 będą sp e łn io n e  i  n ie o h

i  i f  będą rozw iązan iam i n le ró w n o śo i ( O . i )  i  rów nania ( 0 , 3 ) , odpow iedn io , 

w I .  Wtedy

i °  J e ś l i  x oć ( £  ,b )
oraz

(2.4) Vp ( x 0 ) > l f ( * 0> ,  
to

( 2 .5 )  y & ' nC x c) ] > tf [ f " n (x 0)]  d la  n - i , 2 ..............

2 °  J e ś l i  x „ e  I  orazO

(2. 6)  Ifi ( x 0) >  ( f  ( x 0)  , 
to
(2.T )  4» Ъ  Cf [ f “ n( x 0)] d la  n = O, 1..............
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W niosek 2 .3 . N ieoh  z a ło ż e n ia  1 H3 będą s p e łn io n e  1 n le o b  i f

1 cf będą rozw iązaniam i n ierów n o ści ( O . l )  1 rów nania ( .0 .3 ) ,  odpow iedn io , 

w I .  N iech  ponadto XQ6 ( ^  , b ) .

( i )  J e ś l i

y ( ? ? <  <fCx)  d la  x «  Г * ( х 0 )* x o l ’

to

f  ( X) C  < f ( x)  d la  x € ( f , x 0] .

( i i )  J e ś l i

y ( x ) £ C f ( x )  d la  xe .[ t(x0) ,  x j ,  

tt>

<f(.x) ^  < f (x)  d la  x ^ ( | * x oJ*

( i i i )  J e ś l i

y ( x> > < f C x)  d la  i e  [K x o ) , x j ,
to

f  ( x ) >  q>Cx)  d la  x s [ f ( x 0 ) ,  b ) .

( iv )  J e ś l i

V  Cx) >  < f(x)  d la  x î  [ f  ( x 0 ) ,  x j  , 
to

У  (x> >  t f  ( x)  d la  x e  [ f ( x 0 )  , b ) .

N iech  fu n k c je  t f  1 1 f  2 będą o k re ślo n e  w p r z e d z ia le  I .  Oznaczmy

( 2 .ф  у  lL >  vf 2( x )  -  ■axj^ipl ( x ) ,V f  2 Cx)J d la  x 6  I

( 2 .9 )  v f i H t f g C x )  = m in [łf  1 ( x ) , l f 2( x ) J  d la  x * I .

Tw ierdzen ie 2 .2 . N iech  z a ło ż e n ia  i  H3 będą sp e łn io n e  i  n ie c h

У 1 i ( f o  będą o k re ś lo n e  w p r z e d z ia le  I .

1° J e ś l i  f  j  i  I f  2 s p e łn ia ją  nierów ność ( 0 .1 )  w I ,  to  rów nież 

I f j U C f g  oraz ( f 2 s p e łn ia ją  tę  nierów ność w 1 .

2° J e ś l i  if  1 Vf 2 s p e łn ia ją  równanie ( 0 .3 )  w I ,  to  rów nież

* f l U  If  2 oraz kp kf 2 s p e łn ia ją  to  równanie w I .

D o w ó d .  N ieoh i f   ̂ 1 f  2 s p e łn ia ją  ( O . l )  w I  i  n ieo h  х б  I .
J e ś l i

(2 .1 0 )  l f ± ( x )  ^  Vf2( x )

i

(2. 11)  f i  [ f  (x )] śr  f  a [f  (x )]  ,

to  na podstaw ie ( 2 .8 )  mamy

f 1 U f 2 ( x ) - f 2 ( x )  oraz f  U f 2 [ f ( x ) ] = f 2 [ f ( x ) ] ,
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skąd w yn ika, że 4 * 1 ^  4*2 sPe łn la  ( O . i )  w x  ponieważ Ц» 2 sp e łn ia  
( 0 . i )  w x .  N ierów nośoi (2 .1 0 )  i  ( 2 . l i )  im p lik u ją  rów nież, że

4> if i  4>200 -  y  i  G>o °r a z  vj> xn  y 2 [ * (* > ]=  4> i [ f w J .

skąd w ynika, że jH  Lp2 s p e łn ia  ( o . i )  w x ,  ponieważ  ̂ sp e łn ia  (O .i) 

w x .  Dowód p rze b ie g a  a n a lo g io z n ie , j e ś l i  zam iast ( 2 .1 0 )  i  ( 2 .1 1 )  s p e ł­
n ione są przeciw ne n ie ró w n o ści. Załóżmy t e r a z ,  że zach odzi ( 2 . i 0 )  i

(2. 12)  f i O t W j >  W2[ f ( x ) ] .

Z ( 2 .8 )  , ( 2 .1 0 )  i  ( 2 .1 2 )  w ynika, że

У  i U 4>2 [* (* )]=  T i M  1

Na podstaw ie ( 2 .8 )  i  ( O . i )  otrzymujemy te ra z

‘fi* -»  4*2 Cf(x>> Vi I?wj < g[x. 4,i(-x>] $ g[x,ij>2cx)] = g [ x ,  4»tu 4»2(x) J ,

ponieważ fu n k c ja  g J e s t  s i l n i e  rosn ąca ze w zględu na drugą zmienną na 

podstaw ie z a ło ż e n ia  H3> Zatem 4 >1(->4>2 s p e łn ia  ( O .i )  w x .
Na podstaw ie ( 2 . 9 ) ,  ( 2 .1 0 ) ,  ( 2 .1 2 )  i  H3 otrzymujemy

4»i n ipa [f 0 0 j  -  4*2 P  « j  1 М» i u  4»2(*) -  ^ C * > -
S tą d , wobec ( 2 . 9 ) ,  ( C . l )  i  H3 mamy

4 in 4*2 [f (X>J = 4*2 0е MÛ <  4*1 Cf W] ̂  8 [x • Y i (*)J = УгС*)]’
a w ięc ц» Л  4>2 s p e łn ia  nierów ność ( O . i )  w x .  J e ś l i  n ierów ności (2 .1 0 )  

i  (2. 12)  zastąpim y nierów nościam i przeoiw nym i, dowód b ęd zie  a n a lo g ic z n y . 

Załóżmy t e r a z ,  ie  1 ^  1 tp2 s p e łn ia ją  równanie ( 0 .3 )  w I ,  х е  I

i  że

(2 .1 3 )  ip iO O  é  ip2C * )-  

Z tw ie rd ze n ia  2 .1  w ynika, że

<fiCfW ]^ y 2L*Cx)J-
Otrzymujemy s tą d , na podstaw ie ( 2 . 8 ) ,  ( 0 .3 )  i  ( 2 .1 3 ) ,  że

g [ x ,< f2(x )J = K [ x , ( f t u  t f 2 ( x ) J :

Zatem fu n k c ja  2 s p e łn ia  równanie ( 0 .3 )  w x ,  a więo również w ca­

łym p r z e d z ia le  I ,  bo x b y ło  dowolnym punktem I .  Dowód d la  cp jP  4*2 J e s t  
a n a lo g lo z n y . A n alogiczn y J e s t  rów nież dowód w przypadku, gdy zam iast n ie ­

rów nośoi (2 .1 3 )  j założymy rierów n ość przeciw ną.
Skoro rod zin a  fu n k c ji  określon yoh na pewnym zb io rze  tworzy k ra tę  d y s- 

trybutyw ną /p a t r z  C f ] /  z d z ia ła n ia m i ( 2 .8 )  1 ( 2 . 9 ) ,  w ięc jako  n atychm iasto ­

wy w niosek z tw ierd zen ia  2. 2, otrzymujemy n a stę p u ją ce
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Tw ierdzen ie 2 .3 . N leoh z a ło ż e n ia  1 Hg będą sp e łn io n e . Wtedy

rod zin a w sz y s tk ic h  rozw iązań n lerów n ośol ( O .l )  w I ,  Ja k  rów nież rodzin a 

w szystk lo h  rozw iązań równania ( 0 .3 )  w I  j e s t  k ra tą  dystrybutyw ną z d z ia ­

łaniam i U  1 П  .

W dalszym  o lą gu  będziemy zajmować s ię  rozw iązaniam i o lą g ły n l  nierów ­

n o ś c i (0 .1 )  1 równania (0 .3 )  , d l- .te g o  te ż  oprowadzimy w tym m ie jscu  na­

s tę p u ją c ą  d e f ln lo ję :

D e f in ic ja  2 .1 . N leoh z a ło ż e n ia  będą sp e łn io n e . Przez L

oznaczamy rod zin ę w sz y stk lo h  o lą g ł"O h  rozw iązań n lerów n ośol ( O .l )  w I ,  

a przez l>0 oznaczamy ro d z in ę  w szystk lo h  o ią g ły o h  rozw iązań równania 

(0 .3 )  w I .
D z ia ła n ia  U  i  Г\ zachowują c ią g ło ś ć  fu n ic e jl , a zatem Ja k  n a ty o b - 

■lastow v wniosek z tw ie rd z e n ia  2 .3 ,  otrzymujemy n a stę p u ją ce

T w lerd zen lf 2 , i . J e ś l i  z a ło ż e n ia  Hj -  są  s p e łn io n e , to  rodziny 

L 1 Lq stanow ią k ra ty  dystrybutyw ne i  d z ia ła n ia m i \ J  1 A *

3 . C ią g łe  rozw iązan ia  n ierów i.o ścl H alow ych  Jednorodnych

Zajmiemy s ię  t u t a j  nlerów nośoiam l lin iow ym i Jednorodnymi

(3 .1 ) ^  [ * ( * ) ] «  g ( * ) ^  (x) 

oraz

(3 .2 ) g ( x ) y ( x ) ,

g d zie  f  1 g są  funkojam i danymi, a \f/ fu n k c ją  niewiadom ą. 0 fu n k c ji  

f  będziemy w dalszym  c ią g u  z a k ła d a ć , że s p e łn ia  z a ło ż e n ia  i  Hg,
n atom iast o fu n k c ji  g zakładam y, że

Hg. Funkcja g J e s t  o kreślo n a  1 c ią g ła  w p r z e d z ia le  I  oraz g (x )> 0  dla x £ l .  

Z z a ło ż e n ia  Hg wynika n atych m iast n a stę p u ją cy

Lemat 3 .1 . J e ś l i  z a ło ż e n ie  Hg J e s t  s p e łn io n e , to  fu n k o ja  g ( x ,y )=
■ g ( x ) .  y s p e łn ia  z a ło ż e n ia  Hg 1 H4 w £2 = I  xTR .

Lemat ten  pozwala nam wykorzystywać d la  n ierów ności lin io w y ch  Jedno­

rodnych w szy stk ie  tw ierd zen ia  podane d o tych czas d la  n lerów nośol n i e l in i o ­

wych. R o lę  równania ( 0 .3 )  b ę d z ie , d la  n ierów ności (3 .1 )  1 ( 3 .2 ) ,  sp e łn ia ć  
równanie

( 3 .3 )  Cf [t (x )J  = g (x ) Ц> ( x ) .

Zachowanie s ię  rozw iązań n lerów n ośol (3 .1 )  1 (3 .2 )  , Ja k  rów nież rozw iązań 

równania (3 .3 )  , z a le ż ą  od zachowania s ię  c ią g u

( 3 .* )  Gn ( x) “  s [ f ł (x )]  , X « I ,  n •  1 ,  2, . . .
a 1=0 L
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Łatwo sp ra w d z ić , że

(a-5) sBłiW  - 8(x) ЕпГг х̂>]> x€ I » n - 1. 2 , ...
W dalszym  c ią g u  będziemy rozw ażać nierów ność ( 3 . l )  w n astęp u ją cy o h  przy­
padkach

1° G ranica

(3 .6 )  G (x ) = lim  G <x)
n -»< ®

i s t n i e j e  w I  i  J e s t  fu n k o ją  c i ą g ł ą  i  różną od zera  w I .

2 ° lim  G (x) *  o o  d la  х б  I .
П

3 ° I s t n i e j e  p r z e d z ia ł  J C  I  t a k i ,  że

( ? .D  lim  G (x) = 0
n-> oO

je d n o s ta jn ie  w J .

Badanie nlerów noóol ( 3 .1 )  1 (3 .2 )  będziemy prow adzić w o p arciu  o te o ­

r i ę  równania lin io w e g o  jednorodnego (3 .3 )  1 d la te g o  podstawowe w yniki t e j  

t e o r i i  /p a t r z  [ * J / ,  z k tó ry ch  będzleny k o r z y s ta ć , przedstawim y t u t a j  Jako 
Lemat 3 .2 . N leoh z a ło ż e n ia  , Hg i  Hg będą sp e łn io n e . W przypadku 

1° równanie ( 3 . 3 ) . p o sia d a  jednoparam etrową rod zin ę  c ią g ły c h  rozw iązań w I ,  

p rzyjm u jących  w a rto ó c i w Б , t z n . d la  każdego п̂ а в  В I s t n i e j e  dokład nie 

jedn o rozw iązan ie  równania (3 .3 )  , c ią g łe  w 1 i  s p e łn ia ją c e  warunek

(3 .8 ) <f(f)  =

To rozw ią za n ie  j e s t  dane wzorem

(3 .9 )  tf>(x) = ф у

W przypadku 2 °  fu n k c ja  (x )  = 0 d la  х в  I  J e s t  Jedynym rozw iąza­

niem równania (3 .3 )  w I .
W przypadku 3 °  równanie (3 .3 )  p osiad a w I  c ią g łe  rozw iązan ie  zależn e 

od dow olnej f u n k c j i .  »  tym przypadku każde o ią g łe  rozw iązan ie <|> równa­

n ia  (3 .3 )  w I  s p e łn ia  warunek

(3 .1 0 ) lim  CP (x )  = ( f )  = 0 .
x ~ *  % ' 1

Przyp ad ki 1° -  3 ° n ie  w yczerp ują w sz y s tk ich  m o żliw o ści. W Innych p r z y - 

padkaoh fu n k c ja  ld e n ty o zn le  równa zeru w I  j e s t  Jedynym rozwiązaniem  o lą g -  

łym równania ( 3 . ' )  w I .  W t e j  praoy będziemy rozpatryw ać ty lk o  przypadki 

1° -  3 ° .
W dalszym  o lą gu  będziemy k o r z y s ta ć  z n astęp u ją ce go  le m a tu ,k tó ry  p rzy - 

taozamy bez dowodu.
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Lemat 3 .3 . N iech  z a ło ż e n ia  i  Hg będą s p e ł n io n e .J e ś l i  funk­

c ja  tp s p e łn ia  nierów ność ( 3 . l )  w I ,  to

(3. 11)  [ A * ) )  4  Gn ( x) У  0 0  dl a х е  I ,  n = i ,  2, . . .

J e ś l i  fu n k c ja  ^  sp e łn ia  równanie (3 .3 )  w I ,  to

(3 .1^) С р Г А х}| = Gn( x)  4> Cx) d la  i 6 I ,  n = 1, 2, . . .

W dalszym  c ią g u  udowodnimy n astęp u ją oe

Tw ierdzenie 3 .1 . N iech  z a ło ż e n ia  Ht , Hg i  Hg będą sp ełn ion e 

i  n lehh zach odzi przypadek 1 ° .  J e ś l i  <p j e s t  c iąg łym  rozw iązaniem  n ie ­

rów ności (3 .1 )  w I , to

(3 .1 3 ) ^ 0 0 > t f o (x )  d ’ a x 6 I ,

gd zie  -̂?0 J e s t  c iąg łym  rozw iązaniem  równania (3 .3 )  w I ,  danym wzorem

(3 .1 4 ) f o W  » A l*  I -

Rozw iązanie ip Q s p e łn ia  n a stę p u ją ce  warunki

(3 .15) < p o (i)  *  ч><$)

oraz J e ś l i  tj> J e s t  ciągłym  rozw iązaniem  ( 3 .3 )  w I ,  sp ełn ia jący m  n ie ­

równość

(з л е )  < f t V > 4 W

d la  pewnego x Q 6 I , to  

(3 .1 7 ) 4 > (£ )  >

D o w ó d . Z lematu 3 .2  wynika n aty oh m last, że t|>0 J e s t  ciągłym  

rozwiązaniem  równania (3 .3 )  w I .  Warunek (3 .1 5 )  wynika w ięc w prost z (3 .§ )  

1 ( 3 .9 ) .  Udowodnimy te r a z  nierów ność (3 .1 3 )  . Nieoh ip b ęd zie  c iąg łym  roz­

wiązaniem nierów ności (3 .1 )  w I .  Z lem atu ( 3 .3 ) w ynika, że

I f W  d la  x  «  1 » “ * 1. 2, . . .

skąd otrzymujemy na mocy (1 .2 )  i  ( 3 .6 ) ,

^ ^ - < V p ( x )  d la  x e l ,

ponieważ fu n k cja  ip j e s t  o ią g ła  w 1 . Nierówność (3 .1 3 ) z o s ta ła  w ten  spo­

sób udowodniona.

Załóżmy t e r a z ,  że ^  J e s t  takim c iąg łym  rozwiązaniem  równania (3 .3 ) ,  

d la  k tórego  zachodzi nierów ność ( 3 .1 6 ) .  Skoro rod zin a  c ią g ły c h  rozw iązań 
równania (3 .3 ) J e s t  Jednoparam etrowa, na mocy lematu 3 .2 ,  więc z nierów ­

n o ści (3 .16) w ynika, te  IJ> (x )  >  ipo(x) d la  x e l .  O s ta tn ia  nierówność
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00wraz z warunkiem (3 .15} , udowodnionym p o p rzed n io , im p lik u je  ( 3 .1 7 ) ,  
kończy dowód tw ie rd z e n ia .

Warunki tw ierd zen ia  3 .1  o z n a c z a ją ,ż e  tpQ J e s t  maksymalnym, d la  

danego oiągłym  rozw iązaniem  równania ( 3 . 3 ) ,  w I ,  k tó re  s p e łn ia (3.13)

Tw ierdzen ie 3 .1  pozw ala uzyskać a n a logon do tw ierdzeń  porównawozych 

zaw artych w t e o r i i  n lerów n ośoi różniozkow yoh. Natychmiastowym wnioskiem 
z tw ie rd ze n ia  3 .1  J e s t  m ianow icie n a stę p u ją ce

Tw ierdzen ie 3 .2 .  N ieoh z a ło ż e n ia  H j , Hj i  Hg będą sp ełn io n e  i 

n iech  zach od zi przypadek 1 ° .  Nieoh ponadto ÿ  b ęd zie  oiągłym  rozw iąza­
niem równania ( 3 .3 )  w I .  J e ś l i

to
vp(x) ÿ  i^>(x) d la  x &  I .

D e f in lo ia  3. 1. Nieoh fu n k c ja  y  będ zie  o kreślo n a  w I  i  n ie ch  y  (jç)é E 

d la  x  6 I .  D la x e. I  oznaczamy p rzez (x) w artość w punkcie £  t e ­

go c ią g łe g o  rozw iązan ia  cj> równania (3 .3 )  w I ,  k tó re  s p e łn ia  warunek

^ ( x )  = ^  C*) •

Z d e f i n i c j i  3 .1  wynika n aty o b m ia st, że

(3 .1 8 )  y ( x )  -  d la  x ć  I ,

na mocy lem atu 3 .2 .  Wzór (3 .1 8 )  1 lem at Q .2 Im p lik u ją  n astęp u jąoy

Lemat 3 .4 . J e ś l i  z a ło ż e n ia  H j , Hg i  Hg są sp ełn io n e i  zachodzi 

przypadek 1 ° ,  to  fu n k cja  ip J e s t  c ią g ła  w I  wtedy 1 ty lk o  w tedy,gdy fu nk- 

o ja  ^  J e s t  c ią g ła  w I .

W dalszym  c ią g u  b ę d zie  nam potrzebna n a stę p u ją ca  

D e fin ic .la  3 .2 . Fu nkcję ^  o kreślo n ą  w I  nazywamy £ f ]  -  m alejącą 

w I ,  J e ś l i

(3 .1 9 ) o? [f(x )J é  ^ ( x )  d la  x € I .

Fu nkcję o k reślo n ą  w I  nazywamy £ f j  -  rosnąoą w I ,  j e ś l i

°l [f (X)J <*> dla x e  l -

D e f in ic ję  fu n k c ji  £ f j  -  m onotonicznej podaną t u t a j  zn a le źć  można 

w m on ografii [ i]  .
Pokażemy t e r a z ,  że zachodzi odpow lednlość wzajemnie Jednoznaczna po­

między rod zin ą  w sz y stk ich  fu n k c ji  £f} -  m alejącyoh i  c ią g ły c h  w I  i  ro ­
dziną w sz y stk ich  o lą g ły o h  rozw iązań nierów nośoi (3 .1 )  w I  w przypadku 1 ° . 

Udowodnimy m ianow icie n astęp u ją oe
Tw ierdzenie 3 .3 . N iech  z a ło ż e n ia  H^, Hg i  Hg będą sp ełnion e i  

n ieoh  zach odzi przypadek 1 ° .  J e ś l i  vp j e s t  fu n k c ją  określon ą  w I ,  to 
warunkiem konleoznym i  dostatecznym  na t o ,  Ъу ш b y ło  ciągłym  rozw iąza -
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niem (3 .1 )  w I  j e s t ,  aby fu n k c ja  , o k reślo n a  przez d e f i n i c ję  3 .1  , 

b y ła  £fj -  m ale ją cą  i  c i ą g ł ą  w I .

D o w ó d . N leoh y  b ę d z ie  ciągłym  rozw iązaniem  nierów nośoi (3 .1 )  

w I .  Z (3 .1 8 )  i  (3 .1 )  otrzymujemy

4{fg$ = flM  « «<*> Y<-x>= g(x>4̂ T * «WiOTôr
d la  z  £  1,

na podstaw ie (3 .5 )  i  ( 3 .6 ) .  S tą d  wynika ( 3 .1 9 ) ,  ponieważ g 1 G są do­

d a tn ie  w I .

Załóżmy t e r a z ,  że ( 3 .1 9 )  za ch o d zi. Otrzymujemy na podstaw ie ( 3 .1 8 ) ,  

( 3 .1 9 ) ,  (3 .5 )  1 ( 3 .6 ) ,  że

f l ? ( x>] = G * g W< ^ x T  = в ( х )^ (х )  dla

x e  I ,

a w ięc że zach od zi ( 3 .1 ) .  Na podstaw ie lem atu 3 .4  fu n k c ja  4/  j e s t  c ią g ła  

w I ,  wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy fu n k c ja  J e s t  o ią g ła  w I ,  oo końozy do­

wód tw ie rd z e n ia .

Skoro fu n k c ja  J e s t  o kreślo n a  p rzez d e f i n i c j ę (3 .1 )  Jed n o zn aczn ie , 

wzór (3 .1 7 )  1 tw ierd zen ie  3 .3  d a ją  odpow iedniość wzajemnie jednoznaczną 

pomiędzy rod zin ą  w sz y stk ich  rozw iązań c ią g ły c h  n ierów ności (3 .1 )  w I  a ro­
d zin ą  w sz y stk ich  fu n k o ji  £f] -m a le ją c y c h  1 c ią g ły o h  w 1,

Zauważmy, że J e ś l i  y  J e s t  o iągłym  rozw iązaniem  (3 .1 )  w I  to  z tw ier­
d zen ia  3 .2  w ynika, że j e ś l i

(3 .2 0 ) ¥ ( £ >  >  0
to

(3 .21)

a ta k ż e , że fu n k cja

(x )  >  0 d la  x  e  1,

d ia  * *  1
J e s t  o k r e ś lo n a , c ią g ła  i  £ f j  -m a le ją c a  w I , na podstaw ie tw ierd zen ia  3.3. 

W ten  sposób możemy u s t a l i ć  wzajemnie jednoznaczną odpow iedniość pomiędzy 

rod zin ą w szystk io h  dodatnioh  i  c ią g ły c h  rozw iązań (3 .1 )  w I  a rod zin ą  wszy­

s tk ic h  £ f]  -m a le ją cy ch  i  o lą g ły o h  w I  fu n k o ji sp e łn ia ją c y c h  warunek

(3 .2 2 ) -£ ( § ) =  1 .
Odpowiedniość tę  u s ta la  n astęp u ją cy

Wniosek 3 .1 .  N iech  z a ło ż e n ia  Н^, i  Hg będą sp ełn io n e 1 n iech  
zach odzi przypadek 1 ° .  J e ś l i  ij* j e s t  oiągłym  rozwiązaniem  nierów nośoi

(3 .1 ) w I ,  sp ełn ia jącym  warunek (3 .2 l )  , to  I s t n i e j e  dokład nie jedn a funk­

c ja  ( x ) , o k re ś lo n a , £f^ -m a le ją c a  1 c ią g ła  w I  i  s p e łn ia ją c a  warunek

(3 .2 2 ) ta k a , że
(3 .2 3 ) y ( x )  = d la  x  e  I .
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J e ś l i  J e s t  fu n k c ją  o k r e ś lo n ą , £ f£ -m a le ją c ą  i  c ią g łą  w I  oraz 

s p e łn ia ją c ą  warunek ( 3 .2 $  , to  i s t n i e j e  d o kład n ie  Jedno o ią g łe  rozw iąza­

n ie  y  nierów nośoi (3 .1 )  w I  s p e łn ia ją o e  warunek ( 3 .2 $  1 t a k ie ,ż e  (3.23) 
za ch o d zi.

W przypadku , gdy zam iast (3 .2 0 ) sp ełn io n y  J e s t  warunek

(3 .2 4 ) V ( £ ) =  0 otrzymujemy podobny w ynik. M ianow icie p ro stą  konsekwencją 
tw ierd zen ia  3 .3  i  (3 .1 8 )  J e s t  n a stę p u ją cy

Wniosek 3 .2 . N iech  z a ło ż e n ia  , Hg i  Hg będą sp ełn io n e  1 n iech  

zaohodzi przypadek 1° .

J e ś l i  J e s t  c iąg łym  rozw iązaniem  n ierów ności ( 3 .1 )  w I ,  sp e łn ia ­

jącym warunek ( 3 .2 4 ) ,  to  i s t n i e j e  d o kład n ie  Jedna | f£ -m a le ją c a  f u n k c ja ^  

c ią g ła  w I  1 s p e łn ia ją c a  warunek

(3 .2 5 ; 7 ( 1 ) =  0

ta k a , że zaohod zi ( 3 .1 8 ; .

J e ś l i  J e s t  £ f j-m a le ją o ą  fu n k c ją  c i ą g ł ą  w I  i  s p e łn ia ją c ą  (3 ,25), .  

to  I s t n i e j e  d okład nie jedno c ią g łe  rozw iązan ie ^  n ierów ności ( 3 .1 )  w I ,  

s p e łn ia ją o e  (3 .2 4 )  t a k i e ,  że zaohodzi ( 3 .1 8 ) .

Skoro nierów ność (3 .1 9 )  j e s t  szozególnym  przypadkiem  nierów nośoi (3 .1),

wlęo w n io sk i 3 .1  i  3 .2  pozw alają  nam sprow adzić badanie nierów nośoi (3 .1 )

w przypadku 1° do badania n ierów ności (3 .1 9 )  , ponieważ łatw o sp raw d zić ,że

d la  t e j  o s t a t n i e j  n ierów nośoi zaohodzi przypadek 1° .
_  x

P rz y k ła d . Nieoh f ( x )  = f, g ( r ) .  e 2 , J= *  0 ,  b =«*>. Wtedy nierów ność

(3 .i)p r z y jm u je  p o sta ć
x

-  f  _
y  ( § ) ■ $ *  ÿ  (x )  d la  x e [ 0,o o )  .

Łatwo sp ra w d zić , że zaohod zi przypadek 1° i  że w myśl ( 3 . 9 ) ,

y ( x )  *  ( x ) e x d la  x e  £ 0,o c )  ,

g d z ie  o j j e s t  dowolną -m a le ją c ą  fu n k o ją  c ią g łą  w £ o ,a o ) .

W przypadku 2 °  prawdziwe J e s t  rów nież tw ierd zen ie  an aloglozn e do 

tw ierd zen ia  3 .1 .  Udowodnimy m ian ow icie, n astęp u ją oe

Tw ierdzen ie 3 .4 . N ieoh z a ło ż e n ia  H j ,  H2 i  Hg będą sp ełnion e 
i  n ieoh  zaohodzi przypadek 2 ° .  J e ś l i  J e s t  olągłym  rozwiązaniem  n ie -  

rów nośol ( 3 .1 )  w 1 ,  to

( x )  0 . d la  x e  I .

D o w ó d .  Nieoh b ęd zie  olągłym  rozwiązaniem  ( 3 .1 )  w I .

Z lem atu 3 .3  w ynika, że

d la  x €  1,



skąd otrzymujemy te z ę  tw ie r d z e n ia , wobeo ( i . 2) , c i ą g ł o ś c i  ^  oraz z a ło ­

ż e n ia , że zach o d zi przypadek 2 ° .  .

Skoro w przypadku 2° jedynym Jedynym rozw iązaniem  oiągłym  równania 

( 3 .3 )  w I  J e s t  fu n k c ja  id e n ty c z n ie  równa zeru  w I  /p a t r z  lem at 3 .2 / ,w ię o  

tw ie rd ze n ie  3 .4  d a je  i s t o t n i e  wynik a n a lo g icz n y  do tw ie rd z e n ia  3 .1 .  N ie 

możemy w tym przypadku otrzym ać re z u lta tó w  a n a lo glo zn y o h  do wniosków 3 .1  

i  3 .2 ,  bo n ie  i s t n i e j ą  rozw ią za n ia  n ie try w la ln e  ( 3 .3 ) .

Przejdźmy te r a z  do rozw ażenia o s ta tn ie g o  przypadku 3 ° .  N ajpierw  po­

damy k i lk a  lematów.

Lemat 3 .5 . N iech  z a ło ż e n ie  b ę d z ie  sp ełn io n e  i  n ie o h  g b ę d z ie

fu n k c ją  o k re ślo n ą  1 d o d atn ią  w I .

J e ś l i  у  s p e łn ia  ( 3 .1 )  w I , to  c ią g

dla «  1

J e s t  m alejąoy w I .

Lemat 3 .6 . N iech  z a ło ż e n ia  , Ł ,  i  Hg będą sp ełn io n e  1 n ie ch

zach od zi przypadek 3 ° .  J e ś l i  y  s p e łn ia  (3 .1 )  w I  i  j e s t  c ią g ła  w ^  ,

to
y  ( f  )  4  O

D e f in lo ja  3 .3 . N ie ch  t  b ęd zie  dowolnym rozw iązaniem  ( 3 .3 )  w 1 ,  

c iąg łym  w ^ .  Oznaczmy p rze z  V ro d zin ę  c ią g ły c h  rozw iązań n lerów n ośol 
( 3 .1 )  w I ,  sp e łn ia Ją o y o h  warunek (3 .2 4 )  oraz warunek

y o o  >  « f i (X )  d la  x  e  I .

Lemat 3 .7 . N iech  z a ło ż e n ia  H . , Hg i  Hg będą sp e łn io n e  i  n ieoh

zach od zi przypadek 3 ° .  J e ś l i  e  ï  , to  g ra n ioa

ы f f n (x>J
(3 .2 6 ) cPc (x) = lim  ' i  • d la  x f i l

i s t n i e j e  1 J e s t  rozw iązaniem  (3 .3 )  p ó ło iąg łym  z góry w I  1 ciągłym

w ^ .  Ponadto

(3 .2 7 ) y ( x )  if0( x )  d la  x e l .

Lemat 3 .8 . N iech  z a ło ż e n ia  lem atu 3 .7  będą sp ełn io n e  1 n ie c h  bę­

d z ie  rozw iązaniem  ( 3 .3 )  w I .  J e ś l i  £  *  oraz x Q j e s t  takim  punktem 
wewnętrznym I ,  że

(3-28) (foC V ^ f ( xo>*

to  i s t n i e j e  tak a  l ic z b a  n a tu ra ln a  k ,  że

^ [ f k( x 0 ) ] <  < f [ f k( x 0 ) ] .
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J e ś l i  nierów ność (3 .2 8 )  zach od zi n ie  ty lk o  w Jednym punkcie x Q, a le  
w całym  p r z e d z ia le

C3 *29) h  = [f <x o > ’ x o \>

to  d la  każdego x  e  I 0 i s t n i e j e  l ic z b a  nature Ina к ta k a , że zachodzi 
nierów ność

(3 .3 0 )  d la  i e  I 0 ,

g d zie  к z a le ż y  na o gó ł od x .  L iczb a  к b ę d z ie  n ie z a le ż n a  od x  do­

p ie r o  przy dodatkowych z a ło ż e n ia c h . Udowodnimy m ianow icie n astęp u ją ce  

Tw ierdzen ie 3 .5 . N iech  z a ło ż e n ia  , Hg i  Hg będą sp ełn ion e i  

n ie o h  zaohod zi przypadek 3 ° .  J e ś l i  у  6 t y  i  ^  J e s t  ciągłym  rozw iąza­

niem równania (3 .3 )  w I ,  takim  że

(3 .31) i f ( x )  >  ĵ>0(x )  d la  x e l 0 ,

g d z ie  x Q J e s t  wewnętrznym punktem I ,  a tp o J e s t  dane wzorem ( 3 .2 6 ) ,  

to  i s t n i e j e  taka l ic z b a  n a tu ra ln a  к /n ie z a le ż n a  od x / ,  że zaohodzi 

nierów ność (3 .3 0 )  .

D o w ó d .  Przypuśćm y, że tw ierd zen ie  n ie  J e s t  prawdziwe. Wtedy 

i s t n i e j e  fu n k c ja  у 6 Ÿ  1 o ią g łe  rozw iązan ie równania (3 .3 )  w I ,  a 

tak że  ta k i  punkt wewnętrzny x Q p rz e d z ia łu  1, że zach od zi nierów ność

(3 .3 1 ) , a le  d la  każd ej n a tu r a ln e j llo z b y  n i s t n i e j e  punkt xQ6 I  ta ­

k i  , że

(3 .3 2 )  <f[fn C V j  ^  [f V n) ] ‘

Pokażemy, że

(3 .3 3 ) f [ f k<xn)] ^  Vjl[fk( x Q)J d la  к = O, i ,  2, . . .  

I s t o t n i e ,  J e ś l i  d la  pewnego n atu raln ego  k <  n zachodzi

> # kCxn>]’
to  z z a ło ż e n ia  1 tw ierd zen ia  2.1 otrzymujemy

wbrew ( 3 .3 2 ) .
Skoro p r z e d z ia ł  I 0 J e s t  zw arty , więo i s t n i e j e  o ią g  x fc , wybrany

z c ią g u  хд , zbieżny do pewnego x 6 l Q. Z o ią g ło ś o i  fu n k c ji  i  z n ie ­

rów ności (3 .3 3 ) otrzymujemy więo

l f j f k( x ) ]  ^  jfk (x )]  d la  к = i ,  2, . . .

Otrzymana nierów ność sprzeozna J e s t  z lematem 3 .8 ,  co kończy dowód tw ier­

d z e n ia .
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Vf dalszym  c ią g u  ogranlozymy nasze rozw ażania do w ę ższe j n iż  V  ro ­

dziny rozw iązań , aby móc uzyskać tw ie rd ze n ia  o w ła sn o ścia ch  rozw iązan ia  

^ 0 , a w s z c z e g ó ln o ś c i pozw alająoe r o z s tr z y g n ą ć , k iedy  <^Q J e s t  funk­

c j ą  c i ą g ł ą .

D e f in ic ja  3 .4 . Oznaczmy p rzez Ф  rod zin ę w sz y stk io h  rozw iązań c ią g ­

ły ch  równania (3 .3 )  w I  i  sp e łn ia ją c y o h  warunek

(3 .3 4 ) ( f ( s ) >  O d la  x e ( f , b ) .

Oznaczmy p rze z  V  rod zin ę  w sz y s tk ich  rozw iązań o ią g ły c h  1 n ieu jem - 

nych n ierów n ości (3 .1 )  w I .

Zauważmy, że J e ś l i  У  6 V  , to  sp ełn ion y  J e s t  warunek ( 3 .2 4 ) ,  na 

mooy lem atu 3 . 6 ,  a więo J e ś l i  w d e f l n i o j l  3 .3  przyjmiemy ^ ( i ) e O

d la  x  6 I .  Rodzina Ф  może być zbiorem  pustym , bowiem równanie ( 3 .3 )  mo­

że n ie  mleć c ią g ły c h  rozw iązań różnych od zera  w oałym 1 /p a t r z  [ j e ] / .  Aby 

zapewnić s o b ie , że Ф  #  0  wprowadzamy n a stę p u ją ce  z a ło ż e n ie  

Hfi. I s t n i e j e  ta k i  punkt wewnętrzny x  p r z e d z ia łu  i ,  że lim  G (x) = O 

Je d n o s ta jn ie  w I o , gd zie  I 0 J e s t  dane wzorem (3 .2 9 ) .
Łatwo sp ra w d zić , że Cg zapew nia, że zach od zi przypadek 3 ° ,  a le  n ie  

na odwrót /p a t r z  [ 2] / .  Z a ło ż e n ie  He J e s t  warunkiem konieoznym i  w ystar­

cza jącym , aby sp ełn io n y  b y ł warunek?? t  &  /p a t r z  0 Я / .
Tw ierdzenie 3 .6 . N iech  z a ło ż e n ia  H ^, H g, Hg i  Hg będą sp ełn io n e  

i  n ie c h  y  b ę d z ie  o lągłym  rozw iązaniem  n ierów n ości ( 3 .1 )  w I .  J e ś l i  

^ ) 0е ф  • g d zie  <j?0 j e s t  dane wzorem ( 3 .2 6 ) ,  to  ip s p e łn ia  ( 3 .2 4 )  i

(3 .3 5 )  lim
4 *?°с ;

D o w ó d .  Równość (3 .2 4 )  wynika natyoh m last z (3 .2 7 )  i  ( 3 .3 4 ) ,  na 

podstaw ie lem atu 3 .6  1 d e f i n i c j i  3 .4 .  N iech £  b ęd zie  dowolną l ic z b ą  do­

d a tn ią . Połóżmy
(3 .3 6 )  o = i  + f c .

Funkcja c 4>0 (x) J e s t  c ią g ł a  w I , na podstaw ie z a ło ż e n ia , że<|>0€ $  i  de­

f i n i c j i  3 .4  i  s p e łn ia  ( 3 .3 ) ,  co łatw o sp ra w d zić . Skoro £ > 0 ,  to

(3 .3 7 ) ^ > (x ) = o ^ 0( x )  ^  t f 0 (x ) «U® I .

na podstaw ie (3 .3 6 )  1 ( 3 .3 4 ) .
N iech  x b ęd zie  punktem wewnętrznym I .  Warunek (3 .3 1 ) pooiąga ( 3 .3 # ,  

zatem i s t n i e j e  tak a  l ic z b a  n atu raln a  k , że zach od zi rów nież ( 3 .3 0 ) ,  na 

podstaw ie tw ierd zen ia  3 .5 .  Oznaozmy

dk = fk Cxo)-
Nierówność (3 .3 0 )  im p lik u je  na podstaw ie wniosku 2 . 3 ,  że

(3 .3 8 )  y ( x )  ^  t ? U )  d la  x a ( %  , dk) .
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Stąd
Ф GO

* 4  -Z t f  4  1 + 6  d la  16(1  , dk> ,

na podstaw ie (3 .2 7 )  , ( 3 . 3 8 ) ,  (3 .3 4 ) , (3 .3 7 )  i  ( 3 .3 6 ) .  O s ta tn i warunek im­

p l ik u je  (3 .3 5 )  , oo kończy dowód tw ie rd ze n ia .

W przypadku 3 ° możemy również otrzyaaó tw ierd zen ia  podobne do tw ier­

dzeń 3 .2  i  3 .4 ,  a le  w w ęższej k la s ie  f u n k c j i ,  n iż  fu n k c je  c i ą g ł e .

D e f in ic ja  3 .5 . Nieoh ÿ  6 Ф  . Rodzinę w szystk lo h  fu n k c ji  fe Ф  t a -  

k io h , że gran loa

(3 .3 9 )  lim  » a
n - » f  f w

i s t n i e j e ,  oznaozmy przez ф ( ф ) .

Rodzinę w sz y stk lo h  ta k ic h  fu n k c ji  ^  6 ^  , że gra n ica

Ф 00
(3 .4 0 )  lim  = o

i s t n i e j e  d la  pewnej fu n k c ji  tjp6  Ф  , oznaozmy przez V  .

W łasnośoi ro d z in  Ф (< f)  oraz V 0 podają n a stę p u ją ce  lematy 

Lemat 3 .9 . J e ś l i  СЬ «  Ф  i  4 ^ б Ф (^ )  to

fOO ,
7 Г Г  ć  ° .

O )

Lemat 3 .1 0 . J e ś l i  <^>бФ oraz t0  SJ'anioa

lP2(x)

i s t n i e j e  i  J e s t  różna od z e ra .
Lemat 3 .1 1 . N ieoh 6  Ф . Rodzina j e s t  Jednoparametrową ro ­

d zin ą  fu n k o jl  ( f  o kreślon ych  wzorem

(3. 41)  <fCx )  = a t f  ( ? )  d la  x e  I»

gd zie  a J e s t  dane wzorem (3 .3 9 )-.
Tw ierdzenie 3 .7 . N ieoh z a ło że n ia  H j , Hg, Hg i  Hg będą sp e łn io n e . 

J e ś l i  i p e 1/  i  gran loa (3 .4 0 ) i s t n i e j e  oraz o J e s t  dane wzorem

(3 .4 0 )  , to

(3 .4 2 )  i f > ( x ) ^  o x  d la  х е  I .

D o w ó d .  Nieoh ф  S - V  Q i  1 ^ е Ф  i  n iech  gra n ica  (3 .4 0 ) i s t n i e j e .  

Skoro s p e łn ia  ( 3 . i ) ,  wobec d e f i n i o j i  3 .5 ,  to  fu n kcja

f  y W  d la  i e ( | ,  b)
(3 .4 3 )  ф  ( x )  ф  (*>

l  o d la  x = %
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j e s t  c iąg łym  rozw iązaniem  n ierów n ości ([3 .19) w I .  Zatem (3 .4 2 )  wynika 

z lem atu 3 .2  i  tw ie rd z e n ia  3 .1 ,  na podstaw ie ( 3 .4 3 ) , ( 3 . 4 0 )  oraz ( 3 .3 4 ) .
Wniosek 3 .7 . N iech  z a ło ż e n ia  tw ierd zen ia  3 .7  będą sp e łn io n e . J e ś l i  

gran ioa  ( 3 .4 0 )  j e s t  różn a od z e r a , to  d la  każdego 6  Ф (< ^ )  i s t n i e j e  gra ­

n ic a  lim  -%4vT ~  x-> t *P(X)
W niosek 3 .8 . N ie ch  z a ło ż e n ia  tw ie rd ze n ia  3 .7  będą sp e łn io n e . J e ś l i  

^ 6 ф ч ф ( ^ )  i  g ra n ica  

4  d = lim

i s t r ; e j e , to  d = O.

W k la s ie  V q prawdziwe j e s t  tw ie rd ze n ie  a n a lo g icz n e  do tw ierd zen ia

3 .3 .

Tw ierdzen ie 3 .8 . N iech  z a ło ż e n ia  HŁ , H2 , Hg i  Hg będą sp e łn io n e . 

J e ś l i  4* e i wtedy i s t n i e j e  wyznaczona Jedn ozn acznie fu n k c ja  o k r e -
O w

ś lo n a , J f j -m a le ją c a  i  c i ą g ł a  w 1 ta k a , że

(3 .4 3 ) tj>(x) = ^>0 ^ ^ ( . x )  d la  x s. I

oraz

(3 .4 4 )  7 ( f ) = l ,
g d z ie  J e s t  dane wzorem (3 .2 6 )  1 6  Ф .

D o w ó d . N iech  e  i  n ie c h  Ф  b ęd zie  ta k ą  fu n k o ją , że 

i s t n i e j e  różna od zera  gran ioa  ( 3 .4 0 ) .  Z wniosku 3 .7  i  lem atu 3 .1 1  w ynlxa, 
że i s t n i e j e  ta k ie  ij>e Ф ( ^ )  , że‘

<3-‘ °  - 1-

Funkcja J e s t  dana wzorem (3 .4 1 )  , g d z ie  a = c i  c J e s t  dane wzorem 

( 3 .4 0 ) .  Połóżmy

^  d la  x e ( | ,  b )
(3 .4 6 )  e jC x ) = -  Ц>(х)

. o d ia  x  *  %

Z c i ą g ł o ś c i  Ц» i  y  a ta k ż e  z ( 3 .4 6 )  i  (3 .4 5 )  wynika c ią g ło ś ć  ^  w I  

oraz że zach od zi ( 3 .4 4 ) .  Skoro у  fe Q i  , to  у  s p e ł n i a ( 3 .i )
w I ,  а у  s p e łn ia  ( 3 .3 )  w I , na podstaw ie d e f i n i o j i  3 .5  a także  s p e łn io ­

na j e s t  n ierów ność ( 3 .3 4 ) .  S tą d  w ynika, że ^  J e s t  fu n k c ją  £ fJ-m a le ją o ą  

w I .  Z k o le i  (3 .4 6 )  p ooląga za sobą

у  (x) = y  (x )  *1 <x) d la  x  e  I ,skąd
y p c o ]  = q > [fn cx)] %  l A x ) ]  « Gn( x ) y  ( x )  1  [ f -c x )]

dlft i ê  I, A “ 1|2i »••i

22



gd zie  Gn j e s t  dane wzorem ( 3 .4 ) .  A więo

t f W *  i  d la  i e l ,  n -  1,2...........
1 Gn& 4  f* Cx)J

ponieważ

^  (x ) >  O d la  x  6 I ,

na podstaw ie ( 3 .1 9 ) ,  (3 .4 4 )  i  tw ie rd ze n ia  3 .2 .  Zatem

(3 .4 7 )  ęj>(x) = Cf>Q( x )  dl® x ć  I ,

na podstaw ie (3 .4 4 )  i  ( 3 .2 6 ) .  Wzór ( 3 .4 3 )  z o s t a ł  w ten  sposób udowodniony. 
Ponieważ в  Ф  , to  z ( 3 .4 7 )  i  d e f i n i c j i  3 .5  mamy 

<p0 a  tf>6 $ ( f )  С  Ф .

Skoro o ią g ło ś ć  fu n k c ji  i  ^  w I  p ooiąga za sobą c ią g ło ś ć  fu n k c ji  <f>0 
w I ,  dowód tw ie rd z e n ia  z o s t a ł  zakończony.

Lemat 3 .1 2 . J e ś l i  t̂ 0 j e s t  nieujemnym rozw iązaniem  ( 3 .3 )  w I , а v  

fu n k c ją  [ f j  -m a le ją c ą  w I ,  to  fu n k c ja  ^  dana wzorem (3 .4 7 ) s p e łn ia  (3 .1 )  
w I .

Prostym  w nioskiem  z tw ie rd ze n ia  3 .8  i  lem atu 3 .1 2  j e s t  n a stę p u ją ce  

Tw ierdzen ie 3 .9 . N iech  z a ło ż e n ia  H^, H g, Hg i  Hg będą sp e łn io n e . 

N a stę p u ją ce  warunki są  równoważne:

1 . в  У о  -

2 .  (рое Ф  ,  g d z ie  c^o J e s t  dane wzorem (3 .2 6 )

3 .  Fu nkcja ^  , dana wzorem ( 3 .4 6 ) ,  g d z ie  tj> (x )  = ipo( x ) e  Ф  d la

x 6  I ,  j e s t  £fj -m a le ją c ą  i  c i ą g ł ą  w I  i  s p e łn ia  warunek ( 3 .4 4 ) .

Tw ierdzen ia 3 .8  i  3 .9  d a ją  ogólne rozw iązan ie n ierów n ości (3 .1 )  w 

k la s ie  Y o.  Skoro ĉ 0 J e s t  Jednoznaoznie o kreślo n e  wzorem ( 3 .2 6 ) ,

z ty c h  dwóch o s ta tn lo h  tw ierdzeń  wynika n atych m iast n astęp u ją cy

Wniosek 3 .9 . J e ś l i  z a ło ż e n ia  Ht , Hg , Hg i  Hg są sp ełn io n e  to 

d la  k ażd ej fu n k o ji  e  i s t n i e j e  dokład n ie  jedn a fu n k cja  <̂ >о е Ф

i  d o kład n ie  Jedna fu n k c ja  ^  £ f j -m ale ją c a  i  c ią g ła  w I ,  s p e łn ia ją c a  ( 3 .44) 

ta k a , że zaohodzi ( 3 .4 3 ) .
Podamy te r a z  warunek d o sta te cz n y  na t o ,  by cj>0 b y ła  tryw ialnym  roz­

wiązaniem ( 3 .3 ) .
Tw ierdzenie 3 .1 0 . N iech  z a ło ż e n ia  , Hg, Hg i  Hg będą spełnion e 

i  n ie c h  b ęd zie  c iąg łym  rozw iązaniem  n ierów ności ( 3 .1 )  w I  s p e łn ia ją ­

cym warunek

(3 .4 8 )  4 > < x ) > 0  d la  ï 6 ( | ,  b ) .

N iech  ponadto i s t n i e j e  g ra n ica

< ? •« >  t
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J e ś l i

(3 .5 0 )  1 <  g ( £ )  

to

(3 .5 1 )  ^>0( x )  “ 0 d la  x f c  *»

gd zie  <f0 J e s t  dane wzorem ( 3 .2 0 ) .

D o w ó d .  Skoro fu n k c ja  J e s t  c i ą g ł a  w I ,  to  fu n k cja

dla xe(t< ъ>
«(?) = < T

- r ł ę r  ai* 1 * *
J e s t  fu n k o ją  o ią g łą  w I  oraz g ( x ) >  0 d la  x £ ( ^  , Ъ ) ,  na podstaw ie 

(3 .4 9 ) i  ( 3 .4 8 ) .  Funkoja g s p e łn ia  rów n ież, na mocy (3 .50)^  warunek 

g (  I )  <  1 , skąd

lim  1Г1 g [ f 1 (x )] = lim  V  t  — 4 ■ 11*  g "  °
n->«0 i= 0  L n^oO 1=0 g f r o a j  f  [ r w ]  n-*»e> V 4 r ^

je d n o s ta jn ie  w Q | , o j ,  g d z ie  o J e s t  dowolnym punktem wewnętrznym p rze­

d z ia łu  I  /p a t r z  C O ,  s t r . 5 1 / .  S tą d  otrzymnjemy ( 3 .5 1 ) ,  na podstaw ie (3 .2 6 ). 

Łatwo sp ra w d zić , że J e ś l i  *р в  Ф  , to

X \  ' ,tf,<
ponieważ «p s p e łn ia  ( 3 .3 )  w I .  Natychmiastowym w nioskiem  z tw ierd zen ia  

3 .1 0  J e s t  w ięc n astęp u ją o y

ffn iosek  3 .1 0 .  N iech  z a ło ż e n ia  H ^, H g, Hg i  H0 będą sp e łn io n e . 

J e ś l i  v p & V Q 1 zaobodzi nierów ność ( 3 .4 8 ) ,  to  g ra n ica  ( 3 .4 9 )  i s t n i e j e  

i  1 * g ( f ) .

4 .  Rozw iązania o lą g łe  n ierów n ośol n ie l in io w e j

T u ta j będziemy s ię  zajmować c ią g ły m i rozw iązaniam i nierów nośol ( 0 .1 ) .  

W dalszym  o lą gu  b ę d zie  nam potrzebne n a stę p u ją o e  z a ło ż e n ie  
H p  I s t n i e j e  ta k ie  o to o ze n le

D: ft . t + * Ĉo " + d). °> °. d> o, V C Û ,

g d zie  o jq s p e łn ia  ( 1 .3 )  1 tak a  tu n k o ja  Ц o k r e ś lo n a , d o d atn ia  i  o ią g ła

w Г|. I + ie
(ś .i) leC x.Ji)- Slx.yj)! >  j ’(x)fy1-y2 l

d la  ( x ,  y t ) , ( x ,  У з ) С 0 .
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Oznaczmy

(4 .2 )  Gn ( x )  = ^  d la  ï ê  C f , | +  c ) , n = i ,  2 , . . .

O c ią g u  ( 4 .2 )  będziemy z a k ła d a ć , te  

Hg. C ią g  ( 4 .2 )  ma w c )  gran ioę

(4 .3 )  G (x) = lim  G (x )  d la  х б Г | , £  + c )  ,
n -►<*>

gd zie  G (x) j e s t  fu n k c ją  c ią g ł ą  i  różną od zera  w [ ÿ ,  ^  + o ) lub

( 4 .4 )  lim  Gn (x )  = c o  d la  x e  [ % % +  o ) ,  
n ^

Z z a ło ż e n ia  ^ , ( 4 . 2 )  i  z a ło ż e n ia  Hg w ynika, że

(4 .4 )  G (x) O d la  x e j ^ !  | +  o ) .

Z a ło ż e n ia  H^ -  H4 , Rj. i  Hg Im p lik u ją , że równanie ( 0 .3 )  ma w X 

oo n ajw yżej jedn o o ią g łe  rozw iązan ie  s p e łn ia ją c e  ( 3 .8 )  /p a t r z  [ з ] / . Z a ło ­

ż e n ia  te  n ie  gw arantują Jednak i s tn ie n ia  ta k ie g o  ro zw ią za n ia .

Udowodnimy te r a z  tw ie rd ze n ie  porównawoze d la  n ierów nośoi ( 0 . 1 ) ,  ana- 

lo g io z n e  do tw ie rd ze n ia  3 .2 .  Najpierw  podamy

Lemat 4 .1 .  N ieoh z a ło ż e n ia  H j ,  H j i  Hg będą sp e łn io n e  i  n iech  z a - 

ohodzi jed e n  z przypadków 1 ° lub 2 ° .  N ieoh ponadto b ęd zie  c iągłym  

rozw iązaniem  n lerów n ośoi ( 3 .2 )  w I  1 n ieoh  i f  b ę d z ie  c iąg łym  rozwiązaniem  

równania ( 3 .3 )  w I .  J e ś l i

to

< p ( x ) ^  <y(x> d la  x e  I .

Lemat ten  można udowodnić a n a lo g ic z n ie , ja k  odpowiednie tw ierd zen ia  

d la  n ierów n ości ( 3 .1 ) :  tw ie rd ze n ie  3 .2  w przypadku 1° i  tw ierd zen ie  3 .3  

w przypadku 2 ° .

Tw ierdzenie 4 .1 . N ieoh z a ło ż e n ia  H  ̂ -  H4 , H7 i  Hg będą sp ełn io n e, 

n ie c h  у  b ęd zie  c iąg łym  rozw iązaniem  n ierów n ości (0 .1 )  w I  i  n ieo h  у  bę­

d z ie  c iąg łym  rozw iązaniem  równania ( 0 .3 )  w I .  J e ś l i  у  ( § ) S  C'?o" d , '^ o +d  ̂
oraz

(4 .6 )  

to

(4 .T )  y ( x )  >  i f ( x )  d la  x e  I .

D o w ó d .  Rozpatrzmy n ajpierw  przypadek, gdy

( 4 .8 )

I s t n i e j e  w ted y , na mocy H? y taka l ic z b a  d odatn ia  c 0 <. c ,  że ( x ,  у  (x )) , 

( x , y ( x ) )  Ô U d la  x ê  r f . % +  ° o ) -
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Oznaczmy

(4 .9 .) <f 0 0  = min [ y  ( x )  - < fO O ] d la  x e [ f } £  + o Q) .

Z tw ie rd z e n ia  2 .2  w ynika, że ф  j e s t  o iągłym  rozw iązaniem  ( i j . i )  w 

[ % '  %  + ° 0)*  Połóżmy z k o le i

(4. 10;  ф 0 Сх>  У С * ) “  У  0 0  d la  * £ [ % < %  + o0) .

Z (4 .9 )  mamy

C 4 . i l )  y 0 (x )  >  O d la  x é { j ; % + o o ) .

Otrzymujemy te r a z , na podstaw ie (4* 1 ° )  • C4 , » C°*D > ( 0 . 3 ) ,  z a ło ż e n ia  

H3 , ( i - i )  i  C 4 . i ; ,  że

y 0 Cf « J  = < ? & ( * > ] -  y f r c * ) J

>  I g & ,  vf> СэОЗ -  g f c ,  ф  « J  • } $ ( х Ц ( х )  -  ф С х ) | = у ( х )  lf>0 (x ) 

d la  х б [ | , |  + c 0 ) .

S tą d  w yn ika, że fu n k c ja  у  Q s p e łn ia  w ^  + ° 0 )  n ierów ność ( 3 .2 ^ .

Z ( 4 .1 0 ) ,  ( 4 .9 )  1 ( 4 .8 )  wynika ró w n ie ż , że

(4 .1 2 )  y 0 ( f )  = 0 .

Z z a ło ż e n ia  Hg , lem atu 4 .1 ,  lem atu 3 .2  oraz warunków (£ .1 2 )  i  ( 4 .1 l )  wy­

n ik a  t e r a z ,  że

y 0O 0  -  O d la  o0 ) ,

skąd na podstaw ie ( 4 .1 0 ) ,  ,
*

У  0 0  = i f  0 0  d la  x e f f , !  + c 0) .

S tą d  otrzymujemy o s t a te c z n ie ,  na podstaw ie C 4 .9 )»  t e  nierów ność ( 4 .7 )  za­

ch o d zi w C% ; %  + oo) .

Pokażemy t e r a z ,  że n ierów ność ( 4 .7 )  zaohodzi w całym  p r z e d z ia le  I .  

I s t o t n i e ,  J e ś l i  i s t n ia łb y  punkt x 0 €  I  t a k i ,  że

(4 .1 3 )  y ( x 0J  <  y  ( x 0) ,

to  na podstaw ie ( 1 .2 ) ,  (4 .1 3 )  1 tw ie rd z e n ia  2 ,1 ,  i s t n i e j e  tak a  l io z b a  na­

tu r a ln a  n , że

f “ C V  + ° 0)

oraz

H>l>a(*0)3

Ta nierów ność j e s t  sprzeozna z udowodnioną Ju ż  n ierów n o ścią  ( 4 .7 ) .

J e ś l i  ,
y d )  >

to  z a ło ż e n ie , że ( 4 .1 3 )  zach o d zi d la  pewnego x Q &  I  prow adzi do sp rz e cz ­

n o ś c i w d o kład n ie  t a k i  sam sp osób . Zatem dowód tw ie rd ze n ia  ( 4 .1 )  z o s t a ł  
zakończony.
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W niosek 4 . 1 . N ieoh z a ło ż e n ia  tw ierd zen ia  4 .1  będą sp e łn io n e . Warun­

kiem konieoznym na t o ,  by <p e LQ J e s t ,  żeby elem ent cp 6  L b y ł n ie -  
ro zk ła d a ln y  przez U  w k r a c ie  L.

W niosek 4 .1  J e s t  więo p r o s tą  konsekw encją tw ie rd ze n ia  4 .1  (co do *n a- 
o ze n ia  sym boli Lq i  L -  p a tr z  d e f in io ja  2 , à .  O k re śle n ie  elem entu n ie -  

ro zk ła d a ln e g o  w k r a c ie  C z y te ln ik  z n a jd z ie  na p rzy k ład  w m on ografii Г О .  
D o sta te o zn o ść  warunku możemy udowodnić przy dodatkowym z a ło ż e n iu  Hg .

D la każdego punktu ( x ,  y ) e f i  i s t n i e j e  o ią g łe  rozw iązan ie <j> równa­

n ia  ( 0 .3 )  w I  przeohodząoe p rze z  te n  punkt i  ta k ie  że wykres tp zaw iera 
s ię  w S2 .

Pwaga 4 .1 . Z a ło ż e n ia  H^ -  H4 i  -  Hg im p lik u ją , że przez każ­

dy punkt £ 2  p rze ch od zi d o kład n ie  Jedno o ią g łe  rozw iązan ie ( 0 .3 ) ,  t z n . , 

że rod zin a  L0 J e s t  jednoparam etrowa /p a t r z  (4 j i  f ë j / .

T w ierd zen ie 4 .2 . N ieoh z a ło ż e n ia  H^ -  H4 i  H  ̂ -  Hg będą s p e ł ­

n io n e . Warunkiem koniecznym  i  dostateczn ym  na t o ,  aby tp 6  Lq J e s t , ż e ­

by ip b y ło  elementem n lerozkład aln ym  p rze z  U  w L .

Dowód te g o  tw ie rd z e n ia  j e s t  podany w [i] .  P o le g a  on na skonstruowa­

n iu  d la  każdego o ią g łe g o  tp , k tó re  s p e łn ia  ( 0 .1 )  a le  n ie  s p e łn ia  (0 .3 ) , 

ta k lo h  f u n k c j i  c ią g ły c h  ip4 i  <j>2 , k tó r e  s p e łn ia ją  ( 0 .1 )  oraz

U  ip 2 (x / >  4 > 0 0  d la  x e l ,  

a le  n ie  j e s t  sp e łn io n a  w I  żadna z dwu n ierów ności

f i ( X >  >  4 > (x ) an i lp2 (x )  }  y  ( x ) .
4

Zbadamy Je s z c z e  zw iązek pomiędzy ro d z in ą  w sz y stk ich  c ią g ły c h  rozw ią­

zań n ierów nośoi ( 0 .1 )  w I ,  a  rod zin ą  w sz y stk io h  c ią g ły o h  fu n k c ji  |f]-m a­

le ją c y c h  w I .  W tym o e lu  wprowadźmy n ajp ierw  n a stę p u ją cą  d e f i n i c ję :

D e f in ic ja  4 .1 . N ieoh z a ło ż e n ia  H3 , H4 i  Hg będą sp e łn io n e . Funk­

c ję  R : £2  — gdz?e £ 2 ę  ={y  : ( £  , у ) б Д } ,  określamy przez wa­

runek

(4 .1 4 )  R ( x ,  y ) ■ l f ( f  )  d la  ( x ,y )  6

gd zie  <p j e s t  rozw iązaniem  ( 0 .3 ) .  sp ełn ia jący m  warunek

(4 .1 5 )  p ( x )  = y .
Natychmiastowym w nioskiem  z d e f i n i c j i  4 .1  j e s t  n astęp u ją cy

W niosek 4 .2 . J e ś l i  z a ło ż e n ia  Hg i  H4 oraz Hg są sp e łn io n e , to 

fu n k c ja  R J e s t  różnow artośclow a ze w zględu na drugą zmienną.
Lemat 4 .2 . J e ś l i  z a ło ż e n ia  H4 -  H4 i  H? -  Hg są sp e łn io n e , to  R 

J e s t  c ią g ła  w £ 2 ,
D e f in ic ja  4 .2 . N ieoh tp b ęd zie  fu n koją  określon ą  i  c ią g łą  w I ,  d la  

k tó r e j  ( x , ip ( x ) ) 6. £2 d la  х e  I .  Połóżmy

(4 .1 6 )  y  (x )  = Ц Н § )  = П|х, у  (х)3 d la  x e  I ,
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gd zie  i f  J e s t  c ią g ły m  rozw iązaniem  równania ( .0 ,3 ) w I  sp ełn ia jący m  waru­

nek (4 .1 5 )  z y = vp ( x ) .

Uwaga 4 .2 . Skoro fu n k c ja  R J e s t  c i ą g ł a ,  na mocy lem atu 4 . 2 , to  c ią g ­

ło ś ć  fu n k c ji  wynika z c i ą g ł o ś c i  fu n k c ji  tp . Prawdziwe j e s t  rów nież 

w ynikanie w przeciw ną s tr o n ę .

Lemat 4 .5 . N iech  z a ło ż e n ia  i  -  Hg będą sp ełn io n e  i
n ie ch  ( x ,  y ( x ) ) e ^ 2 .  d la  x  e  I .  J e ś l i  fu n k c ja  /g  , o k re ślo n a  p rzez

(4 .1 6 ) , J e s t  c ią g ł a  w I ,  to  rów nież fu n k c ja  ip j e s t  o ią g ła  w I .

Uwaga 4 .3 . Zauważmy, że fu n koja  R J e s t  c a łk ą  p ierw szą równania

(0 .3 )  , tz n . , że j e s t  s t a ł a  na każdym rozw iązan iu  ( 0 . 3 ) .

Udowodnimy te r a z  tw ie rd ze n ie  a n a lo g icz n e  do tw ierd zen ia  3 .3 .

Tw ierdzen ie 4 ,3 .  N iech  Z a ło że n ia  i  -  Hg będą s p e łn io ­

n e . Na t o ,  by fu n k c ja  y  o kreślo n a  w I  b y ła  c iąg łym  rozw iązaniem  nierów ­

n o ś c i ( 0 .1 )  w I ,  p o trzeb a  i  w y sta ro z a , aby fu n k c ja  «£ o k re ślo n a  wzorem

(4 .1 6 )  b y ła  fu n k c ją  [ f j  -m a le ją c ą  i  o ią g łą  w I .

D o w ó d .  N iech y  b ę d z ie  c ią g ły m  rozw iązaniem  (0 .1 )  w I  i  n ie ch  

x b ę d z ie  ustalonym  punktem I .  Oznaczmy p rze z  c ią g łe  rozw iązan ie

(0 .3 )  w I ,  s p e łn ia ją c e  wari.nek

(4 .1 7 ) = f  [П * ) ]  ,

a  przez  tp 2 o ią g łe  rozw iązan ie  ( 0 .3 )  w I ,  s p e łn ia ją c e  warunek

(4 .1 8 ) I <p2 (x ) = y ( x ) .

Z Hg w ynika, że ‘f i »̂ 2 i s t n i e j ą  i  są  jed n ozn aozn le o k re ś lo n e .
Z ( 4 .1 T ) ,  ( 0 . 1 ) ,  (4 .1 8 )  i  (0 .3 )  w ynika, że

t f t P o a J -  y f n t ) J  £  « | > , y  w j  = g[k,<f2 c t ) j =  i f 2 f f ( t ) j .

Mamy s tą d  . .

CpiOO 4  cp2 (x ) d la  16  I ,

ponieważ rod zin a  o lą g ły o h  rozw iązań ( 0 .3 )  w I  j e s t  jednoparam etrowa /p a t r z  
uwaga 4 . 1 / .  A zatem

skąd

(4 .1 9 ) £  < f2( % )  = ^ ( x ) =  R fx , y C x ) ]  d la  x S I ,

gd zie  j e s t  o kreślo n e wzorem ( 4 .1 6 ) .  Fu nkcja e? j e s t  w ięc £ f| -m a le ją ca  

w I ,  a J e j  c ią g ło ś ć  wynika z uwagi 4 .2 .

Na odw rót, n leoh  b ęd zie  określon a  w I .  Załóżm y, że fu n k cja  7̂ okre­

ś lo n a  wzorem ( 4 .1 6 ) ,  J e s t  ^ f^ -m a le ją c a  i  c ią g ła  w I .  Z ( 4 .1 6 )  wynika t e r a z ,  

że

Й { * 0 0 ,  l* 0 0 ] j=  ^ Г * ( х ) ] ^ 7 0 0 =  R jx ,  f  ( x ) ]
oraz
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(4 .2 0 )
f i t  f  )  = ?  Cf ( x>] ^  = ^ 2 ( f  >/

gd zie  i  tp2 są  o k reślo n e  wzorami (4 .1 7 )  i  ( 4 .1 8 ) ,  odpow iednio.
Z warunków ( 4 .1 7 ) ,  ( 4 .2 0 ) ,  ( 0 . 3 ) ,  i  (4 .1 8 )  w ynika, że

y [ f ( x ) ]  n i p i f f O O j  ^  <f2 [ t ( x ) ] =  g[x,Cf>2 ( x )  « g [ x ,  y  (x )J

d la  x €  I ,

ponieważ ro d z in a  rozw iązań c ią g ły c h . ( 0 .3 )  w I  J e s t  jednoparam etrow a.Funk­

c ja  y  s p e łn ia  więo ( 0 .1 )  w I  oraz j e s t  c i ą g ł a  w I ,  na mooy lem atu 4 .5 ,  
oo kończy dowód tw ie rd z e n ia .

Oznaczmy p rze z  К ro d z in ę  w szystk io h  fu n k c ji  o k re ś lo n y ch , £f£-m a- 

le ją s y o h  i  o lą g ły o h  w I ,  k tó ry ch  wykresy le ż ą  w S i  , a przez K0 rodzin ę 

fu n k c ji  *2 e  К i  sp e łn ia ją c y o h  równanie

ej ( f (x ) J  = 7  W  d la  x e  I .

Funkcje c ią g łe  s p e łn ia ją c e  o s ta tn ie  równanie są s t a ł e  w I  /p a t r z  | 4 j / .  

Oznaczmy d a le j  p rzez  т odwzorowanie L — > K , o kreślo n e warunkiem 

T (4)  = °2,1 gd zie  ^  j e s t  o kreślo n e p r z e z ( 4 .1 6 ) .  Wnioskiem z tw ierd ze­

n ia  4 .9 ,  u s ta la ją cy m  odpow iedniość wzajemnie Jednoznaczną pomiędzy ro z ­

w iązaniam i ( 0. 1)  należąoym i do L , a  fu nkcjam i £ fj-m a le ją cy m i n a le żą ­

cymi do K , j e s t  n a stę p u ją ce

Tw ierdzenie 4 ,4 .  J e ś l i  z a ło ż e n ia  i  EŁ̂ . — są  s p e łn io ­

n e , to  odwzorowanie T j e s t  izomorfizmem pomiędzy L I K  oraz pomię­
dzy L i  К . o o

Dowód te g o  tw ierd zen ia  zn a jd u je  s ię  w Щ .
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S u m m a r y

In  t h i s  paper we s h a l l  d e a l w ith  fu n c t io n a l  in e q u a li ty  / 0 . 1 / .  The 

main r e s u l t s  are  g iv e n  in  paragraph 2 ,  where th e  a lg e b r a ic  s tr u o tu r  o f 

th e  fa m ily  o f  s o lu t io n s  i s  g iv e n , and in  paragraph 4 ,  where a com parison 

theorem  i s  proved fo r  in e q u a li ty  / 0 . 1 /  see  theorem  4 . 1 / .  In  the same pa­

ra g ra p h , th e re  i s  a n e ce ssa ry  and s u f f i c i e n t  c o n d it io n  g iv e n  fo r  a fu n c­

t io n  s a t i s f y i n g  in e q u a lity  / 0 . 1 /  tc  be a  co n tin u o u s s o lu t io n  o f  eq u ation  

/ 0 . 3 / . .

In  paragrap h  3 ,  we have s tu d ie d  more e x a c t ly  th e  homogeneous inequa­

l i t y  / i n e q u a l i t y  / 3 . 1 / / .

The l a s t  theorem  in  th e  paper g iv e s  the iseom orphism  between the f a ­

m ily  o f co n tin u o u s s o lu t io n s  o f  in e q u a lity  / 0 . 1 /  and th e  fa m ily  o f c o n t i ­

nuous fu n c t io n s  f -d e c r e a s in g  / s e e  d e f i n i t i o n  3 . 2 / .


