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Dobiestaw Brydak

0 NIEROWNOSCIACH FUNKCYJNYCH JEDNEJ ZMIENNE]

We t CP

V tej pracy bedziemy sie zajmowaé¢ nieréwnosciami funkoyjnymi

(M y PAIA £GRY ()0

1
av y&I > Y w].
gdzie f i g sa fankojami danymi, a y fankola niewiadomg. W praoy be-

dziemy przyjmowaé, Ze réwnanie fankoyjne
U
(03) y *OX*<pab

gdzie Y ~est fankojg niewiadoma, posiada rozwigzanie. Wtedy obie nieréw-
nosci (0.i) 1 (0.2) maja zawsze rozwigzanie.

Wieksza ozed6¢ praoy dotyozy zwigzkédw pomiedzy rozwigzaniami nleréw-
nosol a rozwigzaniami réwnania. Wiele twierdzen dotyozy szaoowanla rozwia-
zan nleréwnosol przez rozwigzanie réwnania speiniajgoe odpowiedni warunek
poozatkowy. Taki sposéb podejsola do zagadnienia jest podobny, jak w teo-
rii nleréwnosol rétnlozkowyoh /patrz (B)/. W szozegdélnosol gitowny rezul-
tat praoy, twierdzenie 4.1, jak kilka Innyob twierdzen w tej praoy jest
twierdzeniem poréwnawozym analogicznym do twierdzen poréwnawozyoh, ktére
spotykamy w monografii [e].

Specjalnym przypadkiem nleréwnos$ol (0.2) sa nleréwnos$ol réznicowe
r zwaZane przez T. Rumaka QTJ. Wyniki uzyskane w [$§] okazujg sie byé
szozegblnyml przypadkami twierdzenn dotyozgoyob nleréwnosol (0.2) analo-
gioznyob do twierdzen podanych w punkole 2 tej praoy dla nleréwnosol (0. 1).

Niniejsza publlkaoja jest streszozenlem praoy [0 oddanej do drukn
w Rozprawach Matematyoznyoh. Tutaj podajemy w zasadzie tylko wyniki doty-
ozgoe nleréwnosol (O.l). Lematy 1 niektére wnioski 1 twierdzenia podajemy
bez dowodu. Dowody te, jak réwnle$s sformutowania wszystkioh twierdzen dla
nleréwnosol (0.2), a takZe pewna llo$¢ przyktadéw, ozytelnik moze znalezé
w praoy



1. Zalozenia

O funkcjach f i g bedziemy w dalszym olgga zaktadaé¢, 00 nastepuje:

Ht Pnnkoja f Jest okres$lona 1 silnie rosngoa w przedziale | ,b)
oraz

LD TCi) -t,FGO<x db *€(E,b).

Hj Funkcja f Jest olagta w przedziale 1.

Uwaga 1. Zaréwno g , Jak b Tom byé nieskonczone. Funkcje
y bedziemy nazywaé¢ olagta w -yo, Jes$li Istnieje skornozonm granica UTyA4O
Granice te bedziemy oznacza¢ y (—°°)* X —4°0

Uwaga 2. Zatozenia Hj 1 Hj Implikujg, Ze g Jest przyciag-
gajacym punktem statym funkojl f, tan.

(1.2) lim fn09 -g dla x«lI
n ->«o0

Ipatrz £*!}/, gdzie f“(x) oznacza n-tg lterate funkojl t. zZz ~» 1~

wynika réwniez, Ze Jest Jedynym przyoiagsjagoyn punktem funkojl f w
przedziale 1, .
Uwaga 3. Wyniki przedstawione w tej praoy pozostang prawdziwe,

gdy punkt g Jest prawym korioem 1; w tym przypadku nieréwnos$¢ (1.1) mu
simy zastgpi¢ nieréwnoscia f(x)> x, dla x6(b,$) f% mode byé nieskon-
czonel/.
Hj Funkcja g Jeat okres$lona w zbiorze G C | xffi 1 przyjmuje wartos-
ol w"R. Ponadto g !Jest silnie rosngoa ze wzgledu na drugga zmienng 1

f(x) dla xB1lwuy fdzie SI X *{y: (x,y)effij , a [X Jest zbio-
rem wartos$oi funkojl g dla yCSiX

Uwaga 4. Skoro réwnanie (0.3) na posiada¢ rozwigzania w |,

spetniony musi byé¢ warunek
(1.3)

gdzie *Up Jest wartosoiag rozwigzania tf w punkcie g IpatrzfVv]l/.
H4 1° Funkoja g Jest olagta WSI

2° Dla kazdego xe |,Six Jest otwartym przedziatem.

3°rx -flfc?:) dla xel.

4°($No0)€E& | «dale «[o speinia (1.3).

Wdalszym ciggu rozpatrywac¢ bedziemy rozwigzania nieréwnosci (0;1),
a takZe rozwigzania (j) roéwnania (0.3) speinlajaoe warunek

(1.4) y(x). y (x)6& x du x¢€I.
2. Nieliniowe nieréwnosci

Podamy na wstepie pewne ogdélne wiasnosci rozwigzan nieréwnosol (0.1) .



Twierdzenie 2.1. Nieoh zatozenia i H3 bedg spetnione 1 niech
Yo beda rozwigzaniami (O .i) 1 (0.3) odpowiednio w |I.
I jesti x0 (% ,b)
oraz

(2.1) f (*eX «f(xe),

to
(222 f[facV 3< dla “ = 0.1.2..
2° Jesli x061
oraz
(2. (f(x0).
to
y DA~Av]s dla n = 0,1.....
Dow6d. Dowody obu czeé$ci twierdzenia 2.1 sa podobne, wigc udo-
wodnimy tylko pierwszg cze$¢. Nieoh xpge (% ,b) i niech (2.i) zachodzi.

Na podstawie (O .i), (2.1i), H3 i (0.3) otrzymujemy
V ffCxJ é ef*o,f(v j < s[xO0.<f(xj - (f[f(x]

Nierownos$é¢ (2.2) zachodzi zatem dla n = 1. Zatozmy, ze (2.2) zachodzi
dla liczby naturalnej kj~Il. Wtedy, ktadgc fk(x0) w miejsoe xQ w nie-
rownosci (2.1} widzimy, ze (2.2 zachodzi dla n = k + 1, a wieo twier-
dzenie zostato udowodnione przez indukcje.

Natychmiastowg konsekwenoja twierdzenia 2.1 sa nastepujace wnioski:

Whniosek 2.1. Niech zatozenia - H3 beda spetnione i niech ich
beda rozwigzaniami nieréwnosci (O.i) i réwnania (0.3), odpowiednio, w I.
Nieoh ponadto funkoje iy 1 beda ciggte w punkcie ~ . JeS$li istnie-
je taki punkt xQ6(% ,b), ze nier6wnos$¢ (2.3) jest spetniona, to

Whniosek 2.2. Nieoh zatozenia i H3 bedg speinione i nieoh
i if bedag rozwigzaniami nleréwnos$oi (O.i) i réwnania (0,3), odpowiednio,
w . Wtedy

ic Jesli xo¢ (£ ,b)
oraz
QD w (x0)>1f(*0>,
to
(2.5) y & 'nCxq9]> tF[f" n(x0)] dla n - i, 2 .

2° Jesli Xme I oraz

(2.6 Ifi (x0)> (f (x0),
to
(2T) o b Cf [f“n(x0)] dla n=0, lo....



Whniosek 2.3. Nieoh zatozenia 1 H3 bedg spetnione 1 nleob if

1 cf beda rozwigzaniami nieréwnosci (O.l1) 1 réwnania (.0.3),

wl. Niech ponadto XQ6 (~ ,b).
(i) Jesli

y (??< <fCx) dla x« '*(x0)* xol’

odpowiednio,

to
f (X)C <f(x) dla x € (f,x 0].
(ii) Jesli
Yy (X)ECTF(x) dla Xxe.[t(x0), x j,
>
<f(x) ™ <f(x) dla x”™ (| * xoJ*
(iii) Jesli
y (x>><fCx) dla ie [K x0), X j,
to
f (x)> g>Cx) dla xs[f(x0), b).
(iv) Jesli
v B> <f(x) dla x1[f(x0), xj,
to
Y (x>> tf(x) dla xe [f(x0), b).
Niech funkcje tf 1 1 f 2 bedg okre$lone w przedziale |I. Oznaczmy
(2.0 y IL> vf2(x) - maxj’ipl (x),Vf2Cx)] dla x6
(2.9) vfiHtfgCx) = min[H1(x),If2(x)J dla x*1I.
Twierdzenie 2.2. Niech zatozenia i H3 bedg spetnione i niech
Y 1 i(fo beda okre$lone w przedziale 1.
1° Jes$li f j i If2 spetniajg nierébwno$¢ (0.1) w I, to réwniez
IfjuCfg oraz (f2 spetniaja te nieré6wnos$¢ w 1.
2° Jesli if 1 Vf2 spetniajg réwnanie (0.3) w I, to réwniez
*flU If2 oraz kp kf2 speitniajg to réwnanie w |I.
Dowod. Nieoh if ~ 1 f 2 spetniajg (O.1) w I nieoh x6 1.
Jesdli
(2.10) If+(x) ~ Vf2(x)
i
(2 1y fi [f(x)]sr f alf(x)],

to na podstawie (2.8) mamy

f 1U f2(x)-f2(x) oraz f U f2[f(x)]=Ff2[f(x)],
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skad wynika, ze 4*17~ 4*2 sPeinla (O.i) w x poniewaz Lp 2 speinia
(0.i) w x. Nieréwno$oi (2.10) i (2.li) implikuja rowniez, ze

4>ifi 4200 - yiGo c°raz vpxn y 2[*(*>]= di[fw J.
skad wynika, ze jH Lp2 spetnia (o.i) w x, poniewaz n spetnia (O.i)

w X. Dowo6d przebiega analogioznie, je$li zamiast (2.10) i (2.11) spet-
nione sg przeciwne nieréwnosci. Zatézmy teraz, ze zachodzi (2.i0) i

(2. 12 fiOo tW j> W2[f(x)].
Z (2.8), (2.10) i (2.12) wynika, ze
YiU&2[*(*)]= T i M 1
Na podstawie (2.8) i (O.i) otrzymujemy teraz
firr £2@(e> Vi 1?7Wj < g[X. 4,i 2] $ g[XI>200)] = g1x, 45tu 42(:9J,

poniewaz funkcja g Jest silnie rosngca ze wzgledu na drugg zmienng na
podstawie zatozenia H3> Zatem 4>1(->4>2 spetnia (O.i) w Xx.

Na podstawie (2.9), (2.10), (2.12) i H3 otrzymujemy
biNnipa[f00j- 42P «j 1 Miu »2(*)- "C*>-
Stad, wobec (2.9), (C.I) i H3 mamy
4in 42[1‘()@:4"203!\/IJ< HIFW] N BIXeYi(*)= Yrc*)J

a wiec w f 4>2 spetnia nieré6wnos$¢ (O0.i) w x. Je$li nieréwnosci (2.10)
i (2.]2 zastagpimy nieréwnos$ciami przeoiwnymi, dowdéd bedzie analogiczny.
Zat6zmy teraz, ie 1 N 1 tp2 spetniajg réownanie (0.3) wl, xe |
i ze
(2.13) ipi00 é ip2c*)-
Z twierdzenia 2.1 wynika, ze
<ficfW ]~ y 2L°GJ-
Otrzymujemy stad, na podstawie (2.8), (0.3) i (2.13), ze
gIx,<f2(x)J = K[x,(ft u tf2 (x)J:

Zatem funkcja 2 spetnia réwnanie (0.3) w x, a wieo réwniez w ca-
tym przedziale |, bo x byto dowolnym punktem I. Dowodd dla cpjP 4*2 Jest
analoglozny. Analogiczny Jest réwniez dowdd w przypadku, gdy zamiast nie-
rownosoi (2.13) j zatozymy rieré6wnos$¢ przeciwnag.

Skoro rodzina funkcji okreslonyoh na pewnym zbiorze tworzy krate dys-
trybutywng /patrz Cf]/ z dziataniami (2.8) 1 (2.9), wiec jako natychmiasto-
wy wniosek z twierdzenia 22, otrzymujemy nastepujace
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Twierdzenie 2.3. Nleoh zatozenia 1 Hg beda speitnione. Wtedy
rodzina wszystkich rozwigzan nleréwnosol (O.1) w I, Jak réwniez rodzina
wszystkloh rozwigzan réwnania (0.3) w |l jest kratg dystrybutywng z dzia-
taniami U 1n

W dalszym olggu bedziemy zajmowaé sie rozwigzaniami olggtynl nieréw-
noséci (0.1) 1 réwnania (0.3) , dl-.tego tez oprowadzimy w tym miejscu na-
stepujacg deflnloje:

Definicja 2.1. Nleoh zatozenia beda spetnione. Przez L
oznaczamy rodzine wszystkloh olggt'Oh rozwigzan nleré6wnosol (O.1) w I,
a przez 10 oznaczamy rodzinge wszystkloh oiagtyoh rozwigzan réwnania
(0.3) wI.

Dziatania U i '\ zachowujg ciggto$¢ funicejl, a zatem Jak natyob-
mlastowv wniosek z twierdzenia 2.3, otrzymujemy nastepujace

Twlerdzenlf 2,i. Jes$li zatozenia Hj - sg spetnione, to rodziny
L 1 Lg stanowiag kraty dystrybutywne i dziataniami \J 1 A*

3. Ciaggte rozwigzania nieréwi.oscl Halowych Jednorodnych

Zajmiemy sie tutaj nleréwnos$oiaml liniowymi Jednorodnymi

(3.1) NI« g ()N ()
oraz
(3.2) g(x)y(x),

gdzie f 1 g sa funkojami danymi, a \f/ funkcjg niewiadoma. Ofunkcji
f bedziemy w dalszym ciagu zaktadaé¢, ze spetnia zatozenia i Hg,
natomiast o funkcji g zakiadamy, ze
Hg. Funkcja g Jest okre$lona 1 ciggta w przedziale | oraz g(x)>0 dla x£1.
Z zatozenia Hg wynika natychmiast nastepujacy
Lemat 3.1. Jes$li zatozenie Hg Jest speitnione, to funkoja g(x,y)=
m g(x). y spetnia zatozenia Hg 1 H4 we£2 =1 xTR
Lemat ten pozwala nam wykorzystywa¢ dla nieréwnosci liniowych Jedno-
rodnych wszystkie twierdzenia podane dotychczas dla nleré6wno$ol nielinio-

wych. Role réwnania (0.3) bedzie, dla nieré6wnos$ci (3.1) 1 (3.2), spetnia¢
réwnanie

(3.3) CE[t(x)) = g(x) P (x).

Zachowanie sie rozwigzan nleré6wnos$ol (3.1) 1 (3.2) , Jak réwniez rozwigzah
rownania (3.3) , zalezg od zachowania sie ciggu

(3.%) Gg(x)“ 120 s[Lﬂ(x)] ., X«l, ne 1, 2
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tatwo sprawdzié, ze
@a-9 SBHW - 8(x) BWT]> x€ I»n - 1. 2,

W dalszym ciggu bedziemy rozwazaé¢ nieré6wnos$¢ (3.1) w nastepujacyoh przy-
padkach

1° Granica

(3.6) G(x) = lim G <x)
n-»<®

istnieje wl i Jest funkojg ciagta i rézng od zera w I.
2° lim G (x) * oo dla x6 1.

mn
3° Istnieje przedziat JC | taki, ze
(?.D lim G (x) = 0

n-> a0

jednostajnie w 1.

Badanie nleréwnoéol (3.1) 1 (3.2) bedziemy prowadzi¢ w oparciu o teo-
rie réwnania liniowego jednorodnego (3.3) 1 dlatego podstawowe wyniki tej
teorii /patrz [*J/, z ktérych bedzleny korzystaé¢, przedstawimy tutaj Jako

Lemat 3.2. Nleoh zatozenia , Ho i Hg beda spetnione. W przypadku
1° réwnanie (3.3).posiada jednoparametrowg rodzine ciggtych rozwigzan w I,
przyjmujacych warto6ci w b, tzn. dla kazdego maB B Istnieje doktadnie

jedno rozwigzanie réwnania (3.3) , ciggte w1 i speiniajgce warunek
(3.8) <f(f) =
To rozwigzanie jest dane wzorem
(3.9) th>(x) = o vy
W przypadku 2° funkcja (x) =0 dla xB | Jest Jedynym rozwigza-

niem réwnania (3.3) w I.

W przypadku 3° réwnanie (3.3) posiada w | ciggte rozwigzanie zalezne
od dowolnej funkcji. » tym przypadku kazde oiggte rozwigzanie < réwna-
nia (3.3) w1 spetnia warunek
(3.10) lim CP (x) = (f) = 0.

X~* 0% ' 1

Przypadki 1° - 3° nie wyczerpujg wszystkich mozliwos$ci. W iInnych przy-
padkaoh funkcja Identyoznle réwna zeru w | jest Jedynym rozwigzaniem olag-
tym réwnania (3.') w l. W tej praoy bedziemy rozpatrywaé tylko przypadki
1° - 3°.

W dalszym olggu bedziemy korzysta¢ z nastepujgacego lematu,ktéry przy-
taozamy bez dowodu.



Lemat 3.3. Niech zatozenia i Hg bedg spetnione.Jesli funk-

cja tp speinia nieré6wnos$¢ (3.1) wl, to
(3.1 [A*)) 4 Gn(x) Y 00 dla xe I, n=i, 2,
Jes$li funkcja ~ speinia réwnanie (3.3) wl, to
(3.17) CprAx} = on(x 4 &) dla i 61, n=1 2,

W dalszym ciggu udowodnimy nastepujgoe

Twierdzenie 3.1. Niech zatozenia Ht, Hg i Hg bedag spetnione
i nlehh zachodzi przypadek 1°. Jes$li <p jest ciggtym rozwigzaniem nie-
réownosci (3.1) w1, to
(3.13) ~00>tfo(x)d’a x 6 I,
gdzie LD Jest ciggtym rozwigzaniem réwnania (3.3) w I, danym wzorem
(3.14) fow » Al* l-
Rozwigzanie ipQ spetnia nastepujgce warunki
(3.15) <po(i)* u><$)
oraz Jes$li t> Jest ciggtym rozwigzaniem (3.3) w I, spelniajgcym nie-
rownos¢
(3ne) <ftv >4 W
dla pewnego xQ6 1, to
(3.17) 4>(£) >

Dowdéd. Z lematu 3.2 wynika natyohmlast, ze tFO Jest ciagtym
rozwigzaniem réwnania (3.3) w I. Warunek (3.15) wynika wiec wprost z (3.8)
1 (3.9). Udowodnimy teraz nier6wno$¢ (3.13) . Nieoh ip bedzie ciggtym roz-
wigzaniem nieréwnos$ci (3.1) w . Z lematu (3.3)wynika, ze

1fwW dla x« 1» =« * 1. 2,

skad otrzymujemy na mocy (1.2) i (3.6),

ANV op (X)) dla xel,

poniewaz funkcja ip jest oiggta w 1. Nieréwnoé¢ (3.13) zostata w ten spo-
s6b udowodniona.

Zatébzmy teraz, ze " Jest takim ciggtym rozwigzaniem réwnania (3.3),
dla ktérego zachodzi nier6wno$¢ (3.16). Skoro rodzina ciggtych rozwigzan
rownania (3.3) Jest Jednoparametrowa, na mocy lematu 3.2, wiec z nier6w-
nosci (3.16) wynika, te I>(x) > ipo(x) dla xel. Ostatnia nierbwnos¢
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wraz z warunkiem (3.15} , udowodnionym poprzednio, implikuje (3.17), 00
koriczy dowdd twierdzenia.

Warunki twierdzenia 3.1 oznaczajg,ze tpQ Jest maksymalnym, dla
danego oiggtym rozwigzaniem réwnania (3.3), w1, ktére spetnia(3.13)

Twierdzenie 3.1 pozwala uzyskaé¢ analogon do twierdzen poréwnawozych
zawartych w teorii nleré6wnos$oi rézniozkowyoh. Natychmiastowym wnioskiem
z twierdzenia 3.1 Jest mianowicie nastepujace

Twierdzenie 3.2. Nieoh zatozenia HJj, Hj i Hg beda spetnione i
niech zachodzi przypadek 1°. Nieoh ponadto y bedzie oiggtym rozwigza-
niem réwnania (3.3) w l. Jes$li

to
vp(x) ¥ i™>(x) dla x& |I.

Definloia 3. 1 Nieoh funkcja y bedzie okre$lona w | i niechy (j¢c)¢E
dla x 6 1. Dla xe I oznaczamy przez (x) warto$¢ w punkcie £ te-
go ciggtego rozwigzania ¢ réwnania (3.3) w I, ktére speinia warunek

N(x) = N CH).

Z definicji 3.1 wynika natyobmiast, ze

(3.18) y(x) - dla x ¢ 1,

na mocy lematu 3.2. Wzér (3.18) 1 lemat Q.2 Implikuja nastepujgoy

Lemat 3.4. Je$li zatozenia Hj, H i Hg sa spetnione i zachodzi
przypadek 1°, to funkcja ip Jest ciggta w | wtedy 1 tylko wtedy,gdy funk-
oja ~ Jest ciggta wl.

W dalszym ciggu bedzie nam potrzebna nastepujaca

Definic.la 3.2. Funkcje ~ okreslong w I nazywamy £f] - malejaca
wl, Jesli
(3.19) o? [f(x)J & ~(x) dla x € 1.
Funkcje okres$long w I nazywamy £fj - rosngog w i, jesli
°I[f(>p < da xe 1-
Definicje funkcji £fj - monotonicznej podang tutaj znalezé mozna

w monografii [i] .

Pokazemy teraz, ze zachodzi odpowlednlo$¢ wzajemnie Jednoznaczna po-
miedzy rodzing wszystkich funkcji £f}- malejacyoh i ciggtych w1l i ro-
dzing wszystkich olggtyoh rozwigzan nieréwnos$oi (3.1) w | w przypadku 1°.
Udowodnimy mianowicie nastepujgoe

Twierdzenie 3.3. Niech zatozenia H”, Hg i Hg bedg spetnione i
nieoh zachodzi przypadek 1°. Je$li w jest funkcjg okres$long w1, to
warunkiem konleoznym i dostatecznym na to, by w byto ciggtym rozwigza-
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niem (3.1) w1 jest, aby funkcja , okreslona przez definicje 3.1
byta £fj - malejaca i ciagta w I.

Dowd6d. Nleoh y bedzie cigglym rozwigzaniem nieréwnos$oi (3.1)
wl. Z (3.18) i (3.1) otrzymujemy

AMigS=fIM « Y= T* «<WiOTor

dla z £ 1
na podstawie (3.5) i (3.6). Stad wynika (3.19), poniewaz g 1 G sg do-
datnie w I.

Zatézmy teraz, ze (3.19) zachodzi. Otrzymujemy na podstawie (3.18),
(3.19), (3.5) 1 (3.6), ze

fl?2(x] = G * gW<AXT = B(X)MN(X) dla
xe |,
a wiec ze zachodzi (3.1). Na podstawie lematu 3.4 funkcja 4 jest ciagta
w I, wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja Jest oiggta w I, oo konozy do-
wod twierdzenia.

Skoro funkcja Jest okre$Slona przez definicje(3.1) Jednoznacznie,
wzlr (3.17) 1 twierdzenie 3.3 daja odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczng
pomiedzy rodzing wszystkich rozwigzan ciggtych nieréwnosci (3.1) w |l a ro-
dzing wszystkich funkoji £f] -malejacych 1 ciggtyoh w 1,

Zauwazmy, ze JeS$li y Jest oiggtym rozwigzaniem (3.1) w |l to z twier-
dzenia 3.2 wynika, ze jeSsli

(3.20) ¥(£> > 0
to
(3.21) x)y > 0 dla xe 1,
a takze, ze funkcja
dia ** 1
Jest okres$lona, ciggta i £fj -malejgca w I, na podstawie twierdzenia 3.3.

W ten spos6b mozemy ustali¢ wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy
rodzing wszystkioh dodatnioh i ciggtych rozwigzan (3.1) wl a rodzing wszy-
stkich £f] -malejgcych i olagtyoh w I funkoji spetniajgcych warunek
(3.22) -£(8)= 1.
Odpowiednio$¢ te ustala nastepujacy

Whniosek 3.1. Niech zatozenia H~*, i Hg beda spetnione 1 niech
zachodzi przypadek 1°. Jes$li ij* jest oiggtym rozwigzaniem nieréwnos$oi
(3.1) w |, spetniajacym warunek (3.21) , to Istnieje doktadnie jedna funk-
cja (x), okres$lona, £f* -malejgca 1 ciggta wl i spetniajgca warunek
(3.22) taka, ze
(3.23) y(x) = dla xe |I.
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Jesli Jest funkcja okres$long, £f£-malejgcg i ciggtga w | oraz
spetniajaca warunek (3.2% , to istnieje doktadnie Jedno oiggte rozwigza-
nie y nieréwnos$oi (3.1) w Il spetniajgoe warunek (3.2$%$ 1 takie,ze (3.23)
zachodzi.

W przypadku, gdy zamiast (3.20) speiniony Jest warunek
(3.24) V(£)= 0 otrzymujemy podobny wynik. Mianowicie prostg konsekwencjg
twierdzenia 3.3 i (3.18) Jest nastepujacy

Whniosek 3.2. Niech zatozenia , HO i Hg bedg spetnione 1 niech
zaohodzi przypadek 1°.

Jesli Jest ciggtym rozwigzaniem nieréwnoséci (3.1) w I, spetnia-
jacym warunek (3.24), to istnieje doktadnie Jedna |fE-malejgca funkcja”
ciggta w1 1 spetniajaca warunek

(3.25; 7(1)= 0
taka, ze zaohodzi (3.18;.

Jesli Jest £fj-malejgoa funkcjg ciggta w1 i spetniajaca (3,25),.
to Istnieje dokladnie jedno ciggte rozwigzanie ~ nieréwnos$ci (3.1) wl,
spetniajgoe (3.24) takie, ze zaohodzi (3.18).

Skoro nieréwnos$¢ (3.19) jest szozegélnym przypadkiem nieréwnos$oi (3.1),
wleo wnioski 3.1 i 3.2 pozwalajg nam sprowadzi¢ badanie nieréwnos$oi (3.1)
w przypadku 1° do badania nieréwnos$ci (3.19) , poniewaz tatwo sprawdzié¢,ze
dla tej ostatniej nieréwnos$oi zaohodzi pxrzypadek 1.

Przyktad. Nieoh f(x)= f, g(r). e 2,J=* 0, b =«*> Wtedy nieréwnos¢

(3.i)przyjmuje postac

- f

y (8)m$* ¥ (x) dla x e [0,00) .
tatwo sprawdzi¢, ze zaohodzi przypadek 1° i ze w mys$l (3.9),

y(x) * (x)ex dla xe £0,oc) ,

gdzie o0j jest dowolng -malejacg funkojg ciagta w £0,a0).

W przypadku 2° prawdziwe Jest réwniez twierdzenie analoglozne do
twierdzenia 3.1. Udowodnimy mianowicie, nastepujgoe

Twierdzenie 3.4. Nieoh zatozenia Hj, H2 i Hg beda spetnione
i nieoh zaohodzi przypadek 2°. JeS$li Jest olagtym rozwigzaniem nie-
rownos$ol (3.1) w 1, to

x)y O .dla xe 1.

Dowoé6d. Nieoh bedzie olagtym rozwigzaniem (3.1) w .

Z lematu 3.3 wynika, ze

dla x€ 1,



skad otrzymujemy teze twierdzenia, wobeo (i.2), ciggtosci ~ oraz zato-
zenia, ze zachodzi przypadek 2°.

Skoro w przypadku 2° jedynym Jedynym rozwigzaniem oiggtym réwnania
(3.3) wil Jest funkcja identycznie réwna zeru w | /patrz lemat 3.2/,wieo
twierdzenie 3.4 daje istotnie wynik analogiczny do twierdzenia 3.1. Nie
mozemy w tym przypadku otrzymac rezultatéw analogloznyoh do wnioskéw 3.1
i 3.2, bo nie istniejg rozwigzania nietrywlalne (3.3).

Przejdzmy teraz do rozwazenia ostatniego przypadku 3°. Najpierw po-
damy kilka lematow.

Lemat 3.5. Niech zatozenie bedzie spetnione i nieoh g bedzie
funkcja okreslong 1 dodatnig w I.

Jes$li y spetnia (3.1) wl, to ciag

dla « 1

Jest malejgoy w I.

Lemat 3.6. Niech zatozenia , B, i Hg beda spetnione 1 niech

zachodzi przypadek 3°. Je$li vy spetnia(3.1) wl ijest ciagta w N,
to

y (f) 4 O
Definloja 3.3. Niech t bedzie dowolnym rozwigzaniem (3.3) w 1,
ciggtym w Oznaczmy przez V rodzine ciggtych rozwigzan nleréwnosol
(3.1) w I, spetnialgoyoh warunek (3.24) oraz warunek

yoo > «fi(X) dla x e 1.

Lemat 3.7. Niech zatozenia H., Hg i Hg beda spetnione i nieoh

zachodzi przypadek 3°. JeS$li e T , to granioa
bl ffn (x>J
(3.26) g (x) = lim " . dla xfil
istnieje 1 Jest rozwigzaniem (3.3) po6toiggtym z goéry w |l 1 ciagtym
w . Ponadto
(3.27) y (X) ifO(x) dla xel.

Lemat 3.8. Niech zatozenia lematu 3.7 beda spetnione 1 niech be-
dzie rozwigzaniem (3.3) w 1. JeS$li £ * oraz xQ jest takim punktem
wewnetrznym 1, ze
(3-28) (foCVA f(xo*

to istnieje taka liczba naturalna Kk, ze

ALFK(x0)]< <f[fk(x0)].



Jes$li nieréwnos$¢ (3.28) zachodzi nie tylko w Jednym punkcie xQ, ale
w catym przedziale

C3*29) h =[f<xo>" xo\>

to dla kazdego x e 10 istnieje liczba naturelna «k taka, ze zachodzi
nieréwnosé

(3.30) dla ie 10,

gdzie «k zalezy na ogét od x. Liczba «k bedzie niezalezna od x do-
piero przy dodatkowych zatozeniach. Udowodnimy mianowicie nastepujgce

Twierdzenie 3.5. Niech zatozenia , Hg i Hg beda spetnione i
nieoh zaohodzi przypadek 3°. Jes$li y 6ty i N Jest ciaggtym rozwiagza-
niem réwnania (3.3) w1, takim ze
(3.31) if(x) > ~p0x) dla x el o0,
gdzie xQ Jest wewnetrznym punktem |, a tpo Jest dane wzorem (3.26),

to istnieje taka liczba naturalna «k /niezalezna od x/, ze zaohodzi
nieréwnos$é¢ (3.30) .

Dowé6d. Przypusémy, ze twierdzenie nie Jest prawdziwe. Wtedy
istnieje funkcja y 6V 1 oiggte rozwigzanie rébwnania (3.3) w I, a
takze taki punkt wewnetrzny xQ przedziatu 1, ze zachodzi nieréwnosé
(3.31) , ale dla kazdej naturalnej llozby n istnieje punkt XQG I ta-
ki, ze

(3.32) <f[fnCVj ~ [fV n)]‘
Pokazemy, ze

(3.33) f[fk<xn)] A VjI[fk(x Q)J dla k=0, i, 2,...

Istotnie, Jes$li dla pewnego naturalnego k< n zachodzi

> # K]

to z zatozenia 1 twierdzenia 2.1 otrzymujemy

wbrew (3.32).

Skoro przedziat 10 Jest zwarty, wieo istnieje oigg xfc , wybrany

z ciggu xp, zbiezny do pewnego x6IQ. Z oiggtosoi funkcji i z nie-
rownosci (3.33) otrzymujemy wieo

IFifk(x)] ~  jfk(x)] dla « =i, 2,

Otrzymana nier6wnos$¢ sprzeozna Jest z lematem 3.8, co konczy dowdd twier-
dzenia.
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M dalszym ciggu ogranlozymy nasze rozwazania do wezszej niz V ro-
dziny rozwigzan, aby moéc uzyska¢ twierdzenia o wtasnos$ciach rozwigzania
~0, a w szczeg6lnosci pozwalajgoe rozstrzygnaé¢, kiedy <~Q Jest funk-
cja ciagta.

Definicja 3.4. Oznaczmy przez ® rodzine wszystkioh rozwigzan cigg-
tych réwnania (3.3) w | i spetniajacyoh warunek

(3.34) ( f(s)> O dla xe(f,b).

Oznaczmy przez V rodzinge wszystkich rozwigzan oiggtych 1 nieujem-
nych nieréwnosci (3.1) w .

Zauwazmy, ze Jes$li ¥ 6 V , to spelniony Jest warunek (3.24), na
mooy lematu 3.6, a wieo Jesli wdeflniojl 3.3 przyjmiemy ~ (i)e O
dla x 6 1. Rodzina ® moze by¢ zbiorem pustym, bowiem réwnanie (3.3) mo-

ze nie mle¢ ciggtych rozwigzan réznych od zera w oatym 1 /patrz [je]/. Aby
zapewni¢ sobie, ze ® # 0 wprowadzamy nastepujace zatozenie
Hfi. Istnieje taki punkt wewnetrzny x przedziatu i, ze Ilim G (x) = O
Jednostajnie w lo, gdzie 10 Jest dane wzorem (3.29).

tatwo sprawdzi¢, ze Cg zapewnia, ze zachodzi przypadek 3°, ale nie
na odwrét /patrz [2]/. Zalozenie He Jest warunkiem konieoznym i wystar-
czajacym, aby speiniony byt warunek?? t & /patrz 04/.

Twierdzenie 3.6. Niech zatozenia H”, Hg, Hg i Hg beda spetnione
i niech y bedzie olagtym rozwigzaniem nieréwnosci (3.1) wl. JeS$li
~N)0ed ¢ gdzie <20 jest dane wzorem (3.26), to ip spetnia (3.24) i

(3.35) lim
4 *?°C

Dowédd. Rownos$¢ (3.24) wynika natyohmlast z (3.27) i (3.34), na
podstawie lematu 3.6 1 definicji 3.4. Niech £ bedzie dowolng liczbg do-
datnig. Potézmy

(3.36) o =i +fc.

Funkcja ¢ 40(x) Jest ciggta w1, na podstawie zatozenia, ze<|>0€ $ i de-
finicji 3.4 i spetnia (3.3), co tatwo sprawdzi¢. Skoro £ >0, to

(3.37) A>(x) = o ~M0(x) N tfO(x) «U® l.

na podstawie (3.36) 1 (3.34).

Niech x bedzie punktem wewnetrznym |. Warunek (3.31) pooigga (3.3#,
zatem istnieje taka liczba naturalna k, ze zachodzi réwniez (3.30), na
podstawie twierdzenia 3.5. Oznaozmy

dk = fk X0)-
Nieré6wnos$¢ (3.30) implikuje na podstawie wniosku 2.3, ze

(3.38) y(x) ~ t?U) dla xa(% , dk).
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Stad
o GO
*4 Ztf 4 1+6 dla 16(1 , dk>,

na podstawie (3.27) ,(3.38), (3.34), (3.37) i (3.36). Ostatni warunek im-
plikuje (3.35), oo konczy dowdd twierdzenia.
W przypadku 3° mozemy réwniez otrzyaa6é twierdzenia podobne do twier-
dzen 3.2 i 3.4, ale wwezszej klasie funkcji, niz funkcje ciggte.
Definicja 3.5. Nieoh y 6 ® . Rodzine wszystkloh funkcji fed ta-
kioh, ze granloa

(3.39) lim » a
n-»f fw

istnieje, oznaozmy przez ¢ (¢ ).

Rodzine wszystkloh takich funkcji ~ 6 ~ |, ze granica
000
(3.40) lim =0
istnieje dla pewnej funkcji tjp6 ® , oznaozmy przez V

Witasnos$oi rodzin & (<f) oraz V 0 podajg nastepujace lematy
Lemat 3.9. Jesdli b« ® i 47260 (") to

f=
7rr 6 c.

0)
Lemat 3.10. JeS$li <">6® oraz t0 SJanioa
IP2(X)
istnieje i Jest rézna od zera.
Lemat 3.11. Nieoh 6 CD Rodzina jest Jednoparametrowg ro-

dzing funkojl (f okreslonych wzorem

(3. 49 <fCx) = a tf (?) dla xe I»
gdzie a Jest dane wzorem (3.39)-.

Twierdzenie 3.7. Nieoh zatozenia Hj, Hg, Hg i Hg beda spetnione.
JesSli ipel i granloa (3.40) istnieje oraz o Jest dane wzorem
(3.40) , to
(3.42) if>(x)™ o X dla xe 1.

Dowoé6d. Nieoh ¢ S-V Q i 17e® i niech granica (3.40) istnieje.
Skoro spetnia (3.i), wobec definioji 3.5, to funkcja

fyw dla ie (]|, b)
(3.43) ® (x) o (*>
I o dla x = %
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jest ciagtym rozwigzaniem nieréwnos$ci ([3.19) w I. Zatem (3.42) wynika
z lematu 3.2 i twierdzenia 3.1, na podstawie (3.43),(3.40) oraz (3.34).
Whniosek 3.7. Niech zalozenia twierdzenia 3.7 beda spetnione. JeS$li

granioa (3.40) jest rézna od zera, to dla kazdego 6 ®(<”N)istnieje gra-
nica )§

Whniosek 3.8. Niech zatozenia twierdzenia 3.7 beda spetnione. JeS$li
N 6duyd(”N) i granica
4 d = Iim

istr;eje, to d = O.

W klasie V g prawdziwe jest twierdzenie analogiczne do twierdzenia

3.3.

Twierdzenie 3.8. Niech zatozenia Ht, H2, Hg i Hg beda spetnione.
JesSli 4% e Oi wtedy istnieje wyznaczona Jednoznacznie funkcja w okre-
§lona, Jfj-malejgca i ciggta w 1 taka, ze
(3.43) tji>(x) = ™SO0~ (.x) dla x s. |
oraz
(3.44) 7(f)=1,
gdzie Jest dane wzorem (3.26) 1 6 © .

Dow6d. Niech e i niech ® bedzie takag funkoja, ze
istnieje rézna od zera granioa (3.40). Z wniosku 3.7 i lematu 3.11 wynlxa,
ze istnieje takie ij>e ® () , ze
<3_LO - 1_

Funkcja Jest dana wzorem (3.41) , gdzie a = c i ¢ Jest dane wzorem

(3.40). Potézmy

n dla xe (], b)

(3.46) ejCx) =- U>x)
o dia x * %

Z ciggtosci Ly i y a takze z (3.46) i (3.45) wynika ciggtos¢ ~ wl
oraz ze zachodzi (3.44). Skoro vy fe Q i , to y spetnia(3.i)
wl, a y spetnia (3.3) wl, na podstawie definioji 3.5 a takze spetnio-
na jest nierownos$¢ (3.34). Stad wynika, ze ~ Jest funkcja £flJ-malejgoa
w l. Z kolei (3.46) poolagga za soba

w y (X) =y (x) *1<x) dla xe I,

ypco] =g>[fncx)] % IA x)] « Gn(x)y (x) 1 [f-cx)]
dift ie I, A“ 1)21 »eei
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gdzie Gn jest dane wzorem (3.4). A wieo

fw * i

1 @& 4 F )
poniewaz

A(x) > O dla x 61,

na podstawie (3.19), (3.44) i twierdzenia 3.2. Zatem

(3.47) ej>(x) = CPQx) dI® x¢ I,
na podstawie (3.44) i (3.26). Wz6r (3.43) zostat w ten spos6b udowodniony.
Poniewaz B ® , to z (3.47) i definicji 3.5 mamy

P ath6s (f) Co.

Skoro oiggtos¢ funkcji i ~ w|I pooigga za sobg ciggtos¢ funkcji <0
w |, dowdd twierdzenia zostat zakonhczony.

Lemat 3.12. Jes$li N0 jest nieujemnym rozwigzaniem (3.3) wl, av
funkcjg [fj-malejacg wl, to funkcja ~ dana wzorem (3.47) speinia (3.1)
wl.

Prostym wnioskiem z twierdzenia 3.8 i lematu 3.12 jest nastepujace

Twierdzenie 3.9. Niech zatozenia H”, Hg, HQ i Hg beda spetnione.
Nastepujace warunki sg réwnowazne:

1. B Yo -

2. (poe ® , gdzie c”olJest dane wzorem (3.26)

3. Funkcja ~ dana wzorem (3.46), gdzie ft> (x) =ipo(x)e ® dla
x6 |, jest £fj-malejagcg i ciggta wl i spetnia warunek (3.44).
Twierdzenia 3.8 i 3.9 dajg ogélne rozwigzanie nieréwnosci (3.1) w

klasie Y o. Skoro 0Jest Jednoznaoznie okreslone wzorem (3.26),
z tych dwéch ostatnloh twierdzen wynika natychmiast nastepujacy

Whniosek 3.9. Jes$li zatozenia Ht, Hg, Hg i Hg sa spetnione to
dla kazdej funkoji e istnieje doktadnie jedna funkcja <>0e®
i doktadnie Jedna funkcja ~ £fj-malejaca i ciggta wl, spetniajaca (3.4
taka, ze zaohodzi (3.43).

Podamy teraz warunek dostateczny na to, by cj>0 byta trywialnym roz-
wiazaniem (3.3).

Twierdzenie 3.10. Niech zatozenia , Hg, HO i Hg beda speinione
i niech bedzie ciggtym rozwigzaniem nieré6wnos$ci (3.1) w1 speiniaja-

cym warunek
(3.48) 4><x)>0 dla i 6(], b).

Niech ponadto istnieje granica

<Pex> t
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Jesdli

(3.50) 1 < g(£)
to
(3.51) ~>0(x) “ 0 dla xfc *»

gdzie <f0 Jest dane wzorem (3.20).

Dowod. Skoro funkcja Jest ciagta wl, to funkcja

dla Xe(&K w»
«(?) =< T

-rier ai* 1**
Jest funkojg oiggta w1l oraz g(x)> 0 dla x£(”~ , b), na podstawie
(3.49) i (3.48). Funkoja g spetnia réowniez, na mocy (3.50)" warunek

g (1) < 1, skad

lim 1ri g [fi1(x)] = lim Vv
O i=0 L n~o0

— 4m 11* g e
n =X

t
1=0 gfroaj f [rw ] n*»e> VvV 4 r N

jednostajnie wQ|], oj, gdzie o Jest dowolnym punktem wewnetrznym prze-
dziatu | /patrz CO, str.51/. Stad otrzymnjemy (3.51), na podstawie (3.26).

tatwo sprawdzi¢, ze Jesli *ps ® , to
X\ tf<
poniewaz «p spetnia (3.3) w I. Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia
3.10 Jest wiec nastepujgoy
ffniosek 3.10. Niech zatozenia H”, Hg, Hg i HO beda spetnione.

Je$li vp&VQ 1 zaobodzi nieréwnoéé¢ (3.48), to granica (3.49) istnieje
i 1* g(f).

4. Rozwigzania olggte nieréwnos$ol nieliniowej

Tutaj bedziemy sie zajmowac¢ ciagtymi rozwigzaniami nieré6wnos$ol (0.1).
W dalszym olggu bedzie nam potrzebne nastepujgoe zatozenie
Hp Istnieje takie otoozenle

D ft.t+ *Co" +0.°>° d>Qqvco,
gdzie o0jg spetnia (1.3) 1 taka tunkoja L okres$lona, dodatnia i oiggta
wll+ e
(8.1) leCx.Ji)- SIx.yj)! > j'(x)fyl-y2I
dla (x, yt),(x, ¥3)CO.
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Oznaczmy

(4.2) Gn(x) = N~ dla 1é& Cf, |+ c), n=1i, 2,...

O ciggu (4.2) bedziemy zaktada¢, te
Hg. Ciag (4.2) maw c) graniog

(4.3) G(x) = lim G (x) dla x6rl].,E +¢c),
n -p<s>

gdzie G(x) jest funkcjg ciggta i rézng od zera w[y, ~ + o) lub

(4.4) lim Gn(x) = co dla xe [% %+ 0),
n/\
Z zatozenia "~ ,(4.2) i zatozenia Hg wynika, ze
(4.4) G(x) (o] dla xej~! |+ o).
Zatozenia H* - H4, Rj. i Hg Implikujg, ze réwnanie (0.3) ma w X

o0 najwyzej jedno oiggte rozwigzanie spetniajagce (3.8) /patrz [3]/. Zato-
zenia te nie gwarantujg Jednak istnienia takiego rozwigzania.

Udowodnimy teraz twierdzenie poréwnawoze dla nieréwnos$oi (0.1), ana-
logiozne do twierdzenia 3.2. Najpierw podamy

Lemat 4.1. Nieoh zatozenia Hj, Hj i Hg beda spetnione i niech za-
ohodzi jeden z przypadkéw 1° lub 2°. Nieoh ponadto bedzie ciggtym
rozwigzaniem nleréwnos$oi (3.2) wl 1 nieoh if bedzie ciggtym rozwigzaniem
réwnania (3.3) w l. JeS$li
to

<p(x)N <y(x> dla xe 1I.

Lemat ten mozna udowodni¢ analogicznie, jak odpowiednie twierdzenia
dla nieréwnosci (3.1): twierdzenie 3.2 w przypadku 1° i twierdzenie 3.3

w przypadku 2°.

Twierdzenie 4.1. Nieoh zatozenia H* - H4, H7 i Hg beda spetnione,
niech y bedzie ciggtym rozwigzaniem nieré6wnos$ci (0.1) w |l i nieoh y be-
dzie ciggtym rozwigzaniem réwnania (0.3) wl. Jeé$li y (§)S C'?0" d,"o+d”
oraz
(4.6)
to
(4.T) y(x) > if(x) dla xe 1.

Dowod. Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy
(4.8)

Istnieje wtedy, na mocy H?y taka liczba dodatnia cO0<.c, ze (x, y (X)),
(x,y(x)) 6 U dla xé rf.%+ °0)-
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Oznaczmy
(4.9)) <f00 = min [y (x)- <fOO] dla xe[f}£ + 00Q).
Z twierdzenia 2.2 wynika, ze ¢ jest oiggtym rozwigzaniem (ij.i) w
[%' % + °0)* Potézmy z kolei
4.10 hOX> YC*)“ Y 00 dla *£[% <% + 00).
Z (4.9) many
Cc4.il) y 0(x) > O dla x é{j;% +o00).
Otrzymujemy teraz, na podstawie (4*1°) '@- y >>C°*D>(O.3), zatozenia
H3, (i-i) i C4.i;, ze
yoCf«J = <?2&(*>]- yfrc*)J
> 1g&, W03 - gfc, dh «J «}$(xL(x) - pCx)]=y(x) If>0(x)

dla x6[].,] + c0).

Stad wynika, ze funkcja y Q speinia w A+ °0) nierbwnos$¢ (3.27.
Z (4.10), (4.9) 1 (4.8) wynika réwniez, ze

(4.12) y 0(f) = 0.
Z zatozenia Hg, lematu 4.1, lematu 3.2 oraz warunkéw (£.12) i (4.11) wy-
nika teraz, ze

y 000 - O dla 00),

skad na podstawie (4.10),

Y 00 = if0o0 dla x e ff,! + c0).
Stad otrzymujemy ostatecznie, na podstawie C4.9)» te nier6wnos$¢ (4.7) za-
chodzi wC%;% + 00).
Pokazemy teraz, ze nier6wno$¢ (4.7) zaohodzi w catym przedziale |I.
Istotnie, Jes$li istniatby punkt x0€ | taki, ze

(4.13) y(x0J < y (x0),

to na podstawie (1.2), (4.13) 1 twierdzenia 2,1, istnieje taka liozba na-
turalna n, ze

fec v + °0)
oraz

Hoba(*0)3

Ta nier6wnos$¢ jest sprzeozna z udowodniong Juz nieréwnoscig (4.7).
Jesli

yd) >

to zatozenie, ze (4.13) zachodzi dla pewnego xQ& | prowadzi do sprzecz-

nos$ci w doktadnie taki sam sposéb. Zatem dowdd twierdzenia (4.1) zostat
zakonczony.
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Whniosek 4.1. Nieoh zatozenia twierdzenia 4.1 beda speinione. Warun-
kiem konieoznym na to, by < € LQ Jest, zeby element cp 6 L byt nie-
rozktadalny przez U w kracie L.

Whniosek 4.1 Jest wieo prosta konsekwencjg twierdzenia 4.1 (co do *na-
ozenia symboli Lg i L - patrz definioja 2,a. Okre$lenie elementu nie-
rozktadalnego w kracie Czytelnik znajdzie na przykiad w monografii TO.
Dostateozno$¢ warunku mozemy udowodni¢ przy dodatkowym zatozeniu Hg.

Dla kazdego punktu (x, y)efi istnieje oiagte rozwigzanie <> réwna-
nia (0.3) w | przeohodzgoe przez ten punkt i takie ze wykres tp zawiera

sie w

Pwaga 4.1. Zatozenia H" - H4 i - Hg implikuja, ze przez kaz-
dy punkt £2 przechodzi doktadnie Jedno oiggte rozwigzanie (0.3), tzn.,
ze rodzina LO Jest jednoparametrowa /patrz (4 i féjl.

Twierdzenie 4.2. Nieoh zatozenia H» - H4 i H* - Hg beda spet-

nione. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby tp 6 Lg Jest,ze-
by ip byto elementem nlerozktadalnym przez U w L.
Dowéd tego twierdzenia jest podany w [i] . Polega on na skonstruowa-

niu dla kazdego oiagtego tp , ktdére spetnia (0.1) ale nie speinia (0.3),
takloh funkcji ciggtych ip4 i 92, ktére spetniajag (0.1) oraz
U ip2(x/ > 4>00 dla xel,

ale nie jest spetniona w | zadna z dwu nieréwnosci

fi(X> > 4>(x) ani Ip2(x) } vy (x).
4

Zbadamy Jeszcze zwigzek pomiedzy rodzing wszystkich ciggtych rozwia-
zan nieréwnos$oi (0.1) w l, a rodzing wszystkioh ciggtyoh funkcji |f]-ma-
lejacych w 1. Wtym oelu wprowadZzmy najpierw nastepujaca definicje:

Definicja 4.1. Nieoh zatozenia H3, H4 i Hg beda spetnione. Funk-
cje R : £2 — gdz?e £2e ={y (£ , y)6 4}, okreSlamy przez wa-
runek
(4.14) R(x, y) m If(f) dla (x,y) 6

gdzie <p jest rozwigzaniem (0.3). speiniajgcym warunek

(4.15) p(x) =vy.
Natychmiastowym wnioskiem z definicji 4.1 jest nastepujacy
Whniosek 4.2. Je$li zatozenia Hg i H4 oraz Hg sa spetnione, to

funkcja R Jest r6znowartosclowa ze wzgledu na drugg zmienna.
Lemat 4.2. Je$li zatozenia H4 - H4 i H? - Hg sa spetnione, to R

Jest ciggta w £2,
Definicja 4.2. Nieoh tp bedzie funkojg okre$long i ciggta wl, dla
ktérej (x,ip(x))6.£2 dla xe |I. Potézmy

(4.16) y (x) = LHS§) = M]x, y (X)3 dla xe I,
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gdzie if Jest cigagtym rozwigzaniem réwnania (.0,3) w | spetniajacym waru-
nek (4.15) zZy = w (x).

Uwaga 4.2. Skoro funkcja R Jest ciggta, na mocy lematu 4.2 ,to ciag-
tos¢ funkcji wynika z ciggtos$ci funkcji tp . Prawdziwe jest rowniez
wynikanie w przeciwng strone.

Lemat 4.5. Niech zatozenia i - Hg bedg spetnione i
niech (x, y(x))e"2. dla x e I. Jes$li funkcja /g , okres$lona przez
(4.16) , Jest ciggta wl, to réwniez funkcja ip jest oiggta wl.

Uwaga 4.3. Zauwazmy, ze funkoja R Jest catkg pierwszg réwnania
(0.3) , tzn., ze jest stata na kazdym rozwigzaniu (0.3).

Udowodnimy teraz twierdzenie analogiczne do twierdzenia 3.3.

Twierdzenie 4,3. Niech Zatozenia i - Hg beda spetnio-
ne. Na to, by funkcja y okre$lona w | byta ciagtym rozwigzaniem nieréw-
nosci (0.1) w1, potrzeba i wystaroza, aby funkcja «£ okre$lona wzorem
(4.16) byta funkcjg [fj-malejaca i oiggta w .

Dowodd. Niech 'y bedzie ciggtym rozwigzaniem (0.1) w I i niech
X bedzie ustalonym punktem |. Oznaczmy przez ciggte rozwiagzanie
(0.3) w I, spetniajgce wari.nek

(4.17) =f [,
a przez tp2 oiggte rozwigzanie (0.3) w |, spetniajace warunek
(4.18) I P2(x) = y(x).
Z Hg wynika, ze ‘fi »\2 istnieja i sa jednoznaoznle okreslone.
Z (4.1T), (0.1), (4.18) i (0.3) wynika, ze

tftPoal- yfnt)l £ «|> y w j= gk<f2ct)j= if2ff(t)j.
Mamy stad .o

Ccpio0 4  cp2(x) dla 16 1,

poniewaz rodzina olggtyoh rozwigzan (0.3) w | jest jednoparametrowa /patrz
uwaga 4.1/. A zatem

skad

(4.19) £ <f2(%) =" (x)= Rfx, yCx)] dla xS,
gdzie jest okre$Slone wzorem (4.16). Funkcja e? jest wiec £f]-malejaca
w1, a lJej ciggto$¢ wynika z uwagi 4.2.

Na odwrét, nleoh bedzie okreslona w I. zatézmy, ze funkcja ‘Y okre-
§lona wzorem (4.16), Jest ~f~-malejaca i ciggta wl. Z (4.16) wynika teraz,
ze

n{*oo, 1*00]j= " *(x)]*"700= Rjx, f (x)]
oraz
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(4.20)

fitf) =72 d(x>]" =~2(f >/
gdzie i tp2 sg okresSlone wzorami (4.17) i (4.18), odpowiednio.
Z warunkéw (4.17), (4.20), (0.3), i (4.18) wynika, ze

y[f(x)] nipiffoOOj ~ <f2[t(x)]= g[x,Cf>2(x) « g[x, y (x)J
dla x € 1,
poniewaz rodzina rozwigzan ciagtych. (0.3) w1 Jest jednoparametrowa.Funk-

cja vy spetnia wieo (0.1) w1l oraz jest ciggta w I, na mooy lematu 4.5,
oo konczy dowdd twierdzenia.

Oznaczmy przez K rodzine wszystkioh funkcji okres$lonych, £fE-ma-
lejagsyoh i olagtyoh w I, ktéorych wykresy lezg w Si , a przez KOrodzine
funkcji *2 e K i spetniajacyoh réwnanie

ej (f(x)J =7 W dla xe 1.
Funkcje ciggte spetniajgce ostatnie rownanie sg state w | /patrz |4j/.

Oznaczmy dalej przez T odwzorowanie L —>K, okreslone warunkiem
T (4 =<2,1 gdzie ~ jest okreslone przez(4.16). Wnioskiem z twierdze-
nia 4.9, ustalajagcym odpowiednio$¢ wzajemnie Jednoznaczng pomiedzy roz-
wigzaniami (0.1\ nalezgoymi do L, a funkcjami £fj-malejgcymi naleza-
cymi do K, jest nastepujace

Twierdzenie 4,4. JeS$li zatozenia i BN — sgq spetnio-
ne, to odwzorowanie T jest izomorfizmem pomiedzy L I K oraz pomie-
dzy Lo is K .

Dowéd tego twierdzenia znajduje sie w L .
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Summary

In this paper we shall deal with functional inequality /0.1/. The
main results are given in paragraph 2, where the algebraic struotur of
the family of solutions is given, and in paragraph 4, where a comparison
theorem is proved for inequality /0.1/ see theorem 4.1/. In the same pa-
ragraph, there is a necessary and sufficient condition given for a func-
tion satisfying inequality /0.1/ tc be a continuous solution of equation
/0.3 /..

In paragraph 3, we have studied more exactly the homogeneous inequa-
lity /inequality /3.1//.

The last theorem in the paper gives the iseomorphism between the fa-
mily of continuous solutions of inequality /0.1/ and the family of conti-
nuous functions f-decreasing /see definition 3.2/.



