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ZUR QUADRATISCHEN TRANSFORMATION 
OREIDIMËNSIONALEN PRODEKTIVEN RAUMES AUF DIE EBENE

EINLEITUNG

Im vergangenen Oahrzehnt Sind zahlreiche Abhandlungen und Arbeiten 
erschienen, die verschiedene Abbildungsmethoden der n-dimensionalen Râume 
/п >  2/ auf die îbene bzw. auf die FISche behandeln. In fast allen Arbei­

ten vyerden prinzipiell die Eigenschaften der geradlinigen Projektionen 
angegeben, d.h. der Projektionen, die mittels der projizierenden Linien- 
mengen realisiert -werden.

K, Bieda gab in seiner Arbeit “Die kurvenlinige Projektion zwei- 
ten Grades” die Prinzipien solcher Abbildung des projektiven Raumes P 
die Ebene an, wo die projizierenden Linien die Kurven zweiten Grades sind. 
Die Projektion einer Geraden ist in solcher Abbildung eine algebraische 
Kurve dritten Grades.

B. Ślusarczyk gab in seiner Arbeit “Die kurvenlinige Projektion 

dritten Grades" die Eigenschaften der Projektion mittels der Kurven drit-
3

ten Grades des Raumes P auf die Ebene an. Die Projektion einer Geraden 
ist intsolcher Abbildung eine algebraische Kurve ftlnften Ordnung.

In der vorliegenden Arbeit wird solch eine Abbildung des reellen pro-
3

jektiven Raumes P auf die Ebene behandelt, wo die projizierenden Linien 
die Kegelschnitte sind, und der Projektionsapparat so angepaSt ist, da3 
die Projektion einer beliebigen Geraden auch ein Kegelschnitt ist.Das ist 
also die Abbildung zweiten Grades1. Es wurde itn allgemeinen gezeigt, da3 
die Projektion einer beliebigen algebraischen ebenan Kurve n-ter Ordnung 
eine algebraische Kurve 2n-ter Ordnung ist.

Oer projektive Raum wird in der Arbeit als Erweiterung des e u k l id i -  
schen Raumes mit uneigentlichen Punkten bezeichnet. Disse Defini tier eigne: 
s ich am besten zur graphischen Darstellung des Problems.

1 E.Otto, B. Grochowski: “0 rzutowaniu skośnym przestrzeni n-wymiaro- 
wych" /Zum schiefen Projizieren des n-dimensionalen Raumes/, Zeszyty Nau­
kowe; Geometria wykreślna IV, 1966, s.13-22.
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Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen.

Im ersten Teil wird die Definition eines Btlndels der Kegelschnitte 
angegeben und einige seiner Eigenschaften bewiesen.

Ira zweiten Teil definiert man die quadratische Projektion des Raumes 
auf die Ebene und gibt ihre Grundeigenschaften an. Es wird die quadrati­

sche Projektion eines Punktes, einer Geraden, einer Ebene, eines Kegel- 
schnittes und einer beliebigen algebraischen ebenen Kurve Cn n-ter Ordnung 
/n > 2/ bestimmt.

Die Beweise aller in der Arbeit angefflhrten SStze sind raittels der 
synthetischen Methods' durchgeführt.
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V e r z e i c b n i s  a e r  w i c h t i g s t e n ,  in de г v o r l i e q e n d e n  A r b e i t  a u f t r e t e n a e n

Symbole end Bezei chnungen

n Symbol des gemeinsamen T e i l e s  z w e i e r  Mengen / d e s  Produktes/

и Symbol d e r  Summe z w e i e r  Mengen 

Symbol d e r  D i f f e r e n z  z w e i e r  Mengen 

Symbol d e r  I m p l i k a t i o n

Л Symbol d e r  K o n j u n k t i o n

V Symbol d e r  A l t e r n a t i v e  

Symbol d e r  N e g a t i o n

( А ,  В } Menge mi t  den E l ement en A und В

€ Symbol des Gehflrens z u r  Menge

С Symbol des E n t h a l t e n s e i n s  e i n e r  Menge i n  d er  anderen  

Symbol -  " i s t  g l e i c h  aus d e r  D e f i n i t i o n ”

Â Symbol d e r  R e l a t i o n  d er  P e r s p e k t i v i t S t

л" Symbol d e r  R e l a t i o n  d e r  P r o j e k t i v i t S t

P3 d r e i d i m e n s i o n a l e r  P r o j e k t i v e r  Raum

А , В  , . . . , Q , . . . 3 *Punkte des Raumes P

3, f>, Г ......... £. .  . Ebenen

а , а ,  , . .  . , р  , . . , . Geraden

l ' Q i V
d i e  durch d i e  Punkte Q^,Q2 best immte Gerade

a / a 1Q2 / d i e  durch d i e  Gerade a-, und den Punkt  Q2 best immte Ebenea

/ Q /  t l Ge ra denbt l sc he l  mi t  dem S c h e i t e l p u n k t  und d e r  Basi s 6

/ 1 / EbenenbUschel  mi t  d er  Achse 1

^Q1Q2 Ł1  ̂2 ^ Grundsystem -  z w e i  v e r s c h i e d e n e  Ebenen t y ,  £ 2 un<  ̂ zv,!s i  

r e e l l e  Punkte Q^, , d i e  e n t s p r e c ne nd  auf  d ie s e n  Ebenen 

l i e g e n

/ о с 2/ E i n p a t a m e t e r b ü s c h e l  d e r  K e g e l s c h n i t te des Grundsybtems mit  

de r B as is  a

И Bündel  d er  K e g e l s c h n i t t e  des Grundsystems / D e f i n i t i o n  1,

а 2 , Ь 2 .......... p2. . .

K a p i t e l  1 /
3

. b e l i e b i g e  K e g e l s c h n i t t e  des Raumes P / u n e n d l i c h  zum 6£)n-
2

d e l  J g e h d r i g e /
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p
/ К /  d i e  F a m i l i e  d e r  F IS c he n  z w e i t e r  Ord nu ng,  d i e  d i e  Ebene i .

im Punkt  Q-, und d i e  Ebene 6^ im Punkt  Ç>2 b e r ü h r t
2

Sp K e g e l s c h n i t t  des BOndels [ l ' r j  , d e r  den Punkt  P p r o j i z i e r t

P2 q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  des Pu nk t es  P

2
ф р  Q u a d r i k ,  d i e  d i e  Gerade p p r o j i z i e r t

2
P q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d e r  Ge ra den  p

4 2
О q2 d i e  F l o c h e  v i e r t e r  Ord nu ng,  d i e  den K e g e l s c h n i t t  a pro-

j  i z i e  r t

4 2
a q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  des K e g e l s c h n i t t e s  a

Ó d i e  F IS ch e 2 n - t e r  Ordnung,  d i e  d i e  ebene Kurve Cn n - t e r

Ordnung p r o j i z i e r t

Aa : " 3 n 4  
8a : = a n e2 

Ta : = a n it

t : = C1 n  x  

t £ 2 : = Ь 2 П 5 Г

x  t ■  A t j ,  q 2/

kT : = t n C2 

sa : * = 1 о a 

ve : = ^ n a

kgj • £<2 (П Q

к  :  =  n  e 2 

ha  : = а п ж  

VCT :  =  ос n  к 

X a : » a  n  t &1

s^ d i e  P o l a r e  des Pu nk te s Sa i n  bezug a u f  den zu d e r  G e r a ­

den und kR d e g e n e r i e r t e n  K e g e l s c h n i t t

Ka  z e n t r a l e  K o l l i n e a t i o n  d e r  Ebene a  m i t  dem M i t t e l p u n k t  ą,

und d e r  Achse s_ ol

R ^ / Q ^ . t  j, /  D r e i p a r a m e t e r f a m i l i e  d e r  K e g e l s c h n i t t e  d e r  P r o j e k t i o n s e b e -  

ne x , d i e  d i e  fc  ̂ i n  ber Ohr en  und d i e  Gerade t e 2 

i n  r e e l l e n  Pu nk te n s c hn e i d e n
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KAPITEL 1

Eigenschaften eines Bündels der Kegelschnitte

Betrachten wir zwei verschiedene Ebenen und s2 wie auch zwei
o

verschiedene Punkte und C2 im reellen projektiven Raum P , die

entsprechend auf diesen Ebenen liegen /Abb.l/. Es sei L eine Gerade, die 
durch die Punkte Q, und Q2 geht. Die Ebenen : a ,p des Büschels

/1/ schneiden die Ebene &L im Geradenbüschel /Qj/si = /а^.b^,с^,.../und 

die Ebene im zu ihm perspektiven Geradenbüschel /Q2/i2 * /а2 '̂ 2 ,с2”'/-
Homologe Geraden а̂  und а2 dieser perspektiven Büschel samt den Punk- 
ten und Q2 bestimmen das EinparameterbÜschel der Kegelschnitte/а 2/,

die Geraden b̂  und b2 sowie die Punkte Q-̂ und Q2 - das Einparame- 
terbüschel der Kegelschnitte /  p 2/ ,  die Geraden c-̂ und c2 sowie die 
Punkte und Q2 - das EinparameterbÜschel der Kegelschnitte /jf2/,...

DEFINITION 1

2 2 2Die Einparamêterfamilie der Kegelschnitte: /ex /, / p / , / t  /» die 
durch die Punkte und Q2 gehen, für welche entsprechende Tangenten

in den Punkten Qj und Q2 homologe Geradenbüschel /Q]/& i und /Q2/e 2 
sind, wird als Bündel der Kegelschnitte [w2] mit den F u n d a m e n -  
t a l p u n k t e n  und Q2 und den F u n d a m e n t a l e b e -

n e n e i » b2 bezeichnet . < ,Q2, 6Ł , £ 2 > werden kurz als Gr u n d -
s y s t e m  bezeichnet. Homologe Geraden: â  und a2, b̂  und b2...

in perspektiven Büscheln /Q,/e /Qo/в 0 sind degenerierte Kegelschnitte 
des Bündels [W] . Aus der Definition des Bündels [w ] folgt:

SATZ 1.1.

Durch jeden Punkt P des Raumes /der anders ist als und <32/
geht genau nur ein Kegelschnitt des Bündels [W2] .
Wenn :

1° P~ el, P~£ e. und P~*&_, dann ist der durch ihn gehende K e g e l -
1 p ^

schnitt des Bündels [\« } ein nicht degenerier t e r K e g e l s c h n i t t .

2 °  P ~ e  b .  und P /  Q, bzw. P £ £ „ und P / Q_, dann geht  durch ihn1 L d  d
ein zu zwei Geraden degenerierter Kegelschnitt des Bündels Р Ч  :

ax » a/PQ^/ л £,г und a2 = a/PQĵ Qg/ n c 2x/

■̂ Geraden, Ebenen,algebraische Kurven werden in der v o r l i e g e n d e n  Arbeit  
als Menge behandelt; daher solche Registrierung der M en gen op er at i on en
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3 °  P e l ,  dann w i r d  d e r  d ur ch i h n  gehende K e g e l s c h n i t t  des T ü n d e l s  [W^] 

e i n  ; u r  U o p p e i g e r a d e n  1 a e g e ne r i e  г  te  г  K e g e l s c h n i t t .

Dem Punkt  P,  d e r  s i e n  mi t  den P u nk te n Q, und Q„ d e e x t  , s i n d  a l l é
f Ç) ć.

K eç eI s c h n i t t e  des Bdndeis  [ w J  z u g e o r d n e t .  Urn d i e  E i n a e u t i g k e i t  zu e r r e i -  

cr.en,  w i r d  d i e s e r  F a l l  i n  w e i t e r e n  Bet  r a c n t u n g e r  a u s g e s c h l o s s e n  w e rd e n .  

Auf  Grund des S a t z e s  1 . 1  kann man f o l g e n d e s  f c r m u i i e r e n :

S c h l u S f o l a e r u n q  1
3

De de r Punkt  des Raumes P / d e r  a n d e rs  1 s t  a i s  d i e  Punkt e Q, und Q „ /
> 2 ± ^ 
b est immt  e i n d e u t i g  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  des BDndels [«” j . / D e r  K e g e l s c h n i t t

des B i l n d e l s ,  d e r  d ur ch  den Punkt  P des Raumes bestj .mmt w u r d e ,  w i r d  mi t

s r b e z e i c h n e t / .

Es s e i  p e i n e  b e l i e b i g e  Gerade des Raumes,  d i e  dur ch k e i n e n  d e r  Punkt e  

G. und Q, g e h t .  Daraus f o l g t  :

SATZ 1 . 2 .

Di e Mengensumme d e r  K e g e l s c h n i t  t e s p  ̂ , s p2 , s p~ ’ ' ' ’ c*es Büncle-*-£ CW2} , 

d i e  den e n t s p r e c h e n d e n  Punkt en P^,P_, , P ^ , . . . e i n e r  b e l i e b i g e n  Geraden p
z u a e o r d n e t  i s t ,  i s t  d i e  F l â c h e  z w e i t e r  O rdnunq^,  d i e  f U r  d i e  aegebene Ge-  

2
rade p m i t  Ф  p b e z e i c n n e t  r. , r d .

V.'enn :

1° n i e  Geraden p , I  und p , k  = £, n t ?  w i n d s c h i e f  s i n d ,  p ~ c  t  und
___ 2 i 1

P — с  c 2 * dann i s t  $ p e i n e  n i c h t  d e g e n e r i e r t e  g e r a d i i n i g e  Q u a d r i k ,

d i e  Ebenen c ^  und t  2 e n t s p r e c h e n d  i n  den Punk te n Q, und Q0
be rün ren ,

2 °  p , 1 w i n d s c h i e f  s i n a ,  p o  к  = { А }  , p ~ с  ь . und p ~ c £  -  , dann i s t  
- 2 I d

Ç  p s i n  K e g e l  m i t  dem S c h e i t e l  im Punkt  A .  D i e s e r  K e g e l  b e r i l h r t

d i e  Ebene e j  i n  d e r  Geraden / A , Q ^ /  und d i e  Ebene £, -  i n  d e r  Ge“

ra de n / A , Q 2 / .

3 °  p n l  = { B } ,  dann w i r d  <£>p z u r  Doppelebene з г / р , 1 /  d e g e n e r i e r t .

4 °  p c e bzw.  p c e,2 unci Р Д  w i n d s c h i e f  s i n d ,  dann i s t  Q p e i n e  zu 

z w e i  Ebenen und £ 2 d e g e n e r i e r t e  Q u a d r i k .

Auf  Grund d i e s e s  S a t z e s  i iber  j e d e  Gerade p des Raumes s t e l l t  man f e s t ,
2

daG s i ę  e i n e  Er ze uge nde  d e r  d ur ch s i ę  e i n d e u t i g  b es t i mm te n F l Sc he  Ф  p 

z w e i t e r  Ordnung i s t .  S i e  b e r t l h r t  d i e  Ebene ь . im Punkt  und d i e

Ebene e 2 im Punkt  Q2 . S i e  kann d e g e n e r i e r t  o d e r  n i c h t  d e g e n e r i e r t  

s e i n ,  was von d er  Lagę d e r  Geraden p i n  bezug a u f  das Grundsystem  

<Q^Q2 € 1 £ 2 ? a bh â ng i g  i s t .

[7] S.  171

84



Es e r w e i s t  s i c h  , da3 man den S a t z  1 . 2  v e г а  1 l g e m e i n e r n  ka nn ,  wenn 

man e i n e  b e l i e b i g e  a l g e b r a i s c h e  ebene Kurve b e t r a c h t e c .  Es s e i  e i n e  ebene  

a l g e b r a i s c h e  Kurve Cn n - t e r  Ordnung / п г  2 /  geg ebe n,  d i e  durch k s i ne n  

d er  P u r k t e  Q-, und Q2 g e h t .

SATZ 1 . 3 .

p
Oi e Mengensumme d e r  K e g e l s c h n i t t e  des Bündels  [w ] , d i e  durch e i n z e l -  

ne Pu nk te  d e r  ebenen a l g e b r a i s c h e n  Kurve Cn n - t e r  Ordnung / n ? 2 /  gehen,  

1 st  d i e  a l g e b r a i s c h e  F l â c h e  Ф  2 n - t e r  Ordnung m i t  z w e i  n - f a c h e n  Punk-

ten Q-  ̂ und Q2 ,

B e w e i s :

Man f d h r e  e i n e  b e l i e b i g e  Gerade p,  d i e  durch k e i n e n  d e r  Punkte , Q2

g e n t ,  und b e t r a c n t e  d i e  a u f  Grund des S a t z e s  1 . 2  durch d i e s e  Gerade be-

st immt e  F l â c h e  2 z w e i t e r  Ordnung.  Di e Ebene , i n  d er  d i e  Kurve Cn
- 2

e n t h a l t e n  i s t ,  s c n n e i d e t  d i e  F lâ c h e  Ф  p im K e g e l s c h n i t t  p , , , d e r  mi t  

d er  Kurve genau 2n gemei nsame,  r e e l l e  o d e r  i m a g i n â r e  Punkt e h a t . b z w .  bei de  

Kurven u n e n d l i c h  v i e l e  gemeinsame Punkt e h ab en.
p

□ a r a u s  f o l g t ,  da3 d i e  F l â c h e  Ф р  2n mi t  Ф ^ п  gemeinsame K e g e l s c h n i t t e  

h at  Oder es u n e n d l i c h  v i e l e  gemeinsame K e g e l s c h n i t t e  g i b t . M i t  Ф г п  be-  

z e i c h n e t e  man die'Mengensumme d e r  K e g e l s c h n i t t e  des Bündels  [W2] , die durch 

einzelne Punkt e d e r  Kurve Cn g e h en .  Daraus geht  h e r v o r ,  daP d i e  Gerade p 

d i e  F lâ c h e  ф _ п  i n  genau 2n Punkt en s c h n e i d e t .  b d e r  s i ę  h a t  u n e n d l i c h  

v i e l e  gemeinsame Punkte mi t  d e r  b e t r a c h t e t e n  Menge.

S e t z e n  w i r  v o r a u s ,  daj3 d i e  Gerade p durch den Punkt  ode r Q2

g e h t .  Wenn d i e  Ebene f  des BOschel s / 1 / ,  d i e  durch d i e  Gerade p g e h t ,  

anders  a i s  о  i s t ,  dann s c h n e i d e t  s i ę  d i e  Kurve Cn i n  n P u n k t e n .  So-  

m i t  s i n d  n K e g e l s c h n i t t e  der  Menge Ф r n  i n  d e r  Ebene <■ e n t h a l t e n , und 

d e s h a l b  s c h n e i d e t  d i e  Gerade p d i e  F lâ c he  Ф r n i n  2n P u n k t e n ,  von de-  

nen s i c h  n mi t  Q, d ek k en ,  wenn p durch den Punkt  Q-  ̂ g e h t ,  b zw. mi t  

Q2 , wenn d i e  Gerade p durch den Punkt  Q2 g e h t .  Wenn dagegen î  = a  

dann hat  d i e  Gerade p u n e n d l i c h  ' v i e l e  mi t  Ф ^ п  gemeinsame P u n k t e .  Da­

raus f o l g t ,  da3 Ф  r n d i e  F lSche 2 n - t e ,‘ Ordnung mi t  z w e i  n - f a c h e n  Punk­

t en  und Q2 i s t .  D ie se  F lâ c h e  D e s t e h t  aus n S c h a l e n ,  von denen j e -

de d i e  Ebene t  1 im Punkt  Q, und d i e  Ebene t  2 Punkt  Q2 b er ü hr t .

Wenn d i e  Gerade p i n  d i e s e r  F lSche e n t h a l t e n  i s t ,  dann i s t  j e d e r  der 

d i e  gerade p s chn e id en de n  K e g e l s c h n i t t e  des Bündels  sowohl  d er  K e g e l ­

s c h n i t t  d er  F lâ c h e  Ф  2 a l s  auch d er  F lSche e r  geht  a l s o  durch n

Punkt e d e r  Kurve C und umgekehrt  -  durch s o l c h e  n P u n k t e ,  i n  denen 

e i n e  Ebene des BOschels / 1 /  d i e  Kurve Cn s c h n e i d e t ,  gehOrt  zum K e g e l ­

s c h n i t t  d e r  F lâ c he  $  2 . Das b e w e i s t ,  dap d i e  F l âc he  Ф 2 £ z u r  F lâ c he  $ 2 

z w e i t e r  Ordnung d e g e n e r i e r t  w i r d ,  d i e  n - f a c h  g e z â h l t  w i r d .
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A n a l o g i s c h  b est immt  d i e  ebene Kurve Cn , d i e  d i e  Punkte und Q ,  n i e n t

e n t h â l t ,  e i n d e u t i g  d i e ' u n -  oder  d e g e n e r i e r t e  F l âo he  Ф  2 n - t e r  Ordnung

mi t  z w e i  n - f a c h e n  Pu nk te n und und den Ebenen £  ̂ und t  d i e  s i ę  

i n  d i e s e n  P u nk te n b e r ü h r e n .
O

O e t z t  f o l g t  e i n  Beweis d e r  E i g e n s c h a f t  des Bt lndels [W J d e r  K e g e l -  

s c h n i t  t e .

SATZ 1 . 4 .

2
S c h n e i d e t  man das BOndel  [W J m i t  e i n e r  b e l i e b i g e n ,  zum Bü s c h e l  / 1 /  

n i c h t  g e h ü r i g e n  Ebene a , dann s i n d  mi t  d e r  Ebene gemeinsame P u nk t e p a a r e  

e i n z e l n e r  K e g e l s c h n i t t e  d i e s e s  Bü nd el s  homologe Punkt e i n  d e r  i n v o l u t o r i -  

schen Z e n t r a l k o l l i n e a t i o n  d e r  Ebene «  mi t  dem M i t t e l p u n k t  S = 1 n a  

und d e r  Achse s ,  d i e  e i n e  P o l a r e  des Pu nk te s S i n  bezug a u f  den d eg e-  

n e r i e r t e n  K e g e l s c h n i t t  i s t  , d i e  w e i t e r  i n  z w e i  G e ra d en :  va = «  n £. und 

k a *  *  n  6 z e r f S l l t .

B e w e i s :

Nehmen w i r ,  wi e d i e  Abb. 1 .2  z e i g t , f o l g e n d e  Beze ic hn un ge n an:

>6II

J
5

C>
° / 1 / = / a  1 <x 2 . . . /

oii n  a  *  к  a  Ł wo i = 1 , 2 , 3 , . . .

D i e  Ebenen al . . .  des Bü sc h el s  / 1 /  s c h n e i d e n  d i e  Ebene a  im zu

ihm p e r s p e k t i v e n  G e r a d e n b ü s c h e l  /S /^  = / к а 1  k „ 2 к  а  3 • • • / •  D i e  K e g e l ­

s c h n i t t e  des Bü nd el s  [w2] , d i e  i n  e i n e r  b e l i e b i g e n  Ebene ot i  e n t h a l t e n
2 2 2

s i n d ,  a- -hür en zu e inem BOschel  d e r  K e g e l s c h n i t t e  a  i  / S ^  . . . / .  A l l e

gehen durch d i e  Punkt e und Q2  und b e r ü h r e n  e n t s p r e c h e n d e  S c h n i t t l i n i e n

a  m i t  und a .  m i t  £_ i n  d i e s e n  P u n k t e n .
1 1  X. C. 4 /

Auf  Grund des S a t z e s  von Desarques f o l g t ,  da3 d i e  Gerade к  a i  d i e  

K e g e l s c h n i t t e  d i e s e s  Bü sc he ls  i n  homologen P u n k t e p a a r e n  d e r  i n v o l u t o r i -  

schen Re ihe  / к a s c h n e i d e t .

D i e  D o pp e lp u nk t e  d i e s e r  Re ihe  s i n d :  Punkt  S und s o l c h e r  Punkt  Sn , wenn 

s i c h  f o r  e i n  b e l i e b i g e s  Р а а г  d e r  homologen Punkt e A ^ , A^ e i n e  R e l a t i o n  

e r g i b t  :

/ S S 1A 1A ' /  = - 1 2//

B e z e i c hn en  w i r  mi t  = о ^ л  k a und bemerken w i r ,  da3

\ Л  K^ e i n  Pa ar  d e r  homologen Punkt e i n  d e r  i n v o l u t o r i s c h e n  Re ihe  / к „  

s i n d ,  dann e r h a l t e n  w i r ,  da3 / SSi Vi Ki /  *  - 1  f ü r  j e d e s  i  = 1 , 2 , 3 ,  . . . .

Di e g e o m e t r i s c h e  S t e l l e  d er  Punkt e d e r  Ebene a. d i e / d . h .  d i e s e  S t e l l e /  d i e -

K  r. l l ]  S. 2 3 4 .
"  [11] S. 1 03 .
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se Bedingung einhalten, 1st die Gerade s, die durch den Punkt geht,

und die Polare des Punktes S in bezug auf den zu zwei Geraden: ул und 
ka degenerierten Kegelschnitt ist.

Wenn keiner der Punkte , Q2 zur Ebene ex gehOrt, dann S-e/v^u ka /; 
Oaraus folgt, da0 auch S-e s. Wenn dagegen z.B. Q^ea , dann S = 

und s = va . Die Abbildung der Ebene a , die jedem Punkt der Ebe­

ne solchen Punkt Af zuordnet, da0 die Punkte SjÂ .Â f kolinear sind und 
zu einer Geraden gehOren und

1/
/SS.A.A./ - -1 /wo S± = ka . /SA./ n s/ .

ist die zentrale Kollineation der Ebene mit dem Mittelpunkt S und der 
Achse s.

Weil das Attribut dieser Kollineation die Zahl -1 ist, dann ist das die 
involutorische, zentrale Kollineation bzw. harmonische Homologie /wenn 
Ses - die sog. parabolische Involution/.
Der Mittelpunkt S und die Achse s sowie das Paar der homologen Gera­

den va und ka bestimmen auf der festgesetzten Ebene « , die nicht
zum Büschel /1/ gehflrt, eindeutig die involutorische zentrale Kollinea­

tion. Aus dem Satz 1.4 folgt, dap auf diese Weise bestimmte Achsen der 
Kollineation ein zelner Ebenen des Raumes, die nicht zum Büschel /1/ ge­
hOren, die Geraden sind, die die Gerade к schneiden, und da3 eine be- • 
liebige, zu 1 windschiefe und die Gerade к schneidende Gerade s, die 
in keiner der Ebenen £^, t2 enthalten ist, ist die Achse der Kollinea­

tion fOr genau eine Ebene - się enthalt die Gerade s und den Punkt S, 
der der Pol der Ebene ist, die durch die Geraden s und к geht /in be­

zug auf die zum Ebenenpaar e ̂ , e2 degenerierten Quadrik/.

Weil die Geraden 1 und к polartig konjugiert in bezug auf die degene- 
rierte Quadrik sind, so S i 1.
Es gibt zum Satz 1.4 auch einen reziproken Satz:

SATZ 1.5

Wenn man in einer Ebene o , die nicht zum Büschel /1/ gehflrt, die 
zentrale Kollineation so bestimmt, da0 ihr Mittelpunkt S der gemeinsame 
Punkt der Geraden 1 und der Ebene .i , die Achse s die Polare dieses 
Punktes in bezug auf den Kegelschnitt ist, der zu zwei Geraden degeneriert 

wird :

4-, = ot und k̂  = e2 o a

und da3 va und ka das Paar der homologen Geraden sind, dann bestimmen 

1/
[7j S .156.
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die horaologen Punktepaare /in dieser Kollineation/ der Ebene a denselben
p

Kegelschnitt des Bündels [WJ .

Beweis:

Es seien A und A' ein beliebiges Paar verschiedener homologer Punkte 

der zentralen Kollineation mit der Fu’-damentalebene a , a - eine durch 
die Punkte S,A,A' gehende Gerade /Radius der Kollineation/, - der
gemeinsame Punkt der Achse s und der Geraden a, s. - der Kegelschnitt 
des Bündels [w J , der durch den Punkt A bestimmt ist, sA< - der Kegel- 
schnitt des Bündels [vĄ , der durch den Funkt A' bestimmt ist, T - die 
Ebene des Büschels /1/, die durch die Gerade a geht.
Wir beweisen, dap die Кедеlschnitte sA und sA - identisch sind. 3eder 
dieser Kegelschnitte ist in der Ebene Г enthalten und beide gehflren zum 
selben Büschel der Kegelschnitte, die durch die Punkte Q̂ , Q2 gehen und 
da3 się die Geraden in diesen Punkten berünren:

Vj. • f h 6j und к j, = r nć2

Die Gerade a schneidet den Kegelschnitt sA im Punkt A und im Punkt Â  
den Kegelschnitt зД- dagegen im Punkt A' und A^. Sowohl A, Â  ais 
auch A', Â  sind homologe Punkte in der Involution auf der Geraden a, 
dereń Ooppelpunkte S und sind /in bezug darauf, daS zu dieser Invo
lution auch das Punktepaar gehürt, in dem die Geraden und k̂  die
Gerade a schneiden/.
Daraus folgt, da3 hier zwei Relationen bestehen:

/S, S1, A, A-| / = -1 und /S, Slt A', Ax/ = -1

Aus der Voraussetzung'geht hervor, dap auch /S, , A, A'/ = -1.
Das bevveist, dap Â  = A' und A-̂ = A und der Kegelschnitt sA mit dem 
Kegelschnitt sA' identisch ist.

Nehroen wir an, dap Sa immer der Mittelpunkt der Kollineation der 
Ebene a bezeichnen soli, sa - die Achse der Kollineation der Ebene a , 
Ka - die involutorische Kollineation der Ebene a mit dem Mittelpunkt ^ 
und der Achse sa .

Aus dem Satz 1.5 und den Eigenschaften der zentralen Kollineation in 
der Ebene^ folgt :

SchluPfolgę rung 1 
2

Wenn Ф p eine Flâche zweiter Ordnung, die durch die Gerade p be­

stimmt ist, bezeichnet, dann schneidet die zum Büschel /1/ nicht gehürige
2

Ebene et die FlSche Ф p im Kegelschnitt, die in der Kollineation Ka 
in sich se 1bst geht.

[11] S .  1 0 3 - 1 0 6 .
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Besonders wenn et dutch die Gerade p geht, dann schneidet się in

zwei homologen Geraden p und p̂  der inuolutorischen, zentralen Kolli­
neation K2 .

SchluBfolgę rung 1'

Wenn zwei in der Ebene ot liegenden Geraden p und p̂  in der invo-

lutorischen zentralen Koilineation Ka dieser Ebene homolog sind, dann
eind durch diese Geraden bestimmte Quadriken identisch. Die Ebene a be- 

2
rührt die Quadrik Ф p im Punkt P = pn p̂ , Besonders wenn p = p̂  = sa,
dann ist die Quadrik Фр in bezug auf die Lagę der Geraden ŝ  /Satz

1.2, 2°/ ein Kegel, der die Ebene a entlag der Geraden berührt.

SATZ 1.6.

Wenn die Gerade a, die in der Ebene a enthalten ist, anders als
2

s„ ist und durch den Punkt Sa nicht geht, dann ist der Kegel фГ" ,
2 tx

der durch die Gerade sa bestimmt ist, in die Quadrik eingeschrie-

ben, die durch die Gerade a bestimmt ist.

Beweis:

Nehmen wir folgende Zeichen an:

W » s ' n к A = sa о a

Die Geraden /WQ̂ /j /WQ2/, /VVA/ /Abb. 1.3/ sind in den entsprechenden Ebe- 

nen e., 60, <* enthalten, die die Quadrik Ф \  berdhren /się gehen durch
die Berührungspunkte Q^, Q2, A dieser Ebenen und liegen nicht in der Quad­
rik/, się berdhren also Ф а .

Daraus folgt, dap die Ebene T , die durch die Punkte Q^, Q2, A geht ,die 
Polarebene des Punktes W in bezug auf die Quadrik Ф>а ist und się im 
Kegelschnitt s. schneidet, der durch den Punkt A bestimmt ist. Der Ke-A 2
gelschnitt s. ist auch ein Schnitt f  durch die Ф

a 2 2
Oie Ourchdringungslinie der Quadrik Ф und des Kegels Ф wird zum
doppelten Kegelschnitt s. degeneriert. Der Kegel mit dem Scheitelpunkt WА 2
und derDirektrix sA ist in die Quadrik Ф д eingeschrieben.

Eine beliebige Gerade des Bündels /W/, die im Inneren des Kegels ent- 
halten ist, schneidet die Quadrik im imaginâren konjugierten Punkte-

paar. Die Gerade, die im Auperen des Kegels enthalten ist, schneidet $ a 
in zwei verschiedenen reellen Punkten. Oie Erzeugende des Kegels berührt 

diese Quadrik.
In jeder Ebene 6‘ , die den Kegel berührt, liegt die Erzeugende des

Kegels, die die Achse der involutorischen Kollineation dieser Ebene ist. 
Die Paare der homologen Geraden dieser Kollineation sind Erzeugende der 
Quadriken, die auf dem Kegel umbeschrieben sind.
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Abe г :
-  2

Wenn die Quadrik Ф _ zu den Ebenen £ . und £_ degeneriert wird, 
_ 2 “ i  &

kann man den Kegel Ф als in die Quadrik eingeschriebenen Kegel be-
sa

t rachten.

S c h l u P f o l g e r u n g  2

Wenn wir die Quadrikklasse Фр ,Ф? , Ф? , ..., die durch entspre-
1 r 2

chende, zu einem Büschel mit dem Scheitelpunkt P und der Basis a ge- 

bürige Geraden p̂ , p^> P31 ••• bestimmt sind, mit der Ebene a schnei- 
den, dann erhalten wir seiche Schnitte dieser Quadriken /się sind dege­

neriert zu den Geradenpaaren : p̂  und p̂  , p2 und p̂ . Pg und p̂  ,.../, 
dap die Geraden des gleichen Paares in der involuterischen Kollineation 
K0 homolog sind. Die Geraden p̂ , p̂ » p̂ ,... gehüren also zu einem Bü­
schel mit dem Scheitelpunkt P”, der mit dem Punkt P in dieser Kolli- 
neation homolog ist.

S c h l u P f o l g e r u n g  2 '

Wenn zwei perspektive Geradenbüschel der Ebene a dieselbe Eigen- 
schaft haben, dap sich ihre homologen Geraden auf s0 schneiden und die 
Scheitelpunkte P und P” dieser BUschel homologe Punkte in der involu- 

torischen Kollineation Ka sind, dann bestimmen die Paare der homologen 
Geraden betrachteter Büschel identische Quadriken. Der Kegel ф^ ist 
in jede dieser Quadriken eingeschrieben. Wenn P = P' 6 sa , dann gehO- 
ren aile betrachteten Quadriken zu einem BUschel, dessen Basis der doppel- 
te Kegelschnitt sp ist.

S c h l u P f o l g e r u n g  3 
, 4

Wenn Ф  2 e i n e  F lâ c h e  v i e r t e r  Ordnung b e z e i c h n e t ,  d i e  durch den Ke-
2a

g e l s c h n i t t  a best immt  und i n  d e r  Ebene a  e n t h a l t e n  i s t ,  dann i s t  der

Schnitt der FlSche mit der Ebene a eine Kurve vierter Ordnung,die zu zwei
2 2

K e g e l s c h n i t t e n  a und a ^ ,  homolog i n  Ka  , d e g e n e r i e r t  i s t .  

S c h l u P f o l g e r u n g  3~

2 2
Wenn z we i  K e g e l s c h n i t t e  a und a ^ ,  d i e  i n  d e r  Ebene a  e n t h a l t e n  

s i n d ,  i n  d e r  i n v o l u t o r i s c h e n  K o l l i n e a t i o n  K9 d i e s e r  Ebene homolog s i n d ,  

dann best immen s i ę  d i e  g l e i c h e  F lSche v i e r t e r  Ordnung / A b b .  1 . 4 / .

Dede d er  Ebenen t j  und t  2 s c h n e i d e t  d i e s e  F l Sc he  i n  v i e r  Pa ar en  d e r  

G e r a d e n ,  d i e  e n t s p r e c h e n d  durch d i e  Punkt e und gehe n.  S i e  s i nd

d e g e n e r i e r t e  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  durch d i e  gemeinsamen Punkt e d e r  i n  Kw 

homologen K e g e l s c h n i t  t e n  m i t  d e r  Geraden bzw.  ka  best i mmt  s i n d .

Die Ebenen 1 ^ und 6 2 berühren also die Ф^2 in den Pu nk te n und
Q2 ; się sind a l s o  gemeinsame T a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  beiden S c h a l e n  d e r s e l -  

ben FlSche, die durch die Punkte und Q2 gehen.
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Die Ebene a schneidet die Ф o in der Kurve vierter Ordnung, die zu
2 2°zwei Kegelschnitten a und a, degeneriert wird.

Die Ebenen des Büschels /1/, die die Kegelschnitte a und a£ entspre- 

chend in den Punkten A, B berühren, schneiden die Flâche Ф 4? in den ziЭ
den doppelten Kegelschnitten sg und 5Д degenerierten Kurven vierter 
Ordnung. Die Ourchdringungslinie des Kegels Ф^ mit der Flâche Ф 42 
ist die Kurve achter Ordnung, die zu der doppelten Kurve vierter Ordnung 
degeneriert wird, die dann zu zwei Kegelschnitten sc und degene­

riert wird. Diese Kegelschnitte sind durch die gemeinsamen Punkte der Ke- 
gelschnitte a und a, mit der Kollineationsachse s, bestimmt.

JL 2  * *  Ą
Will man die Lagę des Kegels Ф “t in bezug auf die Flâche Ф ч2 

prüfen, dann betrachten wir einen beliebigen reellen Punkt P auf der 

Ourchdringungslinie Ф^ mit Ф42 /in с*ег А Ь̂. 1.4- ist der Punkt P 
auf dem Kegelschnitt

Die Ebene S berührt den Kegel in diesem Punkt und geht durch die Erzeu- 
gende p̂  /PW/ des Kegels und durch die Gerade p2, die den Kegelschnitt 
sc im Punkt P berOhrt. Die Gerade p̂  schneidet die Flâche î>42 in 

vier Punkten, von denen je zwei in den Punkten P und P̂  = p̂  о sQ zu- 
sammenfallen,

- 4
Daraus folgt, dap p. die Flâche Ф 2 sowohl im Punkt P als auch im

±  a J,
Punkt P̂  /das ist die sog. Zweipunktberührung in diesen beiden Punk­

ten/ berührt.
Im Falle der Geraden p2 fallen zwei von den vier mit der Flâche Ф g2 
gemeinsamen Punkten im Punkt P zusammen. Oie Gerade p2 berührt daher 

auch die Flâche im Punkt P. Daraus folgt, dap die Ebene S auch die
_ л

Flâche Ф 2 berührt. In einem beliebigen Punkt der Ourchdringungslinie 
a g ą

des Kegels Ф4 mit der Flâche Ф 2 haben diese Flâchen gemeinsame 
sa a

Tangentialebenen..
2

Wenn die Kollineation Ka der Ebene a einen Kegelschnitt b in 
sich selbst führt /Abb. 1.5/, dann schneidet jede Ebene des Büschels /1/

die Flâche Ф?2 in zwei identischen Kegelschnitten, die durch die homo- 
D 2logen Punkte des Kegelschnittes b gehen.

Die Flâche Ф ̂ 2 ist in diesem Fall eine doppelte Quadrik.
Zum Schlup beweisen wir noch folgenden Satz:

SATZ 1.7

Wenn die Ebenen c* ̂ , C«2, ag, ... zum selben Büschel mit der Achse p, 
windschief zu der Geraden 1/Q̂ Q2/ gehdren, dann sind die Kollineationsa- 
chsen s a . ,  Sa,. Sa,, ... dieser Ebenen Erzeugende einer schiefen Quad-

л 1 ь J

rik Ф .

V [9] S. 2 5 6 .
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Beweis:

Betrachten wir ein Ebenenbüschel р/ aj. a2< cx̂ ..../ mit ber Achse p, wind- 
schief zu 1. Die Achse 1 schneidet dieses Büschel in der ,<eihe 1/ S <x ̂ ,

S ex 2 » ® л 3 j •••/.

Oabei:

1 /  S a ^ « S д  g , S > 2 »  • • • /  л Р /  а 3* ***^ / 1 /

Die polaren Ebenen ftlr einzelne Punkte dieser Reihe in bezug auf die zu 
den Ebenen & ̂ und 62 degenerierten Çjadrik, gehüren zum Büschel

к/ й ̂ f 2 '  ^3  ' • • •/ •

Dabei:

к/ fb̂» ^2 ' * • • • / a 1/S S cx2 • S a3. • • •/ /2/

Berücksicht^gt man /1/ und /2/, dann ergibt sich:

Р /  # a 2 ' р з̂  » • • • /  л к / » f>2 * ^3 * * * * / / 3 /

Die Kollineationsachse ist für eine beliebige Ebene des BÜschels /р/ die 
Schnittlinie dieser Ebene mit der polaren Ebene des gemeinsanen Punktes 
der Achse 1 und dieser Ebene.

Wegen /З/^folgt, dap die homologen Ebenen der Büschel /р/ und /к/ die ge- 
raden Erzeugenden einer schiefen Quadrik bestimmen,deren Erzeugende auch 
die Geraden p und к -sind.

Wenn dabei die Geraden p und к zueinander windschief sind, dann 
_ 2

ist Ф eine nicht degenerierte, geradlinige Quadrik. 3ede Erzeugende 
dieser Quadrik, die die Erzeugenden p und к schneidet, ist die Kolli­
neationsachse einer Ebene des BÜschels /р/, die- Erzeugenden derselben Fa­

milie dagegen /wie die Geraden p und к/ sind nicht die Kollineations- 
achsen einer Ebene.

p
Wenn die Geraden p und к in der gleichen Ebene liegen, dan ist Ф

ein Kegel /ein zu der Geraden k, wenn p = k, degenerierter Kegel/. Be-
2 2trachten wir die gegenseitige Lagę der Quadriken ф р und Ф .

Vp = Р Г, t i  

Kp = p o ł2

P1 '  / V P Q 1/  °  k

P2 = /KpQ2/ П k /Abb. i,6/

2 2Die Quadriken Ф р und Ф^ haben drei gemeinsame Erzeugende: p, /K̂ Q̂ /

1/
[12] s.192. '
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und /V Q,/. Es wird bewiesen, da|3 die Gerade p eine Doppelgerade für 
P 1 _ 2

beide Quadriken ist. Oie Ebene e, berührt die Quadrik Ф 0 im Punkt

Q̂  und die Ф im Punkt P̂ . Die Ebene C2 berührt die Фр in einem 
beliebigen Punkt Q2 und die ф 2 im Punkt P2. Die Ebene T berührt die 

Ф 2 in einem beliebigen Punkt P der Geraden p und schneidet Ф 2 im Ge- 
radenpaar. Der Punkt P liegt auf der Kollineationsachse dieser Ebene. 
Weil die Kollineationsachse Sj, der Ebene f  und die Gerade p die 
Erzeugenden der Quadrik Ф 2 sind, dann berührt die Ebene T die Quad­

rik Ф 2 im Punkt P.
Daraus folgt:

"2 ~ 2Die Quadriken ф р und Ф haben in einem beliebigen Punkt der Geraden
' — 2 - 2 

p gemeinsame Tangentialebenen. Wenn die Quadriken Фр und Ф durch

eine beliebige Ebene 8 geschnitten werden, dann sind die entstandenen 
Durchschnitte zwei Kegelschnitte, die im Punkt Tp = ргкУ eine gemein­
same Tangente t haben und sich in zwei Punkten: R̂  = /V^Q^/n $ und 

R2 = /KpQ2/n 5 schneiden. Setzen wir voraus, da3 die Gerade p die Achse 
1 im Punkt P schneidet und p— c / u ł2/. Die polare Ebene У für 
diesen Punkt in bezug auf die zum Ebenenpaar / £,, t2/ degenerierten Quad­

rik schneidet das EbenenbÜschel p/ a^t a2, otg,.../ im Geradenbüschel mit 
dem Scheitelpunkt, der gemeinsam für die Gerade p und die Ebene V ist. 
Die Geraden dieses BÜschels sind die Kollineationsachsen einzelner Ebenen 

des BÜschels /р/.
Wenn dagenen die Gerade p die 1 schneidet und auch p с/ O 6 2/' dann 
ist die Gerade p die Kollineationsachse für jede Ebene des BÜschels und 
umgekehrt: - Dede k schneidende und durch den Punkt Q̂  oder Q2 ge- 
hende Gerade ist die Kollineationsachse unendlich vieler zum Büschel ge- 
güriger Eberîen, dessen Achse eben diese Gerade ist.
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KAPITEL 2

Quadratische Projektion des projektiven Rauroes auf die Ebene

§ 1. Definition der quadratischen Projektion der Punkte des Raumes P3

Schneiden wir das Bündel der Kegelschnitte [W2] des Grundsystems 

<Q^Q2 £2> ro"''t der Е1эепе » die durch einen der Fundamentalpunkte 
geht: in unseren Betrachtungen geht or durch den Punkt /dann Q̂ eor/
und or / /Abb. 2.1./.

H f p
sv =  s rtt , wo s ein Kegelschnitt des Bündels [W] ist,derX-j- X я X

durch den Punkt X e P- geht.
Aus der Definition des Bündels [W J und aus der Art der Wahl der Ebeneor 
geht hervor, daB sx eine aus zwei Elementen {Q̂ ,Y} bestehende Menge 

ist, wo Y ein bestimmter Punkt der Ebene or /Y kann Punkt Qj sein/ 
ist, Y kann auger dera Punkt auch unendlich viele Punkte der ЕЬепет
haben /wenn s o t,/.

X 1 3Bestimroen wir folgende Transformation F der Punkte X«P .

Definition 2:

[ Y wenn sx * unc* Qj_ I* Y

F/х/ : =  ̂Qx wenn sx̂  = JQjQjJ

i s. wenn die Menqe unendlich viele Punkte der Ebene or hat.
L X5T

Bezeichnen wir die Ebene or ais Projektionsebene, die Transformation
3

F ais quadratisches Projizieren des Raumes P auf die Projektionsebene 
or, den Wert der Funktion F/Х/ fOr das bestimmte X als quadratische 
Projektion des Punktes X auf die Projektionsebene or , den Kegelschnitt 
sx als Kegelschnitt, der den Punkt X projiziert.

Definition 3:
Bezeichnen wir die quadratische Projektion der Menge Z der Punkte des 
Raumes als Menge der quadratischen Projektion auf eine gegebene Projektion­
sebene or einzelner Punkte dieser Menge. Weil die Projektion jedes von den 
Fundamentalpunkten , Q2 die ganze Projektionsebene ist, betrachtet man 
nur solche Mengen, zu denen die Punkte Q-̂ und Q2 nicht gehehen. Nehmen 
wir folgende Bezeichnungen an:

X2 := F/X/

t Ł I . : = Ü 1 ri TT
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Ts= eine durch die Gerade t̂  und den Punkt Q2 be- 
stimmte Ebene

k T  : = X o £2

Wir beweisen folgenden Satz:

SATZ 2.1.

o
Für  einen beliebigen Punkt XeP ,

г 2 2/i/ [X'tt -»/X eine Menge ist, die aus einem Element besteht X ~£ t£j

/ii/ [X € /г - t t 1 - kT /=s»X2 = Qx]

/iii/ [X £ /t £l -{QjJ/ u /kT - Iq2)/ — ► X2 = t ej

Beweis :

Unmittelbar aus dem Satz 1.1 und der Definition 2 ergibt sich, da3 jedem 
Punkt X des projektiven Raums eine eindeutig bestimmte Menge s zu- 
geordnet ist. Betrachtet man verschiedene Lagen des Punktes X in bezug 

auf das System <QjQ2 £1 e2^ ' dann folg* daraus:

1°  Wenn der Punkt X - e t und X~ekT , dann geht durch ihn genau nur 
ein projektiver, zum BOndel [W2J gehOriger Kegelschnitt /der degeneriert
oder nicht degeneriert sein kann/, der die Projektionsebene or in zwei 

2 2Punkten und X schneidet. Der Punkt X der Projektionsebene ist

die quadratische Projektion des Punktes X auf die Projektionsebene or .
2 2 

Wenn Xeor , dann X = X;  wenn X £ /  u  &2/ , dann X fc к  £ 2 « Fflr

die Punkte Х ~ е т  ist die Ebene, in der sich ein den Punkt X projizie-

r e n d e r  K e g e l s c h n i t t  s b e f i n d e t ,  anders a i s  d i e  Ebene т  / s i ę  s c h n e i -
x 2 2

det  x i n  d e r  Achse 1 / .  Daher  X ~ e t  j, Ł . Wenn X e t  , dann X = Q^.

2 °  Wenn X t t  und X /  o de r  X e kT und X /  Q2 , dann i s t  d ie  

den Punkt X p r o j i z i e r e n d e  L i n i e  e i n  zu z we i  Geraden t ь  i  und k ^  de-  

g e n e r i e r t e r  K e g e l s c h n i t t .  Weil t £  ̂c  or , dann i s t  X2 e i n e  ausgedehnte  

P r o j e k t i o n  des Punktes X sowie d i e  Menge d e r  Punkte d e r  Geraden t ł ^.

2
I n  d er  A b bi l du ng  2 . 1  i s t  d er  Punkt  P^ d i e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n

des Punkt es  P ^ , der  Punkt  0 ,  -  d er  Punkt  P g t T  , d i e  Gerade t

d er  Punkt  P j f  t Ł j, Es s e i  X2 e i n  b e l i e b i g e r  Punkt  d er  P r o j e k t i o n s e b e n e

anders  a i s  d e r  Punkt  Q, , Dann geht  aus dem S a t z  1 . 1  h e r v c r ,  da3 durch  
2 ^

den Punkt  X genau e i n  d e g e n e r i e r t e r  o de r n i c h t  d e g e n e r i e r t e r  K e g e l ­

s c h n i t t  des Bt lndels [W2J g e h t .  Wenn d a b e i  X2 - 1 , dann i s t  der  K e g e l -

^Oie Gerade t t  , ist die ausaedehnte Projektion des Punktes X 
/ [ 5 ]  S. 4 0 - 3 0 / .

t  i 2 : =  e 2  л JT
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s c h n i t t  Sy2 n i c h t  i n  d e r  Ebene t: e n t h a l t e n  / e r  s c h n e i d e t  s i ę  n u r  i n  

z w e i  P u nk te n und Q2/ .  Wenn dagegen X 6 / t  - { Q ^ } / .  dann s x2 c t

und s i ę  i s t  es f ü r  j  den Punkt  X2 d e r  zu z w e i  Ge ra den t und к , -  de-

a e n e r i e r t e  K e g e l s c h n i t t .
2

Wenn d e r  Punkt  X m i t  dem Punkt  Q, z u s a m m e n f â l l t , dann gehen a l l é
2 ^

K e g e l s c h n i t t e  des B ünd el s  [W ]. d ur oh d i e s e n  P u n k t .  Man b e s c h r â n k t  s i c h  

h i e r  a u f  d i e  dur ch den Punkt  gehenden K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  i n  d e r  Ebene

T  e n t h a l t e n  s i n d .
2

W e i l  j e d e r  b e l i e b i g e  K e g e l s c h  î i t t  des Bt lndels [W J d i e  p r o j i z i e r e r -  

de L i n i e  j e d e s  a u f  ihm l i e g e n d e n  P u nk t e s  i s t ,  dann g e h t  d a r a u s  h e r v o r :

SATZ 2 . 2 .

2
/ i /  Be de r  Pu nk i  X — £ / t  &  ̂ /  d e r  P r o j e k t i o n s e b e n e  ж  i s t  d i e

q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  u n e n d l i c h  v i e l e r  P u nk t e  X -  t / t  kT /  ;

bes ond ers  wenn X2 ~  e t dann i s t  s i ę  d i e  P r o j e k t i o n  u n e n d l i c h

v i e l e r  Pu nkt e X ~ e t ,  o e r  Pu.ckt i s t  d i e  P r o j e k t i o n  u n e n d l i c h

v i e l e r  Pu nk te  X :  X e / t -  t  -  k^. / .

/ i i /  D i e  Gerade t ^ c j r  i s t  d i e  P r o j e k t i o n  u n e n d l i c h  v i e l e r  Pu nkt e  

X t / t x k T  / .

U n m i t t e l b a r  aus den S â t z e n  2 . 1  und 2 . 2  f o l g t  :

SATZ 2 . 3 .

3
Di e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  b i l d e t  den Raum P -  ( Q ^ ,  Q2 } a u f  d i e  

P r o j e k t i o n s e b e n e  dr a b .  F e s t p u n k t e  i n  d i e s e r  A b b i l d u n g  s i n d  a l l é  n i c h t  

zu d e r  Geraden t  C i  g e h O r i g e n  Pu nk te  d e r  P r o j e k t i o n s e b e n e  ж  .

I n  vv ei te re n P a r a g r a p h e n  b e s c h S f t i g ' t  man s i c h  m i t  den E i g e n s c h a f t e n  d er
3

q u a d r a t i s c h e n  P r o j e k t i o n ,  w obei  man d i e  Mengen des Raumes P a u s n u t z t .

§ 2 .  Q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d e r  Geraden

Man u n t e r t e i l e  d i e  Menge a l l e r  Geraden des Raumes / d i e  n i c h t  durch  

d i e  Punkt e , Q2 g e h e n /  i n  z w e i  K l a s s e n :

1 .  Geraden i n  a l l g e m e i n e r  Lagę -  w i n d s c h i e f  zu den Geraden 1 ,  t  S j  und 

k_L
2 .  Geraden i n  b e s o n d e r e r  Lagę -  Geraden des Raumes,  d i e  n i c h t  i n  a l l g e ­

m e i n e r  Lagę s i n d .

Wie aus dem S a t z  1 . 2  f o l g t ,  i s t  d i e  Menge d e r  d i e  Pu nk te  d e r  Geraden p 

p r o j i z i e r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  due F l a c h ę  Ф  ‘  z w e i t e r  Ordnung.  Daraus  

f o l g t .
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SATZ 2 . 4 .

Di e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d e r  Geraden i s t  e i n e  K u r v e ,  d i e  e i n  Ke-  

g e l s c h n i t t  i s t .
2

B e z e i c h n e n  w i r  mi t  / К  /  d i e  F a m i l i e  a l l e r  g e r a d l i n i g e n  F lâ ch eh  z w ë i t e r  

O r d n u n g , d i e  d i e  Èbene t   ̂ im Punkt  b e r O h r t  und d i e  Ebene t  ^ im

Punkt  Q_.
 ̂ 2

Au(3er den n i c h t  zu / К  /  degene r i e r t e n , g a r a d l i n i g e n  Q ua d r i k en  / a u B e r  e i n -  

s c h a l i g e n  H y p e r b ó l o i d e n , h y p e r b o l i s c h e n  P a r a b o l o i d e n /  und den Kegeln zShł t  

man auch d i é  zu z w e i  Ebenen und & 2 d e g e n e r i e r t e  Q ua d r i k  und d ie

d d p p e l t e n  durch d i e  Achse V Q g Q 2/  gehenden Ebenen.

U n m i t t e l b a r  aus dem S a t z  1 . 2  und d e r  D e f i n i t i o n  4 f o l g t :

SATZ 2 . 5 .

Durch jede nicht durch die Punkte Q̂ , Q2 gehende Gerade p der pro- 
jektiven Raumes geht genau eine die Gerade p projizierende Flachę und i s t  

die Flachę der Familie /К2/.

SATZ 2.6.

2
Oede Flachę der Familie /К / ist die Flâchè, die unendlich viele auf  

ihr liegende Geraden prójiziert.
*

Betrachtet man die charakteristischen Lagen der Geraden i n  bezug a u f  das 

System < Q^Q2 £ 1 62^ ' dan'1 muP man genauer derër quadratische P r o j e k t i o -  

nen auf die Projektionsebene x untersuchéh.

a. Geraden ih allgemeiner Lagę 

SATZ 2.7.

Wenn s i c h  d i e  Gerade p i n  a l l g e m e i n e r  Lagę b e f i n d e t .  dann i s t  i h r e  

q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  a u f  d i e  P r o j e k t i o n s e b e n e  ж  e i n  n i c h t  d e g e n e n e r -  

t e r  K e g e l s c h n i t t , d ë r  d i e  Gerade t  im Punkt  b e r ü h r t  und d i e  Ge­

rade t  i n  z .vëi  r ë e l l e n ,  u o n e i n a n d e r  ve r sc h i ed è n e n  o de r  zusammenge f  a l -

l e n e n  Punktert  s c h n ë i d e t .

B e w e i s :

S e t z e n  *vi r  v o r a u s ,  daf3 d i e  Gerade p s i c h  i n  a l l g e m e i n e r  Lage i n  bezug 

a u f  das System . L 1 £ 2 '  b e f i n d e t .  Auf  Grund des Sa tze s 1 . 2  / I е , 2 e/

i s t  d i e  p r o j e k t i v e  F ISche Ф 2 d e r  Geraden p e i n e  n i c h t  d e g e n e r i e r t e ,  

g e r a d l i n i g e  Q ua d r i k  o de r e i n  K e g e l .  W e i l  d ie  P r o j e k t i o n s e b e n e  ж  durch den 

Be rü hr un gsp un kt  Q-  ̂ d e r  Ebene 6  ̂ mi t  ф ^  und t ç-^- с Ф р  g e h t ,  dann 

i s t  d er  Du r c h s c h m  11 der  F l ëc he  Ф 2 durch d i e  P r o j e k t i o n s e b e n e  “  e i n
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n i c h t  degene r i e  r t e  r  K e g e l s c h n i t t  p , d e r  d i e  Gerade t  £ , im Punkt  Q,
,  2 *

b e r S h r t .  D i e  cbene 6 2 b e r d h r t  d i e  p r o j i z i e r e n d e  F l â c h e  5?p im Punkt  

Q, und s c h n e i d e t  s i ę  im r e e l l e n ,  zu z w e i  v e r s c h i e d e n e n  Oder zusammenge-  

f a l i e n e n  Geraden d e g e n e r i e r t e n  K e g e l s c h n i t t ,  d i e  durch den Punkt  Q2 g e -  

h en .  D i e  mi t  d e r  Geraden t j .2 gemeinsamen Punkt e d i e s e r  Geraden s i n d  

g i e i c h z e i t i g  S c h n i t t p u n k t e  des K e g e l s c h n i t t e s  des D u r c h s c h n i t t s  m i t  t  £ 2 ; 

das s i n d  a l s o  r e e l l e  P u n k t e .
2 2

B e z e i c h n e n  w i r  d i e  Q u a d r i k  d e r  F a m i l i e  / К  /  m i t  ф . т  d h

u n e i g e n t l i c h e  Gerade d e r  P r o j e k t i o n s e b e n e  э т  best immt  i s t .  W i r  nennen się  

d i e  V e r s c h w i n d q u a d r i k 1̂ . Aus dem S a t z  2 . 7  f o l g t  , dap e i n e  b e l i e b i g e  Gerade  

p d i e  O u a d r i k  Ф т  genau i n  z w e i  Pu nk te n s c h n e i d e t .  B e z e i c h n e t  man d i e -  

se Punkt e m i t  und R2 , dann e r h S l t  man:

S c h l u p f o l g e r u n g

1°  Wenn R^ und R2 v o n e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e , r e e l l e  Punkt e s i n d ,  dann 

i s t  d i e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d e r  Geraden p e i n e  H y p e r b e l  

2 °  Wenn d i e  Pu nk te  R^ und R2 z u s a m m e n f a l l e n , dann i s t  d i e  q u a d r a t i s c h e  

P r o j e k t i o n  d e r  g er a de n  p e i n e  P a r a b e l  

3 °  Wenn R. und R2 i m a g i n S r e ,  k o n j u g i e r t e  s i n d ,  dann i s t  d i e  q u a d r a t i ­

sche P r o j e k t i o n  d e r  Geraden p e i n e  E l l i p s e

Urn d i e  Punkt e R, und R„ zu k o n s t r u i e r e n , i s t  es g e n u g , dur ch d i e  G e r a -  

de p e i n e  b e l i e b i e g  Ebene zu f ü h r e n  und den D u r c h s c h n i t t  Ф  x  durch d i e -  

se Ebene zu b es t imm en.  D i e  gemeinsamen Pu nk te  des e r h a l t e n e n  D u r c h s c h n i t t s  

und d e r  G er ad en  p s i n d  d i e  g e s u ch te n  P u nk t e  und R^.

I n  d e r  Abb.  2 . 2  f f l h r t e  man dur ch d i e  Gerade p d i e  Ebene a  . W e i l  d i e  

P u n k t e :  Xa , 1 , 2 , 3  und 4 d i e  gemeinsamen Pu nkt e d e r  Ebene cx. und der  

Q u a d r i k  s i n d ,  dann best immen s i ę  e i n d e u t i g . den K e g e l s c h n i t t  des Durch-

s c h n i t t e s  d er  Q u a d r i k  durch d i e s e  Eb e ne .  D i e  Gerade p s c h n e i d e t  den so 

best i mmt en  K e g e l s c h n i t t  i n  den Pu nk te n R^ und Rg.

E i n z e l n e  Punkt e des K e g e l s c h n i t t e s  des D u r c h s c h n i t t e s  b es t i mmt e man,  

indem man mehrmals den S a t z  von P a s c a l  b e n u t z t e .  Besonders b es t i mmt e man 

den z w e i t e n  u n e i g e n t l i c h e n  Punkt  d i e s e s  K e g e l s c h n i t t e s  -  B°" ; man e r h i e l t  

i h n ,  indem man den K e g e l s c h n i t t  des Dur c h s c h n i t t e s  dur ch e i n e  u n e i g e n t l i ­

che Gerade d e r  Ebene о  s c h n i t t  und d i e  As ymptot en und das Z en t ru m d er  

e n t s t a n d e n e n  H y p e r b e l  b e s t i m m t e .

b .  Geraden i n  b e s o n d e r e r  Lage

SATZ 2 . 8 .

Wenn d i e  Gerade p i n  k e i n e r  d e r  Ebenen e ^ ,  t 2 e n t h a l t e n  i s t . w i n d -  

s c h i e f  zu 1 i s t  und d i e  Gerade t Oder d i e  Gerade k T s c h n e i d e t , dann

l / М а п  v e r w e nd e t e  d i e s e n  Ter mi nus  a n a l o g i s c h  z u r  V er sch wi nd ebe ne  i n  der  
Z e n t r a l p r o j e k t i o n . D i e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d i e s e r  Q u a d r i k  s i n d  u n e i g e n t ­
l i c h e  Punkt e d e r  P r o j e k t i o n s e b e n e .
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i s t  d e r  z  u z w e i  Geraden t e ^ und p /  t d e g e n e r i e r t e  K e g e l s c h n i t t  

d i e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d i e s e r  G e r a d e n .  D i e  Geraden t und г /  t £ g
schnei der ,  s i c h  im Punkt  P /  Q .

B e w e i s :

1° S et z en  w i r  v o r a u s ,  da(3 d i e  Gerade p w i n d s c h i e f  zu к /  t g /  / A b b .

2 . З а /  i s t .  Dann s i n d  d i e  Geraden t ,  und kT d i e  Erzeugenden der
i  2

n i c h t  d e g e n e r i e r t e n ,  g e r a d l i n i g e n  Q ua d r i k  Ф р  , d i e  d i e  Gerade p p r o -

j i z i e r t .  W e i l  d i e  P r o j e k t i o n s e b e n e  or durch d i e  Erzeugende t  e , geht
2 ^

und and ers  a l s  i s t ,  dann b e r ü h r t  s i ę  d i e  F lSche Ф р  im Punkt P,
d er  a uf  t  l i e g t  und a nd ers  a l s  i s t .  Daraus f o l g t  , dap JT d ie

Q ua d r i k  Ф р  i n  noch e i n e r  Geraden 'p s c h n e i d e t  , d i e  durch den Punkt  

P und den Punkt  Tp g e h t ,  i n  dem d i e  Gerade p d i e  P r o j e k t i o n s e b e n e  

or s c h n e i d e t  / wenn ~  e t b Der K e g e l s c h n i t t  p2/ t  fc  ̂ , ' p /  i s t  

d i e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d e r  Geraden p .

2 °  Wenn d i e  Gerade p d i e  к  s c h n e i d e t ,  dann i s t  d e r  P u n k t ,  wo s i ę  s i c h  

s c h n e i d e n ,  g l e i c h z e i t i g  e i n  f£)r d i e  Geraden gemeinsamer Punkt  wi e auch 

e i n  S c h e i t e l  des d i e  Gerade p p r o j i z i e r e n d e n  Ke ge l s  / A b b .  2 . 3 b / .  Die  

P r o j e k t i o n s e b e n e  Jr s c h n e i d e t  d i e s e n  Ke ge l  i n  e i n e r  Er zeugenden t , 

sowi e i n  e i n e r  Erzeugenden p .  W e i l  d i e  Ebene x  d i e s e n  Ke ge l  n i c h t  

b e r ü h r t ,  s i ę  d i e  Gerade "p anders  a l s  t  t y  und s c h n e i d e t  t t 2 im 

s e l b e n  Punkt  wi e  d i e  Gerade p .

F ür  d i e  G e r a d e n ,  d i e  i n  den Fundamental ebenen e n t h a l t e n  s i n d ,  e r h a l t e n  w i r  

u n m i t t e l b a r  aus dem S a t z  1 . 2  / 3 °  und 4 ° / .

SATZ 2 . 9 .

Di e q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  e i n e r  b e l i e b i g e n  i n  d er  Ebene oder

i n  d e r  Ebene i ,g e n t h a l f e n e n  Geraden i s t  e i n  zu z w e i  Geraden t  p j  und 

t  e 2 d e g e n e r i e r t e r  K e g e l s c h n i t t .

SATZ 2 . 1 0 .

Wenn d i e  Gerade p e i n e n  m i t  d e r  Geraden 1 gemeinsamen Punkt h a t ,  

dann i s t  d i e  q u a d r a t i s c h e  P r o j e k t i o n  d i e s e r  Geraden e i n e  d o p p e l t e  Gerade 

t a / v , v / , wo a = / р , 1 / .

Be z e i c hn en  w i r  mi t  Rljr / Q ,  , t t y/  d i e  D r e i p a r a m e t e r f a m i l i e  der  K e g e l s c h n i t -  

te d e r  P r o j e k t i o n s e b e n e  x  , d i e  durch den Punkt  Q-̂  gehen und oie Gera­
de t £ ^ im Punkt  b e r ü h re n  und mi t  d er  Geraden t  1 2 gemeinsame , r e -

e l l e  Punkt e haben.

Zu d i e s e r  F a m i l i e ,  a up e r  den n i c h t  d e g e n e r i e r t e n  K e g e l s c h n i t t e n , rechnet  

man auch zu z we i  v e r s c h i e d e n e n  Geraden d e g e n e r i e r t e  Ке де l s c h n i t t e , von de- 
nen e i n e  d i e  Gerade t i s t .  Xhr gemeinsamer Punkt i s t  anders  a l s  cer

Punkt  .
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im Punkt Q, wie zwei inZwei zusammengefallene Geraden schneiden t e, 
t zusammengefallene Geraden.

SATZ 2.11.

Durch jeden Kegeischnitt der Familie R^/O^, t Ł / geht genau eine 

FISche , die eine Gerade des projektiven Raumes P̂  projiziert.

Beweis:

Ie Setzen wir voraus, da(3 der Kegeischnitt a2 der Familie R^/Q^.t t

nicht degeneriert ist und die Gerade t in 1:1611 Punkten und A2

/Abb. 2.4/ schneidet . Bezeichnen wir mit /3 den mit der Ebene
gemeinsamen Punkt der Geraden / ^ Q ^ / .

1° 1/ bum Â  /  A2, dann sind die Geraden /Q]^/ und /^2А1̂  wind"
schief zueinander. Betrachten wir zwei Ebenenbü chel ; eines mit der

Achse /Q^Ag/ und das zweite mit der Achse /^^l^ und s6tz6n vvir in
ihnen folgende Zuordnung fest: jeder Ebene eines BUschels ordnet
man solch eine Ebene t 0 des zweiten Btlschels zu, da(3 ihre Schnittli-

1 4 2
nie durch einen beliebigen Punkt des Kegelschnittes a geht. Solche 
Transformation bestimmt die projektive Korelation dieser BUschel. Die 
Menge der Schnittlinien, in denen sich die homologen Ebenen beider BU­

schel schneiden, ist die geradlinige Quadrik, die die Ebene t i im
1/Punkt und die Ebene e2 im Pur.Kt Q2 berUhrt

1° 2/ Wenn Â  = A2, dann schneiden sich homologe Ebenen beider Ebenen-

büschel in den Geraden des BUndels /А„/, indem się den Kegel mit dem
J 2Scheitelpunkt A3 und der Direktrix a /den Zylinder, wenn A3 ein 

uneigentlicher Punkt ist/ bestimmt. Dieser Kegel berUhrt die Ebenen 
Ej, und £.2, und die Punkte Q-̂ ,Q2gehUren dem Mantel dieses Kegels 
an. Setzer. wir voraus, daP :

2° a2 sin zu zwei Geraden /t IT/ degenerierter Kegeischnitt ist, wo

die Gerade a die t im Punkt A / und s’ /  t c ? schneidet .Be­
zeichnen. wir die mit der Geraden t esmeinsamen Punkte des Kegel-

2 *schnittes a mit Â  = den mit der Ebene s^ gemeinsamen Punkt
der Geraden /A^Q2/ mit A3 ; den gemeinsamen Punkt der Geraden t̂ -und 
t2 mit T. Betrachten wir zwei EbenenbUschel: Eins mit der Achse /T Q ^ /  

und das zweite mit der Achse /A3Q1/. Die Gerade a" ist windschi'ef zu 
den beiden Achsen. Es sei f2 = f/ |^/ eine Funktion, die jeder Ebe­
ne Ç  ̂ des BUschels /TQ2/ im BOschel /A3Q^/ solche Ebene zu- 
cronet, die sich mit ihr in de r Geraden ~a schneidet.

Solche Transformation ist projektiv, und die Menge der Geraden, in de­
nen sich die homologen Ebenen beider BUschel schneiden, eine geradli-

1GO
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im Punktnige Quadrik, die die t  ̂ im Punkt Q̂  und die Ebene £2 
Q2 berührt.

3° Wenn a2 ein zu zwei Geraden t̂  und t2 degenerierteг Kegelschnitt 
ist, dann geht durch jeden Punkt dieses Kegelschnittes ein zu zwei Ge-

p
raden degenerierter Kegelschnitt des Bdndels [W ], von denen eine
Gerade zum BOschel /3̂ / gehdrt, und die zweite zum BOschel

Beide Geraden schneiden sich in der Geraden к/ t ^ / • Die Menge die-
ser Kegelschnitte bestimmt die Ebene und die Ebene t 2-

Oaraus folgt, dap die projektive Flëche einer Geraden a, dereń quad-
2

ratische Prcjektion ein Kegelschnitt a ist, eine zu zwei Ebenen t^  

und 62 degenerierte Quadrik ist.

4° Wenn a2 eine doppelte, die t in Punkt Q̂  schneidende Gerade ta

ist, dann bestimmen der Punkt Q2 und die Gerade ta genau eine Ebene 
a , die eine degenerierte jede in ihr enthaltene Gerade projizierende 
Quadrik ist, wenn diese Ebene doppelt ist.

5° Wenn a2 eine doppelte Gerade t ist, dann ist die projizierende 

Quadrik der Geraden des Raumes eine doppelte Ebene 1 .

Aus den SStzen 2.11 und 2.6 folat:

SATZ 2.12.

Deder Kegelschnitt der Familie Rjj./Q,t £./ ist die Projektion unen- 
dlich vieler Geraden des projektiven Raumes P .

§ 3. Quadratische Projektionen ebener Figuren

Betrachten wir eine Ebene a , die keine Gerade 1 enthëlt. Aus der 
Definition 2 geht hervor, dap die quadratische Projektion dieser Ebene die 
ganze Projektionsebene ist.
Oedem Punkt der Ebene a ist eindeutig seine quadratische Projektion auf 
die Ebene ЗГ zugeordnet, und jeder Punkt der Projektionsebene jr ist die 
quadratische Projektion /oder gehdrt zur ausgedehnten Projektion/ minde- 
stens eines Punktes der Ebene a . Bezeichnen wir die quadratische Pro­
jektion der involutorischen, zentralen.Kollineationsachse der Ebene

2
ot mit s_.a

SATZ 2.13.

/i/ Die quadratischen Projektionen verschiedener, homologer Paare in K0 
reelier Punkte der Ebene a sind als Supere Punkte des Kegelschnit­

tes ŝ  zu betrachten.

101



/ii/ Die quadratischen Projektionen der Paare der reellen, zusammengefal-
2

lenen Punkte der Achse sa sind als Punkte des Кедеlschnittes sa 
zu betrachten.

/iii/ Die quadratischen Projektionen der imaginâren, konjugierten Punkte-
paare der Ebene a , homolog in der Kollineation KQ , sind als

2
innere Punkte des Kegelschnittes sa zu betrachten.

SATZ 2.14.

2
/i/ Deder âuPere Punkt des Kegelschnittes sa ist die quadratische Pro-

jektion /oder gehOrt zur ausgedehnten Projektion/ zweier verschiede-

ner, reeller, in Kd homologer Punkte der Ebene a .
2/ii/ Die Punkte des Kegelschnittes sa sind die quadratischen Projektio­

nen der in der Kollineation Ka zusammengefallenen Punktepaare der 

Ebene a .
2

/iii/Deder innere Punkt des Kegelschnittes sa ist die quadratische Pro­
jektion der homologen, imaginâren, konjugierten Punktepaare der Ebe­
ne a

Betrachten wir jetzt algebraische Kurven, die in der Ebene a enthalten 
sind.

a. Quadratische Projektion einer Geraden, die in der Ebene a enthalten 
ist

Setzen wir voraus, daQ die in der Ebene a enthaltene Gerade a 
andf- : о als die Kollineationsachse sa dieser Ebene ist und durch keinen 
der Punkte , Q2, Sa geht . Auf Grund der Schlupfolgerung 1 /Satz 1.5/
schneidet die Ebene a die die Ф^ projizierende Flâche auch in der 
zweiten Geraden â , die mit der Geraden a in der Kollineation Ke ho­
molog ist. Daraus folgt, dap die Ebene a also die Flâche Ф^ im Punkt
P berührt, wo sich die Geraden a, a. und Pesa schneiden. Der Kegel
- 2 A
Ф /auf Grund des Satzes 1.6/ ist in diese Flâche eingeschrieben. Auf
sa

Grund der Sâtze 2.4 und 2.13 erhalten wir:

SATZ 2.15.

Oie quadratische Projektion einer beliebigen, in der Ebene a ent-
naltenen, anderen als sa und durch keinen der Punkte 0., 0„, Sa ge-

a2 ^
hende Gerade ist ein Kegelschnitt, der den Kegelschnitt sct im Punkt Q,

2
und in einem Punkt P berührt, der die quadratische Projektion des für 
die Geraden a und sa gemeinsamen Punktes P ist. Dieser Kegelschnitt 
ist die quadratische Projektion auch der mit der Geraden a in der Kolli­
neation Ka homologen Geraden a-̂.
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In der Abb. 2.5,, wâhrend man die Ebene гг ais Bildebene betrachtet, oe-
2

stimmte man die quadratiscbe Projektion s. der Kollineationsacbse s,
2

der Ebene a /der Punkt W ist die quadratiscbe Projektion des die Ge-

rade sa projizierenden Scheitels des Kegels/ und die quadratiscbe Pro- 
2 2

jektion a = a^• der homologen Geradenpaare a und a, dieser Ebene.
P2 ist die quadratische Projektion des Punktes, wo die Ebene a die Fla­
chę Ф 2 berührt, hn = a nir , T = а п Ж , Ta = а , п ж  . Die Gerade

a  ̂ 2 a 2 2 J‘ ‘L 2
t berührt die Kegelschnitte ŝ  und a = â  im Punkt P .

b; Quadratische Projektion eines Geradenbüschels der Ebene

Betrachten wir das Geradenbüschel /a, b, с, .../ mit dem Scheitel- 
punkt P und der Grundebene a und bezeichnen wir mit A, В, C, ... die 
gemeinsamen Punkte einzelner Geraden dieses Büschels mit der Geraden s0 . 
Aus den 2 und 2' des Satzes 1.5 sowie aus dem Satz 2.4 folgt:

SATZ 2.16.

Wenn der Scheitelpunkt P des Geradenbüschels mit der Grundebene a
nicht zur Geraden sa gehflrt, dann ist die Familie der Kegelschnitte,die

2
durch die quadratische Projektion P des Scheitels dieses Büschels ge-

2hen und den Kegelschnitt ŝ  im Punkt 0, und in entsprechenden Punk-
2 2 2 1 ten A , В , C , ... /Abb. 2.6/ berühren, die die quadratische Projektion

der Punkte A, В, C,... sind, die quadratische Projektion dieses Büschels. 

SATZ 2.17.

Wenn der Scheitelpunkt P des Geradenbüschels der Ebene a zu sa
gehürt,dann ist das Büschel der Kegelschnitte mit den Fundamentalpunkten 

2 2 Q̂ ,P , die in diesen Punkten die entsprechenden, den Kegelschnitt sa

in erwâhnten Punkten /Abb. 2.7/ berührenden Geraden t t  ̂ und t be­
rühren, die quadratische Projektion dieses Büschels.
Betrachten wir zwei Geraden a,b der Ebene a , die sich im Punkte
P~ e s schneiden, Es sei a. eine homoloqe, mit der Geraden a in c< 1
der Kollineation l<a Gerade, b-̂ - eine mit der Geraden b homologe Ge­

rade, Pi = П b-̂, R = a n bj, Rj = aj Л b.
Aus der Schlupfolgerung 2 des Satzes 1.5 sind die Punktepaare P und P̂,

R und homolog in der Kollineation Ka der Ebene a

Daraus folgt:

SATZ 2.18.

Wenn zwei verschiedene Geraden a und b der Ebene cx nicht homo­
log in der Kollineation Ka sind, dann paben ihre quadratiscnen Projek-
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tionen auper dem Punkt Q, und der gemeinsamen Tangente in diesem Punkt

zwei reelle , gemeinsame, voneinander verschiedene oder zusammengefaliéné
2 2Punkte, von denen eir.er - P = P̂  die quadratische Projektion des geme­

insamen Punktes für die Geraden a und b, a, und b. , und der zweite
2 2 ^R = , die quadratiscbs Projektion des gemeinsamen Punktes des Geraden

a mit der ćrzeugenden b̂ , die nomolog mit der Geraden b in der Kolli-

neation Ka /a-̂  und b̂ / ist.
Die Abb. 2.8 stellt zwei Geraden a,b der Ebene <x dar,die sich im Punkt 
P schneiden, und solche, dap ® a und nicht degenerierte, geradli-
nige Quadriken sind.

c. Quadratische Projektion eines Kegelschnittes uid einer beliebigeu, 

algetraischen, ebenen Kurve Gn n-ter Ordriung /n > 2/

Auf Grund 1.3 bestimmen die die Pur.kte der ebenen Kurve Cn proji- 
zierenden Kegelschnitte die Flâche Ф^п 2n-ter Ordnung. Bezeichnen wir 
diese Flâche ais die die Kiirv, Cn arojizierende Flâche. Die Ebene or 
schneidet diese Flâche in der algebraischen Kurve C2n 2n-ter Ordnung.

SATZ 2.19.

Die quadratische Projektion der algebraischen; ebenen Kurve C n-ter 
Ordnung auf die Projektionsebene Я  iat sine algebraische Kurve C2n 2n-ter 
Ordnung.

Betrachten wir genauer die quadratische Projektion des Kegelschnittes. 
Die projizierende Flachę des Kegelschnittes ist die FISche Ф 4 vierter Ord­
nung, deren Eigenschaften in Kapitel 1.

Abb. 1.4 und 1.5 beschrieben wurden. Setzen wir voraus, dap der in der Ebe-
2

ne a enthaltene Kégelschnitt a sich nicht auf Sich selbst in der Kol-
2

lineation K^ /Abb. 1.4/ abbildet. Bezeichnen wir mit A den Punkt, in

dem der Kegelschnitt s. dieser FISche die Projektionsebene ЗГ schneidet,
2 л

nit В den gemeinsamen Punkt des Kegelschnittes mit de.- Projektions­

ebene J f /anders als Q,/. Die Ebene or schneidet die Fiâche ф4о in
4 1 2 2ader Kurve C vierter Ordnungt die durch die Punkte Q̂ , A und В , die

Ebene in der Geraden t geht. Die Gerade t berilhrt die C4
im Punkt Q̂ . Die Ebene dr schneidet die Ebenen T ̂ und T2< die die
Kegelscnnitte s, und s D in den Geraden t, und t_ enthalten. Diese 

A °  4 4 4 о  2
Geraden bertlhren die Kurve C entsprechend in den Punkten A und В .
Die Ebene £, berührt beide Schalen der FISche Ф4о. Durch den Punkt i a

gehen zvvei Bogen dieser Kurve, beide bertlhren die Gerade t ist
also ein Doppelpunkt der Kurve C4 und die Kurve hat in ihm ihre Spitze. 
Der Kegelscnnitt ist ein Durchschnitt des Kegels durch die

3 4 sof
Projektionsebene ж und hat acht nit der Kurve C gemeinsame Punkte.
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Vier von ihnen fallen im Punkt zusammen, die anderen je zwei sind

Schnittpunkte, die fflr den Kegel und die Flâche ф 4 2 der Kegelschnitte
2 2 а c und d gemeinsam sind.

Daraus folgt:

SATZ 2.20.

2
Die quadratische Projektion des Kegelschnittes a , der sich nicht

in der Kollineation Ka auf sich selbst abbildet, ist eine algebraische

Kurve a4 vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt Q̂ . Wenn die Ebene a

die Projektionsebene or ist, dann ist ihre quadratische Projektion die
2 2Kurve vierter Ordnung, die zu zwei Kegelschnitten a und a, homolog

о
mit sich in der Kollineation Кд. degeneriert wird. Oabei wird zum
doppelten Punkt degeneriert.

Der zweite Teil des Satzes folgt aus der Tatsache, dap die Projektionsebe­

ne ж durch den Punkt Q, geht. Dann ist jeder Punkt des Kegelschnittes
2 i  ̂ 2
a homolog mit . Q̂ , der Kegelschnitt â  wird also zum doppelten Punkt 

degeneriert.

Die uneigentliche Gerade der Projektionsebene or schneidet die Kurve
4
a in vier Punkten, von denen allé reell, zwei reel und zwei imaginâr kon- 
jugiert, Oder auch beide Paare imaginâr konjugiert sein kflnnen. Diese unei-

4
gentlichen Punkte der Kurve a sind die quadratische Projektion der ge- 
meinsamen Punkte des Kegelschnittes a2 mit der Verschwindquadrik. Der

A ,
Doppelpunkt der Kurve a ist die quadratische Projektion der reel-
len /voneinander verschiedenen Oder zusammengefallenen/ Oder auch der ima-

2
ginâren, konjugierten, gemeinsamen Punkte des Kegelschnittes a mit der
Ebene T . Im anderen Fall ist Q. ein isolierter Doppelpunkt der Kurve
4 ’’ . 4
a . Wenn zwei reelle, verschiedene, vom Punkt Sa an den Kegelschnitt

2 2 2 a geführte Tangenten bestehen, dann sind A und В zwei Punkte der

Kurve a4. Się fallen zusammen, wenn auch beide Tangenten zusammenfallen.
2

Wenn beide Tangenten imaginer -und konjugiert sind, dann sind A und
2 s "
В imaging re Punkte der Kurve a ..

In der Abb. 2.9 bestimmte man die quadratische Projektion des Kegel- 
2schnittes a der Ebene a , der die Gerade s„ im Punkt T berdhrt 

und die Ebene г schneidet. Schneidet auch die Verschwindquadrik in imagi- 
nâren, konjugierten Punktepaaren. Diese Projektion ist eine nicht degene-

4
rierte Kurve a vierter Ordnung ohne reelle, uneigentliche Punkte mit 
dem isolierten Doppelpunkt Ь, .

■ 2 4
Der Kegelschnitt s hat mit a acht gemeinsame Punkte, von de-

a 2 2 
nen vier im Punkt Q und vier im Punkt T zusammenfallen. T ist die

quadratische Projektion des Berührungspunktes des Kegelschnittes mit

der Geraden sa. Die in der Abb. 2.10 dargestellte Kurve vierter Ordnung
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ist die quadratische Projektion des Kegelschnittes a , der sich nicht

auf sich selbst in der Kollineatlon Ka abbildet, die die Verschwind-

quadrik, die Ebene T und die Gerade s in Paaren versohiedener reeller
Punkte schneidet, der zwei reelle verschiedene an ihn vora Punkt Sa ge-

4
fOhrte Tangenten hat. Die bestimmte Kurve a hat den Doppelpunkt ,

zwei voneinander verschiedene reelle, uneigentliche Punkte. In drei vone
2 2nander verschiedenen Funkren Q, , I und 0 berûhrt się den Kegelschnit 

2 А 
sa , wobei der BerOhrungspunkt ein doppelter Punkt ist.

Wenn der Kegelschnitt a2 sich auf sich selbst in der Kollineation

/Abb. 1.5 und 2.11/ abbildet, dann wird die projizierende FlSche Фд2 die

ses Kegelschnittes zur doppelten Quadrik degeneriert. Der Durchschnitt die-
ser FlSche durch die Projektionsebene зг ist also die zum doppelten Kegel-

4
schnitt degenerierte Kurve a . Oeder Punkt des erhaltenen Kegelschnittes
ist die quadratische Projektion der hotnologen Punktepaare des projizierten

2 4Kegelschnittes' a . Die in der Abb. 2.11 dargestellte Kurve a hat kei-
2

ne reellen, uneigentlichen Punkte und schneidet den Kegelschnitt s in 
2 2den Doppelpunkten A , 8 und in vier zusammengefallenen Punkten . Mit 

einer unterbrochenen Linie kennzeichnete man den Teil der Kurve, die die
2Projektion der imaginSren, konjugierten Punktepaare des Kepe’schnittes a 

ist.
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