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Bra Lubas

ZUR QUADRATISCHEN TRANSFORMATION
OREIDIMENSIONALEN PRODEKTIVEN RAUMES AUF DIE EBENE

EINLEITUNG

Im vergangenen Oahrzehnt Sind zahlreiche Abhandlungen und Arbeiten
erschienen, die verschiedene Abbildungsmethoden der n-dimensionalen Raume
/n> 2/ auf die Thene bzw. auf die FISche behandeln. In fast allen Arbei-
ten werden prinzipiell die Eigenschaften der geradlinigen Projektionen
angegeben, d.h. der Projektionen, die mittels der projizierenden Linien-
mengen realisiert -werden.

K, Bieda gab in seiner Arbeit ‘Die kurvenlinige Projektion zwei-
ten Grades™ die Prinzipien solcher Abbildung des projektiven Raumes P
die Ebene an, wo die projizierenden Linien die Kurven zweiten Grades sind.
Die Projektion einer Geraden ist in solcher Abbildung eine algebraische
Kurve dritten Grades.

B. Slusarczyk gab in seiner Arbeit ‘Die kurvenlinige Projektion
dritten Grades" die Eigenschaften der Projektion mittels der Kurven drit-
ten Grades des Raumes P auf die Ebene an. Die Projektion einer Geraden
ist intsolcher Abbildung eine algebraische Kurve ftinften Ordnung.

In der vorliggenden Arbeit wird solch eine Abbildung des reellen pro-
jektiven Raumes P~ auf die Ebene behandelt, wo die projizierenden Linien
die Kegelschnitte sind, und der Projektionsapparat so angepaSt ist, da3
die Projektion einer beliebigen Geraden auch ein Kegelschnitt ist.Das ist
also die Abbildung zweiten Gradesl. Es wurde ith allgemeinen gezeigt, da3
die Projektion einer beliebigen algebraischen ebenan Kurve n-ter Ordnung
eine algebraische Kurve 2n-ter Ordnung ist.

Oer projektive Raum wird in der Arbeit als Erweiterung des euklidi-
schen Raumes mit uneigentlichen Punkten bezeichnet. Disse Defini tier eigne:
sich am besten zur graphischen Darstellung des Problems.

1 E.Otto, B. Grochowski: ‘O rzutowaniu skosnym erestrzeni n-wymiaro-
" /Zum schiefen Projizieren des n-dimensionalen , Zeszyty Nau-
kone; Geometria wykreslna IV, 1966, s.13-22.
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Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen.

Im ersten Teil wird die Definition eines Btlndels der Kegelschnitte
angegeben und einige seiner Eigenschaften bewiesen.

Ia zneiten Teil definiert man die quadratische Projektion des Raumes
auf die Ebene und gibt ihre Grundeigenschaften an. Es wird die quadrati-
sche Projektion eines Punktes, einer Ceraden, einer Ebene, eines Kegel-
schnittes und einer beliebigen algebraischen ebenen Kurve Cn n-ter Ordnung
/n > 2/ bestimmt.

Die Beweise aller in der Arbeit angefflhrten SStze sind raittels der
synthetischen Methods® durchgefihrt.
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Verzeicbnis aer wichtigsten, in der vorliegenden Arbeit auftretenaen

Symbole end Bezeichnungen

n Symbol des gemeinsamen Teiles zweier Mengen /des Produktes/
1 Symbol der Summe zweier Mengen
Symbol der Differenz zweier Mengen
Symbol der Implikation
n Symbol der Konjunktion
\Y Symbol der Alternative

Symbol der Negation

(A, B} Menge mit den Elementen A und B8

€ Symbol des Gehflrens zur Menge

C Symbol des Enthaltenseins einer Menge in der anderen
Symbol "ist gleich aus der Definition”

A Symbol der Relation der PerspektivitSt

" Symbol der Relation der ProjektivitSt

P3 dreidimensionaler Projektiver Raum

AL, ...,Q,. .. Punkte des Raumes P3 i

3, B> £... Ebenen

a,4, ,.. .,p,..,. Geraden

1"Q iV die durch die Punkte Q7,Q2 bestimmte Gerade

alalQ2/ die durch die Gerade a, und den Punkt Q2 bestimmte Ebenea

1Q /1 tlI Geradenbtlschel mit dem Scheitelpunkt und der Basis 6

/ 1/ EbenenbUschel mit der Achse 1

AQIQ2 £1 A2A Grundsystem - zwei verschiedene Ebenen ty, £2 un<® zvlsi
reelle Punkte Qn, s die entsprecnend auf diesen Ebenen
liegen

loc2 Einpatameterbischel der Kegelschnitte des Grundsybtems mit

der Basis a

N Bindel der Kegelschnitte des Grundsystems /Definition 1,
Kapitel 1/

32,b2 ., p2... . beliebige Kegelschnitte des Raumes P3/unendlich zum 6£)n-
del 2J gehdrige/
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die Familie der FISchen zweiter Ordnung, die die Ebene i.
im Punkt Q, und die Ebene 6~ im Punkt G2 berthrt
Kegelschnitt des BOndels [I'rj , der den Punkt P projiziert
quadratische Projektion des Punktes P

Quadrik, die die Gerade p projiziert

quadratische Projektion der Geraden p

die Floche vierter Ordnung, die den Kegelschnitt a2 pro-
jiziert

quadratische Projektion des Kegelschnittes a2

die FISche 2n-ter Ordnung, die die ebene Kurve Cn n-ter

Ordnung projiziert

A " 3n4
8a : =an e2
Ta : =anit
t : = Cln x
t£2: = b2105T

xtr Atj, q2/
KT :=tnC2
sa *=1o0a

ve : = "na

kg + £ (1Q

K o= noe2

ha : = a n>x

VCT @ = ocn K

Xa :© » a n té&l

die Polare des Punktes Sa in bezug auf den zu der Gera-
den und kR degenerierten Kegelschnitt

zentrale Kollineation der Ebene a mit dem Mittelpunkt a,
und der Achse d

Dreiparameterfamilie der Kegelschnitte der Projektionsebe-
ne X

, die die fcr  in berOhren und die Gerade te2

in reellen Punkten schneiden



KAPITEL 1
Eigenschaften eines Bindels der Kegelschnitte

Betrachten wir zwei verschiedene Ebenen und L wie auclg 2nei
verschiedene Punkte und C2 im reellen projektiven Raun P, die
entsprechend auf diesen Ebenen liegen /Abb.1/. Es sei L eine Gerade, die
durch die Punkte Q, und Q2 geht. Die Ebenen :a ,p des Buschels
/1/ schneiden die Ebene &L im Geradenbischel /Qj/si = /a”~.b™,c™, .. ./ud
die Ebene im zu ihm perspektiven Geradenblschel /Q2/i2 * /a2™2 ,2"#
Homologe Geraden & und a2 dieser perspektiven Biischel samt den Punk-
ten und Q2 bestinmen das EinparameterbUschel der Kegelschnitte/a 2/,
die Geraden b und b2 sowie die Punkte Q» und Q2 - das Einparame-
terbischel der Kegelschnitte / p 2/, die Geraden ¢© und c2 sowie die
Punkte und Q2 - das EinparameterbUschel der Kegelschnitte /2, ...

DEFINITION 1

Die Einparaméterfamilie der Kegelschnitte: /ex2/, /p2/ it 2s  die
durch die Punkte und Q2 gehen, fur welche entsprechende Tangenten
in den Punkten Qj und Q2 homologe Geradenbiischel /ZQ)/&i und /Q2/e2
sind, wird als Bindel der Kegelschnitte [WZ2] mit den Fundamen -
talpunkten und Q2 unddn Fundamentalebe-
nen ei»h2 bezeichnet. < ,QR,6L,£2> werden kurz als Grund-
system bezeichnet. Homologe Geraden: & und a2, b und b2...
in perspektiven Buscheln /Q,/e /Qo/B O sind degenerierte Kegelschnitte
des Bindels [W) - Aus der Definition des Bindels [w] folgt:

SATZ 1.1.

Durch jeden Punkt P des Raumes /der anders ist als ud </
geht genau nur ein Kegelschnitt des Biundels [WZ] .
Wenn :

1° P~ el, P~£ e, ud P~*& , dann ist der durch Ihn gehende Kegel-
schnitt des Bindels [\« } ein nicht degenerierte r Kegelschnitt.

2° P~e b.l und P/ QL bzw. p £ £, und P/ , dann geht durch ihn
ein zu zwei Geraden degenerierter Kegelschnitt des Biindels Y

ax »a/PQ™/ n £r und a2 =a/PRJQQ/ nc 2¢/

wCeraden, Ebenen,algebraische Kurven_werden in der vorliegenden Arbeit
als Menge behandelt; daher solche Registrierung der Mengenoperationen
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3° Pel, dann wird der durch ihn gehende Kegelschnitt des Tundels [W"]

ein ;ur Uoppeigeraden 1 aegenerierter Kegelschnitt.

Dem Punkt P, der sien mitf 8en Punkten Q, und Qé, deext , sind allé
Kecelschnitte des Bdndeis [wJ zugeordnet. Un die Einaeutigkeit zu errei-
cr.en, wird dieser Fall in weiteren Betracntunger ausgeschlossen werden.
Auf Grund des Satzes 1.1 kann man folgendes fcrmuiieren:

SchluSfolaerunqg 1

>Deder Punkt des Raumes P3 /der anders 1st ais die unkte Q:'_ und QA’/
bestimmt eindeutig einen Kegelschnitt des BDndels [« j . /Der Kegelschnitt
des Bilndels, der durch den Punkt P des Raumes bestj.mmt wurde, wird mit
sr bezeichnet/.

Es sei p eine beliebige Gerade des Raumes, die durch keinen der Punkte

G. und Q, geht. Daraus folgt :

SATZ 1.2.

Die Mengensumme der Kegelschnitte sp”,sp2,sp~’'"'"'’ ces Buncle*£ O\2} ,
die den entsprechenden Punkten PANP_, ,P”N, ... einer beliebigen Geraden ]
zuaeordnet ist, ist die Flache zweiter Ordnunq”, die fUr die aegebene Ge-
rade p mit 0 p bezeicnnet r ,rd.

V."amn:

1° nie Geraden p,l und pé( = £int? windschief sind, p~ct 1 und
P —cc2* dann ist §p eine nicht degenerierte geradiinige Quadrik,
die Ebenen c” und t 2 entsprechend in den Punkten Q, und @
berinren ,

2° p,i windschief sina, po « ={A}, p~¢Cb. und p ~c£ -, dann ist
- d
C p sin Kegel mit dem Scheitel im Punkt A. Dieser Kegel berilhrt

die Ebene ej in der Geraden /A,Q”~/ und die Ebene £ - in der Ge“
raden /A,Q2/.

3° pnl ={B}, dann wird <£p zur Doppelebene 3r/p,1/ degeneriert.
4° pce bzw. p c e2 wunci P ] windschief sind, dann ist Q p eine zu
zwei Ebenen und £2 degenerierte Quadrik.

Auf Grund dieses Satzes iiber jede Gerade p des Raumes stellt man fest,
daG sie eine Erzeugende der durch sie eindeutig bestimmten FISche ¢ p
zweiter Ordnung ist. Sie bertlhrt die Ebene b . im Punkt und die
Ebene e2 im Punkt Q2. Sie kann degeneriert oder nicht degeneriert
sein, was von der Lage der Geraden p in bezug auf das Grundsystem
<Q"Q2 €1 £2 7 abhéangig ist.
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Es erweist sich , da3 man den Satz 1.2 vera llgemeinern kann, wenn
man eine beliebige algebraische ebene Kurve betrachtec. Es sei eine ebene
algebraische Kurve Cn n-ter Ordnung /nr 2/ gegeben, die durch ksinen

der Purkte @, und Q2 geht.

SATZ 1.3.

P
Oie Mengensumme der Kegelschnitte des Bindels [w] , die durch einzel-
ne Punkte der ebenen algebraischen Kurve Cn n-ter Ordnung /n ? 2/ gehen,
1st die algebraische Flache 0 2n-ter Ordnung mit zwei n-fachen Punk-

ten Q~ und Q2,

Beweis:

Man fdhre eine beliebige Gerade p, die durch keinen der Punkte , Q2
gent, und betracnte die auf Grund des Satzes 1.2 durch diese Gerade be-

stimmte Flache 2 zweiter Ordnung. Die Ebene , in der die Kurve Cn
enthalten ist, scnneidet die Flache ¢ p im Kegelschnitt p,,, der mit

der Kurve genau 2n gemeinsame, reelle oder imaginadre Punkte hat.bzw. beide
Kurven unendlich viele gemeinsame Punkte haben.

taraus folgt, da3 die Flache ¢ ;? 2n mit URA | gemeinsame Kegelschnitte
hat Oder es unendlich viele gemeinsame Kegelschnitte gibt. Mit 0 rn be-
zeichnete man die'Mengensumme der Kegelschnitte des Bindels [W2] , die durch
einzelne Punkte der Kurve Cn gehen. Daraus geht hervor, daP die Gerade p
die Flache ¢ _n in genau 2n Punkten schneidet. bder sie hat unendlich
viele gemeinsame Punkte mit der betrachteten Menge.

Setzen wir voraus, daj3 die Gerade p durch den Punkt oder Q2
geht. Wenn die Ebene f des BOschels /1/, die durch die Gerade p geht,
anders ais o0 ist, dann schneidet sie die Kurve Cn in n Punkten. So-
mit sind n Kegelschnitte der Menge 0 rn in der Ebene a4 enthalten,und
deshalb schneidet die Gerade p die Flache 0 rn in 2n Punkten, von de-
nen sich n mit Q dekken, wenn p durch den Punkt Q" geht, bzw.mit
Q2, wenn die Gerade p durch den Punkt Q2 geht. Wenn dagegen 1 =a
dann hat die Gerade p wunendlich 'viele mit ¢~ n gemeinsame Punkte. Da-
raus folgt, da3 0 rn die FISche 2n-te, Ordnung mit zwei n-fachen Punk-
ten und Q2 ist. Diese Flache Desteht aus n Schalen, von denen je-
de die Ebene t1 im Punkt Q und die Ebene t2 Punkt Q2 berdhrt.

Wenn die Gerade p in dieser FISche enthalten ist, dann ist jeder der
die gerade p schneidenden Kegelschnitte des Bindels sowohl der Kegel-
schnitt der Flache ¢ 2 als auch der FISche er geht also durch n
Punkte der Kurve C und umgekehrt - durch solche n Punkte, in denen
eine Ebene des BOschels /1/ die Kurve Cn schneidet, gehOrt zum Kegel-
schnitt der Flache $ 2. Das beweist, dap die Flache 0 2£ zur Flache $2

zweiter Ordnung degeneriert wird, die n-fach gezahlt wird.
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Analogisch bestimmt die ebene Kurve Cn, die die Punkte und Q, nient

enthalt, eindeutig die'un- oder degenerierte Flaohe ¢ 2n-ter Ordnung
mit zwei n-fachen Punkten und und den Ebenen £7 und t die sie
in diesen Punkten berihren. .

Oetzt folgt ein Beweis der Eigenschaft des Btlndels [wWJ der Kegel-
schnitte.

SATZ 1.4.

2
Schneidet man das BOndel [W J mit einer beliebigen, zum Buschel /1/
nicht gehirigen Ebene a , dann sind mit der Ebene gemeinsame Punktepaare
einzelner Kegelschnitte dieses Bindels homologe Punkte in der involutori-

schen Zentralkollineation der Ebene « mit dem Mittelpunkt S = 1 na

und der Achse s, die eine Polare des Punktes S in bezug auf den dege-
nerierten Kegelschnitt ist, die weiter in zwei Geraden: va =« n £ und
ka ** n 6 zerfSllt.

Beweis:

Nehmen wir, wie die Abb. 1.2 zeigt, folgende Bezeichnungen an:

voo; = ¥ /1) =la 1«2 .../

oiin a * cat wo i = 1,2,3,...
Die Ebenen al des Bischels /1/ schneiden die Ebene a im zu
ihm perspektiven Geradenbischel /S/* = /xal Kk, 2 ka 3 e++/s Die Kegel-
schnitte des Bundels [w2], die in einer beliebigen Ebene ai enthalten
sind, a--huren zu einem BOschel der Kegelschnitte a|2 /S’g 2 ...l. Alle
gehen durch die Punkte und Q2 und berihren entsprechende Schnittlinien
a1 mi} und ay mit Et. in diesen4F/’unkten.

Auf Grund des Satzes von Desarques folgt, da3 die Gerade « ai die

Kegelschnitte dieses Bischels in homologen Punktepaaren der involutori-
schen Reihe /1« a schneidet.

Die Doppelpunkte dieser Reihe sind: Punkt S und solcher Punkt Sn, wenn
sich for ein beliebiges Paar der homologen Punkte A”, A eine Relation
ergibt :

/ISS1A1A'] = -12/]
Bezeichnen wir mit = 0”1 ka und bemerken wir, da3
\l K~ ein Paar der homologen Punkte in der involutorischen Reihe [k,

sind, dann erhalten wir, da3 /SSiViKi/ * -1 fur jedes i =1,2,3,

Die geometrische Stelle der Punkte der Ebene a. die/d.h. diese Stelle/ die-

K rtll] S 234.
" [11] S. 103.
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se Bedingung einhalten, 1st die Gerade s, die durch den Punkt ot
und die Polare des Punktes S in bezug auf den zu zwei Geraden: yn und
ka degenerierten Kegelschnitt ist.

Wenn keiner der Punkte , Q2 zur Ebene &« @gehOrt, dann S-e/viu la /;
Qaraus folgt, da0 auch S-e s. Wenn dagegen z.B. Q®ea ,dann S =

und s =\vva . Die Abbildung der Ebene a , die jedem Punkt der Ebe-
ne solchen Punkt AF zuordnet, da0 die Punkte SJAAF  kolinear sind ud
zu einer Geraden gehOren und

/SS.AA/ - -1 /wo St =ka ./SA./ n s/l{

ist die zentrale Kollineation der Ebene mit dem Mittelpunkt S und der
Achse s.

Weil das Attribut dieser Kollineation die Zahl -1 ist, dann ist das die
involutorische, zentrale Kollineation bzw. harmonische Homologie /wenn
Ses - die sog. parabolische Involution/.

Der Mittelpunkt S und die Achse s sowie das Paar der homologen Gera-
dn va und ka bestimmen auf der festgesetzten Ebene « , die nicht
zum Buschel /1/ gehfirt, eindeutig die involutorische zentrale Kollinea-
tion. Aus dem Satz 1.4 folgt, dap auf diese Weise bestimmte Achsen der
Kollineation ein zelner Ebenen des Raumes, die nicht zum Buschel /1/ ge-
hOren, die Geraden sind, die die Gerade Kk schneiden, und da3 eine be- <
liebige, zu 1 windschiefe und die Gerade k schneidende Gerade s, die
in keiner der Ebenen £/, 2 enthalten ist, ist die Achse der Kollinea-
tion fOr genau eine Ebene - sie enthalt die Gerade s und den Punkt S,
der der Pol der Ebene ist, die durch die Geraden s und kK geht Zin be-
zug auf die zum Ebenenpaar e”, e2 degenerierten Quadrik/.

Weil die Geraden 1 und k polartig konjugiert in bezug auf die degene-
rierte Quadrik sind, so Si 1.

Es gibt zunm Satz 1.4 auch einen reziproken Satz:

SATZ 1.5

Wenn man in einer Ebene o , die nicht zum Bischel 71/ g&hfirt, die
zentrale Kollineation so bestimmt, da0 ihr Mittelpunkt S der gemeinsame
Punkt der Geraden 1 und der Ebene i , die Achse s die Polare dieses
Punktes in bezug auf den Kegelschnitt ist, der zu zwei Geraden degeneriert
wird :

4, = (o o und kN =e2o0a
ud da3 va und ka das Paar der homologen Geraden sind, dann bestimmen

[ S.156.
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die horaologen Punktepaare /in dieser Kollineation/ der Ebene a denselben
Kegelschnitt des Bindels J .

Bewelis:

Es seien A und A" ein beliebiges Paar verschiedener homologer Punkte
der zentralen Kollineation mit der Fuzdamentalebene a , a - eine durch
die Punkte S,A,A" gehende Gerade /Radius der Kollineation/, - der
gemeinsame Punkt der Achse s und der Geraden a, s. - der Kegelschnitt
des Bundels [w J, der durch den Punkt A bestinmt ist, sA<- der Kegel-
schnitt des Bundels [vA , der durch den Funkt A" bestinmt ist, T - die
Ebene des Buschels /1/, die durch die Gerade a geht.

Wir beweisen, dap die Kegelschnitte sA und <A - identisch sind. 3eder
dieser Kegelschnitte ist in der Ebene I' enthalten und beide getiflren zum
selben Bischel der Kegelschnitte, die durch die Punkte @, Q2 gehen und
da3 sie die Geraden in diesen Punkten bertnren:

j. = T h6j und KJ = rncé2

Die CGerade a schneidet den Kegelschnitt sA im Punkt A und im Punkt A
den Kegelschnitt 30- dagegen im Punkt A" und A”. Sowohl A, A ais
auch A", A% sind homologe Punkte in der Involution auf der Geraden a,
deren Ooppelpunkte S und sind /in bezug darauf, daS zu dieser Invo

lution auch das Punktepaar gehirt, in dem die Geraden und k™ die
Gerade a schneiden/.

Daraus folgt, da3 hier zwei Relationen bestehen:
/S, S1,A, A/ = -1 und /S, St A", A/ = -1

Aus der Voraussetzung“geht hervor, dap auch /S, A, A/ = -1,
Das beweist, dap A* = A" und A®=A und der Kegelschnitt sA mit dem
Kegelschnitt sA" identisch ist.

Nehroen wir an, dap Sa  immer der Mittelpunkt der Kollineation der
Ebene a bezeichnen soli, sa - die Achse der Kollineation der Ebene a
Ka - die involutorische Kollineation der Ebene a mit dem Mittelpunkt
und der Achse s .

Aus dem Satz 1.5 und den Eigenschaften der zentralen Kollineation in
der Ebene” folgt :

SchluPfolgerung 1

Wenn © ;2) eine Flache zweiter Ordnung, die durch die Gerade p be-
stimt ist, bezeichnet, gann schneidet die zum Buschel /1/ nicht gehirige

Ebene e die FISche ¢ p im Kegelschnitt, die in der Kollineation Ka
in sich slbst geht.

[11] S.103-106.
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Besonders wenn et dutch die Gerade p geht, dann schneidet sie in
zvei homologen Geraden p und p» der inuolutorischen, zentralen Kolli-
neation K2 .

SchluBfolge rung 1°

Wenn zwei in der Ebene & liegenden Geraden p und p™ in der ino-
lutorischen zentralen Koilineation Ka dieser Ebene homolog sind, dann
eind durch diese Geraaen bestinmte Quadriken identisch. Die Ebene a be-
rihrt die Quadrik ¢ p im Punkt P = pnp®, Besonders wenn p = p® = s,
dann ist die Quadrik ©®p in bezug auf die Lage der Geraden s /Satz
1.2, 2°/ ein Kegel, der die Ebene a entlag der Geraden berthrt.

SATZ 1.6.

Wenn die Gerade a, die in der Ebene a enthalten ist, anders als

S, ist und durch den Punkt Sa nicht geht, dann ist der_Kegel ,
der durch die Gerade sa bestimmt ist, iIn die Quadrik ein rie-
ben, die durch die Gerade a bestimmt ist.

Bewels:

Nehmen wir folgende Zeichen an:
W » s n K A =sao0 a

Die Geraden /MWQVj /WQ2/, AMY /Abb. 1.3/ sind in den entsprechenden Ebe-
nen e., 60,< enthalten, die die Quadrik ®\ berdhren /sie gehen durch
die Berthrungspunkte Q™, Q2, A dieser Ebenen und liegen nicht in der Quad-
rik/, sie berdhren also ¢a .

Daraus folgt, dap die Ebene 71 , die durch die Punkte Q~, @2, A geht die
Polarebene des Punktes W in bezug auf die Quadrik d¢>a ist und sie im
Kegelschnitt Sp schneidet, der durch den Punkt A bgstimnt ist. Der Ke-
gelschnitt Sy ist auch ein Schnitt ., durch die ¢ 2

Oie Ourchdringungslinie der Quadrik ¢ und des Kegels o wird zum
doppelten Kegelschnitt Sa degeneriert. DerZKegeI mit dem Scheitelpunkt W
und derDirektrix sA st in die Quadrik ¢ g eingeschrieben.

Eine beliebige CGerade des Biundels AW/, die im Inneren des Kegels ent-
halten ist, schneidet die Quadrik im imaginaren konjugierten Punkte-
paar. Die Gerade, die im Auperen des Kegels enthalten ist, schneidet $a
in zwei verschiedenen reellen Punkten. Oie Erzeugende des Kegels berihrt
diese Quadrik.

In jeder Ebene 6 , die den Kegel berthrt, liegt die Erzeugende des
Kegels, die die Achse der involutorischen Kollineation dieser Ebene ist.
Die Paare der homologen Geraden dieser Kollineation sind Erzeugende der
Quadriken, die auf dem Kegel umbeschrieben sind.
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Aber:

Wenn die Quadrik Zfbf_ zu den Ebenen £ - und E& degeneriert wird,
kann man den Kegel © als in die Quadrik eingeschriebenen Kegel be-
trachten. =

SchluPfolgerung 2
Wenn wir die Quadrikklasse ¢p ,0? ,0? , ..., die durch entspre-

chende, zu einem Bischel mit dem Schéiterlf)unkt P und der Basis a ge-
blurige Geraden p®, p~> P31 ee= bestimmt sind, mit der Ebene a schnei-
den, dann erhalten wir seiche Schnitte dieser Quadriken /sie sind dege-
neriert zu den Geradenpaaren: p* und p® ,p2 und p Pg und p°,../,
dap die Geraden des gleichen Paares in der involuterischen Kollineation
Ko homolog sind. Die Geraden p», p™» p®, ... gehiren also zu einem Bu-
schel mit dem Scheitelpunkt P”, der mit dem Punkt P in dieser Kolli-
neation homolog ist.

SchluPfolgerung 2'

Wenn zwei perspektive Geradenblischel der Ebene a dieselbe Eigen-
schaft haben, dap sich ihre homologen Geraden auf = schneiden und die
Scheitelpunkte P und P” dieser BUschel homologe Punkte in der involu-
torischen Kollineation Ka sind, dann bestinmen die Paare der homologen
Geraden betrachteter Bischel identische Quadriken. Der Kegel ¢~ ist
in jede dieser Quadriken eingeschrieben. Wenn P =P" 6 @ , dann gehO-
ren aile betrachteten Quadriken zu einem BUschel, dessen Basis der doppel-
te Kegelschnitt sp ist.

SchluPfolgerung 3

y 4
Wenn ¢ 2 eine Flache vierter Ordnung bezeichnet, die durch den Ke-

a
gelschnitt a bestimmt und in der Ebene a enthalten ist, dann ist der
Schnitt der FISche mit der Ebene a eine Kurve vierter Ordnung,die zu zwei

Kegelschnitten a2 und az, homolog in Ka , degeneriert ist.

SchluPfolgerung 3~

Wenn zwei Kegelschnitte a2 und a%, die in der Ebene a enthalten
sind, in der involutorischen Kollineation K9 dieser Ebene homolog sind,
dann bestimmen sie die gleiche FISche vierter Ordnung /Abb. 1.4/.

Dede der Ebenen tj und t 2 schneidet diese FISche in vier Paaren der
Geraden, die entsprechend durch die Punkte und gehen. Sie sind
degenerierte Kegelschnitte, die durch die gemeinsamen Punkte der in Kw
homologen Kegelschnitten mit der Geraden bzw. ka bestimmt sind.
Die Ebenen 1~ und 62 berihren also die ®2 in den Punkten und
Q2 ; Sie sind also gemeinsame Tangentialebenen der beiden schalen dersel-
ben FISche, die durch die Punkte und Q2 gehen.
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Die Ebene a schneidet die o .0 in der Kurve vierter Ordnung, die zu
zvei Kegelschnitten & ud & degeneriert wird.
Die Ebenen des Buschels /1/, die die Kegelschnitte a und af entspre-
chend in den Punkten A, B berthren, schneiden die Flache mg? in den zi
den doppelten Kegelschnitten sg und 5 degenerierten Kurven vierter
Ordnung. Die Ourchdringungslinie des Kegels o" mit der Flache ©¢42
ist die Kurve achter Ordnung, die zu der doppelten Kurve vierter Ordnung
degeneriert wird, die dann zu zwei Kegelschnitten sc und degene-
riert wird. Diese Kegelschnitte sind durch die gemeinsamen Punkte der Ke-
gelschnitte a und mit der Kolzlineationsachse S, bestimmt. A

Will man die Lage des Kegels ot in bezug auf die Flache ©u42
priufen, dann betrachten wir einen beliebigen reellen Punkt P auf der
ourchdringungslinie ¢~ mit @2 /in cer A’b. 14 ist der Punkt P
auf dem Kegelschnitt
Die Ebene S berihrt den Kegel in diesem Punkt und geht durch die Erzeu-
gende p" /PW/ des Kegels und durch die Gerade p2, die den Kegelschnitt
sc im Punkt P berChrt. Die Gerade p~ schneidet die Flache 42 in
vier Punkten, von denen je zwei in den Punkten P und P =p*o sQ zu-
sammenfallen, 4
Daraus folgt, dap p. die Flache q?a2 sowohl‘]‘im Punkt P als auch im
Punkt P™ /das ist die sog. Zweipunktberthrung  in diesen beiden Punk-
ten/ berthrt.
Im Falle der Geraden p2 fallen zwei von den vier mit der Flache o g2
gemeinsamen Punkten im Punkt P zusanmen. Oie Gerade p2 berthrt daher
auch die FAéche im Punkt P. Daraus folgt, dap die Ebene S auch die
Flache dTaZ perthrt. In einem beliebigen Punkt der Ourchdringungslinie
des Kegels® @4 it der Flacre P2 haben diese Flachen gemeinsane
Tangential ebendh.. a

Wenn die Kollineation Ka der Ebene a einen Kegelschnitt b2 in
sich selbst fihrt /Abb. 1.5/, dann schrneidet jede Ebene des Bischels /1/
die Flache ©¢7?2 in zwei identischen Kegelschnitten, die durch die homo-
logen Punkte oBs Kegelschnittes b? gehen.

Die Flache ¢ ~2 st in diesem Fall eine doppelte Quadrik.
Zum Schlup beweisen wir noch folgenden Satz:

SATZ 1.7

Wenn die Ebenen ¢&”",G2,ag, -.- zun selben Biischel mit der Achse p,
windschief zu der Geraden 1/Q"Q2/ gehdren, dann sind die Kollineationsa-
chsen s a., Sa, . Sa,J, -.. dieser Ebenen Erzeugende einer schiefen qQuad-
rik ¢ .

V [9 s 256.
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Beweis:

Betrachten wir ein Ebenenblschel p/aj. a2<cx™..../ mit ber Achse p, wind-
schief zu 1. Die Achse 1 schneidet dieses Bischel iIn der ,<cile 1/ S«°,
See» ®N3j e==/.

Oabei:

1/ Sa”« Spg, S>2» seeef n P/ a3* *ExA /1]

Die polaren Ebenen fdr einzelne Punkte dieser Reihe in bezug auf die zu
den Ebenen &~ und 62 degenerierten Cjadrik, gehiren zum Biischel
K i f2' ~3' eeefe

Dabei :

K T M2" * eee/ 3 /s S o2+ Sa3.e==/ /2/
Bertcksicht"gt man /1/ und /2/, dann ergibt sich:
P/ # a2 pi»ees/ n K/ » fR* NZ**x*xx*) 131

Die Kollineationsachse ist fiir eine beliebige Ebene des BUschels /p/ die
Schnittlinie dieser Ebene mit der polaren Ebene des gemeinsanen Punktes
der Achse 1 und dieser Ebene.

Wegen /3/~folgt, dap die homologen Ebenen der Bischel /p/ und /k/ die ge-
raden Erzeugenden einer schiefen Quadrik bestimmen,deren Erzeugende auch
die Geraden p und kK -sind.

Wenn dabei die Geraden p und kK zueinander windschief sind, dann
ist ¢ eine nicht degenerierte, geradlinige Quadrik. 3ede Erzeugende
dieser Quadrik, die die Erzeugenden p und kK schneidet, ist die Kolli-
neationsachse einer Ebene des BUschels /p/, die- Erzeugenden derselben Fa-
milie dagegen /wie die Geraden p und k/ sind nicht die Kollineations-
achsen einer Ebene.

Wenn die Geraden p und k in der gleichen Ebene liegen, dan ist GJp
ein Kegel /ein zu der Geraden k, wenn p =Kk, degenerierter Kegel/. Be-
trachten wir die gegenseitige Lage der Quadriken (pf) und 92 .

Vp = P T, ti
Kb =po+2
Pl ’ IV PQ 1{ ° k
P2 = /KpQ2/ N k /Abb. 1,6/
Die Quadriken ®p und ©R haben drei gemeinsame Erzeugende: p, /KYY

2] s.1%2. "
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und /V Q,/. Es wird bewiesen, b3 die Gerade p eine Doppelgerade fur
beide QUadriken ist. Oie Ebene e, berihrt die Quadrik &¢ im Punkt
Q@ und die ¢ im Punkt P™. Die Ebene C2 berthrt die op in einem
beliebigen Punkt @ und die ¢2 im Punkt P2. Die Ebene T berihrt die
¢2 in einem beliebigen Punkt P der Geraden p und schneidet ¢2 im Ge-
radenpaar. Der Punkt P liegt auf der Kollineationsachse dieser Ebene.
Weil die Kollineationsachse §, der Ebene f und die GCerade p die
Erzeugenden der Quadrik ¢ 2 sind, dann berthrt die Ebene T die Quad-
rik ®2 im Punkt P.

Daraus folgt:

Die Quadriken (p?p und 52 haben in einem beliebigen Punkt der Geraden
p gemeinsame Tangentialebenen. Wenn die Quadriken ® und ®“ durch
eine beliebige Ebene 8 geschnitten werden, dann sind die entstandenen
Durchschnitte zwei Kegelschnitte, die im Punkt Tp = prkY eine gemein-
sane Tangente t haben und sich in zZwei Punkten: R = /VQY/ns und

Re = /KpQ2/n 5 schneiden. Setzen wir voraus, da3 die Gerade p die Achse
1 im Punkt P schneidet und p-—c/ u +2/ . Die polare Ebene Y fur
diesen Punkt in bezug auf die zum Ebenenpaar 7/ £, t2/ degenerierten Quad-
rik schneidet das EbenenbUschel p/ a“ta2,otg,.../ im Geradenbischel mit
dem Scheitelpunkt, der gemeinsam fur die Gerade p und die Ebene v ist.
Die Geraden dieses BUschels sind die Kollineationsachsen einzelner Ebenen
des BUschels /p/.

Wenn dagenen die Gerade p die 1 schneidet und auch pc/ 0 62/" damn
ist die Gerade p die Kollineationsachse fir jede Ebene des BUschels und
ungekehrt: - Dede k schneidende und durch den Punkt Q* oder Q ge-
hende Gerade ist die Kollineationsachse unendlich vieler zum Bischel ge-
guriger Boerien, dessen Achse eben diese Gerade ist.
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KAPITEL 2
Quadratische Projektion des projektiven Rauroes auf die Ebene
§ 1. Definition der quadratischen Projektion der Punkte des Raumes p3

Schneiden wir das Bindel der Kegelschnitte [W2] des Grundsystems

<Q™Q2 £2> 107 der Elzeae » die durch einen der Fundamentalpunkte
geht: in unseren Betrachtungen geht a durch den Punkt /dann Q"eor/
und a/ /Aob. 2.1./.

A ;lfsxrtt . W s ein Kegelschnitt des Blndels [\W] ist,der
durch oén Punkt XeR geht.
Aus der Definition des Bundels [WJ und aus der Art der Wahl der Ebeneor
geht hervor, daB sx eine aus zwei Elementen {Q",Y} bestehende Menge
ist, wo Y ein bestimmter Punkt der Ebene a /Y kann Punkt Qj sein/
ist, Y kann auger daa Punkt auch unendlich viele Punkte der Ebener
haben /wenn s o t,/.

Bestimroen"wir %olgende Transformation F der Punkte X«P3.
Definition 2:

[Y wenn sx * uc  FY
F/x/ - = AQx wenn sx™ = JQjQiJ

is. _ wenn die Menge unendlich viele Punkte der Ebene a hat.
Bezeichnen wir die Ebene a ais Projektiogsebene, die Transformation
F ais gquadratisches Projizieren des Raumes P~ auf die Projektionsebene
a, den Wert der Funktion F/X/ fOr das bestimmte X als quadratische
Projektion des Punktes X auf die Projektionsebene a , den Kegelschnitt
sx als Kegelschnitt, der den Punkt X projiziert.
Definition 3:
Bezeichnen wir die quadratische Projektion der Menge Z der Punkte des
Raumes als Menge der quadratischen Projektion auf eine gegebene Projektion-
sebene a einzelner Punkte dieser Menge. Weil die Projektion jedes von den
Fundamentalpunkten , Q2 die ganze Projektionsebene ist, betrachtet man

nur solche Mengen, zu denen die Punkte @Q# und Q2 nicht gehehen. Nehmen
wir folgende Bezeichnungen an:

X2 = F/X/
thr .= 01ATT



t 12 := e2 nJT
Ts= eilne durch die Gerade t und den Punkt Q2 be-
stinmte Ebene
kT =X o2

Wir beweisen folgenden Satz:
SATZ 2.1.

Fur einen beliebigen Punkt XePO,

/i/ X tt -»/X*> eine Menge ist, die aus einem Element besteht X~£ t
/ii/ X €/r —tt1 - KT /=s»X2 = Qx]

/iii/ X E/€ £1 {QJ/ u /KT - Ig2)/ —» X2 =t ej

Bewelis :

Unmittelbar aus dem Satz 1.1 und der Definition 2 ergibt sich, da3 jedem
Punkt X des projektiven Raums eine eindeutig bestimmte Menge s Zu-
geordnet ist. Betrachtet man verschiedene Lagen des Punktes X in bezug
auf das System <QjQ2 £1 e2™ * dann folg* daraus:

1° Wenn der Punkt X -et und X~ekT , dann geht durch ihn genau rur

ein projektiver, zum BOndel [W2J gehOriger Kegelschnitt /der degereriert
oder nicht degeneriert sein kann/, der die Projektionsebene a in zwei

Punkten und X2 schneidet. Der Purkt X° der Projektionsebene ist
die quadratische Projektion des Punktes X auf die Projektionsebene a .
Wenn Xeor , dann X2 = X; wenn X £/ u &2/, dann X2 fc k £2 « Fflr
die Punkte ¥~ ¢1 ist die Ebene, iIn der sich ein den Punkt x projizie-
render Kegelschnitt s befindet, anders ais die Ebene 1 /sie schnei-
det X in der Achse 1)/(. Daher X2~ et jt. Wenn Xet , dann XZ:Q’\.
2° Wenn X tt und X / oder XekT und X/ Q2, dann ist die
den Punkt X projizierende Linie ein zu zwei Geraden t i und k~ de-
generierter Kegelschnitt. Weil t £~co , dann ist X2 eine ausgedehnte

Projektion des Punktes X sowie die Menge der Punkte der Geraden t #+”/.

2

In der Abbildung 2.1 ist der Punkt P~ die quadratische Projektion
des Punktes PN, der Punkt 0, - der Punkt PgtT , die Gerade t
der Punkt Pjf tt J, ES sei X2 ein beliebiger Punkt der Projektionsebene
anders ais der Punkt Q,, Dann geht aus dem Satz 1.1 hervcr, da3 durch

N

den Punkt X genau ein degenerierter oder nicht degenerierter Kegel-
schnitt des Btlndels [W2) geht. Wenn dabei X2-1 , dann ist der Kegel-

~NOie Gerade Tt , ist die ausaedehnte Projektion des Punktes X
/[5] S.40-30/.
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schnitt Sy2 nicht in der Ebene t enthalten /er schneidet sie nur in
zwei Punkten und Q2/. Wenn dagegen X 6 /t -{Q~"}. dann sx2ct
und sie ist es fdr j den Punkt X2 der zu zwei Geraden t und «,- de-
aenerierte Kegelschnitt.

Wenn der Punkt X mit dem Punkt Q'/\ zusammenfallt, dann gehen allé
Kegelschnitte des Biundels [W]. duroh diesen Punkt. Man beschrankt sich
hier auf die durch den Punkt gehenden Kegelschnitte, die in der Ebene
T enthalten sind. 2

Weil jeder beliebige Kegelsch Titt des Btindels [W J die projizierer-

de Linie jedes auf ihm liegenden Punktes ist, dann geht daraus hervor:

SATZ 2.2.
2

il Beder Punki X — £/t &7 / der Projektionsebene ¥ ist die
quadratische Projektion unendlich vieler Punkte X - t/t KT / ;
besonders wenn X2~ e t dann ist sie die Projektion unendlich
vieler Punkte X~et, oer Pu.ckt ist die Projektion unendlich
vieler Punkte X: Xe/t- t - kT

/iil Die Gerade t~cjr ist die Projektion unendlich vieler Punkte

Xt/tx KT /.

Unmittelbar aus den Satzen 2.1 und 2.2 folgt :

SATZ 2.3.

Die quadratische Projektion bildet den Raum P3 - (Q”™, Q2} auf die
Projektionsebene dr ab. Festpunkte in dieser Abbildung sind allé nicht
zu der Geraden t Ci gehOrigen Punkte der Projektionsebene X
In vveiteren Paragraphen beschSftig't man sich mit den Eigensc?aften der

quadratischen Projektion, wobei man die Mengen des Raumes P ausnutzt.
§ 2. Quadratische Projektion der Geraden

Man unterteile die Menge aller Geraden des Raumes /die nicht durch

die Punkte , Q2 gehen/ in zwei Klassen:

1. Geraden in allgemeiner Lage - windschief zu den Geraden 1, t Sj und
ki
2. Geraden in besonderer Lage - Geraden des Raumes, die nicht in allge-

meiner Lage sind.

Wie aus dem Satz 1.2 folgt, ist die Menge der die Punkte der Geraden p
projizierenden Kegelschnitte due Flache ¢ ° zweiter Ordnung. Daraus
folgt.



SATZ 2.4.

Die quadratische Projektion der Geraden ist eine Kurve, die ein Ke-
gelschnitt ist.
Bezeichnen wir mit /K2/ die Familie aller geradlinigen Flacheh zwéiter
Ordnung, die die Ebene t ~ im Punkt berOhrt und die Ebene t ™~ im
Punkt Q_A.
Au(3er den nicht zu /f / degenerierten, garadlinigen Quadriken /auBer ein-
schaligen Hyperbéloiden, hyperbolischen Paraboloiden/ und den Kegeln zShtt
man auch dié zu zwei Ebenen und &2 degenerierte Quadrik und die
ddppelten durch die Achse VQgQ2/ gehenden Ebenen.

Unmittelbar aus dem Satz 1.2 und der Definition 4 folgt:

SATZ 2.5.

Durch jede nicht durch die Punkte @, Q2 gehende Gerade p der pro-
Jjektiven Raumes geht genau eine die Gerade p projizierende Flache und ist
die Flache der Familie /K2/ .

SATZ 2.6.

Oede Flache der Familie /KZ/ ist die Flache, die unendlich viele auf
ihr liegende Geraden projiziert.
Betrachtet man die charakteristischen Lagen der Geraden in bezug auf das
System < QrQ2 £1 62 " danl muiP man genauer derér quadratische Projektio-
nen auf die Projektionsebene x untersuchéh.

Geraden ih allgemeiner Lage
SATZ 2.7.

Wenn sich die Gerade p in allgemeiner Lage befindet. dann ist ihre
quadratische Projektion auf die Projektionsebene ¥ ein nicht degenener-
ter Kegelschnitt, dér die Gerade t im Punkt berthrt und die Ge-
rade t in z.véi réellen, uoneinander verschiedénen oder zusammengefal-

lenen Punktert schnéidet.
Beweis:

Setzen *vir voraus, daf3 die Gerade p sich in allgemeiner Lage in bezug
auf das System . L1 £2° befindet. Auf Grund des Satzes 1.2 /l¢, 2e/
ist die projektive FISche ¢ 2 der Geraden p eine nicht degenerierte,
geradlinige Quadrik oder ein Kegel. Weil die Projektionsebene ¥ durch den
Beruhrungspunkt Q» der Ebene 6"~ mit ¢/ und t ¢-N-c0p geht, dann

ist der Durchschm 11 der Fléche 0 2 durch die Projektionsebene “ ein
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nicht degenerie rter Kegelschnitt p , der die Gerade t £, im Punkt Q,*
berShrt. Die cbene 62 berdhrt die projizierende Flache S?p im Punkt
Q, und schneidet sie im reellen, zu zwei verschiedenen Oder zusammenge-
falienen Geraden degenerierten Kegelschnitt, die durch den Punkt Q2 ge-
hen. Die mit der Geraden t j.2 gemeinsamen Punkte dieser Geraden sind
gieichzeitig Schnittpunkte des Kegelschnittes des Durchschnitts mit t £2;
das sind also reelle Punkte.

2

Bezeichnen wir die Quadrik der Familie /K2/ mit 0.7 d h

uneigentliche Gerade der Projektionsebene a1 bestimmt ist. Wir nennen sie
die Verschwindquadrikl. Aus dem Satz 2.7 folgt, dap eine beliebige Gerade
p die Ouadrik 0T genau in zwei Punkten schneidet. Bezeichnet man die-
se Punkte mit und R2, dann erhSIt man:

Schlupfolgerung

1° Wenn R~ und R2 voneinander verschiedene, reelle Punkte sind, dann
ist die quadratische Projektion der Geraden p eine Hyperbel

2° Wenn die Punkte R™  und R2 zusammenfallen, dann ist die quadratische
Projektion der geraden p eine Parabel

3° Wenn R. und R2 imaginSre, konjugierte sind, dann ist die quadrati-
sche Projektion der Geraden p eine Ellipse

Un die Punkte R, und R, zu konstruieren, ist es genug, durch die Gera-
de p eine beliebieg Ebene zu fiuhren und den Durchschnitt ¢ x durch die-

se Ebene zu bestimmen. Die gemeinsamen Punkte des erhaltenen Durchschnitts

und der Geraden p sind die gesuchten Punkte und R,

In der Abb. 2.2 fflhrte man durch die Gerade p die Ebene a . Weil die

Punkte: Xa , 1,2,3 und 4 die gemeinsamen Punkte der Ebene o« und der
Quadrik sind, dann bestimmen sie eindeutig.den Kegelschnitt des Durch-

schnittes der Quadrik durch diese Ebene. Die Gerade p schneidet den so
bestimmten Kegelschnitt in den Punkten R~ und Rg.

Einzelne Punkte des Kegelschnittes des Durchschnittes bestimmte man,
indem man mehrmals den Satz von Pascal benutzte. Besonders bestimmte man
den zweiten uneigentlichen Punkt dieses Kegelschnittes - B° ; man erhielt
ithn, indem man den Kegelschnitt des Durchschnittes durch eine uneigentli-
che Gerade der Ebene o schnitt und die Asymptoten und das Zentrum der
entstandenen Hyperbel bestimmte.

b. Geraden in besonderer Lage

SATZ 2.8.

Wenn die Gerade p in keiner der Ebenen e, t2 enthalten ist.wind-
schief zu 1 ist und die Gerade t Oder die Gerade kKT schneidet,dann
I/lan verwendete diesen Terminus analogisch zur Verschwindebene in der

Zentralprojektion.Die quadratische Projektion dieser Quadrik sind uneigent-
liche Punkte der Projektionsebene.
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ist der zu zwei Geraden te” und p/ t degenerierte Kegelschnitt
die quadratische Projektion dieser Geraden. Die Geraden t und T/ t£g
schneider, sich im Punkt P/ Q

Beweis:
1° Setzen wir voraus, da3 die Gerade p windschief zu «/ tg/ /Abb.
2.3a/ ist. Dann sind die Geraden t, und kT die Erzeugenden der

i 2
nicht degenerierten, geradlinigen Quadrik 0 p , die die Gerade p pro-

jiziert. Weil die Projektionsebene or durch die Erzeugende te/\geht

und anders als ist, dann berthrt sie die FISche 0D im Punkt P,
der auf t liegt und anders als ist. Daraus folgt, dap Jr die
Quadrik 0p in noch einer Geraden 'p schneidet, die durch den Punkt

P und den Punkt Tp geht, in dem die Gerade p die Projektionsebene
o schneidet /wenn ~ethb Der Kegelschnitt p2/t fc~, 'p/ st
die quadratische Projektion der Geraden p.

2° Wenn die Gerade p die K schneidet, dann ist der Punkt, wo sie sich
schneiden, gleichzeitig ein f£)r die Geraden gemeinsamer Punkt wie auch
ein Scheitel des die Gerade p projizierenden Kegels /Abb. 2.3b/. Die
Projektionsebene J schneidet diesen Kegel in einer Erzeugenden t ,
sowie in einer Erzeugenden p. Weil die Ebene x diesen Kegel nicht
berthrt, sig die Gerade 'p anders als t ty und schneidet tt2 im

selben Punkt wie die Gerade p.

Fur die Geraden, die in den Fundamentalebenen enthalten sind, erhalten wir

unmittelbar aus dem Satz 1.2 /3° und 4°/.

SATZ 2.9.
Die quadratische Projektion einer beliebigen in der Ebene oder
in der Ebene i,g enthalfenen Geraden ist ein zu zwei Geraden t pj und

t e2 degenerierter Kegelschnitt.

SATZ 2.10.

Wenn die Gerade p einen mit der Geraden 1 gemeinsamen Punkt hat,
dann ist die quadratische Projektion dieser Geraden eine doppelte Gerade
ta/v,v/, wo a-=/p,1/.

Bezeichnen wir mit RIr/Q, , t ty/ die Dreiparameterfamilie der Kegelschnit-
te der Projektionsebene x , die durch den Punkt Q” gehen und oie Gera-
de t £~ im Punkt berihren und mit der Geraden t 12 gemeinsame ,re-
elle Punkte haben.

Zu dieser Familie, auper den nicht degenerierten Kegelschnitten, rechnet
man auch zu zwei verschiedenen Geraden degenerierte Kepelschnitte, von e
nen eine die Gerade t ist. Xhr gemeinsamer Punkt ist anders als cer

Punkt
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Zwei zusammengefallene Geraden schneiden te, im Punkt Q, wie zwei in
t zusammengefallene Geraden.

SATZ 2.11.

Durch jeden Kegeischnitt der Familie R™/0”, tt / geht genau eine
FISche , die eine Gerade des projektiven Raumes P~ projiziert.

Beweis:

le Setzen wir voraus, &3 der Kegeischnitt a2 der Familie RN/QM.t t
nicht degeneriert ist und die Gerade t in 1Al Punkten und A2
/Abb. 2.4/ schneidet . Bezeichnen wir mit /3 den mit der Ebene
gemeinsamen Punkt der Geraden /~q ~/.

1° /¥ bum AN/ A2, dann sind die Geraden /Q]7~/ und /72A1™ wind"
schief zueinander. Betrachten wir zwei Ebenenbl chel ; eines mit der
Achse /Q™MAg/ und das zweite mit der Achse /~™MIN und s6tz6n wir in
ihnen folgende Zuordnung fest: jeder Ebene eines BUschels ordnet
man solch eine Ebene to0 des zweiten Btlscels zu, ihre Schnittli-
nie durch einen beliebigen Punkt des Kegelschnittes a geht. Solche
Transformation bestimmt die projektive Korelation dieser BUschel. Die
Menge der Schnittlinien, in denen sich die homologen Ebenen beider BU-
schel schneiden, ist die geradlinige Quadrik, die die Ebene +ti 1im
Punkt und die Ebene €2 im Rkt 02 berthrtY

1° 2/ Wenn A" = A2, dann schneiden sich homologe Ebenen beider Ebenen-
bischel in den Geraden des BUndels /A,/, indem sie den Kegel mit dem
Scheitelpunkt A3 und der Direktrix 42 /den Zylinder, wenn A3 ein
uneigentlicher Punkt ist/ bestimmt. Dieser Kegel berUhrt die Ebenen
g, und £2, und die Punkte Q,Q@gehUren dem Mantel dieses Kegels
an. Setzer. wir voraus, daP :

2° a2 sin zu zwei Geraden /t IV degenerierter Kegeischnitt ist, wo
die Cerade a die t im Punkt A / und s/ t c¢? schneidet .Be-
zeichnen. wir _die mit der Geraden t . esmeinsamen Punkte des Kegel-
schnittes a2 mit AN = den mit der Ebene s gemeinsamen Punkt
der Geraden /ANQ2/ mit A3; den gemeinsamen Punkt der Geraden t-ud
2 mit T. Betrachten wir zwei EbenenbUschel: Eins mit der Achse /TQ~/
und das zweite mit der Achse /A3Q1/. Die Gerade d' ist windschi“ef au
den beiden Achsen. Es sei 2 = ¥/ |/ eine Funktion, die jeder Ebe-
ne C~ des BUschels /TQ2/ im BOschel /A3QY solche Ebene Zu-
cronet, die sich mit ithr in der Geraden -a schneidet.

Solche Transformation ist projektiv, und die Menge der Geraden, iIn de-
nen sich die homologen Ebenen beider BUschel schneiden, eine geradli-
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nige Quadrik, die die t” im Punkt Q@ und die Ebene £2 jn Punkt
Q2 berthrt.

3° Wenn a2 ein zu zwei Geraden t© und 2 degenerierter Kegelschnitt
ist, dann geht durch jeden Punkt dieses Kegelschnittes ein zu zwei Ge-
raden degenerierter Kegelschnitt des Bdndels [W], won deren eire
Gerade zum BOschel /3 gehdrt, und die zweite zum BOschel
Beide Geraden schneiden sich iIn der Geraden k/ t~/ « Die Menge die-
ser Kegelschnitte bestimmt die Ebene und die Ebene t2-
Oaraus folgt, dap die projektive Fléche_einer Geraden a, deren quad-
ratische Prcjektion ein Kegelschnitt a ist, eine zu zwei Ebenen t~
und 62 degenerierte Quadrik ist.

4° Wenn a2 eine doppelte, die t in Punkt Q™ schneidende Gerade ta
ist, dann bestinmen der Punkt Q2 und die Gerade ta genau eine Ebene
a , die eine degenerierte jede in ihr enthaltene Gerade projizierende
Quadrik ist, wenn diese Ebene doppelt ist.

5° Wenn a2 eine doppelte Gerade t ist, dann ist die projizierende
Quadrik der Geraden des Raumes eine doppelte Ebene 1 .

Aus den SStzen 2.11 und 2.6 folat:

SATZ 2.12.

Deder Kegelschnitt der Familie Rjj-AQ,t £./ ist die Projektion unen-
dlich vieler CGeraden des projektiven Raumes P .

8 3. Quadratische Projektionen ebener Figuren

Betrachten wir eine Ebene a , die keine Gerade 1 enthélt. Aus der
Definition 2 geht hervor, dap die quadratische Projektion dieser Ebene die
ganze Projektionsebene ist.

Oedem Punkt der Ebene a ist eindeutig seine quadratische Projektion auf

die Ebene I zugeordnet, und jeder Punkt der Projektionsebene jr ist die

quadratische Projektion /oder gehdrt zur ausgedehnten Projektion/ minde-

stens eines Punktes der Ebene a . Bezeichnen wir die quadratische Pro-

Jektion der involutorischen, zentralen.Kollineationsachse der Ebene
Emit s .

SATZ 2.13.

/i/ Die quadratischen Projektionen verschiedener, homologer Paare in KO
reelier Punkte der Ebene a sind als Supere Punkte des Kegelschnit-
tes ¥ zu betrachten.
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/ii1/ Die quadratischen Projektionen der Paare der reellen, zusammengefal-
lenen Punkte der Achse sa sind als Punkte des Kegelschnittes sa
zu betrachten.

/iii/ Die quadratischen Projektionen der imaginaren, konjugierten Punkte-
paare der Ebene a , homolog in der Kollineation KQ , sind als
innere Punkte des Kegelschnittes sa  zu betrachten.

SATZ 2.14.

/i/ Deder a&uPere Punkt des Kegelschnittes sg ist die quadratische Pro-
jektion /oder gehOrt zur ausgedehnten Projektion/ zweier verschiede-
ner, reeller, in Kd homologer Punkte der Ebene a

/ii/ Die Punkte des Kegelschnittes s4 sind die quadratischen Projektio-
nen der in der Kollineation Ka zusammengefallenen Punktepaare der
Ebene a

/iii/Deder innere Punkt des Kegelschnittes s% ist die quadratische Pro-

Jjektion der homologen, imaginaren, konjugierten Punktepaare der Ebe-
ne a

Betrachten wir jetzt algebraische Kurven, die in der Ebene a enthalten
sind.

a. Quadratische Projektion einer Geraden, die in der Ebene a enthalten
ist

Setzen wir voraus, daQ die in der Ebene a enthaltene Gerade a
adf- -0 als die Kollineationsachse sa dieser Ebene ist und durch keinen
der Punkte ,Q2, Sa geht . Auf Grund der Schlupfolgerung 1 /Satz 1.5/
schneidet die Ebene a die die o~ projizierende Flache auch in der
zweiten Geraden &, die mit der Geraden a in der Kollineation Ke ho-
molog ist. Daraus folgt, dap die Ebene a also die Flache ¢~ im Punkt
P_2ber'uhrt, wo sich die Geraden a, a. und Pesa schneiden. Der Kegel
cha /auf Grund des Satzes 1.6/ ist 'In diese Flache eingeschrieben. Auf
Grund der Satze 2.4 und 2.13 erhalten wir:

SATZ 2.15.

Oie quadratische Projektion einer beliebigen, in der Ebene a ent-
naltenen, anderen als sa und durch keinen der Punkte 0., 0,,, Sa ge-

R
hende Gerade ist ein Kegelschnitt, der den Kegelschnitt im Punkt Q
und in einem Punkt berthrt, der die quadratische Projektion des fir

die Geraden a und s gemeinsamen Punktes P ist. Dieser Kegelschnitt
ist die quadratische Projektion auch der mit der Geraden a in der Kolli-
neation Ka homologen Geraden a‘\
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In der Abb. 2.5,, wahrend man die Ebene m ais Bildebene betrachtet, oe-
stimmte man die quadratiscbe Projektion s”  der Kollineationsachse s,
der Ebene a /der Punkt W~ st die quadratiscbe Projektion des die CGe-
rade sa _projizierenden Scheitels des Kegels/ und die quadratiscbe Pro-
jektion a = a™eder homologen Geradenpaare a und a, dieser Ebene.
P2 ist die quadratische Projektion des Punktes, wo die Ebene a die Fla-
che ¢ 2 berihrt, hn—anlr T—an)K , Ta_=a,nx . Die Gerade

t bertfire die Kegelschnltte 32 2a" J"m P&nkt

b; Quadratische Projektion eines Geradenbischels der Ebene

Betrachten wir das Geradenbischel /a, b, c, .../ mit dem Scheitel-
punkt P und der Grundebene a und bezeichnen wir mit A, B, C, ... die
gemeinsamen Punkte einzelner Geraden dieses Bischels mit der Geraden <D
Aus den 2 und 2’ des Satzes 1.5 sowie aus dem Satz 2.4 folgt:

SATZ 2.16.

Wenn der Scheitelpunkt P des Geradenblischels mit der Grundebene a
nicht zur Geraden s gehflrt, dannist die Familie der Kegelschnitte,die
durch die quadratische Projektion P des Scheitels dieses Bischels ge-
hen und den Kegelschnitt 5% im Punkt 0, und in entsprechenden Punk-
ten A%, B?,C?, ... /Abb. 2.6/ berthren, die die quadratische Projektion
der Punkte A, B, C,... sind, die quadratische Projektion dieses Bischels.

SATZ 2.17.

Wenn der Scheitelpunkt P des Geradenblschels der Ebene a zu =
gehirt,dann ist das Bischel der Kegelschnitte mit den Fundamentalpunkten
Q’\,P2 , die in diesen Punkten die entsprechenden, den Kegelschnitt A
in erwahnten Punkten /Abb. 2.7/ berihrenden Geraden tt”~ und t be-
rihren, die quadratische Projektion dieses Bischels.

Betrachten wir zwei Geraden a,b der Ebene a , die sich im Punkte

P~ e S« schneiden, Es sei aq eine homologe, mit der Geraden a in
der Kollineation Kk Gerade, b” - eine mit der Geraden b homologe Ge-
rede, Pi= T b R=anbj, R =aj /1 b.

Aus der Schlupfolgerung 2 des Satzes 1.5 sind die Punktepaare P und P,
R und homolog in der Kollineation Ka der Ebene a

Daraus folgt:

SATZ 2.18.

Wenn zwei verschiedene Geraden a und b der Ebene o< nicht homo-
log in der Kollineation Ka sind, dann paben ihre quadratiscnen Projek-

103



tionen auper dem Punkt Q, und der gemeinsamen Tangente in diesem Punkt
zwei reelle , gemeinsame, voneinander verschiedene oder zusammengefaliéné
Punkte, von denen eir.er - P> = P2 die quadratische Projektion des geme-
insamen Punktes fir die Geraden aund b, a, und bp, und der zweite

R = 2 , die quadratiscbs Projektion des gemeinsamen Punktes des Geraden
a mit der ¢rzeugenden b®, die nomolog mit der Geraden b in der Kolli-
neation Ka /&~ und bV ist.

Die Abb. 2.8 stellt zwel Geraden a,b der Ebene <« dar,die sich im Punkt

P schneiden, und solche, dap ®a und nicht degenerierte, geradli-
nige Quadriken sind.

c. Quadratische Projektion eines Kegelschnittes uid einer beliebigeu,
algetraischen, ebenen Kurve Gn n-ter Ordriung /n > 2/

Auf Grund 1.3 bestimmen die die Pur.kte der ebenen Kurve Cn proji-
zierenden Kegelschnitte die Flache ®~n 2n-ter Ordnung. Bezeichnen wir
diese Flache ais die die Kiirv, Cn arojizierende Flache. Die Ebene a
schneidet diese Flache in der algebraischen Kurve C2n 2n-ter Ordnung.

SATZ 2.19.

Die quadratische Projektion der algebraischen; ebenen Kurve C n-ter
Ordnung auf die Projektionsebene s 1iat sine algebraische Kurve C2n 2n-ter
Ordnung -

Betrachten wir genauer die quadratische Projektion des Kegelschnittes.
Die projizierende Flache des Kegelschnittes ist die FISche ¢ 4 vierter Ord-
nung, deren Eigenschaften in Kapitel 1.

Abb. 1.4 und 1.5 beschrieben wurden. Setzen wir voraus, dap der in der Ebe-
e a enthaltene Kégelschnitt a2 sich nicht auf Sich selbst in der Kol-
lineation K~ /Abb. 1.4/ abbildet. Bezeichnen wir mit A2 den Punkt, in
dem der Kegelschnitt s. dieser FISche die Projektionsebene 3 schneidet,
nit B> den gemeinsamen Punkt des Kegelschnittes mit ce.- Projektions-
ebene it /anders als Q,/. Die Ebene a schneidet die Fiache (40 in
der Kurve C4 vierter Ordrllungt die durch die Punkte Q", A2 und Bza, die
Ebene in der Geraden t geht. Die Gerade t berilhrt die C4
im Punkt Q™. Die Ebene dr schneidet die Ebenen T~ und T2< die die
Kegelscnnitte s, und sbp in den Geraden t, und t_ enthalten. Diese
Geraden bertlhrerdie Kurve C* entspre(:hend4 in den Plnkten A’ und B .
Die Ebene £5 berthrt beide Schalen der FISche ®4o. Durch den Punkt

gehen 2anel Bogen dieser Kurve, beide bertlhren die Gerade t ist
also ein Doppelpunkt der Kurve C4 und die Kurve hat in ihm ihre Spitze.
Der Kegelscnnitt ist ein Durchschnitt des Kegels durch die

Projektionsebene » und hat acht nit der Kune C' gemeiﬁ‘game Punkte.
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Vier von ihnen fallen im Punkt zusammen, die anderen je zwei sind
Schnittpunkte, die fir den Kegel und die Flache d)42 der Kegelschnitte
¢ ud o gemeinsam sind.

Daraus folgt:

SATZ 2.20.

Die quadratische Projektion des Kegelschnittes a2 , der sich nicht
in der Kollineation Ka auf sich selbst abbildet, ist eine algebraische
Kurve a4 vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt Q*. Wenn die Ebene a
die Projektionsebene a ist, dann ist ihre quadratische Projektion die
Kurve vierter Ordnung, die zu zwei Kegelschnitten a® ud a’ homolog
mit sich in der Kollineation Ki. degeneriert wird. Oabei wird ° zum
doppelten Punkt degeneriert.

Der zweite Teil des Satzes folgt aus der Tatsache, dap die Projektionsebe-

ne > durch den Punkt Qi geht. Dann ist, jeder Punkt des Kegelschnittes

a homolog mit .Q", der Kegelschnitt & wird also zum doppelten Punkt
degeneriert.

Die uneigentliche Gerade der Projektionsebene a schneidet die Kurve
a in vier Punkten, von denen allé reell, zwei reel und zwei imaginar kon-
Jugiert, Oder auch beide Paare,imaginar konjugiert sein kflmen. Diese urei-
gentlichen Punkte der Kurve a sind die quadratische Projektion der ge-
meinsamen Punkte des Kegelschnittes a2 mit der Verschwindquadrik. Der
Doppelpunkt der Kurve a ist die quadratische Projektion der reel-
len /voneinander verschiedenen Oder zusammengefallenen/ Oder auch der ima-
ginaren, konjugierten, gemeinsamen Punkte des Kegelschnittes a2 mit der
Ebene T . Im anderen Fall ist Q. ein isolierter Doppelpunkt der Kurve
a . Wenn zwei reelle, VerschiedeneA: vom Punkt Sa  an den Kegelschnitt
a® gefuhrte Tangenten bestehen, dann sind A> ud B® zwei Punkte der
Kurve ad. Sie fallen zusanmen, wenn auch beide Tangenten zusamnenfallen

Wenn beide Tangenten imaginer -ud konjugiert sind, dann sind A ud
B~ imagingre Punkte der Kurve a.

In der Abb. 2.9 bestimmte man die quadratische Projektion des Kegel-
schnittes a? der Ebene a , der die Gerade s,, imPunkt T berdhrt
und die Ebene r schneidet. Schneidet auch die Verschwindquadrik in imagi-
naren, konjugierten Punktepaaren. Diese Projektion ist eine nicht degene-
rierte Kurve a vierter Ordnung ohne reelle, uneigentliche Punkte mit
dem isolierten DoppelpunEt b, 4

Der Kegelschnitt s hat mit a  acht gemeinsame Punkte, von de-
nen vier im Punkt Q und vier im Punkt T2 zusammenfal len. T2 ist die
quadratische Projektion des Berihrungspunktes des Kegelschnittes mit
der Geraden . Die in der Abb. 2.10 dargestellte Kurve vierter Ordnung
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ist die quadratische Projektion des Kegelschnittes a2 , der sich nicht
auf sich selbst iIn der Kollineatlon Ka abbildet, die die Verschwind-
quadrik, die Ebene T und die Gerade s iIn Paaren versohiedener reeller
Punkte schneidet, der zwei reelle verschiedene an ihn voa Punkt Sa ge-
fOhrte Tangenten hat. Die bestimmte Kurve a  hat den Doppelpunkt ,
zwei voneinander verschiedene reelle, uneigentliche Punkte. In drei vone
nander verschiedenen Funkren Q, , 1> und 0° berthrt sie den Kegelschnit
sa , wobei der BerOhrungspunkt ein doppelter Punkt ist.

Wenn der Kegelschnitt a2 sich auf sich selbst in der Kollineation
/Abb. 1.5 und 2.11/ abbildet, dann wird die projizierende FISche ©¢p2 die
ses Kegelschnittes zur doppelten Quadrik degeneriert. Der Durchschnitt die-
ser FISche durch die Projektignsebene F ist also die zum doppelten Kegel-
schnitt degenerierte Kurve a . Oeder Punkt des erhaltenen Kegelschnittes
ist die quadratische Projektion der hotnologen Punktepaare des projizierten

Kegelschnittes” a. Die in der Abb. 2.11 dargestellte Kurve & kei-
rne reellen, uneigentlichen Punkte und schneidet den Kegelschnitt s in
den Doppelpunkten A%, 8 und in vier zusammengefal lenen Punkten - Mit

einer unterbrochenen Linie kennzeichnete man den Teil der Kurve, die die

Projektion der imaginSren, konjugierten Punktepaare des Kepe’schnittes a2
ist.
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