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£wa Lubaś

PROJEKTXONEN, DIE MIT DER QUADRATISCHEN PROJEKTION KONJUGIERT SINO

EINLEITUNG

Im A r t ik e l  unter den T i t e l  "Zur quadratischen Transformation d r e id i -  

mensionalcn projektiven Raumes auf die Ebene“l 7 gab man die Definition aines 

Bdndels [W2] der Kegelschnitte  an.dessen Basis das Grundsystem 

i s t  / ł ^ » 62 -  zwei b elieb ige  Ebenen im projektiven Raum, Q^*Q2 " beliebige  
Punk t e ,  die entsprechend zu diesen Ebenen gehflren/,  Man bevvies eine Reihe 

von seinen Eigenschaften und w e i .e r ,  indem man das angenommene Bdndel als  

Projektionsapparat behandelte, beeprach man die Transformation zweiten Gra

dés des projektiven Raumes auf die Ebene.
Das Thema des vorliegenden A r t ik e ls  i s t  das Problem der Eindeutigkeit  

der so d efin ier ten  quadratischen P ro jek tio n . Man la s t  das Problem m lttels  

der entsprechend engepafSten zentralen bzw. mit der quadratischen Projektion  

konjugierten Projektionen.
Am Ende der Arbeit gan man B eisp ie le  der Anwendung der quadratischen Pro
je k tio n  zur.LOsung bestimmter Aufgaben der ebenen, projektiven Geometrie an.

Das die unten d a r g este llte n  Betrachtungen auf den im A r tik e l  "Zur qua

dratischen Transformation dreidimensionalen projektiven Raumes auf die Ebe
ne” , durchgefOrten Ergebnissen beruhen, dann i s t  es notwendig.sich auf die 

dort angegebenen SStze zu berufen. Wir werden ihre Nummern anführen / Z . B .  

1 , 1 ,  1 . 2 , . . . ,  2 . 1 ,  2 1 2 , . . . /  ohne jedes Mai zu erlflutern, dap es sich hier  

gerade urn die Sâtze in dieser Arbeit handelt.
Hier werden dieselbenn Symbole wie in der vorigen Arbeit verwendet.

17 [3]
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KAPITEL I

Projektionen, die mit der quadratischen Projektion konjugiert sind 

Nach 2.2*^bildet die quadratische Projektion nicht eindeutig dan pro-
3

jektiven Raum P auf die Ebene or ab; Das genQgt nicht, dap man die qua

dratische Projektion das Punktes kannt, urn eindeutig die Lage dieses Punk- 
tes im Raum in bezug auf das Grundsystem <QjQg &2 > zu bestimmen.
Urn die Figur, die auf or die quadratische Projektion ist, eindeutig zu 
"rekonstruieren", verwenden wir dazu eine der bekannten Arten der Projek
tion dieser Figur auf die Projektionsebene or .
Wir fQhren den Begriff der sog. der Paare der konjugierten Projektionen ein.

§ 1. Konjugierte Projektionen der Punkte

Setzen wir voraus, dap die Projektionsebene or durch den Punkt Qj 

des Grundsystems <QjQ2 *1 L2^ geht. Betrachten wir drei Arten der Pro
jektionen desselben Punktes Pe P3 auf diese Projektionsebene:

2
1. quadratische Projektion - P
2. zentralprojektion aus dem Punkt Q2 - Ps
3. parallèle Projektion in durch die Gerade к bestimmter Richtung auf 

die Projektionsebenen or - P'

Definition I

Zwei von drei Projektionen der Punkte: die quadratische, zentrale aus 
dem Punkt Qj und die parallèle Projektion in Richtung к des Punktes P 
auf die Projektionsebene or - nennen wir die konjugierten ProjeKticnen die
ses Punktes.. Betrachtet man aile mOglichen Lagen des Punktes P in bezug 

auf das Grundsystem < Q^Q2 C1 und niroo,t man in Betracht die quadra
tische Projektion, die mit der Zentralprojektion dieses Punktes konjugiert
i s t ,  kdnnen wir folgenden Satz  beweisen:

SATZ I.1.

/ I / Wenn Р ~ е  (т  u t j u i ) ,  dann sind P8 , PZ v ersch ieden e, k o l i
neare Punkte und P8 ~ e  ( t  t(,2)

/ I I / Wenn P é [(6 2  -  kT) u ( o r -  t 6l)] , dann P2 « P8 und P8~  t  t fcl

/ I I I / Wenn P * Ł r IQj) -  tQ2fl. dann P2 .  p® -  Q1

1 / 13]
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/IV/ Wenn P € [t - t Łl - kT - l] , dann P2 = Q1 und Pse [t e - ̂0̂}]

/V/ wenn Pe [(t£l -{Q1})u(Kt -|Q2})] , dann P2 = t ̂  - Pse

Bewe is :

1° lj/ Setzen wir voraus, dap P~ e (Tu tjU С2 и э г ) . /АЬЬ. 1.1/

Niech 1.1 1° ist die projizierende Linie des Punktes P ein nicht de- 

generierter Kegelschnitt sp, der in der Ebene a(Q1>Q2,P) enthalten 

ist ; Aus der Definition 2 und dem Satz 2.1 folgt, dap Pe tw(a,ar) und

P2 •/ Qt.
Weil die Gerade (Q2p) in der Ebene a enthalten ist,dann folgt aus 
der Definition der Zentralprojektion des Punktes P, dap auch Pse ta 
und Ps / Q . Wir beweisen, dap P2 / Ps. Die Punkte Q., Q„, P, P2 

bestimmen das vollstândige Viereck (Q^QgP das in den Kegelschnitt 
Sp eingeschrieben ist. Dieses Viereck ist als Grenzwall des in diesen 

Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks ( Q1 = = zu be"
trachten. Seine Scheitelpunkte Qj , Q2 fielen im Punkt Q^zusammen, 

und die Scheitelpunkte Q2, Q2 im Punkt Qj. Die Seiten * pг

und Q2Q2 = P2=an£2 dieses Sechsecks berOhren den Kegelschnitt sp 
entsprechend in den Punkten Q  ̂ und Q2«

Aus dem Satz von Pascal folgt, dap drei Paare der gegentlberliegenden 
, Seiten dieses Sechseckes: p. und p_, (Q.P) und (Q„P), (Q_P) und 
(QjP ) sich entsprechend in den Punkten Va , Qj P schneiden ,die auf
einer Geraden p liegen, die als Pascal'sche Gerade genannt ist. 

s sFiele der Punkt P mit dem Punkt P zusammen, dann wflrde die Pas-
/ 2 scalsche Gerade pQ durch die Punkte , P = P gehen und der Punkt

P würde mit dem Punkt Ps * P2 zusammenfallen. Der Punkt P würde
also der Projektionsebene or angehüren, was der angenommenen Voraus-

s 2setzung widerspricht. Dann P / P .

12/ Wenn Pe ( - t£l), dann folgt aus dem Satz 2.1 - /I/ 1°, dap

P2 e (te2n ta) • Weil t&2 / t^, dann P2 / Q1. Aus der Defini
tion der Zentralprojektion des Punktes P folgt, dap auch Pse t̂ .

Weil P ~ £ &2 und Q2 ~ e , dann PS~t (t(,2u t5j). Daraus folgt, 
dap Ps / P2 und Ps / Die Punkte Ps, P2, Qj sind also paarwei-

se verschieden und kolinear.

Definition II
2

Die durch die Punkte P , Qj gehende Gerade nennen wir Ordnungsgera-' 
de des Punktes P. Andere Fâlle ergeben sich unmittelbar aus dem Satz 2.1 

und der Definition der Zentralprojektion.

Aus dem Satz 1.1 folgt:
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SATZ 1.2

о з
Wenn P die qundratische Projektion des Punktes PeP -{QjQg} auf

die Projektionsebene зг , Ps - die Zentralprojektion dieses mit der quad-
2

ratischen Projektion konjugierten Punktes ist, dann kOnnen die Pjnkte P 
und Ps in bezug auf sicb selbst und das Grundsystem <Q1Q2 62> eine

der folgenden Lagen annehmen:
s 2 о .

/I/ P , P , sind voneinander verschieden, kolinear und P ~ e (t£jVtj,2)

/IX/ P2 » Ps und (Ps~€ t£l Oder Ps = Qj )

/III/СР2 » Qj Oder P2 » tbl) und PS€ (t£l

Ourch die Kont reposition des Satzes x .2 erhalten wir die Schlupfolge~ung,
dap nich. jedes Paar (PSP2) eindeutig im projektiven Raum solch einen

2
Punkt P bestimmt, dap seine quadratische Projektion der Punkt P bzw. 
die Menge sp3. ist und die mit ihm konjugierte zentrale Projektion des- 
selben Punktes der Punkt Ps. Wir beweisen, dap gewisse Punktepaare (P®P2) 
eindeutig den Punkt P im projektiven Raum bestimmen.

SATZ 1.3.

Wenn dap Punktepaar- (PSP2) eine der folgenden Bedingungen einhait:
s 2/I/ P , P , Qj s nd vonainander verschieden und kolinear,

Ps ~ e (teiu **2)

/II/ P2 • Ps und Ps~e(t£lo te2)

/III/ P2 - ttl und Pse (ttl - IQj} - {vx}) , wo VT »tnk

dann bestimmt es eindeutig solchen Punkt Pep -{Qj, Q2} , dessen zentra
le Projektion der Punkt Ps ist, und die quadratische Projektion - P2.
Im Falle /I/ P~6 ( V u t ^ u v )

Im Falle / 1 1 / P * P2 - Ps
Im Falle /III/ P « Ps

Beweis:
o 21 Setzen wir voraus, dap wir mit /I/ zu tun heben. Wenn dabei P ~ e’t£,2,
dann folgt aus dem Satz 1.1, dap durch P2 genau elh nicht degenerier-
ter Kegelschnitt sp des BQndels [W2J geht. Oie Punkte Ps und Q1
bestimmen eindeutig die in der Ebene « enthaltene Gerade, in der/d.h.

in der Ebene of/ auch der Kegelschnitt sp enthalten ist .Weil P ~ € t£2
dann berflhrt diese Gerade den Kegelschnitt im Punkt Q nicht. Się

2
schneidet also s in zwei verschiedenen Punkten: Q0 und dem gesuch-

p g 2
ten Punkt P, dessen konjugierte Projektion das Punktepaar (P ,P )ist.
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Aus der Voraussetzung folgt, dap der Punkt P~-t (г ub.^t.ujr),

Wenn P“"« te,2, dann ist sp ein zu zwei Geraden (P , Q2) und (Q ŷ ) 
degenerierter Kegelschnitt, wo =(P2, Die Gerade (PSQ2)
ist in der Ebene des Kegelschnittes sp enthalten und schneidet die 

Gerade (Q^) im Punkt P / Va , dessen konjugierte Projektionen 
das Paar (PS, P2) sind. Weil (Q^) c c 1 und ( Q ^ a ) / t£j, dann 
Pe ( ^ 1 - t £l). Also P' é (т u tjUjr) ,

2° Haben wir mit /II/ zu tun, dann schneidet die Gerade (PSQ2) den nicht 
degenerierten Kegelschnitt sp in zwei verschiedenen Punkten Q2 und 
Ps. Der Punkt Ps ist also eindeutig durch das Punktepaar (PSP2) be- 
stimmt.

3° Wenn das Paar (Ps, P2) die Bedingung /III/ einhëlt, dann schneidet 
die Gerade (P“Q2) den zu zwei Geraden t£. und kT degenerierten

o

Kegelschnitt in zwei verschiedenen Punkten Q2 und P . Der Punkt 
Pse P3 -{Qĵ .Qg} und die zentrale Projektion dieses Punktes ist der- 
selbe Punkt Ps und die quadratische Projektion - die Gerade t£ .̂

Auf ahnliche Weise kann man beweisen:

SATZ 1.4.

/X/ Wenn P2 = Ps und Pse ttg* dann ist das Paar (Ps, P2) eine kon- 
jugierte Projaktion unendlich vieler Punkte der Geraden (PSQ„ ) 

/II/ Wenn P = Ps = Qji dann ist (P , P*) eine Projektion unandlich 
vieler Punkte der Geraden 1

/III/ Wenn p 2 = Qx und Pse tÊ1 -{Q^ , dann ist (Ps, P2) eine Pro

jektion unandlich vieler Punkte der Geraden (PSQ2)
/IV/ Wenn • P2 = t£̂  und Ps = (t£l, k,r ) , dann ist (Ps, P2 ) eine

Projektion unendlich vieler Punkte der Geraden kT .

Betrachten wir jetzt die quadratische Projektion, die mit der parallelen 
Projektion^eines gegebenen Punktes auf die Projektionsebene Ж konju- 
giert ist. Es sei Q2 die parallèle Projektion des Punktes Q2 auf die 
Projektionsebene ar , l'- die parallèle Projektion der Achse 1 auf die Pro
jektionsebene ar . Wir beweisen:

SATZ 1.5.

2 3
Wenn P* die quadratische Projektion des Punktes PeP - ,Q2}

ist, P'- die parallels Projektion desselben Punktes auf die Projektion-

^Es handelt sich um eine parallels Projektion in der Richtung der 
Geraden k. Oiese Projektion bezeichnen wir ais parallèle Projektion.

111



sebene ог , dann gehôren diese Projektionen zu demselben Kegelschnitt 
des EinparameterbQschels der Kegelschnitte der Ebene эг , die die Gerade 
tj ira Punkt Qj und die Gerade t2 im Punkt Q2 berdhren. Das Büschel 
dieser Kegelschnitte bezeichnen wir mit (эг2).

Beweis:

Sestimmen wir die parallèle Projektion Sp des Kegelschnittes Sp des 
Bündels [W2] , der den Punkt P auf die Projektionsebene x /Abb. 1.2/ 
projiziert. Unmittelbar aus der Eigensciaft der parallelen Projektion geht 
hervor.dap s' ein Kegelschnitt des BOschels ( ar2 ) ist, Pe Sp" und
P2 = P2é sp.

SATZ 1.6.

Wenn das Punktepaar (p'f P2) folgende Bedingungen einhSXt :
 ̂ 2 p

1. P ' , P gehOren demselben KegeXschnitt das BOschels (зг ) an, dar 
anders ist als die doppeXte Gerade 1'

2 . P> Q1 Oder P2 У Q2 '

3. P> Q2 Oder P2 / Q'
3

dann bestimmt es eindeutig solchen Punkt PeP , dessen parallèle Projek-1 ■■ ■ ■ p
tion der Punkt P' ist, und die quadratische Projektion - P .

Beweis:

Setzen »rir voraus, dap das Punktepaar (p̂  P2) zu einem Kegelschnitt s'
2 ■•■■•T- '* # P

des BOschels (зг ) gehOrt, der anders ist als die doppelte Gerade llDurch
jeden Punkt dieses Kegelschnittes fQhren wir eine zur Geraden к parallè
le Gerade. Die Menge dieser Geraden ist die Seitenflâche des Zylinders,der 
die Ebenen und &2 berOhrt, oder dieser Menge die Flâche zweiter

Ordnung, die zu den zwei Ebenen &2 degeneriert wird.
Der Kegelschnitt sp2 des BOndels [W2] 1st in dieser Flâche enthalten. 
Aus 2 und 3 folgt, dap die zu к parallèle Gerade durch den Punkt P' geht
und den Kegelschnitt s 2 genau in einem Punkt P schneidet. Der Punkt P

P • 2
ist die parallèle Projektion dieses Punktes. P ist die quadratische Pro
jektion dieses Punktes.

Wenn P’= Q, und P2 / Q0 • dann P = Q, .1 ь g 1
Wenn dagegen P' * Q2 und P^ / Q2 , dann P .* Qg.
Wir beweisen:

SATZ 1.7.

о  o
/I/ Wenn P ' , P e 1', dann ist das Paar (P*, P ) die konjugierte Projek

tion genau zweier voneinander verschiedener oder im Punkt Q1 Oder Q2 
zusamraengefaliénér Punkte des Raumes
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’/II/ Wenn P’ » und P2 = Q', dann ist das Paar (P̂  P2) die Pro

jektion unendlich vielar Punkte der zu к parallelan Geraden, die 
durch den Punkt Q, gaht.

2 0 11 o
/III/ Wenn P = P ■ Qg» dann ist das Paar (P, P ) die konjugierte Pro

jektion unendlich vieler Punkte der zu к parallelen, durch den Punkt 
Q2 gehenden Geraden.

FOr das Paar der konjugierten Projektionen (P-l Ps) gelten folgende Sëtze: 

SATZ 1.8.

Wenn P' die parallèle Projektion des Punktes P t P3 -{<32), P8 die 
zentrale Projektion aus dem Punkt Q2 dieses Punktes auf die Projektion- 
sebene x ist, dann sind die Punkte P', Q2, Ps kolinear /besonders zwei 
von ihnen kdnnen zusammenfallen / oder P' » P =

SATZ 1.9.

Wenn die Punkte P", Ps, Q2 kolinear sind /besonders zwei von ihnen 
kflnnen zusammenfallen/, dann bestimmt das Punktepaar (Pj Ps) eindeutig 
solchen Punkt P des Raumes, dessen parallèle Projektion der Punkt P'ist. 
Der Punkt P8 ist die zentrale Projektion aus dem Punkt Qg.Wenn P'» P8=<̂' 
dann ist Paar (Pj Ps) die konjugierte Projektion unendlich vieler Punkte 
der zu к parallelen, durch den Punkt Q2 gehenden Geraden.
Im nSchsten Paragraph beweisen wir, dap es ein beliebiges Paar der konju
gierten Punkte eines gegebenen Punktes zu kennen genOgt, um die dritte Pro
jektion dieses Punktes zu bestimmen.

§ 2. Konstruktion der guadratischen Projektion des Punktes

Setzen wir voraus, dap ein Paar (P̂  Ps) der konjugierten Projektio- 
nen des Punktes P gegeben ist. Aus dem Satz 1.1 ergibt sich die Art und 
Weise der Bestimmung der quadratischen Projektion eines beliebigen Punktes 
des Raumes, wenn die parallèle und zentrale Projektionen dieses Punktes ge

geben sind.
Wenn der Punkt P eine der Bedingungen /II/ - /V/ des Satzes 1,1 einhëlt, 
ist das Bestimmen der quadratischen Projektion dieses Punktes einfach. Se
tzen wir voraus, dap P~e(tu62 uir) /Abb. 1.1/. Bestimmen wir die zen
trale Projektion dieses Punktes aus Q2 auf die Projektionsebene x - Ps. 
Die Gerade t̂  ( PSQ1) ist die Schnittlinie der Projektionsebene X durch 
die Ebene ot , die den sp des Punktes P projizierenden Kegelschnitt 

enthfllt. Weil die Gerade P0(pSVa) ftlr das in diesen Kegelschnitt ein- 
geschriebene Sechseck (Q̂  = $^PQ2 = QgP2) die Pascal 'sche Gerade ist
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/8eweis des Satzes 1.1/, und die Seite (QjP) diese Gerade im Punkt Q 
schneidet, dann geht die gegenüberliegende Seite (P2Q_ ) auch durch den 
Punkt Q. P ist de gemeinsame Punkt der Geraden te und (QQ2).

)Venn wir die parallèle Projektion des ganzen in der Abb. 1.1 dargestell- 
ten Systems auf die Proje'-tionsebene nr bestimraen, dann erhalten wir ei- 
ne flachę Konstruktion der Bestiumung der quadratischen Projektion des 

Punktes P, der auf der Projektionsebene or mit der paralelen P ' und 
zentralen Ps Projektion bestimmt ist.
In Abb. 1.3 bestiromte man zuerst di„ Gerade ta (pSQ1)« die Gerade p̂  
für das in den Kegelschnitt Sp eingeschriebene Sechseck (Q1 = Q^'Qg =

= Q2 P2), den Punkt Q' =(Q1P.)r'p0 und den Punkt P2 = te n (Q2 Q').
1st dasPaar der konjugierten Projektionen (P2, PS) eines gegebenen Pun
ktes /Abh. 1.4/ gegeben, dann verwenden wir zur Bestimmung der Projektion 
P ' dieses Punktes in umgekehrter Reihenfolge die fr*’her beschriebene Kon

struktion: wir fflhren also die Pascal'sche Gerade P0(pSvoi) ur|d bestim- 
men wir den Schnittpunkt Q' dieser Geraden mit der Geraden (P2Q2).
Die zentrale Projektion die ;es Punktes X aus dem Punkt auf die Ge

rade ( PSQ' ) ist die parallèle Projektion P'des Punktes P. 
ь o

1st das Рааг (P P ) der konjugierten Projektionen des Punktes P gege
ben /Abb. 1.5/, dann erhalten wir Ps ais den Schnittpunkt der Geraden 

(P2̂ )  und (P'Qj).

§ 3. Zentrale Projektion, die mit der quadratischen Projektion einer Gera
den konjugiert ist

Es sei as die zentrale Projektion der Geraden a aus dem Punkt Q_
2  ̂auf die Projektionsebene ЗГ , a - die quadratische Projektion dieser Ge-

s 2raden. Analogisch zur Definition I sind a und a das Paar der konju

gierten Punkte der Geraden a.
Nehmen wir an: A = a n o. , B = a n 60, T = a nsr , L = a от 

Wir beweisen:

SATZ 1.10.

/I/ Wenn die Gerade a windschief zu 1 ist und a ~ с(зг uu)i dann hat
s 2 s sa mit a zwei reelle gemeinsame Punkte: Bg e t£2 und Tg = Tg.

Wenn dabei:
i s 21/ a windschief zu tĝ , kT und tg2 ist, dann Bg = Bg /Т i

T a ~  ‘ ( 4 ^  t t 2 ) ,

2/ s windschief zu t£., kT ist und t£_ schneidet, dann B® =
2 1 s Ł 2 3= Bg = B0 s J ae tj2 und a den Kegelschnitt a im Punkt Tfi

berdhrt,
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3/ a windschief zu tei ist und kT schneidet, dann T ~ et *_
_ 2 1 a Ł 2

und B® = Vr s Bf = t t j
2

4/ a windschief zu k_ ist und t£, schneidet, dann T € T = t£ 
e о  ̂ а э

und Bs = B“ a a

5/ a die kT und t ^  im Punkt VT schneidet, dann Tg= B® = VT

/II/ Wenn a c(3Tu£„) Oder a die Achse 1 schneidet, dann hat aS mit 
2 '  ̂' s — —
a unendlich viele gemeinsame Punkte und a = a, wo a eine des
degenerierten Kegelschnittes a = (t £^,a) ist.

Beweis :
2

Aus dem Satz 2.7 folgt, dap a eine Kegelschnittskurve ist.Aus der Eigen-
schaft der zentralen Projektion und der angenommenen Voraussetzung (Q~ea) 

s ^
folgt, dap a eine Gerade ist. 3ede in der Ebene лг enthaltene Gerade

S 2/also auch a / hat mit dem Kegelschnitt a entweder zwei gemeinsame /re-

elle Oder imaginâre, konjugierte/. Punkte oder unendlich viele gemeinsame
Punkte. Aus der Definition 2 und der Definition der zentrale Projektion

2 я
folgt, dap fflr jeden Punkt Ре (б2 - kT)u (T- t^) , P = P .

Wenn also:

1° die Gerade a .die Bedingung^einhSlt, dann B2 = B®£ t{, und 
2 S a  a  c.

T = T =T ~e(t £_U t £.) und nach 2.7 sind das reelle Punkte /Abb. Э 3,*y  ̂ ' b 1 '
1.6 a ,by .

2° für jede Gerade a, die die Bedingung2̂  Tg = t t2, einhSlt, dann 
T® = T2 = B2 * B®. Die Ebene a (a,(TgQ2)) berflhrt die die Gerade a 

im Punkt Tg p rojizierende Quadrik Ф 2. Weil as die Schnittlinie
dieser Ebene durch die Projektionsebene зг und der Kegelschnitt a2

2der Durchschnitt der Quadrik Ф durch die Projektionsebene зг ist,
s a 2 1 /

dann bertlhrt die Gerade a die a im Punkt T ̂  . /Abb. 1.7 a/.

3° nach 3/ und 4/ aus dem Satz 2.8 /1°/ folgt, dap a2 >(t jj, ëf), wobei 
5 / t £ „ und V_ ~ e 5 und Q. ~ t 5.

 ̂ * s
Wenn also a die kT schneidet, dann schneidet a die tćl im Punkt
Bs = V_, die â im Punkt T /Abb. 1.8 a/. Wenn a die tj.. schnę-
Э А Э • ^
idet, dann schneidet a die t^ im Punkt Ta und die Gerade a im 
Punkt В® = В2 /Abb. 1.9 а,Ь/.

4° Wenn die Gerade a die Voraussetzung 5/ einhâlt, dann /nach 2.8 /2°// 
a2 » (t £. , â) und â / te2 sowie VTe 5. Auch * Ba » Ta = B®.
Die Gerade as geht durch den Punkt Vj und /nach 1.1 /I/ /aS / t^

und as / ¥ /Abb. I.10 a/.

У ,0 ± е Konstruktion des Punktes Â  
У  [51 S.141 a

wird in § 4 begrflndet



5 °  Wenn e c  (3T u Ł 2 )« dann /nach 2 . 8  und 2 . 9 /  f o l g t ,  dep a2 ■ (, â ) ,
wo â  ■ a ,  wenn a c Jr , a « t 2 , wenn a c ^ i  und /nach 1 . 1 - / 1 1 /
/ a s ■ a /A bb. 1 .1 1  a , b / .

6°  Wenn die Gerade a die Achse 1 s c h n e id e t,  dann /nach 2 . 1 0 /  a2 « ( S ,  B) 
und â  i s t  die S c h n i t t l i n i e  der Ebene a » (a , 1) durch die P ro jek -  

tionsebene зг . Weil Q2 « o , dann as * â /A b b . 1 . 11 c . d / .

Wir beweisen auch, dap das Paar der entsprechend angepapten Projektionen  

as und a2 e in d eu tig  eine Gerade dee p ro jek tiv en  Raunes bestimmt.

SATZ 1 . 1 1 .

Wenn das Paar der Projektionen ( a * ,  a2 ) ,  wo a* /  t t j » '  as /  tfe2 

und Q j ~  t  as , eine d ie se r  Mdglichkeiten annimmts
2

/ I /  a i s t  e in  nlcht d egen erierter K e g ele ch n itt  der F a a l l ie  Rar(<31 t ei) 
und as schneidet a2 In zwel r e e l l e n ,  verschiedenen Oder zusam- 
mengefallenen Punk ten , von denen e in er lamer e in er der zwei mit t j 2 

gemeinsamen Punkte a2 1 s t j
2/ I I /  a 1st e in  Pear verschiedener Geraden t ^  und 5 ,  wo a /  t t 2 

und Q1 ~  c S. as dagegen schneidet â  oder t ( j  auf der t t2 
/im besonderen a8 •  5 / j

/ I I I /  a2 i s t  ein  Paar der Geraden ( t ^ . ,  t * - )  und VT ~  e a8 ,
1 X *  8 2dann bestimmt dieses  Paar der Projektionen a ,a e in d eu tig  eolche

Gerade a des projektiven  R euses, dereń z e n tra le  P ro jek tio n  aus dem
Q_ die Gerade a8 1 s t ,  und die quadretische P rojek tion  -  ein  
« 2

K e g elsch n itt  a .

Beweis :

1° Setzen wir voraus. dap / I /  g i l t .  Bezeichnen wir die durch a8 und den 

Punkt Q- bestimmte Ebene mit S , den gemeinsamen Punkt der t - ,  a2
s « s 2 -

und a -mit 8 ,  den zweiten von den gemeinsamen Punkten a aus a
2

mit T8 . Wenn t 2 eine Sekante des K e g elsc h n ittes  a 1st /A b b .1 .6  

a und I . 7 / a ,  dann fo lg t  nach 2 . 1 1 - / 1 / ,  dap die Gerade a auf de'r nicht
о о

d egen erierten , gerad lin igen  Quadrik Ф* der Famille (К ) l i e g t ,  auf
2 ® л - 2

der auch der K egelsch n itt  a l i e g t .  Oie Ebene 6 schneidet die Ф д
in der Geraden (B Q _ ) ;  s ię  berOhrt a lso  dlese Quadrik und schneidet

,2 Łdie ф „  in noch e iner Geraden a ,  die durch den Punkt T- und den
Berührungspunkt der Ebene o mit der Ф ” geh t.  Der Punkt B desЭ 3
Schnittee dieser Geraden durch die Ebene c 2 1st  dieser Berdhrungs-  

punkt.
Wenn die Gerade t t 2 den K e g elsch n itt  a2 im Punkt В /A b b . 1 . 6  Ь /  
berOhrt, dann i s t '  Ф2 ein Kegel der Famille (К2) / S a t z  2 . 1 1 - 1 2 / .
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Die Ebene S ist eine Sekante fOr diesen Kegel /im besonderen Falle
eine Tangente/; się schneidet ihn also in zwei Erzeugenden. Eine .̂on

ihnen ist die Gerade (BQ_) , die zweite ist die duroh den Punkt T
 ̂ P a

und den Scheitelpunkt Bg des Kegels Ф д gehende Gerade.

2° Im Falle /II/ ist Ф 1 2 eine nicht degenerierte , geradlinige Quadrik 
/Abb, 1.8 a, I.11 a/ und die Projektionsebene or eine Tangentialebene 
an diese Quadrik, oder ein Kegel der Familie (К2) /Abb. 1.10 a, I.lib/, 

fOr den die X  eine schneidende Ebene ist /Satz 2.11- 2°/ . Die Ebene 
Æfa^g) schneidet die Quadrik Ф 2 entlang der Erzeugenden ( BQ2) und 
der Erzeugenden a, die durch den Punkt Ta und den Punkt Bg =(BQ^rà?  

geht.

Wenn 5 « a8 , dann a = S' = as .

3° Im F a lla  / I I I /  /Abb. 1.9 b /  und auf Grund des Satzes 2.11-3° ist Ф 2
o 2 a

ein Ebenenpaar 6., 6,. Die Ebene S schneidet die Quadrik Ф in i t p a
zwei Geraden: (BQ ) und a « o n e , »

2 *
In a l ie n  FBllen erh ielten  wir a ls  Ergebnis das Schnittes der Quadrik

ф 2 durch die Ebene S zwei verachiedene Geraden, von denen eine -(BQ2)
inner in der Ebene e2 enthalten war und durch den Punkt Q2 ging.Weil
wir die Vorauasetzung engenonmen haben, dap wir aus weiteren Betrachtungen
a l lé  diese Geraden aueschliepen, die durch den Punkt Q1 bzw. Q2 gehen.

Es besteht a lso  in den Raun P3 -{ Q ^ ,  Q2j genau eine Gerade a, deren qua-
dratische Projektion ein K egelsch n itt  aZ , und die mit ihm konjugierte Zen-
tra lp ro jek tio n  eine Gerade a3 i s t .

2  8Wenn fOr a und a solche Voraussetzungen wie auf den Abb. 1.11 c,
I.11 d, I.11 e g e lte n ,  dann bestimnen się die Gerade a nicht eindeutig.
Es bestehen unendlich v ie le  verschiedene Geraden mit bestimmten Projektionen.

Ea s e i  eine nicht degenerierte Quadrik Ф д der Familie (К ) bzw. ein 
Kegel dieser Familie gegeben, die durch einen die te2. in den Punkten Tp2, 
Tq2 / S a t z  2 . 1 1 /  schneldenden Kegelschnitt  der Familie R # (Q1 t 1) bestimmt
Sind. Bezeichnen wir mit p,  ,q. Geraden, in denen die die Ф2 im Punkt Q.

1 1 *2 3 1berOhrende Ebene die Quadrik ф д schneidet, und mit p2< q2 Gera
den, in denen die die Ф 2 im Punkt Q_ berOhrende Ebene t0 die Quad-

x  2 а  с . к.

rik Ф schneidet. Wenn wir annehmen, dap die quadratische Projektion je- 
9 2

der dieser Geraden ein Kegelschnitt a ist, und die zentrale Projektion
2 s

der Geraden p«, q, eine Gerade t t 0 ist, und die Projektionspaare a p., 
a q3, a tj2 Tp2, e r t t 2 Tqg ' eindeutig  entsprechende Geraden: p1,q1,p2> 
q2 bestimmen, dann kOnnen wir den folgenden Satz formulieren:

1^Der Satz " te 2 (Tp2 ) i s t  die zentrale Projektion der Geraden p 2 be-
deutet dap die zentrale Projektion jedes Punktes dieser Geraden der anders
a ls  Q2 i s t .  der Punkt Tp2 i s t ,  die Projektion des Punktes Q2 i St die Ge
rade t i j.
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SATZ 1.12

Eine notwendige und genflgende Bedingung, dap die windschiefen Gera- 
den Erzeugende derselben Familie der Erzeuganden der nicht degenerierten, 
geradlinigen Quadrik ф 2 Sind, Oder dap sich in einem Punkt schneidende 
Geraden Erzeugende desselben Kegels Ф^ Sind, ist das, dap ihre zentra- 
len Projektionen ei.i B'Jschel mit dem Scheitel Tp2 Oder Tq2 und der Ba

sis ЗГ /ohne die Gerade t&2/ bilden.
Setzen wir voraus, dap Ф 2 eine nicht degenerierte, geradlinige Quadrik 

2 ader Familie (К ) ist, die durch einen nicht degenerierten Kegelschnitt 
der Familie R j ( t£l) bestimmt ist und die t£2 in zwei verschiede- 
nen Punkten Tp2, Tq2 /Abb. X.12 a/ schneidet Oder /wie in Abb. 1.12 b/ 
Ф2 durch einen zu den Geraden tĵ , 5" degenerierten Kegelschnitt be

stimmt ist.
Die Geraden Pj, q2 gehOren zu derselben Familie der Erzeugenden.die 

Geraden dagegen zur zweiten Familie der Erzeugenden. Oede der zu
derselben Familie ф 2 gehOrigen Erzeugenden a,b,c... wie die Erzeugende 
p, schneidet die Erzeugende p„. Die zentrale Projektion der Punkte В , 

Bb. Bc, ... ist derselbe Schnittpunkt der Geraden p2 mit der Projektion- 
sebene эг . Zentrale Projektionen der Schnittpunkte der Erzeugenden zwei- 
ter Familie mit der Erzeugenden q2 sind der Schnittpunkt der Geraden q2 
mit der Projektionsqbene T  . Die zentralen Projektionen der Erzeugenden 
einer Familie: as, bs, cs, ... bilden also ein BOschel mit dem Scheitel 
Tp2, und die zentralen Projektionen der Erzeugenden zweiter Familie: a®, 
ba , c? ... bilden ein BOschel mit dem Scheitel Tq„, wo die Punkte Tp„ 
und Tq2 gleichzeitig Schnittpunkte des Kegelschnittes a mit der Gera
den t£0 sind.

ь 2
Ahnlich ist es, wenn Ф ein durch den nicht degenerierten Kegel-

2 a —schnitt a bestimmter Kegel oder ein zu zwei Geraden: t^ und a /Abh.
1.13 b/ degenerierter Kegelschnitt ist. Alle Erzeugenden des Kegels gehen
durch den Scheitelpunkt Wek = Ihre zentralen Projektionen haben

also einen gemeinsamen Punkt, der die zentrale Projektion des Punktes W
ist. Weil We £2, dann Wse t£2 und W2 = Ws, wenn W / , Wenn dage-
gen W » VT , dann w2 . te,.
Auf diese Weise wurde die notwendige Bedingung des Satzes 1.12 bewiesen.
Die genügende Bediqgung des GehBrens der Geraden zur Quadrik Ф д ist die 
Schlupfolgerung aus dem Satz I.11.
Urn die Erzeugende â  zu konstruieren bestimmte man in der Abb. 1.12 den 
Schnittpunkt P der Geraden a mit der Ebene a , die durch die Gerade 
q2 und den Punkt Tâ  ̂ bestimmt wurde. Weil die gesuchte Erzeugende die 
Gerade a schneidet und in der Ebene a liegt, so geht się durch die Pun
kte Tâ  und P.
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Urn die Erzeugende a zu konstruieren, bestimmte man in der Abb. 1.13 b

einen beliebigen Punkt A, der anders ist ais V_ dieser Geraden.indem
s 2 uman eine durch die Punkte: , A , A , Q2 gehende Ebene a , die Pa-

scal'sche Gerade ( As\̂ ) far das Sechseck ( Q = Q A A2 * * Q = Q V, den 

Schnittpunkt Q der Geraden von Pascal mit der Geraden (A Q2) bestimm
te, Die Gerade (QQ^ schneidet die ( ASQ2) im Punkt A.

§ 4. Konstruktion der quadratischen Projektion einer Geraden

119

Verwendet man einige Male die Konstruktion in der Abb. 1.3, kann man 
die quadratische Projektion einer beliebigen, abenen, algebraischen Kurve 
bestimmen, wenn ihre zentrale und parallèle Projektion auf die Projektion- 
sebene ЭГ gegeben ist. Wenn die Kurve eine Gerade ist, werden diese Kon- 
•struktionen dank der Anwendung der Sâtze : 1.10, 2.4, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 
1.1 viel einfacher. In den Abb. 1.6 - I.11 bestimmte man quadratische Pro- 

jektionen der Geraden, die sich in verschiedenen, charakteristischen Lagen 

in bezug auf das System <Q1Q2 %  befinden. Mit Ausnahme von Abb.I.ll
hat man jede Konstruktion in axonometrischer. und paralleler Projektionen 
auf die Projektionsebene or dargestellt.

Wenn man die Abbildungen 1.6, 1.5 a, 1.6 b, 1.7 und 1.7 a betrachtet, be-
2 smerkt man, dap der gem linsame Punkt В der Geraden a mit t d i e
®  ̂2

quadratische Projektion des Punktes Be ist; der gemeinsame Punkt A der ,, э Э
Geraden (QA®) mit t £_ ist die quadratische Projektion des Punktes A .

°  2 » a
Die Punkte Q. ,Q , J  , A , В bestimmen eindeuti'g einen Kegelschnitt #der l i a s  a
die quadratische Projektion der Geraden a ist. Um die Gerade â zu kon-
struieren, nutzte man in der Abb. 1.8 die Eigenschaften der Erzeugenden der

nicht degenerierten, geradlinigen Quadriken aus. Die Gerade 5 gehdrt zu
einer anderen Familie der Erzeugenden der Quadrik Ф2 wie die Gerade a.

2 aWeil a durch den Punkt A geht, so ist się die Schnittlinie .der Ebenen 
2 a s 2

o< = (a, Ag ) und ЭГ . In der Abb. 1.8 a bestimmte man zuerst Ag, dann Ag
und endlich â Tg). Um a /Abb. 1.9/ zu konstruieren, bestimmte

man eine zusStzliche Erzeugende p, die p̂ , a und kT schneidet. Die

Gerade p ist die Schnittlinie der Ebenen Bp) und TgCbj..
Die Punkte T -.nd B2 = asn 1 bestimmen die Gerade â. Um â /Abb. p a  <-
1.9 a/ zu bestimmen, konstruierte man die quadratische Projektion eines 
beliebigen Punktes P der Geraden a. Ahnlich in den Abb. I.10 und I.10a. 
Die Konstruktionen in der Abb. I.11 sind unmittelbare Anwendung des Satzes 
I.10. Sind die zentrale und quadratische Projektionen der Geraden gegeben, 
dann kflnnen wir auf âhnliche Weise ihre Projektion bestimmen. Diese Kon- 

struktionen sind reziprok zu den ober beschriebenen.



з
55. Konluqierte Projektionen zweier Geraden des Raumes P

Aus der Definition der zentralen und quadratischen Projektionen sowie 
aus den Sâtzen 1.2 und 1.3 folgt unmittelbar:

SATZ X.13.

Die notwendige und genOgende 8edingung, dap der Punkt A zur Gera-
2

den a gehOrt, ist das, dap seine quadratische Projektion A aur der
2

quadratischen Projektion a dieser Geraden, und die zentrale Projektion

As auf der zentralen Projektion as der Geraden a liegt, und die Punkte2 sA , A , Qj kolinear sind.
Daraus folgt:I

SATZ 1.14.

Die notwendige und genOgende Sedingung, dap zwei verschiedene Geraden 
a, b den gemeinsamen Punkt haben, ist das, dap der Schnittpunkt ihrer zen
tralen Projektionen auf derselben Ordnungsgerade einer der von Q̂  verschie- 

denen Schnittpunkten ihrer quadratischen Projektionen liegt. Der Schnitt
punkt der zentralen Projektionen der Geraden a ^ , bj /się sind homolog ent- 

sprechend mit den Geraden a,b in der zentralen Kollineation Ka der Ebe- 
ne a , die durch die Geraden a,b bestimmt 1st/ mup auf derselben Bezugs- 
linie wie der andere von verschiedene Schnittpunkt der quadratischen
Projektionen dieser Geraden liegen.

Aus den Sâtzen 1.13 und 1.14 folgt:

SATZ 1.15.

Die notwendige und genOgende 8edingung, dap zwei verschiedene Geraden 
a,b zueinander windschief sind, ist das, dap der Schnittpunkt ihrer zentra
len Projektionen nicht auf einer Bezugslinie mit einem der von Q, verschie-

2 1 2denen, gemeinsamen Punkte der quadratischen Projektionen a und b liegt.
Die quadratischen Projektionen der windschiefan Geraden a und b kfln- 

nen zueinander folgende Lagen annehmen:

1° Wenn die Geraden a und b Erzeugende derselben Quadrik sind.danh sind 
die quadratischen Projektionen dieser Geraden ein identischer Kegelschnitt.

2° Wenn die Gerade a die Quadrik in zwei verschiedenen,reellen Punk-
ten P und R schneidet, dann haben die quadratischen Projektionen der 
Geraden a und b auper dem Punkt Qj und der gemeinsamen Tangente 
tfcl in diesem Punkt zwei reelle, verschiedene, gemeinsame Punkte, die 
die quadratischen Projektionen P und R sind.
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3° Wenn die Gerade a die Quadrik Ф. im Punkt P berührt, dann haben
2 2 °die Kegelschnitte a und b auper dem Punkt Q und der gemeinsa-

2
men Tangente in diesen Punkt den gemeinsamen Punkt P und die gemeinsa- 

me Tangente in diesem Punkt.

4° Wenn die Gerade a zv*ei gemeinsame imaginâre, konjugierte in beżug auf
2 2 2Punkte hat, dann haben a und b einen reellen, gemeinsamen

Punkt Qj und eine gemeinsame Tangente
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KAPITEL I I

Projektiye Eigenschaften der quaoratischen Projektion

Betrachten wir visr beliebige Punkte A, B, C, D, die auf der Gera-

den а ~ с т  liegen und von denen keiner zur Geraden te oder k_ ge-
2 2 2 2 1 2 b

hflrt. Oie vier Punkte A , 8 , C , D des Kegelschnittes a , der die

quadratische Projektion der Geraden a ist, sind die quadratische Projek

tion der vier Punkte /nach 2.7 und 1.13/. Oiese vier Punkte haben auf dém 
2

Kegelschnitt a einen bestimmten Wert des DoppelverhSltnisses, das den

Doppelverhâltnis der Geraden gleich ist, die diese Punkte aus dem belie-
2 1/bigen Punkt des Kegelschnittes a projizieren .

3ATZ II. 1.

Das Doppelverhâltnis ueliebiger vier Punkte der Geraden a /von de
nen keiner zu t£l oder kT gehflrt/ ist dem Doppelverhâltnis der quadra- 
tischen Projektionen dieser Punkte auf dem Kegelschnitt a2 gleich, der 
die quadratische Prqjektion der Geraden a ist. Es ist also die Invarian

te der quadratischerj Projektion.

Beweis:

Die Punkte A, B, C, 0 liegen auf einer beliebigen Geraden a, die nicht

durch die Punkte , und Q2 geht, und auf solcher Geraden, wo а~ст
/Abb. 11.1/. Wenn keiner der Punkte A, B, C, D zur Geraden tL, oder

2 2 2 2 1kT gehOrt, dann /nach. 1.1/ gehdren die Punkte A , B , C , D zu den- 

selben Geraden des Büschels (QjXj- wie die Punkte As, Bs, Cs, Ds. Weil 
der Scheitelpunkt dieses Büschels auf dem Kegelschnitt a2 liegt und
die Zentralprojektion eine projektive Transformation ist, erhalten wir fol 
gende Gleichheiten:

(A2B2C2D2) = ((A2Q1) (B2̂ ) (C2Q1) (D2Q1))- (ASBSCSDS) = (ABCD)

Also

fA2B2C2D2) =» (ABCD)

Wenn die Gerade a in der Ebene t enthalten ist, dann ist die quadrati
sche Projektion jedes ihrer Punkte /super den mit t u n d  kT gemeinsa- 
men Punkten/ der Punkt Q1. Das Doppelverhâltnis der quadratischen Projek 
tionen ihrer vier Punkte kann man im Grenzsinn verstehen, âhnlich wie das 
Doppelverhâltnis der Punkte, von denen einer oder zwei ausgedehnte Projek
tionen sind.

[1] S.183
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Betrachten wir 1etzt das Geradenbüschel mit dem Scheitelpunkt P und Ba
sis a /Abb. 2.6/.

SATZ II.2.

Wenn der Punkt P nicht zu sa . gehûrt, dann sind

/I/ das Doppelverhaitnis beliebiger vier Bertlhrungspunkte /der anders
ist ais Q./ der Kegelschnitte, die die quadratischen Projektionen 

der vier gewâhlten Geraden des Bûschels mit dem Kegelschnitt 
sind

/II/ das Doppelverhâltnis der Geraden, die diese Kegelschnitte in gewâhl

ten vier Punkten berûhren

/III/ das Doppelverhâltnis der Tangenten an entsprechende Kegelschnitte im 
Punkt P2

dem Doppelverhâltnis der entsprechenden Geraden dieses Bûschels gleich. 

Beweis :

Nach dem Satz von Pappos^ist das Doppelverhâltnis der vier Geraden des- 
selben Bûschels durch das Doppelverhâltnis der vier Punkte bestimmt, die 
infolge des Schnittes ûieser Geraden durch eine beliebige Gerade der nicht 
durch den Scheitelpunkt des Bûschels gehende Ebene a entstanden ist.Weil 
die Sekante die Gerade sa ist, und die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
den Geraden a,b,c,d des Bûschels mit A,B,C,D bezeichnet sind, erhalten 
wir :

(abed) - (ABCD)
Daraus nach II .1 folgt:
(ABCD) - (A2B2C2D2)

Der Punktreihe zweiter Ordnung /d.h. der auf dem Kegelschnitt liegenden
Punkte/ entspricht eindeutig nach dem Prinzip des Doppelverhâltnisses auf

der projektiven Ebene ein Geradenbüschel zweiter Klassê .
3/Auf Grund des Satzes von Mac-Laurina 'ist die ramilie der Tangenten an die

Kurve zweiter Ordnung ein Geradenbüschel zweiter Klasse. Wenn die Tangen-
2 2 2 2 2 

ten an den Kegelschnitt sa in entsprechenden Punkten A , B , C , D

mit tA, tg, tc, tQ bezeichnen, dann 

(A2 B2 C2 D2) - (tA tg tc t„).

Die Geraden tA, ‘ , t_, t_ rind gleichzeitig Tangenten an die Kegelschnit-
? 2 ?A 2 °  °  u 2 2 2 2 te a , b , c , о in den Punkten A , B , C , D .

[6) S.119 
2/[l] S. 184 
3/ [Il S .176
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2 2 2 2Daraus folgt, dap die Tangenten an die Kegelschnitte a , b , c , d in
2 2 2 2entsprechenden Punkten A , В , C , D zum BOschel zweiter KXasse gehfl-

ren und das Doppelverhâltnis dieser Geraden dem Doppelverhâltnis der Ge-

raden a,b,c,d gleich ist. Betrachten wir jetzt das GeradenbOschel die
2

die Kegelschnitte der Familie (S) im Punkt P berühren. Bin beliebiger
2 2 Kegelschnitt a dieser Familie samt dem Kegelschnitt s0 bestimmt

das Btlschel der Kegelschnitte mit den Fundamentalpunkten Q1, A2 und das
der geraden Tangenten in diesen Punkten - t*, und t. /Abb. 11.2/. Die

2 2 1 AGerade t. berührt a im Punkt P und schneidet dieses BOschel in
1 2 

der involutorischen Reihe, dereń Doppelpunkte der Punkt P und der
2 1/Schnittpunkt der Tangente tj mit der Gerade (Q^A ) sind /Abb. II.2

Punkt I/. Ein beliebiges Paar der homologen Punkte A und A0 dieser
l о ^

Reihe, die auch die gemeinsamen Punkte des Kegelschnittes s„ und der
2 a

Geraden tT sind, bestimmt samt den Punkten P und I die harmonische
+  2 

Gruppe mit dem Doppelverhâltnis ( P IA A„)= -1.
2 1 ^

Daraus folgt, daP die Punkte P und I polarartig in bezug auf den Ke- 
2

gelschnitt s„ konjugiert sind.
u 2 2 2

Daraus folgt, dap auch die Punkte P und II, P und III, P und IV, 
miteinander in bezug auf sa konjugiert sind,

Daraus folgt, dap die Punkte I,11,111,IV,... auf der Polaren p des Punk
2

tes P in bezug auf den Kegelschnitt sa liegen.

Hier sind folgende Relationen festzustellen :

p2ftI*tII*tIII,,,,î * pCl.II.III,... ) * s2(a2 ,B2 ,C2 ,..,)IP(a,b,c,...)

Daraus folgt, dap die Endglieder dieser Kette projektive Gebilde sind:
2 _
P v tj , t jj , t jjj ,...) X P (a ,b ,c ,...) . Das BOschel der Tangenten an die-Kegel 
schnitte a2, b2, c ,... mit dem Scheitelpunkt P2 projektiv zum Geraden 
bOschel P(a,b,c,...) ist. Das beweist, dap die Doppelverhâltnisse der 
sich vier einander entsprechenden Geraden gleich sind.

SATZ II.3.

Wenn der Punkt P zu sa gehOrt, dann ist das BOschel der Kegel
schnitte, das die quadratische Projektion des Geradenbüschels mit dem 
Scheitelpunkt P und der Basis oc ist, zum betrachteten Geradenbüschel 
projektiv.

Beweis:
2 2 2 2Um das Doppelverhëltnis der vier beliebigen Kegelschnitte a , b , c , d

dieses Büschels zu bestimmen, mup man dieses BOschel durch einen beliebi-
2 2 gen Kegelschnitt p schneiden, der durch die Punkte ^  und P geht

Х/[4] S. 230.
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und die Gerade t£l im Punkt Qx berührt /Abb. 2.7/. Das Doppelverhâlt- 
nis der vier КедеIschnitte, die zu einem Büschel gehdren, ist dem Doppel

verhâltnis der vier Punkte gleich, die im Durchschnitt dieser Kegelschnit- 
te durch einen beliebigen Kegelschnitt liegen, der durch drei Scheitei des

Grundvierecks dieses Büschels geht, die anders sind ais diese ScheitelM
2 2 2 2Urn das Doppelverhâltnis der Kegelschnitte a , b , c , d zu bestimmen,

soil man das Doppelverhâltnis! A,B,C,D betrachten, wo die genannten Punk-
2 2 2 2te vierte Schnittpunkte entspreohender Kegelschnitte a , b , c , d des

2
Büschels mit dem Kegelschnitt p sind. Nach 2.11 und 2.12 ist der Kegel-

P
schnitt p die Projektion unendlich vieler Geraden, die die gleiche pro-

jizierende Quadrik haben, dereń Durchschnitt durch die Projektionsebenesr 
2

ein Kegelschnitt p ist. Besonders durch den Punkt P gehen zwei Erzeu-
gende dieser Quadrik. Bezeichnen wir eine von ihnen mit p. Weil der Ke-

2 2 gelschnitt p keine Tangente an tD im Punkt P ist, dann p~ c « .
2 ^Es sei Ф eine durch die Gerade q des Büschels P(a ,b ,c,...)/Abb .1.6/
4 2

bestimmte Quadrik. Die Gerade p schneidet die Quadrik in zwei Punk-
ten, von denen einer der Punkt P ist, der andere der gemeinsame Punkt der 
Geraden p mit der von der Geraden q verschiedenen Erzeugenden der Quad- 
rik , die in der durch die Geraden p und q bestimmten Ebene f

enthalten ist. Bezeichnen wir diese Erzeugenden der einzelnen Quadriken 
entsprechend mit a b^, ĉ ,..., und die Schnittpunkte dieser Erzeugen
den mit der Geraden p entsprechend mit A, В, C, ... . Diese Punkte sind 
homolog zu den Punkten A1, B̂ , Ĉ', ..., in denen die Erzeugenden a,b,c,... 
die Quadrik Ф 2 /auOer dem Punkt Р/ in bezug auf die Kollineationsach- 
se der einzelnen Ebenen o<(p,a), pfp.b), y(p,c)... des Büschels p 
schneiden. Daraus folgt, dap der Punkt A zur Ebene «  ̂ gehflrt, die
durch die Achse 1 und den Punkt A bestimmt wurde. Der Punkt B gehürt

1 2
zur Ebene a^l.e^)... . Weil der Punkt Q̂  zum Kegelschnitt p ge- 

hflrt, folgt daraus:

1 (“i» о<2 » «g • • • •) ̂  P(a,b,c,...) /1/

Die Erzeugende â  geht durch den Punkt A2 auf der Kollineationsachse 
der Ebene a /Abb. 1.6/ und durch Schnittpunkt der Geraden p mit der< Ebe

ne ot. .1 2 
Die Punkte P und A sind die Schnittpunkte der Quadrik Ф д durch die
Gerade p, P und В - gemeinsame Punkte des Geraden p und des Quadrik

Ф^, P und C - gemeinsame Punkte der Geraden p und der Quadrik Ф с«...

1 (cfj , e*2, «3, . . .) X P (А, В, C,...) /2/
N

Aus /1/ und /2/ erhalten wir:

p(A, В, C,...) * P(a, b, c,...) /3/

Daraus folgt:
p2(A2, В2, С2,...) л  P (a , b , c , . . . )
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KAPITEL I I I

Anwendungsbeispiele der quadratischen Projektion zur LOsung 

bestimmter Aufgrben der ebemn projektiven Geometrie

Aufgabe 1

2
Es sei ein Kegelschnitt a gegeben, der die Tangente an die Gerade

t im Punkt ist, und die Punkte A2 und В2 /А2, B2~ e t liegen

auperhalb dieses Kegelschnittes/. Man soli im Einoarameterbflscf.al d̂ r Ke-
2 2gelschnitte, die durch die Punkte A und В gehen und die Gerade t

im Punkt Q. be'Ohren, solche Kegelschnitte bestimmen, die in zwei Punk- 
1 2ten mit dem Kegelschnitt a gemeinsams Tangenten haben /einer von die- 

sen Punkten ist Q,/.

Lflsung:

Betrachten wir zwei Ebenen und e2 anders als die Ebene der

Abbildung /die als Projektionsebene or zu betrachten ist/ und solche Eb
2

nen, dap tt. * t und tt_ eine beliebige Tangente an a anders als 
l z 2 2

t ist und solche Ebene, dap В € t£_ und A ~ et1„ .
2 *  2 

Der Kegelschnitt a bestimmt eindeutig den Kegel der Familie (K ) mit
2

solchem Scheitelpunkt Wek « tjD e2, dessen Zentralprojektion W aus

dem Punkt Q2 /beliebig in 6 2 » nur nicht auf or gewdhlten/ ein Berflh-
rungspunkt der Geraden tl 2  mit dem Kegelschnitt a2 1st. Bestimmen wir
eine beliebige Ebene a , die diesen Kegel berOhrt. In der Abb. III.l

2
hat man zur Erleichterung der Konsfruktion angenommen, dap A e ha . Die

2 e
Gerade ŝ  , die die BerOhrungspunkte W und Tg der Geraden te2 und 
ha mit dem Kegelschnitt a2 verbindet, ist die Zentralprojektion der 
involutoris.chen Kollineationsachse Ka der Ebene « .

Die Zentralprojektion des Kollineationszentrums ist der Punkt Qj, das 
Geradenpaar v®, tc2 i8t die Zentralprojektion des Paares der in Ka ho- 
mologen Geraden.

Bestimmen wir auf der Ebene a solche Punkte A und B, deren quadra-
2 2tische Projektionen A und В sind.

Weil A2eha , dann A = A2 * As, dagegen В2'я Bs, weil B2e t 
Wenn wir den mit A in der Kollineation Ka homologen Punkt A.̂ und 
den mit В homologen Punkt Вг bestimmen, dann schneiden sich die Pa- 
are der homologen Geraden as und a®, sowie bs und b® , die durch 

diese Punkte gehen, auf der Kollineationsachse entsprechend in den Punk- 
ten T® und t|. Die quadratischen Projektionen T2 und T2 dieser
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Punkte sind die Berdhrungspunkte zweier Kegelschnitte des Bflschels an den 
2

Kegelschnitt a .

Aufgabe 2'

2 2Es seien zwei Kegelschnitte a und b des Einparameterbflschels 
der Kegelschnitte gegeben, die die Gerade t im Punkt berflhren und
durch zwei festgesetzte Punkte P,R gehen, die nicht zur Geraden t ge-

hflren. Man soil den Kegelschnitt betsimmen, der die Gerade t im Punkt
2 2berflhrt und gleichzeitig jeden der Kegelschnitte a , b im Punkt, 

der anders ist als berflhrt.

Ldsung s

' Fflhren wir zwei Ebenen und £2, die anders als die Ebene in
der Abbildung der Projektionsebene or sind, auf solche Weise, dap z.B,

Pe tb2 und R~stE2. Oie Gerade t^ sei die gemeinsame Tangente t
der Kegelschnitte a2 und b2 im Punkt Q , Geder der Kegelschnitte

2 2 ^ 2a , b bestimmt genau eine geradlinioe Quadrik der Familie (К )• Beze-
2 2

ichnen wir się mit Ф und Ф^, dann bestimmen wir eine beliebige Ebe

ne oi , die in einem Punkt der Durchdringungslinie dieser Quadriken sowohl

die eine als auch die andere Quadrik berflhrt. Fflhren wir durch den Punkt P 
“ - s s 2eine beliebige Gerade a . Das Projektionspaar (a , a ) bestimmt genau

eine Erzeugende a der Quadrik Ф 2. Die Zentralprojektion Â  des
Schnittpunktes dieser Geraden mit der Ebene t  ̂ finden wir leicht, wenn
wir den zweiten Punkt bestimmen, in dem die Gerade t den Kegelschnitt

2 2 ^a schneidet. In der Abb. III.2 ist das der Punkt A . Bestimmen wir dann
2 ^solche Erzeugende b der Quadrik Фи, die die Gerade a schneidet. Die 

s s sGerade b . mup also durch den Punkt R e a  gehen, der kolinear mit den
2

Punkten Qĵ und R ist, sowie durch den Punkt B̂ , der anders als P
ist und der Schnittpunkt des Kegelschnittes b2 mit der Geraden t£,_ ist.

s 2 ^
Das Projektionspaar (b , b ) bestimmt eindeutig die Erzeugende b der
Quadrik Ф 2, die die Gerade a im Punkt R schneidet. In der Abb.III.2
bezeichnete man die Punkte Â  und dieser Geraden. Die Ebene a .die
durch die Geraden a,b bestimmt wurde, berflhrt die beiden Quadriken im

2
Punkt R, und die quadratische Projektion sa ihrer Kollineationsachse 
ist ein Kegelschnitt, der die Bedingungen der Aufgabe einhfllt. Der Kegel
schnitt s2 berflhrt die Gerade t im Punkt Q. und auGerdem den Kegel-

o 2 i  2 2
schnitt аг im Punkt T̂ , und den Kegelschnitt b im Punkt T ^ .
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