
M ac ie j K lak la .

DOSTRZEGANIE PROBLEMÓW 
A UZDOLNIENIA MATEMATYCZNE UCZNIÓW

(fragment badań)

1. Wstęp

1 . 1 .  N i n i e j s z y  a r t y k u ł  j e s t  fragmentem sprawozdania z 

o b s z e r n ie j s z y c h  badań d o ty c z ę c y c h  problemów rozpoznawania 

u z d o ln ie ń  matematycznych uczniów s z k o ł y  ś r e d n i e j , a w ięc w 

wieku od p i ę t n a s t u  do osiem n astu  l a t .D o t y c z ę  one -  co n a le ­

ży  tu p o d k r e ś l i ć  -  u z d o ln ie ń  o c h a r a k te r z e  twórczym,w p rz e ­

c iw ie ń s tw ie  do rozważanych c z ę s t o  u zd o ln ie ń  w s e n s ie  "być 

zdolnym do n au czen ia  s i ę  c z e g o ś " ,  traktowanych w ięc ja k o  pe­

wien poziom n o r m a ln o ś c i .

Twórcze u z d o ln ie n ia  matematyczne -  j a k  pok azuję  l i c z ­

ne p r z y k ła d y  z ż y c i a  w ie lk ic h  matematyków i  i c h  wypowiedzi 

[ l l  -  bywaję c z ę s t o  s z c z e g ó l n i e  ukierunkowane i  n ie  m iało ­

by sensu mówić o t a k ic h  o gó ln ych  u z d o ln ie n ia c h .  Można by na­

to m ia s t  w pracy  matematyka wyróżnić s z e re g  różnorodnych nur­

tów [ г З  , t a k ic h  j a k  np . u o g ó l n ia n ie ,  s p e c y f i k a c j a ,  d o s t r z e ­

g a n ie  a n a l o g i i  i  s t r u k t u r ,  m y śle n ie  według pewnej konwencji 

c z y  d o s t r z e g a n i e  problemów, i t p .  W konsekw encji  można by 

w ięc mówić o u z d o ln ie n ia c h  do różnych typów a k ty w n o śc i .
W c a ł e j  p ra cy  p od ejm u ją  próbę badania u zd o ln ie ń  do pew­

nych wybranych rodzajów  ak tyw n ości  m atem atyczn ej. Natom iast 
w prezentowanym fr a gm e n c ie ,  zajmę s i ę  omówieniem badań pró­

bnych, d o ty c z ę c y c h  u m ie ję tn o ś c i  d o s tr z e g a n ia  i  formułowania 

problemów w pewnej s y t u a c j i  o t w a r t e j .
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2. Cel badań
2 . 1 .  S łu c h a ją c  wypowiedzi n a u c z y c i e l i  -  praktyków , 

c h a t a k t e r y z u ję c y c h  swoich u czn iów , spotykamy s i ę  c z ę e t o  z 

o k r e ś le n ia m i :  " z d o l n y " ,  “ p i l n y ,  a l e  n ie z b y t  z d o l n y " ,  " n i e ­

z d o l n y " .  Mimo, że sędy te  n ie  są  o p a r te  na w yraźnie  sform u­

łowanych k r y t e r i a c h ,  w y ró ż n ia ją  je d n a k  -  w o p i n i i  ty c h ż e  

n a u c z y c i e l i  -  pewne k a t e g o r i e  cech  umysłowych uczniów  s p o ­

tykane w s z k o l e ,  a c z ę s t o  są podstawą pewnych prognoz zw ią­

zanych z p r e o r i e n t a c j ą  zawodową, c z y  t e ż  d o ty c z ą c y c h  powo­

d z en ia  w d a ls z y c h  s t u d i a c h .  O c z y w iś c ie ,  n iesłu szn ym  by łob y  

mniemanie, że  owo n ie sp re cy z o w a n ie  k r y t e r ió w ,  k tórym i k i e ­

r u ją  s i ę  n a u c z y c ie le  o k r e ś l a j ą c  u c z n ia  ja k o  n p . " p i l n e g o ,  

a l e  n ie z b y t  z d o ln e g o " ,  o zn acza  w o g ó le  i c h  b r a k .  N a u c z y c ie l  

wyrabia a o b ie  bowiem t a k i  sąd na p o d sta w ie  o b s e r w a c j i  re a ­

k c j i  u c z n ia  w różnorodnych s y t u a c j a c h ,  c z ę s t o  n ie  uśw iada­

m ia ją c  s o b ie  w s z y s t k ic h  i s t o t n y c h  elementów w pływ ających na 

taką a n ie  inną o p i n i ę  o u c z n iu .  Sąd ten z a l e ż y  rów nież od 

w n ik l iw o ś c i  czyn ion ych  p rz e z  n a u c z y c ie la  o b s e r w a c j i ,  od 

czasu ic h  tr w a n ia ,  od t e g o ,  c z y  s y t u a c j e ,  w k tó r y c h  nauczy­

c i e l  ma możność obserwować u c z n ia  są  d o s t a t e c z n i e  z r ó ż n ic o ­

wane, l t d .  O p in ia  ta k a  z a l e ż y  w ięc  w yraźn ie  od n a u c z y c i e l a ,  

k t ó r y  j ą  w y d a je ,  i  co za tym i d z i e ,  może n i e  być t r a f n a .  

Może również zm ien iać  s i ę  w c z a s i e ,  w m iarę le p s z e g o  pozna­

wania u c z n i a ,  o ra z  w miarę j e g o  umysłowego ro zw o ju .

Taka o r i e n t a c j a  w m o ż liw o śc ia c h  uczniów  j e s t  bardzo wa 

żna w p r o c e s ie  n a u c z a n ia ,  bowiem u czn iow ie  m atem atycznie  uz 

d o l n i e n i  wymagają odrębnych zabiegów  d yd aktyczn ych  w c e lu  

r o z w in ię c ia  i c h  p r e d y s p o z y c j i  w tym k ie r u n k u .

P rak tyk a  sz k o ln a  zna różne formy p ra cy  z  uczniem z d o l ­

nym; je d n e  z  n ic h  są  stosow ane z  w iększym , in n e  z  mniejszym 

powodzeniem. N a to m iast  sprawa o r i e n t a c j i ,  z  k tórym i u c z n ia ­

mi n a le ż y  na tym polu pracow ać, p r z e b ie g a  t a k ,  j a k  t o  omó -
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wiłem pow yżej} j e s t  o p a r ta  przede w szystkim  na i n t u i c j i  i  

d ośw ia d czen iu  n a u c z y c i e l a .  Nasuwa s i ę  w ięc p y t a n i e ,  c z y  n ie  

można by op rzeć  -  c h o c ia ż b y  czę śc io w o  -  t a k i e j  o r i e n t a c j i ,  

na k r y t e r i a c h  w y ra ź n ie j  sprecyzow an ych.

2 . 2 .  We wspomnianych na w s tę p ie  s z e r s z y c h  badaniach 

postaw iłem  s o b ie  za c e l t

a /  próbę w y ró żn ie n ia  pewnych c h a r a k te r y s ty c z n y c h  czyn­

ników m atem atycznej a k ty w n o ś c i ,  k t ó r e  można by u jaw n ić  w 

form ie d o s tę p n e j  d la  n a s z e j  o b s e r w a c j i  i  o c e n y ,

b /  próbę w e r y f i k a c j i  występowania ty c h ż e  czynników w 

m atem atycznej a k ty w n o śc i  uczniów uznanych według o p i n i i  

s z k o l n e j  za z d o ln y c h ,

с /  próbę sform ułow ania -  na p od sta w ie  wyróżnionych 

czynników -  pewnych k r y te r ió w  u z d o ln ie ń  matematycznych ucz­

niów .

P rz y jm u ję  tu z a ł o ż e n i e ,  że  u czn iow ie  o k r e ś la n i  przez  

swych n a u c z y c i e l i  ja k o  “ bardzo z d o l n i "  sę  ta c y  w r z e c z y w is ­

t o ś c i ,  być może z pewnymi n ie w ie lk im i  w y ję tk a m i.

W c a ł e j  p ra cy  stawiam s o b ie  za c e l  w yróżn ien ie  z tego 

punktu w id ze n ia  t y l k o  n ie k t ó r y c h  czynników matematycznej 

a k ty w n o ś c i ;  z r e s z t ę  p e łn e  r o z e z n a n ie  w t e j  d z ie d z in ie  j e s t  

n iem ożliw e ze  względu na bogactwo różnorodnych form t e j  ak­

ty w n o ś c i .
Sformułowane k r y t e r i a  mogłyby p o s łu ży ć  ja k o  pewna pod­

stawa do prób nad k o n s t r u k c ję  te s tó w  d o ty c z ę c y c h  rozpozna­

wania u z d o ln ie ń  matematycznych uczniów .

2 . 3 .  C z y n n ik i  w yróżnione w p r a c y ,  maję w zam ierzen iu  

a u to ra  odpowiadać następujęcym  dwóm warunkom:

1 /  Powinny i s t o t n i e  występować w niebanalny  sposób 

w tw ó r c z e j  p ra cy  m atem a tyczn ej,

2 /  Powinny być na t y l e  k o n k re tn e ,  aby można było  na 

ic h  p o d sta w ie  formułować k r y t e r i a  u zd o ln ie ń  matema­

ty c z n y c h ,  możliwe do s toso w a n ia  w p r a k ty c e .

W d a l s z y m  c i ę g u  t e g o  a r t y k u ł u ,  o r g a n i c z a j ę c  go  j e d y n i e
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do sprawozdania z badań p rób n ych , zajmę s i ę  t y l k o  jednym z 

w ielu  czynników tw ó rc z e j  a k ty w n o ści  m a te m a ty cz n e j ,  a miano­

w i c i e :
-  dostrzegan iem  problemów w pewnej s y t u a c j i  o tw a r t e j  

/ s e n s i b i l i t é  aux problèm es / .

Pozwala to  na sform ułow anie n a s tę p u ją c e g o  k ryteriu m  

matematycznych u z d o ln ie ń  u c z n i a :

u m ie ję tn o ś ć  d o s t r z e g a n ia  i  formułowania problemów w 

s y t u a c j i  o t w a r t e j .

Powyższe kryterium s p e ł n i a  wymagania wymienione w p u n kcie  1 .

H i s t o r i a  matematyki zna l i c z n e  p r z y k ła d y  s y t u a c j i ,  w 

k tó ry c h  w łaściw e p o s ta w ie n ie  problem u, nawet J e ż e l i  n i e  do­

prowadzało szybko do r o z w ią z a n ia ,  o t w ie r a ł o  nowe d r o g i  i  

perspektywy m y ś l i  m a tem a ty czn e j.  Także w c o d z ie n n e j  p r a k ty ­

ce  każdy p r a c u ję c y  tw órczo matematyk s ta w ia  s o b ie  w zw iąz­

ku z  rozważanymi z a g a d n ie n ia m i pewne p y t a n i a ,  szuka na n ie  

o d p o w ie d zi ,  k t ó r e  sprowadza z k o l e i  do od p ow ied zi na in n e ,  

p r o s t s z e  p y t a n i a ,  aż  do momentu z n a l e z i e n i a  poszukiwanego 

ro z w ią z a n ia .

Sformułowane powyżej k ryteriu m  s p e ł n i a  ta k ż e  d r u g i  z 

postaw ionych warunków. Można bowiem opracować system  otw ar­

tych  s y t u a c j i  i  w k a ż d e j z n ic h  k o n k re tn ie  b a d a ć , c z y  uczeń 

d o s tr z e g a  i  j a k i e  d o s tr z e g a  problem y, czy  p o t r a f i  J e  sformu 

łow a ć. N ie  badamy tu u m ie ję t n o ś c i  rozw iązyw an ia , a l e  z d o l ­
ność do dostrzegania m atem atycznie sensownych problemów.

2 . 4 .  P o trzeb n e  j e s t  j e s z c z e  jed n o  i s t o t n e  w y ja ś n i e n i e ,  

bez k tó re g o  c a ła  k o n c ep cja  mogłaby być ź l e  zro zu m ia n a .O tó ż  

o k r e ś lo n e  w wyniku moich s z e r s z y c h  badań k r y t e r i a  mają j e ­

dynie  pozytywny c h a r a k t e r ,  t z n .  s p e ł n i a n i e  k t ó r e g o ś  z n ich  

może być podstawą do mocno umotywowanej h ip o t e z y  o u z d o ln ię  

n iach  do te g o  typu ak tyw n ości  m a tem a ty czn e j.  N a to m iast  j e ż e  

l i  uczeń w pewnej k o n k re tn e j  s y t u a c j i  n ie  p o t r a f i  d o s t r z e c  

żadnych in t e r e s u ją c y c h  problemów, to  ten f a k t  w cale  n ie  mo­

że upoważniać nas do wniosku o braku u n ie g o  u z d o ln ie ń
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do d o s t r z e g a n ia  i  formułowania problemów. Na niepowodzenie 

mogę bowiem mieć wpływ różne c z y n n ik i  tk w ięce  będź w samym 

u c z n iu ,  o t o c z e n i u ,  czy  w r e s z c ie  w proponowanej s y t u a c j i .  

Wcale n ie  ma p e w n o śc i ,  że  w in n e j  s y t u a c j i  i  innych o k o l i c z ­

n o ś c ia c h ,  znowu próba musi s i ę  zakończyć niepowodzeniem. 

Tymczasem u z y sk a n ie  pozytywnego wyniku j e s t  bez w ę tp ie n ia  

pewnym świadectwem u z d o ln ie ń  do te go  ro d za ju  ak tyw n ości  ma­

te m a ty c z n e j .

O becnie  n i e  będę szczegó ło w o  omawiał metody i  o r g a n i ­

z a c j i  s z e r s z y c h  badań, o k tó ry c h  wyżej wspomniałem, o g r a n i ­

czę  s i ę  je d y n ie  do tych  uwag, k t ó r e  sę n iezb ędne d la  zro zu ­

m ienia prezentowanego fragm entu .

Badania p o le g a ły  na o b s e r w a c j i  i  a n a l i z i e  r e a k c j i  u c z ­

niów na pewne spraw dziany w e r y f ik u ją c e  występowanie wyróż­

nionych u p rzed n io  czynników u z d o ln ie ń .  Poprzedzone z o s t a ł y  

badaniami próbnym i, mającymi na c e lu  wypracowanie metody a -  

n a l i z y  i  o p isu  w odpow iednich k a te g o r ia c h  r e a k c j i  uczniów 

na t e  sp raw d zian y .

3. Temat i metoda

3 . 1 .  BADANIA PRÓBNE. O o t y c z y ły  pne ty lk o  jed n ego z wy­

różnionych  czynników , a m ia n o w ic ie :  d o s t r z e g a n ia  problemów, 

w pewnej s y t u a c j i  o t w a r t e j .  Do badań wybrałem dwie s y t u a c j e :  

geom etryczną i  a lg e b r a ic z n o -a r y t m e t y c z n ą . T u ta j  o g r a n ic z ę  

s i ę  je d y n ie  do omówienia zagadn ień  związanych z s y t u a c ję  

geom etryczn ą . A o to  p e łn y  t e k s t  przedstaw ion ego  uczniom za ­

dania :
“Dane sę różne punkty A i  B .  Punkt X może poruszać s i ę  

po półokręgu  o ś r e d n ic y  AB, a punkt Y po sy m e tra ln e j 

odcin ka AB taić, że  punkty X i  Y n a le ż ę  do różnych stron 

p r o s t e j  AB / r y s . l / .
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□ a k ie  z a d a n ia ,  p y ta n ia  lu b  ciekaw e problemy możesz po­

s ta w ić  w zwięzku z p rze d staw io n y  s y t u a c j ę ?  S fo rm u łu j 

te  problem y.

Po sformułowaniu w s z y s t k ic h ,  k t ó r e  c i  s i ę  n asu w aję , 

p r z e c z y t a j  j e s z c z e  raz sw oje p r o p o z y c je  i  p o d k r e ś l  t e ,  

k tó r e  uważasz za s z c z e g ó l n ie  i n t e r e s u j ą c e . "

Uczniow ie otrzym yw ali  p ełny  t e k s t  zad an ia  i  na tym sa ­

mym arkuszu u d z i e l a l i  o d p o w ie d z i .  P r a c o w a li  sa m o d z ie ln ie  

bez m o żliw o ści  komunikowania s i ę  z kolegam i w c z a s i e  o k o ło  

30 m inut. B y l i  poinform ow ani, że ic h  odpow iedzi z o s ta n ę  wy­

k o rz y sta n e  do celów  n i n i e j s z e g o  opracowania i  w y r a z i l i  zg o ­

dę na w sp ółp racę z  autorem . Rów nocześnie w i e d z i e l i ,  że  z a ­
dania rozwięzywane p rze z  n ich  w t r a k c i e  badań n ie  będę mia­

ł y  wpływu na ocenę s z k o ln y .

3 . 2 .  KATEGORIE OPISU WYNIKÓW

3 . 2 . 1 .  Z a d a n ia ,  przed którym i postaw iono uczniów w t r a ­

k c ie  badań r ó ż n i ł y  s i ę  i s t o t n i e  od t e g o ,  z czym s p o t y k a l i  

s i ę  w toku nauki w s z k o l e .  Tam, zazw yczaj oczekiwano od nich 

rozw iązania zad ania  na o g ó ł  w yraźnie sform ułow anego; t u t a j  

n atom iast uczeń m iał w o p is a n e j  s y t u a c j i  sam d o s t r z e c  i  sfon- 

mułować pewne zwięzane z tę  s y t u a c j ę  problem y, przy  czym 

wcale n ie  m u sia ł znać ic h  ro z w ią z a n ia .  O est  w ięc rz e c z y  oczy­

w i s t y ,  że ocena odpow iedzi badanych uczniów powinna o p ie r a ć
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s i ę  rów nież na z u p e łn ie  innych  k r y t e r i a c h ,  n i ż  ocena typ o ­

wych zadań rozwiązywanych w s z k o l e ,  g d z ie  a i a ł a  sen s ocena 

popraw ności ro zw ię za n ia  i  o b l i c z e ń ,  lu b  p r o s t o t y  z n a l e z io ­

nego ro zw ię za n ia  i t p .  T u t a j  n i e  na sensu o ty a  wszystkim  

mówić, gdyż w prezentowanych s y t u a c ja c h  aożna p o sta w ić  wie­

l e  różnorodnych problemów, a p o m in ię c ia  pewnych z  n ic h  n ie  

można tra k to w a ćć  ja k o  błędu p o p ełn io n e go  p rze z  u c z n i a .  Pow­

s t a ł  w ięc  problem z n a l e z i e n i a  t a k ic h  sposobów o p isu  i  ana­

l i z y  odp ow iedzi u czn iów , k t ó r e  by p o z w o li ły  na m ożliw ie  wie­

l o s t r o n n e  porównywanie ic h  p r a c .

3 . 2 . 2 .  To w ła ś n ie  b y ło  celem badań próbnych z grupę o ś ­

miu uczniów k l a s  t r z e c i c h  i  czw artych  l ic e u m . Z o s t a l i  on i 

zakodowani symbolami Aq ^ ,  AQ2. .  .A ^ g .  Wszyscy o n i ,  w o p i n i i  

swych n a u c z y c i e l i  m atem a tyki, b y l i  s z c z e g ó l n ie  u z d o ln ie n i  

m a te m a ty czn ie . Można w ięc b y ło  s i ę  sp o d zie w a ć , że ic h  odpo­

w ie d z i  dadzę i n t e r e s u j ę c y  m a t e r i a ł ,  p o zw a la ję c y  na w yróżnie­

n ie  t a k ic h  k a t e g o r i i  o p is u  ro zw ię za ń , k tó r e  będę i s t o t n e  

d la  c h a r a k t e r y s t y k i  rozw ięzań grupy uczniów z d o ln y c h ,  bada­

nych j u ż  po zak oń czen iu  badań próbnych. Pewnym świadectwem 

t r a f n o ś c i  wytypowania ty c h  uczniów p rze z  n a u c z y c i e l i  j e s t  

f a k t ,  że  w szyscy  o n i  p o d j ę l i  i  kontynuuję z powodzeniem s t u ­

d ia  na kierunkach ś c i s ł y c h  lub te c h n ic z n y c h ,  a w ięc zw ię z a -  

ne z m atem atykę. I l u s t r u j e  to  n a s tę p u ję c e  z e s t a w ie n ie :

Uczeń O becnie /1 9 7 6  с /

TiO<

I  rok m atematyki U3

A02 I  rok budownictwa lędowego PK

A03 I  rok matematyki stosow anej AGH

A04 I I  rok ch em ii PK

A05 I I  rok matematyki UD

A06 I I  rok m echaniki PK

A07 I I  rok e l e k t r o t e c h n i k i  AGH
A

08 I I  rok matematyki U3
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Przeprow adzenie  badań próbnych, o p ró c z  m o ż liw o ś c i  wy­

pracowania metod o p isu  i  a n a l i z y  odpow iedzi u czn iów , pozwo­

l i ł o  ta k ż e  -  w wyniku wykonanych a n a l i z  -  na «form ułow anie 

pewnych wstępnych h i p o t e z .
*

3 . 2 . 3 .  A n a l i z u ją c  w yn ik i badań próbnych wyróżniłem na­

s t ę p u ją c e  k a t e g o r ie  o p i s u :

I .  O tw artość  problemu / o . p . /

I I .  A b e tr a k c y jn o ś ć  w y stę p u ją cy c h  w nim o b iek tó w  / а . o /

I I I .  Poprawność sform ułow ania / p . s . /

I V .  N ie t r y w ia ln o ś ć  / n t r . /

Odnoszą s i ę  one do każdego d o s tr z e ż o n e g o  i  sformułowanego 

p rzez  u c z n ia  po je d yn czego  problem u. W t r a k c i e  o p isy w a n ia  od­

pow iedzi p o s z c z e g ó ln y c h  uczniów o k a z a ło  s i ę  koniecznym wyró­

ż n ie n ie  j e s z c z e  innych k a t e g o r i i ,  k t ó r e  omówię p ó ź n i e j .

O becnie p r z e jd ę  do w y ja ś n ie n ia  na czym p o l e g a j ą  wymie­

nione u p rzednio  cech y  proponowanych p rz e z  u c z n i*'m problemów, 

p r e c y z u ją c ,  co p rze z  każdą z n ic h  będę ro z u m ia ł ,  o r a z  u za sa­

d n ia ją c  p r z y j ę c i e  t a k ic h  w ła ś n ie ,  a n ie  in n y c h .

3 . 2 . 4 .  O tw artość  problem u, / o . p . /  Problem j e s t  sformu­

łowany t a k ,  że  p o zo sta w ia  j e s z c z e  swobodę w wyborze danych 

/ n p .  parametrów/ lub dopuszcza z góry  n ie je d n o z n a c z n o ś ć  r o z ­

w ią z a n ia .  Np. uczeń AQg p i s z e  t a k :

"D a kie  z e s p o ły  parametrów c h a r a k te r y z u ją  je d n o z n a c z n ie  

f i g u r ę ?  O akie są między nim i z w ią z k i?  " .

2  je g o  rysunku w ynika, że  c h o d z i  tu o f i g u r ę  wyznaczo­

ną p rze z  punkty A , X , B , Y ,  Dowolność wyboru parametrów o k r e ś ­

la ją c y c h  t ę  f i g u r ę  pozwala z a l i c z y ć  z a g a d n ie n ie  do problemów 

o tw a r ty c h . Ten sam uczeń fo rm u łu je  t a k i e  z a g a d n ie n ie :

"Dak s i ę  w yrażają  k ą ty  w f i g u r z e  za pomocą boków?"

T u ta j  zarówno dane zad an ia  ja k  i  poszukiwane w i e l k o ś c i  są 

ś c i ś l e  o k r e ś lo n e ,  n ie  j e s t  to  w ięc problem o tw a r ty j  n ie  cho­

d z i  tu bowiem o ja k ie k o lw ie k  r e l a c j e  zach od zące  między u k ła ­

dem miar boków i  miar kątów , a l e  o w yrażen ie  m iar kątów j a ­

ko f u n k c j i  miar boków / p r z y  czym n ie z a le ż n e  są t y l k o  dwie z 
tych  m i a r / ,
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3 . 2 . 5 .  A b s tr a k c y jn o ś ć  o b ie k tó w , / а . o . /  Problem d o ty c z y  

o b iek tó w  b a r d z i e j  o g ó ln y c h ,  b a r d z ie j  a b s t r a k c y jn y c h ,  n iż  

p r o s t e  i  e lem en ta rn e f i g u r y  g e o m e tryc zn e , czy  l i c z b y .  Z a l i ­

czam tu za d a n ia  d o ty c z ą c e  np . zbiorów  punktów, c z y  par pun­

któw o k r e ś lo n y c h  pewnymi warunkami, k tó ry c h  to  zbiorów  uczeń 

a p r i o r i  n ie  może z a k la s y f ik o w a ć  do znanych mu geom etrycz­

nych o b ie k tó w  a n i  geom etrycznych r e l a c j i ;  problemy d o ty c z ę ­

c e  f u n k c j i  lu b  p r z e k s z t a ł c e ń ,  c z y  t e ż  związków między pew­

nymi w ie lk o ś c ia m i  o k re ś lo n y m i p rze z  dane problemowej s y tu a ­

c j i .  Np. z a l ic z a m  t u t a j  n a s tę p u ją c e  problemy eformułowone 

p r z e z  u c z n ia  A g ^ ;

" Z n a le ź ć  p r z e k s z t a ł c e n i e ,  k t ó r e  przyporządkowuje każde­

mu z  punktów X punkt Y jed en  i  t y l k o  j e d e n " .

" Z n a le ź ć  t a k i e  p r z e k s z t a ł c e n i e  wzajemnie jed n o zn aczn e" 

o r a z  problem :
"Oakę f ig u r ą  j e s t  z b ió r  środków w s z y s tk ic h  odcinków 

XY?", podany p rz e z  u c z n ia  A0 g .

3 . 2 . 6 .  Poprawność sform u łow an ia , / p . s . /  D o p u szcza ją c  

o tw a r to ś ć  problem u, dopuszczam t e ż  n iedop recyzow anie danych, 

drobne u s t e r k i  r e d a k c y jn e :  n a to m ia st  n ie  u zn a ję  za poprawne 

błędów o c z y w is ty c h  / n p .  gdy uczeń nazywa fu n k cją  -  r e l a c j ę

o k t ó r e j  z g ó ry  n ie  może w ie d z ie ć ,  czy  j e s t  f u n k c ję ,  lub 

n p . n ie  d o s t r z e g a ,  że  zd efin iow an a p r z e z  n iego  fu n k c ja  na 

danym z b io r z e  n ie  j e s t  w p e łn i  o k r e ś lo n a ,  c z y  t e ż  w innym 

k o n t e k ś c ie  używe b łę d n ie  terminów matematycznych a lb o  wre­

s z c i e  sform ułow anie J e s t  s z c z e g ó l n ie  n i e ś c i s ł e .

A n a l i z u j ą c  z te g o  punktu w idzenia odpow iedzi uczniów 

ch cia łem  s t w i e r d z i ć ,  czy  s t a w ia ją c  j a k i e ś  za g a d n ie n ie  uczeń 
w yraźnie  d o s tr z e g a  je g o  i s t o t ę ,  czy  t e ż  form u łu je  j e  mając 

je d y n ie  n i e j a s n y ,  i n t u i c y j n y  pogląd  na Je g o  n a t u r ę .  I s t o t ­

ne d la  te g o  k ryteriu m  j e s t  s t w ie r d z e n ie ,  c z y  sformułowanie 

problemu p rze z  u c z n ia  j e s t  t a k i e ,  że  o k r e ś la  ten problem 

je d n o z n a c z n ie ,  c h o c ia ż b y  nawet b y ł  on zagadnieniem bardzo 

ogólnym . D la  i l u s t r a c j i  p o s łu ż ę  s i ę  tu kilkoma p rzyk ład a m i.
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Uczeń Aq 3 forum u łuje  problem t a k :

“ Punkt X k r e ś l i  ł u k ,  Y porusza s i ę  wzdłuż sym. ДЖ, P o -
*1l e  f ig u r y  A X BY ja k o  fu n k c ja  o d l e g ł o ś c i  CY .  N a to m ia st  u -  

czeń AQ7 p i s z e :

“Z n a le ź ć  fu n k c ję  p o la  f i g u r y  AY BX, gdy X poru sza  s i ę  
2

ze s t a ł ę c o  od A do 8 ,  a Y z e  s t a ł ę  p r ę d k o ś c ią  v s c P C B o d C .  

Prawdopodobnie o b a j mówię tu o tym samym p r o b le m ie ,  d o t y c z ę -  

cym zbadania zm ien n ości  p o la  f i g u r y  wyznaczonej p rze z  punk­

ty  A , X , B , Y ,  w z a l e ż n o ś c i  od p o ło ż e n ia  punktów X Y .  P ie rw sz y  

z n ich  wprawdzie mówi o p o ru szan iu  s i ę  punktów, a l e  n ie  wska­

z u je  s t a r t u  i  n ie  mówi n ic  w yraźnie  o p r ę d k o ś c ia c h ,  co powo­

d u je ,  że u j ę c i e  p o la  f i g u r y  AYBX ja k o  f u n k c j i  o d l e g ł o ś c i  OY 

n ie  j e s t  w p e ł n i  o k r e ś lo n e .  D ru g i  u c z e ń , mimo że w swoim sfo ­

rmułowaniu tych  braków u n ik a ,  to  jed n ak  mówi o f u n k c j i  p o l a ,  

zam ist  o polu ja k o  f u n k c j i  / p r z e j ę z y c z e n i e /  o ra z  n i e  wskazu­

j e ,  fu n k c ję  czego  ma być to  p o l e .  W obu tych  p rz y k ła d a ch  

sprecyzow an ie problemów d o s tr z e ż o n y c h  p rz e z  uczniów budzi 

więc z a s t r z e ż e n i a .

Sform ułowanie u c z n ia  AQ 2:

“D ie  j a k i c h  położeń  punktów X ,Y  punkty A , B , X , Y  wyznaczę 

2 t r ó j k ę t y  równoramienne" n ie  pozwala dom yśleć s i ę  w jakim  

s e n s ie  n a le ż y  tu rozumieć w yznaczanie ty c h  t r ó jk ą t ó w ,  w ięc 

również i  ten  problem n ie  j e s t  w yraźnie sp recyzow an y. N ato­

m iast ja k o  i l u s t r a c j a  zaga d n ień  dobrze sprecyzowanych mogę 

p o s łu ż y ć  n a s tę p u ją c e  problem y:

Uczeń AQ 3: "Punkt X n ie  zm ienia  p o z y c j i .  Y poru sza  s i ę  wzdłuż 

o s i  OY, za jm u jąc  k o l e jn e  p o ło ż e n ie  Y # , Y #' . .  Bakę 

f i g u r ę  tworzę ś r o d k i  odcinków XX, XX# , XX#C . .  ? 

Uczeń AQ 1: “ Z n a le ź ć  z a le ż n o ś ć  między położeniem  X i  Y w p rzy ­

padku, gdy obwód czw orokąta AXBY ma być s t a ł y " .

T ------- -------
0  oznacza /wg rysunku u c z n i a /  środ ek  o d cin k a  ЯЕГ.

O c z y w iśc ie  opuszczono słowo “ p r ę d k o ś c i ą " .
2
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3 . 2 . 7 .  N i e t r y w l a l n o é c .  / n t r . /  Form ułując to  k ry te r iu m , 

ch cia łe m  u zysk a ć  odpowiedź na p y t a n i e ,  c z v  uczeń sta w ia  so ­

b ie  na danym e t a p i e  z a g a d n ie n ia ,  k tó ry c h  ro zw ią zan ie  n ie  

j e s t  n a ty ch m ia sto w e, w y n ik a ją c e  n p . z  rysunku , c z y  ła tw e do 

p rze w id zen ia  bez żadnego w y s i ł k u ,a l e  k t ó r e  stanow ią i s t o t n e  

d la  n ie g o  problem y. 3ako p r z y k ła d  tr y w ia ln e g o  problemu może 

s łu ż y ć  n a s t ę p u ją c e  sform ułow anie u c z n ia  A ^ t

"C z y  każdy punkt p ła s z c z y z n y  n a le ż y  do k t ó r e j ó  z p ro s­

tych  XY ? "  Odpowiedź j e s t  chyba t u t a j ,  d la  u c zn ia  XV k la s y  

l ic e u m , ew id en tn a . Podobnie trywialnym problemem j e s t  n a s tę ­

p u ją c y :

"C zy  możliwe j e s t  t a k i e  p o ło ż e n ie  punktów A , B , X , Y ,  aby 

l e ż a ł y  one na je d n e j  p r o s t e j  ? "  -  Form ułuje go uczeń A ^ .

Ten sam uczeń s ta w ia  również problem : "O la  ja k ie g o  p o ło żen ia  

X i  Y p r o s t a  AB j e s t  o s i ą  s y m e t r i i  p r z e k s z t a ł c a j ą c ą  punkt 

X na Y i  o d w r o t n ie ? " .  R ozw iązan ie  te g o  z a d a n ia ,  p o m ija ją c  

j u ż  niepoprawność sformułowań w rod za ju  "oé s y m e t r i i  przek­

s z t a ł c a j ą c a  X na Y "  -  j e s t  n atych m iasto w e, n ie  J e s t  to  więc 

p y ta n ie  problemowe.

Ten sam uczeń fo rm u łu je  również z a g a d n ie n ie :

■Znaleźć  p o ło ż e n ie  punktu Y p rzy  z a ł o ż e n i u ,  że  AX ■ BX,

d la  k tó re g o  __ ,
P ^  AXBY -  —  - .

I  t u t a j  ro zw ią za n ie  wynika n a ty ch m ia st  z p r o s te g o  rachunku, 

j e s t  to  w ięc z a g a d n ie n ie  b a n a ln e .
Oo problemów try w ia ln y ch  za licz a m  również n a s tę p u ją c y :

"P rzy  j a k ic h  p o ło ż e n ia c h  punktów X , Y ,  p o le  f i g u r  z a k r e -  

sowanych j e s t  n a jw ię k sz e  / r y s . 2 / "  -  form u łu je  go uczeń Aq ^ :
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F a k t ,  że  t a k i e  " n a jw ię k s z e  p o l e "  n ie  i s t n i e j e ,  powi -  

nien na tym poziom ie być d l a  u c z n ia  o c z y w i s t y .

P r z y t o c z ę  również k i l k a  problemów, k t ó r e  bez w ę tp ie n ia  

n a le ż a ło b y  na tym e t a p ie  uznać za n ie b a n a ln e .  I  tak  np :

Uczeń Aq 5 fo rm u łu je  n a s tę p u ję c e  z a d a n ia :

Z n a le ź ć  m ie js c e  geom etryczne środków odcinków XV, gdy 

X ,Y  p o r u s z a ję  s i ę  po odpow iednich krzyw ych ".

" Z n a le ź ć  m ie js c e  geom etryczne / X , Y / , ,  d la  k tó ry c h  

-$L XBY j e s t  p r o s t y " .

Uczeń' Aq1 form u łu je  t a k i e  problem y:

" Z n a le ź ć  p o ło ż e n ie  punktów t a k i e ,  aby p o la  f i g u r  z a -  

kneskowanych b y ły  równe / r y s . 2 / " .

"Z n a le ź ć  p o ło ż e n ia  punktów X , Y ,  p rzy  k tó ry c h  p o le A A X Y  

J e s t  s t a ł e " .

" Z n a le ź ć  z a le ż n o ś ć  między położeniem  X i  Y w przypadku, 

gdy obwód czw orokęta  AXBY ma być s t a ł y " .

I  j e s z c z e  p rzy k ła d  podany p rze z  u c z n ia  AQ 8:

"N iech  X porusza s i ę  po p ó ło k r ę g u .  Dak powinien poru­

sza ć  s i ę  Y po s y m e t r a ln e j ,  aby p o le 3 p o z o s t a ł o  n ie zm ie ­

n io n a " .
3 . 2 . 8 .  P r z y k ła d y  powyższe i l u s t r o w a ł y ,  w jakim  a a n s ie  

n a le ż y  rozumieć tr y w ia ln o ś ć  lu b  r t ia try w ia ln o ó ć  problemów 

staw ianych p rze z  uczniów . Te k a t e g o r ie  n i e  sę  o s t r e .  W ystę­

p u ję  również e y t u a c je  s k r a j n e ,  w k tó ry c h  d e c y z j a ,  do k t ó r e j  

z n ich  z a l i c z y ć  z a d a n ie  j e s t  uwarunkowana całym kontekstem  

problemów staw ianych p rze z  u c z n i a ,  c z y  nawet p rz e z  w s z y s t ­

k ic h  badanych.

Zwracam uwagę na t o ,  że p r o p o z y c je  uczniów m ia ły  być 

sp o n ta n ic z n e ,  formułowane "na g o r ę c o " .  O c z y w iś c ie ,  gdyby u -  

czn iow ie  c i  m i e l i  rozwięzywać swe zad an ia  na pewno s p r e c y z o ­

w alib y  j e  ś c i ś l e j .  C h o d z i ło  jed nak w ła śn ie  o s z k i c  bezpoś­

rednio im nasuwających s i ę  i d e i .

........... " " T .....................  111
P o le  czw orokęta A X B Y
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N ie  podejm uję próby w a l o r y z a c j i  tych  o d p o w ie d zi ,  o g r a -  

n i c z a j ę c  s i ę  j e d y n ie  do i c h  c h a r a k t e r y s t y k i ,  zgo d n ie  z wy­
mienionymi wyżej cech am i.

A n a l i z u j ą c  p r o p o z y c ję  u czn iów , b io r ę  pod uwagę o g r a n i ­

czon ość  ic h  "m atematycznego ó w i a t a " ,  uwarunkowanego progra­
mem i  s ty le m  nau czan ej matematyki e le m e n ta r n e j .  Sam temat 

zad an ia  również w d u że j m ierze  warunkuje to  o g r a n i c z e n ie .  

D la te g o  w ięc wymienione k a t e g o r ie  i n t e r p r e t u j ę  r e la t y w n ie ,  

w stosunku do m o ż liw o ś c i  uczn iów . Sen s n ie k tó ry c h  sform u ło­

wań n ie p r e c y z y jn y c h  w oderwaniu od c a łe g o  k o n te k stu  propozy­

c j i  u c z n i a ,  czasem można u s t a l i ć  w tym k o n t e k ś c ie  i  to  w łaś­

n ie  k i l k a k r o t n i e  s t o s u j ę .

3 . 2 . 9 .  Oto p e łn a  l i s t a  proponowanych p rze z  uczniów pro­

blemów. Z o s t a ł y  one zgrupowane w n a s tę p u ją c y  z e s p o ł y ,  ujmu­

j ą c e  problemy o podobnej te m a ty c e :

I .  Problemy zw iązane z p r z e k s z t a łc e n ia m i ,

I I .  Problemy zw iązane z poszukiwaniem m ie js c  geom etrycz­

nych punktów i  ew e n tu a ln ie  w ła s n o ś c i  tych zb iorów .

I I I .  Problemy d o ty c z ą c e  wyznaczania pewnych w ie lk o ś c i  J a ­

ko f u n k c j i  in n y c h .
I V .  Problemy d o ty c z ą c e  związków między elementami czwo­

ro k ą ta  AXBY.

V . Problemy związane z  wyznaczaniem ta k ic h  położeń pun­

któw X i  Y t a k ,  aby b y ły  sp e łn io n e  pewne w arunki.

V I .  Problemy in n e .

Znak "x "  w r u b r y k a c h : / o . p . / ,  / a . o . / ,  / p . s . / , i  / n t r . /  

o z n a c z a ,  że problem postaw iony p rz e z  u c zn ia  za licza m  odpo­

w iednio  do o tw a r ty c h ,  a b s t r a k c y jn y c h ,  poprawnie sformułowa­

nych i  n ie tr y w ia ln y c h  / t a b . I / ,
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Tablica 1

Grupa
р г о Ы . Lp. Symb.

ucznia
Symb.
probl.

Pełne sformułowanie 
problemu /0 . Р / / а . о / /p .s . / /n t r . /

1. A04 P5, Znaleźć przekształ­
cenie, które przypo­
rządkowuje każdemu 
z punktów X punkt Y 
Jeden i tylko Jeden

X X X X

Z.
 

Pr
ob

le
m

y 
zw

ią
za

ne
 

z 
pr

ze
ks

zt
ał

ce
ni

am
i 2. A04 P6 a/ Znaleźć takie 

przekształcenie wza­
jemnie jednoznaczne

X X X X

3 .’ A01 P5 Określam odwzorowa­
nie wzajemnie jedno­
znaczne zbioru pun­
któw półokręgu na 
zbiór punktów pół- 
prostej: v.0 
P/X/»YfśOY"OX. tg*—5j—-
zbadać własności te­
go przekształcenia

X X X

4. A01 P6 Znaleźć inne prze­
kształcenia wzajem­
nie Jednoznaczne mię 
dzy tymi zbiorami

. X X X X

IX
. 

Pr
ob

le
m

y 
zw

ią
za

ne
 z

 p
os

zu
ki

w
an

ie
m

 m
ie

js
c 

ge
om

et
ry

cz
ny

ch
 p

un
kt

ów
 i

 e
w

en
tu

al
ni

e 
w

ła
sn

oś
ci

 
ty

ch
 m

ie
js

c

5. A06 P1 Dakę figurę Jest 
zbiór środków wszys­
tkich odcinków x7 ?

X X X

6. A05 P1 Znaleźć miejsce geo­
metryczne środków 
odcinków W, gdy X,Y 
poruszają się po od­
powiednich krzywych

X X X

7. \>5 P2 Zbadać,czy istn ie je  
pole tego obszaru, 
czy może:

X X X

8. A0S P3 jest zbieżne do nie­
skończoności, gdy Y 
oddala się do nie­
skończoności

X X X

9. A05 P4 Znaleić pole obszaru 
wyznaczonego przez 
te punkty /jeże li 
takie is tn ie je /

X X X

10. A04 P1 Oakę figurę tworzy 
zbiór wszystkich śro 
dków odcinków xT.gdy 
a/ punkt X Jest sta­

ły

X X X
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1 1 . A04 P2 Ь /  punkt Y jest 

stały * X X X

12. A04 P3 с /  Punkty X i Y mo­
gą się poruszać X X X

13. ^>3 P3 Punkt X nie zmienia 
pozycji, Y porusza 
się wzdłuż osi OY, 
zajmując kolejno po­
łożenie / У ' ,  y m, . . J  
Oakę figurę tworzą 
środkj odcinków 
XY, XY', XY".

X X X

14. A03 P3 . . .  /ewentualnie 
przepis funkcji,któ* 
rej jest wykresem/.

X X X

15. A05 P6 Oeżeli punkt Y Jest 
dany, leży na p.pro­
stej OY, to znaleźć 
takie miejsce punk­
tu X, dla którego 
stosunek pól na któ­
re pr.XY dzieli pole 
w półokręgu jest w 
danym stosunku К

X X X

16. A02 P5 Pole figury ograni­
czonej łukiem_AB jest

8
Znaleźć położenie 
punktu Y, dla które­
go pole utworzonego 
trójkąta ABY jest 
równe JT/A8/2 ;

8

X

17. A02 p; Przeprowadzić analo­
giczne konstrukcje 
w przestrzeni, tzn. 
dy półokrąg А Х В  jest 
przekrojem półkuli, 
aAAYB przekrojem 
stożka.

X

18. A02 p6 Znaleić położenie 
punktu Y, przy zało­
żeniu, że AX=BX, dla 
którego P0ciAXBY ■

Ж  / А В /
8

X
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c.d. tablicy I
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1 9 .
A 0 6 P5 Pole czworokąta A8XY 

Jako funkcja odległo­
ści XY.

X X

20.
A 0 3 P4 Punkt X kreśli luk 

ÂÉT, Y porusza ale 
wzdłuż sym. AB. Pole 
figury AXBY jako fun­
kcja odległości OY.

X X

2 1 . NO< 
_

P2 Znaleźć funkcje pola 
figury AYBX, gdy X 
porusza się ze stałę 
cZWA do B, a Y ze 
stałę prędkości? 
v « co CB od C.

X X

22. A08 P 1 3
Oak zmienia się pole 
w zależności od-toć i 

/3 tzn. gdy X poru­
sza się po półokręgu 
a Y po symetralnej ?

X X X

23. A06 P 6
Pole trójkęta XY0 ja- 
ko funkcja odległoś­
ci XY

X X X

24.
A07 P1 Znaleźć funkcję odle- 

głości tych dwóch pu 
nktów, gdy X porusza 
się tam i z powrotem 
po łuku A8, okres te­
go ruchu wynosi T. 
Punkt Y porusza się 
jednostajnie po pół- 
prostej CY.

X X X

2 5 . ЮO<

P2 Rzędna punktu Y = a, 
punkt X porusza się 
od A do B. Odległość 
XY jest jako funkcja 
X.

X X X

26. > o V» P4 Znaleźć funkcję kęta 
XYB w sytuacjj z 1 
problemu. X X X
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c.d. tablicy I

2 3 4 5 6 7 8 9
27. A08 P1 Jakie zespoły parame­

trów charakteryzuję 
jednoznacznie figurę?

X X X X

28. A08 P2 Ja k ie  sę między nimi 
zw ięzkl? X X X X

29. A08 P17 Dakę postać ma wzór 
opisujęcy figurę w u- 
kładzie współrzędnych 
/ew. dwuczęściowy/ ?

X X X X

30. A08 P10 Znaleźć zwięzek mię­
dzy bokami i  przekąt­
nymi.

X X X X

31. A08 P11 Jakie sę związki mię­
dzy kętami w figurze? X X X X

32. A08 P12 Jak się  wyrażają kąty 
w figurze za pomocą 
boków ?

X X X

33. A08 P3 Jak wyraża się  pole 
w danym układzie para 
metrów ?

- X X X X

34. A01 P7 Znaleźć położenia pun 
któw tak ie, aby pola 
figur zakreskowanych 
/ r y s .2/ były równe.

X X X

35. A01 P2 Znaleźć położenie pu­
nktów X,Y, przy któ­
rych pole ^0XY jest 
s ta łe

X X X

36. A05 P5 Znaleźć miejsce geo­
metryczne /X,Y/ dla 
których .̂YBY je s t 
prosty

X X X

37. A08 P14
4

Kiedy pole osiąga 
wartości ekstremalne 
/przy stałym obwodzi?

X X X

38. A04 P7 Kiedy pole trójkąta 
YAX będzie 
a / najmniejsze

X X X

39. A04 P8 b/ największe prz/ 
danym Y. X X X

4 Pole czworokąta AXBY
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c.d. tablicy I

2 3 4 5 6 7 8 9
40. A01 P8 Przy jakich położe­

niach punktów X,Y po­
le figur zakreskowa- 
nych jest największe 
/ry s .2/

X X

41. A01 P4 Znaleźć zależność mię 
dzy położeniem X i Y 
w przypadku, gdy ob­
wód czworokąta ma być 
stały

X X X

42. A01 P1 Znaleźć położenie pui> 
któw X i Y, przy któ­
rych XY ■  const «
■  а^ - я-  AB; przez po­
łożenie punktu X ro­
zumiem kęt А О Х ,  przez 
położenie punktu Y 
odległość OY. Znaleźć 
zwięzki między A0X 
i OY.

X X X

43. A02 P4 Wiadomo, że półokręg 
posiada długość ”B 
/ А В  to odległość mię­
dzy punktami A,B/. 
Znaleźć konstrukcyjni* 
położenie punktu Y, 
dla którego

J T  AB . ™ 3fAB AY и  ....2» ■ ■ i  OY ■  —j —

X X

44. A04 P9 Kiedy w czworokąt 
XAYB można : 
a/ wpisać koło

X

45. A04 P10 b/ opisać koło X

46. A01 P3 Znaleźć położenie pu­
nktów X,Y takie, aby 
w czworokąt AX8Y dało 
się wpisać okręg.

X X

47. A08 P9 Kiedy figura AXBY da 
się wpisać w okręg ? X X

48. A03 P1 Dakie warunki muszę 
spełniać punkty X,Y 
aby X,Y,A,B należały 
do pewnych figur geo­
metrycznych /np.okręg 
równoległobok/ ?

X X X

49. A08 P4 Kiedy figura będzie 
de’ toidem ? X X X
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50. A08 P5 trapezem X X X

51. A08 P6 równoległobokiem X X X

52. A08 P7 prostokętem X X X

53. A08 P8 kwadratem X X X

54. A07 P3 W jakiej sytuacji pun­
kty XAYB utworzę tra ­
pez równoramienny

X X X

55. A02 P1 Ola jakich położeń 
punktów X,Y punkty 
A,B,X,Y wyznaczę 2 
trójkęty równoramienne

X

56. A02 P2 Czy możliwe jest takie 
położenie punktów 
A,B,X,Y, aby leżały one 
na jednej prostej ?

X

57. A02 P3 Ola Jakiego położenia 
punktów X i Y prosta AB 
Jest osię symetrii, 
przekształcajęcę punkt 
X na Y  i odwrotnie

X X

58. A06 P2 Czy istn ie je : 
a/ elipsa X X

59 A06 P3 b/ hiperbola X X

60. A06 P4 с /  okraa - do któreJ с /  okręg - należę W3zy_
Stkie tó 
punkty 3

X X

61. A04 P4 Czy każdy punkt płasz­
czyzny należy do któ­
rejś z prostych XY ?

X

V
I, 

Pr
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m
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62. A08 P15 Niech X porusza się po 
półokręgu. Jak powinien 
poruszać się Y po syme- 
tralnej, aby pole pozo­
stało niezmienione

X X X

63. A08 P16 Czy można przeprowadzić 
kwadraturę tej figury 
przy pomocy cyrkla i 
lin ijk i ?

X X X

Tzn. punkty A,X,B,Y
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Powyższe wypowiedzi uczniów u z u p e łn io n e  b y ły  rysunkam i, 

w n ie k tó r y c h  przypadkach stanow iącym i i s t o t n e  d o p e ł n ie n ie  

formułowanych problemów. Np. do problemów 1 3 ,  14  i  23 uczeń 

ro b i  rysunek i l u s t r u j ą c y  wprowadzony p r z e z  s i e b i e  układ 

w sp ółrzęd n ych , co p o z w o li ło  z a l i c z y ć  powyższe z a g a d n ie n ie  

do sprecyzow anych. Do problemu 20  uczeń rów nież sp o rzę d za  

rysunek / r y s . 3 / ,  k t ó r y  w y ja śn ia  o j a k i e  k ą t y < /  i  /3  c h o d z i .

Rya.3

Rozważana w problem ie 25 f i g u r a ,  to  » ja k  wynika z rysunku 

u czn ia  -  czw orokęt AXBY. O n i e j  t e ż  mowa w problemach 2 5 - 3 1 .  

Problemy 32 i  40 sę  również i lu s tr o w a n e  p rz e z  u c z n ia  rysun­

kiem, k tó ry  o b j a ś n i a ,  o j a k i e  f ig u r y  c h o d z i .

U w zględ n ien ie  in f o r m a c j i  z a w a r te j  w rysunkach uczniów 

p o z w o liło  w powyższych przypadkach r o z s t r z y g n ą ć , c z y  p r o b le ­

my są w ła śc iw ie  sp recyzow ane.

I l o ś ć  problemów d o s tr z e ż o n y c h  w k a żd ej g r u p ie  p rz e z  po­
sz c z e g ó ln y c h  uczniów i l u s t r u j e  t a b . l .

T a b e la  1

^ U c z e ń  

Grupa p r o b Î T " - ^ .^

> o i-» > O N A03

O
_<£___

ino<

A06 A07

coO< R
azem

l "  ^ 3 4 5 7 8

I 2 2 4

I I 3 2 3 5 i 14
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c . ć .  t a b e l i  1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I I I 2 2 3 1 8

IV 7 7

V 6 4 1 5 1 3 1 7 28

VI 2 2

Razem 8 7 5 10 6 6 4 17 63

N a to m iast  i l o ś ć  problemów o tw a r ty c h ,  a b s tr a k c y jn y c h ,  

poprawnie sformułowanych i  n ie tr y w ia ln y c n  d la  każdej z  wy­

różnionych grup oraz  ogółem , p o d a je  t a b . 2 .

T a b ela  2

Grupa I l o ś ć  p r o b l . I l o ś ć  p r o b l . I l o ś ć  p r o b l . I l o ś ć  p r o b l .

( o .p . ) p o z o s t . (a . o.) p o z o s t . (P.e.) p o z o s t . (ntr.J p o zo st .

I 4 - 4 - 3 1 4 -

I I - 14 11 3 14 - 11 3

I I I 8 8 - 5 3 8 -

IV 6 1 7 - 7 - 7 -

V 1 27 18 10 24 4 23 5

VI - 2 2 - 2 - 2 -

Razem 11 52 50 13 55 8 55 8

3 . 3 .  METODA OPISU ODPOWIEDZI UZYSKANYCH W BADANIACH 
PRÓBNYCH

3 . 3 . 1 .  Aby uzyskać pe łn y  obraz problemów dostrzeżonych 

i  sformułowanych p rze z  u c z n ia ,  n ie  w y sta rczy  p rzean alizow a­

n ie  ic h  k o l e j n o ,  ze  względu na p o s z c z e g ó ln e  k e t e g o r ie  wyró­
żnione p o p rz e d n io . Potrzeb n a j e s t  możliwość g lo b a ln e g o  s p o j ­

r z e n ia  na c a ło ś ć  postaw ionych z a g a d n ie ń , k tó re  umożliwi do­

s t r z e ż e n i e  zarówno t e g o ,  co j e s t  d la  danego rozw ięzania cha­
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r a k t e r y s t y c z n e ,  co j e  o d ró żn ia  od p o z o s t a ł y c h ,  ja k  i  t e g o ,  

co j e s t  wspólne d la  c a ł e j  grupy o d p o w ie d z i .

W c e lu  u zy sk a n ia  t a k i e j  m o ż liw o ś c i  b e z p o śre d n ie g o  oglę- 

du w sz y stk ic h  d o s tr z e ż o n y c h  p rz e z  u c z n ia  problemów wprowa­

dzę pewien schemat u m o ż liw ia ję c y  r e p r e z e n t a c ję  g r a f i c z n ę  

sformułowanych z a g a d n ie ń . Przyjm ę n a s tę p u ję c e  z n a k i  umowne 

co do z n a c z e n ia  używanych w schem acie sym boli  / t a b . 3 /

T a b e la  3

Symbol Z n a c ze n ie

© S y t u a c ja  w yjściow a

©—
P o s ta w ie n ie  problemu P. 
w s y t u a c j i  S 1

< D — K § )
P r z e j ś c i e  z s y t u a c j i  S do 
s y t u a c j i  S Ł

Problem Р„ j e s t  o g ó l n i e j s z y  n iż  
P^ / u o g ó l n i e n i e /

A—
Problem P_ j e s t  szczególnym  p r z y p a d ­
kiem problemu P  ̂ / s p e c y f i k a c j a /

Problemy P . i  P2 sę te g o  samego 
typu

Ê z ~ A

Problem P -  sformułowano wychodzęc 
od problelnu P^

/£ч? Problem P. d o ty c z y  u z a sa d n ie n ia  
sformułowanej h ip o te z y

Av Problem P  ̂ d o ty c z y  i s t n i e n i a

A - ^ A

O e ż e l i  h ip o te z a  sformułowana w P. 
j e s t  fa łs z y w a ,  to  s ta w ia  s i ę  prob­
lem P

D la  z i lu s tr o w a n ia  wyników a n a l iz y  każdego problemu w 

c z te r e c h  omawianych poprzednio  k a t e g o r ia c h ,  p o s łu ż ę  s i ę  na 

s t ę p u ję c ę  t a b e lę  k a r t e z ja ń s k ę .
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T a b e la  4

/ о . р , / / а . о . / / P . s . / / n t r . /

P1 X

P2 X X

Każdy w ie r s z  oznacza jed en  z problemów d o strze żo n y ch  

i  sformułowanych p rze z  u c z n ia ,  n a to m ia st  c z t e r y  kolumny o -  

zn a c z o n e :  / о . р . / ,  / a . o , / ,  / p . s . /  i  / n t r . /  o z n a c z a ję :  otw ar­

t o ś ć  problem u, a b s t r a k c y jn o ś ć  o b ie k tó w , poprawność sformu­

łow ania i  n ie t r y w ia ln o ś ć  problem u. Znak •x." w danej k r a t c e ,  

w sk a z u je ,  że problem j e s t  od p ow iedn io : o tw a r ty ,  a b s t r a k c y j ­

n y , sprecyzowany w sposób n ie  budzęcy z a s tr z e ż e ń  i  n i e t r y -  

w ia ln y .

O b ja ś n ię  t e r a z  o k r e ś l e n i e ,  k tó r e  z n a jd u ję  s i ę  w t a b e l i  3 .  

P rz e z  s y t u a c j ę  w yjściow ę S rozumiem układ danych z a s u g e ro ­

wany sformułowaniem z a d a n ia .  P r z e j ś c i e  do in n e j  s y t u a c j i  

może n a s tę p ie  p rzez  w y ró żn ie n ie  pewnej k o n f i g u r a c j i  danych 

lu b  p rzez  u s t a l e n i e  pewnych w i e l k o ś c i ,  będź p rze z  p r z e j ś c i e  

do in n e j  i n t e r p r e t a c j i  danych, i t p .  O est to  zawsze wprowa­

d z e n ie  do danych zad an ie  pewnych dodatkowych z a ł o ż e ń .  Np. 

uczeń Aq5 p rz e ch o d z i  z s y t u a c j i  w y jśc io w e j S do s y t u a c j i  S ,̂ 

u s t a l a j ę c  p o ło ż e n ie  punktu Y :
11 O e ż e l i  punkt Y J e s t  dany, le ż y  na p r o s t e j  OY, to  zna­

l e ź ć  t a k i e  m ie js c e  punktu X , d la  k tó re g o  . . . " .

W inny sposób p o s t ę p i ł  uczeń AQ3, k tó ry  p r z e s z e d ł  do 

nowej s y t u a c j i  wprowadzajęc układ współrzędnych / r y s . 4 / ,  

fo rm u łu jęc  problem "Rzędna punktu Y ■ a ,  punkt X porusza 

s i ę  od A do B .  O d le g ło ś ć  XY Jako  fu n k cja  X " .

R y s .4



Problemy i  f>2 są  te g o  samego ty p u ,  gdy je d e n  z n ich  

p o w sta je  z d ru g ie g o  p rze z  zamianę pewnego warunku na a n a lo ­

g ic z n y ,  bądź p rz e z  zamianę pewnych danych na a n a l o g i c z n e .

Oo problemów te go  samego typu z a l ic z a m  np. p o n iż s z e  z a g a d n ie ­

n ia  sformułowane p rze z  u c z n ia  A g g ,  w o d n ie s ie n iu  do rozważa­

nej p rzez  n ie g o  f i g u r y  wyznaczonej p rze z  punkty A , X , B , Y :  

"Z n a le ź ć  zw iązek między bokami i  p r z e k ą tn y m i" .

"□ a k ie  sę z w ią z k i  między kątam i w f i g u r z e ?  Oak s i ę  wyra­

ż a ją  k ą ty  w f i g u r z e  za pomocą boków?"

Problem Pg sformułowano, wychodząc od problemu P ^ ,  j e ż e ­

l i  P2 p o ja w ił  s i ę  ja k o  konsekwentne n astęp stw o d o s t r z e ż e n ia  

P1# a n ie  można s t w i e r d z i ć ,  c z y  P2 j e s t  szczególnym  przypad­

kiem P ^ ,  c z y  t e ż  P2 j e s t  o g ó l n i e j s z y  n iż  P ^ .

P o z o s t a ł e  o k r e ś le n i e  zaw arte  w t a b e l i  3 n ie  wymagają do­

datkowych o b ja ś n ie ń .

4. Opis i analiza odpowiedzi 
poszczególnych uczniów

T a b e la  Ol
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4 . 1 .  UCZEft A01 / T a b . 0 1 ,  R y e .0 1 / ,

1 /  Praw ie w s z y s t k ie  sformułowana problemy sę n ie b a n a l­

ne i  sprecyzowane w sposób n i e  budzęcy z a s t r z e ż e ń .

2 /  Oprócz s y t u a c j i  w y jśc io w e j S uczeń rozważa s y tu a c ję  

S 1 /w prow adzenie odw zorow an ie /,  o ra z  S 2 / o k r e ś l a j ę c  co ro­

zumie p rz e z  p o ło ż e n ia  punktów X i  Y / .

T a b e la  02

1 /  W s z y s tk ie  postaw ione problemy są b a n aln e .

2 /  W jednym przypadku / P ^ /  sprecyzow an ie budzi z a s ­

t r z e ż e n i a  /s fo rm u ło w a n ie  n ie  pozwala s i ę  d om yśleć , o j a k i e  

t r ó j k ę t y  c h o d z i / .
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4 . 3 .  UCZEŃ A03 -  / t a b . 0 3 .  R y s . 0 3 /

1 /  Sform ułowanie dwóch zagadn ień  / P ^  i  P ^ /  bu dzi za ­

s t r z e ż e n i a ,  przy  czym w przypadku j e s t  to  najprawdopodo­

b n ie j  u s te r k a  r e d a k c y jn a ,  n a to m ia st  w P^ pewne n iezro zu m ie­

n ie  s y t u a c j i .

2 /  W sz y stk ie  problemy sę n ie b a n a ln e .

3 /  Uczeń rozważa t y lk o  jednę różnę od w y jśc io w e j s y t u ­

a c j ę  p rze z  wprowadzenie układu w sp ó łrzęd n ych .

T a b ela  04

1 /  Sformułowania n ie  budzę z a s tr z e ż e ń  /o p r ó c z  Pg i  p10/ .  

2 /  T y lk o  za g a d n ie n ie  PĄ i  P? można uznać na tym p o z io ­

mie /c z w a r ta  k la s a  l i c e u m / ,  za b a n a ln e .

3 /  W sz y stk ie  z o s t ł y  postaw ione w s y t u a c j i  w y jśc io w e j S .  

4 /  Widać w yraźn ie , że uczeń form ułuje  pewne grupy prob­

lemów te g o  samego ty p u .
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T a b e la  05

4 . 5 .  UCZEŃ AQ5 - Л а Ь . 0 5 ,  R y e .0 5 /

1 /  Sprecyzow anie problemów P^ i  Pg budzi z a s t r z e ż e n ia  

/w  P^ n ie  j e s t  o k r e ś lo n y  sposób ruchu punktów, co j e s t  i s ­

t o t n e ;  a w Pj. n ie  w yjaśn ion o co to j e s t  m ie js c e  geom etrycz­

ne par / X , Y /  pu n któw /.

2 /  W s z y s tk ie  z a g a d n ie n ia  są n ie b a n a ln e .

3 /  P o s ta w ie n ie  problemu P^ pobudza u czn ia  do sform uło­

wania n astępnych /p r z e d ł u ż a n i e  p ro b le m u /.
4 /  Uczeń s ta w ia  p y ta n ia  d o ty c z ę c e  i s t n i e n i a  oraz  formu­

ł u j e  będź pewne h ip o t e ty c z n e  problem y,będź p rzy p u szcza ln e
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4 .6 .  UCZEft Aq6 -  Tab.06, Rye.0 6 /

1 /  Poza Jednym przypadkiem /P ^ / sprecyzowanie proble­

mów n ie  Jest zadowalające, przy czym w Pg i  Pg uczeń -  n a j­
prawdopodobniej -  n ie  uświadamia sobie is to ty  problemu.

2 /  Wszystkie zagadnienia dostrzeżone przez ucznia sq 

niebanalne.

3 /  Uczeń form ułuje problemy dotyczące is tn ie n ia .

4 /  Wszystkie zagadnienia uczeń stawia w s y tu a c ji w yj-

1 /  Wszystkie problemy sę niebanalne.

2 /  Oprócz s y tu a c ji S uczeń wyróżnia dwie inne i  S^. 

okreś lając  różne ruchy punktów.

Tabela 08

Г о . р Л f a . о .) (p . s J) k t r . )

P1
X X X X

P2
X X X X

P3
X X X X

P4 X X X

P5 X X X

P6 X X X
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c . d .  T a b e l i  08

Co.  p } Ca .0 .') (p • S  Л jh.tr J
P7 X X X

P 8
X X X

P9 X X

Orł
0

. X X X X

P11
X X X X

P 12 X X X

P 13
X X X

P 14 X X X

P15 X X X

P16 X X X

P 17 X X X X

4 . 8 .  UCZEŃ AQ8 -  / T a b . 0 8 ,  R y s . 0 8 /

1 /  W ystępuję grupy problemów sz c z e g ó ło w y c h , tworzęc 
pew n e"klasy" problemów te go  samego ty p u .

2 /  W s z y s tk ie  d o s tr z e ż o n e  z a g a d n ie n ia  sę n ieb a n aln e  i  
sprecyzowane bez z a s t r z e ż e ń .

5. Wnioski uzyskane z analizy

5 . 1 .  1 °  Uczeń AQ2 w yraźnie o d ró żn ia  s i ę  od pozosta*
ły c h  -  prawie w s z y s t k ie  sformułowane przez  n ie g o  problemy sę 
tr y w ia ln e .

2 °  P o z o s t a l i  u czniow ie n a j c z ę ś c i e j  d o s t r z e g a ję  
problemy n ie b a n a ln e .

3 °  Na o g ó ł  formułowane za g a d n ie n ia  szczegółow e 

tworzę pewne gru p y , w iężęc  ze sobę problemy te g o  samego typu.
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4 °  Z a g a d n ie n ie  i s t n i e n i a  / n p . f i g u r ,  p r z e k s z t a ł c e ń ,  

p ó l /  J e s t  problemem t y l k o  d la  pewnych u czn iów ,

5 °  N a jw ię c e j  z a s t r z e ż e ń  u n ie k t ó r y c h  uczniów  bu dzi 

sprecyzow anie problemów. Wydaje s i ę  Je d n a k , że  brak ten wy­

n ik a  z  t e g o ,  ż e  nawet u czn iow ie  bardzo z d o l n i  rzadko maję 

o k a z ję  do precyzow ania w łasnych problemów, a p r e c y z j i  wypo­

w ied zi  tr z e b a  s i ę  po p r o s tu  u c z y ć .

6 °  U czniow ie z d o l n i  poza problem am i, k t ó r e  ze  w zglę­

du na c z ę s t o ś ć  ic h  występowania /p ro b le m y  grupy V ,  t a b . l /  

moglibyśmy uznać za m niej o r y g i n a ln e ,  p o t r a f i ę  d o s tr z e g a ć  

i  formułować z a g a d n ie n ia  b a r d z ie j  o r y g i n a l n e .

5 . 2 .  HIPOTEZA ROBOCZA

Matematyczne u z d o ln ie n ia  uczniów p r z e ja w ia ję  s i ę  

między innymi w d o s tr z e g a n iu  p rz e z  n ic h  w s y tu a ­

c j i  o tw a r te j  problemów n ie b a n a ln y c h , w k tó ry c h  wy­

s t ę p u j ę  a b s tr a k c y jn e  o b ie k ty  m atem atyczne, ja k  

z b i o r y ,  r e l a c j e  f u n k c je ,  odwzorowania. Z d o ln o ść  

d o s tr z e g a n ia  te g o  ro d za ju  problemów w o tw a rty ch  

s y tu a c ja c h  matematycznych można uważać za jed n o  

z k r y te r ió w  matematycznych u z d o ln ie ń  uczniów .

Literatura cytowana
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p r é s e n té e s  par A la in  B e a u d o t.B o rd a s  1 9 7 3 .  OUNOO,
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M a c ie j  K la k la

LA PERCEPTION DES PROBLEMES 

ET LES APTITUDES DES ÉLÈVES POUR LES MATHEMATIQUES 

(FRAGMENT DES RECHERCHES EN COURS)

Résuai

L ' a r t i c l e  c o n t i e n t  un com pte-rendu p a r t i e l  de rech er ­
chée p lu e v a s t e s  s u r  l a  r e c o n n a issa n ce  d a p t i t u d e s  c r é a t i v e s  

en mathématiques chez des e le v e s  â g e s  de 15 a 18 ans
L 'a n a ly s e  de l ' a c t i v i t é  mathématique permet d 'e n  déce­

l e r  l e s  d iv e r s  com posan ts:  t e l s  q u e: g é n é r a l i s a t i o n ,  s p é c i ­

f i c a t i o n ,  l e  don d 'a p e r c e v o i r  e t  l e s  a n a lo g ie s  ou l e s  pro­

b lè m es, raisonnem ent su iv a n t  une c e r t a i n e  c o n v e n t io n , e t c .

Les r e c h e rc h e s  ont pour but de:

a /  d é te rm in er  c e r t a i n s  f a c t e u r s  c a r a c t é r i s a n t  l ' a c t i ­

v i t é  mathématiques gue l ' o n  p o u r r a i t  form u ler  de manière 

convenant à n o tre  é v a lu a t io n  e t  à nos o b s e r v a t io n s  f u t u r e s .

b /  v é r i f i e r  l a  p ré sen ce  de ces  f a c t e u r s  dans l ' a c t i v i t é  

mathématique d 'é l è v e s  c o n s id é r é s  à l ' é c o l e  comme douée pour 

l e s  m athém atiques.

с /  form uler -  d 'a p r è s  l e s  f a c t e u r s  d i s t in q u e s  -  des 

c r i t è r e s  c e r t a i n s  de l ' a p t i t u d e  mathématique chez l e s  é lè v e s .

On adopte  comme p o in t  de d é p a rt de nos rech erch es  le  

f a i t  que l e s  é lè v e s  c o n s id é r é s  par le u r s  p r o f e s s e u r s  de ma­

th ém atiq ues comme p a r t ic u l iè r e m e n t  doués dans ce domaine,

-  l e  so n t  en r é a l i t é  -  sa u f p e u t -  S t r e  qu elqu es rares  excep­

t i o n s .
Les f a c t e u r s  d é c e lé s  au cours de la  recherche d oiven t 

d 'a p r è s  l ' i n t e n t i o n  de l ' a u t e u r ,  repondre aux c o n d i t io n s  su­

iv a n t e s  : 117



1°  ее m a n if e s te r  e f f e c t iv e m e n t  de manière non ban ale  

dans l e  t r a v a i l  c r é a t i f  en m athém atiques.

2° ê t r e  suffisam m ent c o n c r e t s  pour p e rm e ttre  q u e , à 

p a r t i r  d 'e u x ,  on form ule des c r i t è r e s  d 'a p t i t u d e  en mathéma­

t i q u e s ,  a p p l i c a b l e s  en p r a t i q u e .

Dans l e  fragm ent de re c h e rc h e s  p r é s e n té  i c i ,  on t r a i t e  de 

l a  q u e s t io n  de p e r c e p t io n  des problèmes dans une s i t u a t i o n  
o u v e r te  en m athém atiques.

' Au cou rs de l ' a n a l y s e  des r é s u l t a t s  on a ch erch é  è c a -  

r a c t é r i s è r  l e s  p r o p o s i t io n s  f a i t e s  par l e s  é l è v e s ,  en prem ier 

l i e u ,  s e lo n  l e s  4  c a t é g o r i e s  s u i v a n t e s :

-  l 'o u v e r t u r e  des pro b lè m es, -  l e  d egré d 'a b s t r a c t i o n  des 

o b j e t s  y r e p r é s e n te s  ( n a t u r e l le m e n t ,  te n a n t compte du monde 

mathématique de l ' é l è v e ) ,  -  l e  d egré  de p r é c i s i o n  du p r o b lè ­

me e t  sa t r i v i a l i t é .  En r é s u l t a t  de c e t t e  a n a ly s e  on a f o r ­

mulé l 'h y p o t h è s e  de t r a v a i l  s u i v a n t e :

» L ' a p t i t u d e  mathématique des é lè v e s  se  m a n ife s te  e n tr e  

a u tr e s  par l a  p e r c e p t io n  de pioblèmes non banale  en s i t u a t i o n  

o u v e r te ,  problèmes ou a p p a r a is s a n t  des o b j e t s  mathématiques 

a b s t r a i t s  t e l s  que : en sem b les , r e l a t i o n s ,  f o n c t i o n s ,  a p l i -  

c a t l o n e .  Ce genre de c a p a c i t é  peut ê t r e  c o n s id é r é  comme l ' u n  

des c r i t è r e s  des l ' a p t i t u d e  mathématique de l ' é l è v e .

T r a d u i t  par 3ADWIGA DOBKOWSKA
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Мацей Кляхля

УМЕНИЕ ЗАМЕЧАТЬ ПРОБЛЕМЫ 
И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СПОСОШОСТИ У УЧШИКОВ 

/фрагмент исследований/

РЕЗШЕ
В  с т а т ь е  н а х о д и т с я  ф р а г м е н т  о т ч ё т а  и з  б о л е е  ш и р о к и х  и с ­

с л е д о в а н и й  в  в ы я в л е н и и  м а т е м а т и ч е с к и х  с п о с о б н о с т е й  т в о р ч е с ­
к о г о  х а р а к т е р а  у  у ч е н и к о в  в  в о з р а с т е  о т  п я т н а д ц а т и  д о  в о с е м ­

н а д ц а т и  л е т
А н а л и з и р у я  м а т е м а т и ч е с к у ю  а к т и в н о с т ь  м о ж н о  р а з л и ч и т ь  р я д  

р а з н о о б р а з н ы х  е ё  ф а к т о р о в ,  к а к  н а п р и м е р :  о б о б щ е н и е ,  с п е ц и ­
ф и к а ц и я ,  у м е н и е  з а м е ч а т ь  а н а л о г и и  и  с т р у к т у р ы ,  м ы ш л е н и е  п о  
о п р е д е л ё н н о й  к о н в е н ц и и  и л и  з а м е ч а н и е  п р о б л е м ,  и т п .

Ц е л ь ю  и с с л е д о в а н и й  я в л я ю т с я :
а /  п о п ы т к а  в ы я с н и т ь  н е к о т о р ы е  х а р а к т е р н ы е  ф а к т о р ы  м а ­

т е м а т и ч е с к о й  а к т и в н о с т и ,  к о т о р ы е  м о ж н о  б ы  п о к а з а т ь  в  ф о р м е  
д о с т у п н о й  н а ш е м у  н а б л ю д е н и ю  и  о ц е н к е ;

б /  п о п ы т к а  п р о в е р к и  п р о я в л е н и я  т е х  ж е  ф а к т о р о в  в  м а ­
т е м а т и ч е с к о й  а к т и в н о с т и  у ч е н и к о в ,  п р и з н а н н ы х  п о  м н е н и ю  ш к о ­
л ы  с п о с о б н ы м и ;

в /  п о п ы т к а  с ф о р м у л и р о в а т ь  -  н а  о с н о в а н и и  в ы д е л е н н ы х  
ф а к т о р о в  -  н е к о т о р ы х  к р и т е р и и  м а т е м а т и ч е с к и х  с п о с о б н о с т е й  
у  у ч е н и к о в .

В  и с с л е д о в а н и я х  п р и н я т  п р и н ц и п ,  ч т о  у ч е н и к и ,  п р и з н а н н ы е  
с в о и м и  у ч и т е л я м и  к а к  о с о б е н н о  с п о с о б н ы е  к  м а т е м а т и к е ,  т а к и ­
м и  и с т и н н о  и  я в л я ю т с я ,  и н о г д а  с  м а л е н ь к и м  и с к л ю ч е н и е м .
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Ф а к т о р ы ,  в ы д е л е н н ы е  в  р а б о т е ,  п о  з а м ы с л у  а в т о р а  д о л ­
ж н ы  и с п о л н я т ь  д в а  у с л о в и я :

I /  Д о л ж н ы  с у щ е с т в е н н о  в ы с т у п а т ь  с е р ь ё з н ы м  о б р а з о м  в  
т в о р ч е с к о й  м а т е м а т и ч е с к о й  р а б о т е ,

2 / Д о л ж н ы  я в л я т ь с я  н а с т о л ь к о  к о н к р е т н ы м и ,  ч т о б ы  о п и р а ­
я с ь  н а  н и х  м о ж н о  б ы л о  с ф о р м у л и р о в а т ь  к р и т е р и и  м а т е м а т и ч е с ­
к и х  с п о с о б н о с т е й ,  в о з м о ж н ы е  д л я  п р и м е н е н и я  в  п р а к т и к е .

В  п р и в е д ё н н о м  з д е с ь  ф р а г м е н т е  р а б о т ы  я  о б с у ж д а ю  ч а с т ь  
в с т у п и т е л ь н ы х  и с с л е д о в а н и й ,  к а с а ю щ и х с я  о д н о г о  и з  м н о г и х  ф а к ­
т о р о в  т в о р ч е с к о й  м а т е м а т и ч е с к о й  а к т и в н о с т и ,  а  и м е н н о  у м е н и е  
з а м е ч а т ь  п р о б л е м ы  в  м а т е м а т и ч е с к о й  р а с к р ы т о й  с и т у а ц и и .  В  а -  
н а л и з е  р е з у л ь т а т о в  и с с л е д о в а н и й  х а р а к т е р и з о в а л и с ь  п р е д л о ж е н и я  
у ч е н и к о в  п р е ж д е  в с е г о  ч е т ы р ь м я  к р и т е р и я м и :  р а с к р ы т и е  п р о ­
б л е м ,  а б с т р а к т н о с т ь  о б ъ е к т о в  в ы с т у п а ю щ и х  в  н и х  /  к о н е ч н о ,  у -  
ч и т ы в а я  м а т е м а т и ч е с к и й  м и р  у ч е н и к а / ,  у т о ч н е н и е  и  с е р ь ё з н о с т ь  
п р о б л е м ы .  В  р е з у л ь т а т е  п р о в е д ё н н о г о  а н а л и з а  б ы л а  с ф о р м у л и р о ­
в а н а  с л е д у ю щ а я  р а б о ч а я  г и п о т е з а :  М а т е м а т и ч е с к и е  с п о с о б н о с т и  
у ч е н и к о в  п р о я в л я ю т с я ,  м е ж д у  п р о ч и м  в  т о м ,  ч т о  у ч е н и к и  з а м е ­
ч а ю т  в  р а с к р ы т о й  с и т у а ц и и  с е р ь ё з н ы е  п р о б л е м ы ,  в  к о т о р ы х  в ы ­
с т у п а ю т  а б с т р а к т н ы е  м а т е м а т и ч е с к и е  о б ъ е к т ы  к а к :  м н о ж е с т в а ,  
ф у н к ц и и ,  с о о т н о ш е н и я ,  о т о б р а ж е н и я .  С п о с о б н о с т ь  з а м е ч а т ь  т о ­
г о  р о д а  п р о б л е м ы  в  р а с к р ы т ы х  м а т е м а т и ч е с к и х  с и т у а ц и я х  м о ж ­
н о  с ч и т а т ь  о д н и м  и з  к р и т е р и е в  м а т е м а т и ч е с к и х  с п о с о б н о с т е й  у  
у ч е н и к а .

П е р е в ё л  Э Д В А Р Д  Ш Е Н Д З Е Д Ё Ж
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