Maciej Klakla.

DOSTRZEGANIE PROBLEMOW )
A UZDOLNIENIA MATEMATYCZNE UCZNIOW

(fragment badan)

1 Wstep

1.1. Niniejszy artykut jest fragmentem sprawozdania z

obszerniejszych badan dotyczecych probleméw rozpoznawania

uzdolnien matematycznych uczniéw szkoty Sredniej, a wiec w

wieku od pietnastu do osiemnastu lat.Dotycze one - co nale-
zy tu podkres$li¢ - uzdolnien o charakterze twoérczym,w prze-
ciwienstwie do rozwazanych czesto uzdolnien w sensie "by¢

zdolnym do nauczenia sie czegos$", traktowanych wiec jako pe-
wien poziom normalnosci.

Twoércze uzdolnienia matematyczne - jak pokazuje licz-
ne przyktady z zycia wielkich matematykéw i ich wypowiedzi
[Il - bywaje czesto szczegdlnie ukierunkowane i nie miato-
by sensu moéwi¢ o takich ogélnych uzdolnieniach. Mozna by na-

tomiast w pracy matematyka wyro6zni¢ szereg réznorodnych nur-

téow [r3 , takich jak np. uogdlnianie, specyfikacja, dostrze-
ganie analogii i struktur, mys$lenie wedlug pewnej konwencji
czy dostrzeganie probleméw, itp. W konsekwencji mozna by

wiec méwi¢ o uzdolnieniach do réznych typéw aktywnosci.

W catej pracy podejmujg probe badania uzdolnien do pew-
nych wybranych rodzajéw aktywnos$ci matematycznej. Natomiast
w prezentowanym fragmencie, zajme sie omoéwieniem badan proé-
bnych, dotyczecych umiejetnosci dostrzegania i formutowania

probleméw w pewnej sytuacji otwartej.
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2 Cel badan

2.1. Stuchajgc wypowiedzi nauczycieli - praktykow,
chatakteryzujecych swoich ucznidéw, spotykamy sie czeeto z
okresleniami: "zdolny", “pilny, ale niezbyt zdolny", "nie-
zdolny". Mimo, ze sedy te nie sga oparte na wyraznie sformu-
towanych kryteriach, wyrézniajg jednak - wopinii tychze
nauczycieli - pewne kategorie cech umystowych uczniéow spo-
tykane w szkole, a czesto sa podstawg pewnych prognoz zwia-
zanych z preorientacjg zawodowg, czy tez dotyczacych powo-
dzenia w dalszych studiach. Oczywiscie, niestusznym bytoby
mniemanie, ze owo niesprecyzowanie kryteriow, ktorymi Kkie-
rujag sie nauczyciele okres$lajgc ucznia jako np. "pilnego,
ale niezbyt zdolnego", oznacza w ogé6le ich brak. Nauczyciel
wyrabia aobie bowiem taki sad na podstawie obserwacji rea-
kcji ucznia w réznorodnych sytuacjach, czesto nie usSwiada-
miajac sobie wszystkich istotnych elementéw wptywajacych na
takag a nie inng opinie o uczniu. Sad ten zalezy réwniez od
wnikliwos$ci czynionych przez nauczyciela obserwacji, od
czasu ich trwania, od tego, czy sytuacje, w ktérych nauczy-
ciel ma mozno$¢ obserwowac¢ ucznia sg dostatecznie zréznico-
wane, Itd. Opinia taka zalezy wiec wyraznie od nauczyciela,
ktéry ja wydaje, i co za tym idzie, moze nie by¢ trafna.
Moze réwniez zmienia¢ sie w czasie, w miare lepszego pozna-
wania ucznia, oraz w miare jego umystowego rozwoju.

Taka orientacja w mozliwos$ciach uczniow jest bardzo wa
Zna w procesie nauczania, bowiem uczniowie matematycznie uz
dolnieni wymagaja odrebnych zabiegéw dydaktycznych w celu
rozwiniecia ich predyspozycji w tym kierunku.

Praktyka szkolna zna rézne formy pracy z uczniem zdol-
nym; jedne z nich sg stosowane z wiekszym, inne z mniejszym
powodzeniem. Natomiast sprawa orientacji, z ktorymi ucznia-

mi nalezy na tym polu pracowaé¢, przebiega tak, jak to omoé -
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witem powyzej} jest oparta przede wszystkim na intuicji i
doswiadczeniu nauczyciela. Nasuwa sie wiec pytanie, czy nie
mozna by oprze¢ - chociazby czesciowo - takiej orientacji,
na kryteriach wyrazniej sprecyzowanych.
2.2. We wspomnianych na wstepie szerszych badaniach
postawitem sobie za celt
al/ prébe wyréznienia pewnych charakterystycznych czyn-
nikbw matematycznej aktywnos$ci, ktéore mozna by ujawnié¢ w
formie dostepnej dla naszej obserwacji i oceny,
b/ prébe weryfikacji wystepowania tychze czynnikéw w
matematycznej aktywnos$ci uczniéw uznanych wediug opinii
szkolnej za zdolnych,
c/ prébe sformutowania - na podstawie wyréznionych
czynnikéw - pewnych kryteriow uzdolnien matematycznych ucz-
niow.
Przyjmuje tu zatozenie, ze uczniowie okres$lani przez
swych nauczycieli jako “bardzo zdolni" se tacy w rzeczywis-
tosci, by¢ moze z pewnymi niewielkimi wyjetkami.
W catej pracy stawiam sobie za cel wyréznienie z tego
punktu widzenia tylko niektérych czynnikbw matematycznej
aktywnosci; zreszte peilne rozeznanie w tej dziedzinie jest
niemozliwe ze wzgledu na bogactwo réznorodnych form tej ak-
tywnosci.
Sformutowane kryteria mogtyby postuzy¢ jako pewna pod-
stawa do prob nad konstrukcje testow dotyczecych rozpozna-
wania uzdolnien matematycznych uczniéw.
2.3. Czynniki wyréznione w pracy, maje w zamierzeniu
autora odpowiada¢ nastepujecym dwdm warunkom:
1/ Powinny istotnie wystepowa¢ w niebanalny sposob
w twdlrczej pracy matematycznej,

2/ Powinny byé na tyle konkretne, aby mozna byto na
ich podstawie formutowaé¢ kryteria uzdolnien matema-
tycznych, mozliwe do stosowania w praktyce.

W dalszym ciegu tego artykutu, organiczajec go jedynie
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do sprawozdania z badan prébnych, zajme sie tylko jednym z
wielu czynnikéw twoérczej aktywnos$ci matematycznej, a miano-
wicie:

- dostrzeganiem probleméw w pewnej sytuacji otwartej

/sensibilité aux probléemes /.

Pozwala to na sformutowanie nastepujgcego kryterium
matematycznych uzdolnien ucznia:

umiejetnos¢ dostrzegania i formutowania problemoéow w

sytuacji otwartej.

Powyzsze kryterium spetnia wymagania wymienione w punkcie 1.

Historia matematyki zna liczne przyktady sytuacji, w
ktéorych witasciwe postawienie problemu, nawet Jezeli nie do-
prowadzato szybko do rozwigzania, otwierato nowe drogi i
perspektywy mysli matematycznej. Takze w codziennej prakty-
ce kazdy pracujecy twdérczo matematyk stawia sobie w zwigz-
ku z rozwazanymi zagadnieniami pewne pytania, szuka na nie
odpowiedzi, ktore sprowadza z kolei do odpowiedzi na inne,
prostsze pytania, az do momentu znalezienia poszukiwanego
rozwigzania.

Sformutowane powyzej kryterium spetnia takze drugi z
postawionych warunkéw. Mozna bowiem opracowaé system otwar-
tych sytuacji i w kazdej z nich konkretnie badaé¢, czy uczen
dostrzega i jakie dostrzega problemy, czy potrafi Je sformu
towaé¢. Nie badamy tu umiejetnos$ci rozwigzywania, ale zdol-
no$¢ do dostrzegania matematycznie sensownych problemow.

2.4. Potrzebne jest jeszcze jedno istotne wyjasnienie,
bez ktérego cata koncepcja mogtaby by¢é Zle zrozumiana.Oté6z
okreslone w wyniku moich szerszych badan kryteria majg je-
dynie pozytywny charakter, tzn. spetnianie ktérego$ z nich
moze by¢é podstawa do mocno umotywowanej hipotezy o uzdolnie
niach do tego typu aktywnos$ci matematycznej. Natomiast jeze
li uczen w pewnej konkretnej sytuacji nie potrafi dostrzec
zadnych interesujacych probleméw, to ten fakt wcale nie mo-
ze upowaznia¢ nas do wniosku o braku u niego uzdolnien
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do dostrzegania i formutowania probleméw. Na niepowodzenie
moge bowiem mie¢ wpltyw rézne czynniki tkwiece bedz w samym
uczniu, otoczeniu, czy wreszcie w proponowanej sytuacji.
Wcale nie ma pewnosci, ze w innej sytuacji i innych okolicz-
noséciach, znowu préba musi sie zakonczy¢é niepowodzeniem.
Tymczasem uzyskanie pozytywnego wyniku jest bez wetpienia
pewnym S$wiadectwem uzdolnien do tego rodzaju aktywnos$ci ma-
tematycznej.

Obecnie nie bede szczegdétowo omawiat metody i organi-
zacji szerszych badan, o ktéorych wyzej wspomniatem, ograni-
cze sie jedynie do tych uwag, ktére se niezbedne dla zrozu-
mienia prezentowanego fragmentu.

Badania polegaty na obserwacji i analizie reakcji ucz-
niow na pewne sprawdziany weryfikujgce wystepowanie wyroz-
nionych uprzednio czynnikéw uzdolnien. Poprzedzone zostaty
badaniami prébnymi, majacymi na celu wypracowanie metody a-
nalizy i opisu w odpowiednich kategoriach reakcji uczniow

na te sprawdziany.

3. Temet 1 metoda

3.1. BADANIA PROBNE. Ootyczyly pne tylko jednego z wy-
réznionych czynnikéw, a mianowicie: dostrzegania problemoéw,
w pewnej sytuacji otwartej. Do badan wybratem dwie sytuacje:
geometryczng i algebraiczno-arytmetyczng. Tutaj ogranicze
sie jedynie do omowienia zagadnien zwigzanych z sytuacje
geometryczng. A oto petny tekst przedstawionego uczniom za-
dania :

“Dane se rézne punkty A i B. Punkt X moze poruszac¢ sie

po potokregu o Srednicy AB, a punkt Y po symetralnej

odcinka AB tai¢, ze punkty X i Y naleze do réznych stron

prostej AB /rys.I/.

91



Oakie zadania, pytania lub ciekawe problemy mozesz po-

stawi¢ w zwiezku z przedstawiony sytuacje? Sformutuj

te problemy.

Po sformutowaniu wszystkich, ktére ci sie nasuwaje,

przeczytaj jeszcze raz swoje propozycje i podkres$l te,

ktére uwazasz za szczegOlnie interesujgce."”

Uczniowie otrzymywali pelny tekst zadania i na tym sa-
mym arkuszu udzielali odpowiedzi. Pracowali samodzielnie
bez mozliwosci komunikowania sie z kolegami w czasie okoto
30 minut. Byli poinformowani, ze ich odpowiedzi zostane wy-
korzystane do celéw niniejszego opracowania i wyrazili zgo-
de na wspoiprace z autorem. ROwnoczes$nie wiedzieli, ze za-
dania rozwiezywane przez nich w trakcie badan nie bede mia-
ty wplywu na ocene szkolny.

3.2. KATEGORIE OPISU WYNIKOW

3.2.1. Zadania, przed ktérymi postawiono uczniow w tra-
kcie badan roznity sie istotnie od tego, z czym spotykali
sie w toku nauki w szkole. Tam, zazwyczaj oczekiwano od nich
rozwigzania zadania na ogo6t wyraznie sformutowanego; tutaj
natomiast uczen mial w opisanej sytuacji sam dostrzec i sfon-
mutowa¢ pewne zwiezane z te sytuacje problemy, przy czym
wcale nie musiat zna¢ ich rozwigzania. Oest wiec rzeczy oczy-
wisty, ze ocena odpowiedzi badanych uczniéw powinna opierac
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sie rowniez na zupetnie innych kryteriach, niz ocena typo-
wych zadan rozwiagzywanych w szkole, gdzie aiata sens ocena
poprawnos$ci rozwiezania i obliczen, lub prostoty znalezio-
nego rozwiezania itp. Tutaj nie na sensu o tya wszystkim
moéwié¢, gdyz w prezentowanych sytuacjach aozna postawié¢ wie-
le réznorodnych problemdéw, a pominiecia pewnych z nich nie
mozna traktowac¢¢ jako bitedu popeinionego przez ucznia. Pow-
stat wiec problem znalezienia takich sposobéw opisu i ana-
lizy odpowiedzi uczniéw, ktore by pozwolity na mozliwie wie-

lostronne poréwnywanie ich prac.

3.2.2. To wtasnie byto celem badan prébnych z grupe os-

miu uczniéw klas trzecich i czwartych liceum. Zostali oni
zakodowani symbolami Ag”, AQ2...A”g. Wszyscy oni, w opinii
swych nauczycieli matematyki, byli szczegdélnie uzdolnieni
matematycznie. Mozna wiec byto sie spodziewaé¢, ze ich odpo-
wiedzi dadze interesujecy materiat, pozwalajecy na wyréznie-
nie takich kategorii opisu rozwiezan, ktére bede istotne
dla charakterystyki rozwiezan grupy uczniow zdolnych, bada-
nych juz po zakonczeniu badan prébnych. Pewnym $wiadectwem
trafnos$ci wytypowania tych uczniow przez nauczycieli jest
fakt, ze wszyscy oni podjeli i kontynuuje z powodzeniem stu-
dia na kierunkach $cistych lub technicznych, a wiec zwieza-

ne z matematyke. llustruje to nastepujece zestawienie:
Uczen Obecnie /1976 c/
Noo I rok matematyki U3
AQ2 I rok budownictwa ledowego PK
AO3 I rok matematyki stosowanej AGH
AO4 Il rok chemii PK
AO5 Il rok matematyki UD
AO6 Il rok mechaniki PK- -
AO7 Il rok elektrotechniki AGH
A08 Il rok matematyki U3
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Przeprowadzenie badan probnych, oprécz mozliwosci wy-
pracowania metod opisu i analizy odpowiedzi uczniéw, pozwo-
lito takze - w wyniku wykonanych analiz - na «formutowanie
pewnych wstepnych hipotez. .

3.2.3. Analizujac wyniki badan prébnych wyréznitem na-
stepujgce kategorie opisu:

I. Otwartos$¢ problemu /o.p./

I1l1. Abetrakcyjnos$¢ wystepujacych w nim obiektow /a .o/

I1l. Poprawno$¢ sformutowania /p .s./

IV. Nietrywialnos$¢ /ntr./

Odnoszg sie one do kazdego dostrzezonego i sformulowanego
przez ucznia pojedynczego problemu. W trakcie opisywania od-
powiedzi poszczegdélnych ucznidow okazato sie koniecznym wyro6-
znienie jeszcze innych kategorii, ktére omoéwie pdzniej.

Obecnie przejde do wyjasnienia na czym polegaja wymie-
nione uprzednio cechy proponowanych przez uczni*m problemoéw,
precyzujgc, co przez kazdg z nich bede rozumiat, oraz uzasa-
dniajgc przyjecie takich wtasnie, a nie innych.

3.2.4. Otwartos$¢ problemu, /o.p./ Problem jest sformu-
towany tak, ze pozostawia jeszcze swobode w wyborze danych
/Inp. parametréw/ lub dopuszcza z goéry niejednoznaczno$¢ roz-
wigzania. Np. uczen AQg pisze tak:

"Dakie zespoly parametréw charakteryzujg jednoznacznie
figure? Oakie sga miedzy nimi zwigzki? ".

2 jego rysunku wynika, ze chodzi tu o figure wyznaczo-
na przez punkty A,X,B,Y, Dowolno$¢ wyboru parametréw okres-
lajgcych te figure pozwala zaliczy¢ zagadnienie do probleméw
otwartych. Ten sam uczen formutuje takie zagadnienie:

"Dak sie wyrazajag katy w figurze za pomocg bokow?"
Tutaj zaréwno dane zadania jak i poszukiwane wielkos$ci sa
§cisle okreslone, nie jest to wiec problem otwartyj nie cho-
dzi tu bowiem o jakiekolwiek relacje zachodzgce miedzy ukta-
dem miar bokéw i miar katéw, ale o wyrazenie miar katéw ja-
ko funkcji miar bokéw /przy czym niezalezne sa tylko dwie z

tych miar/,
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3.2.5. Abstrakcyjnos$¢ obiektow, /a.o./ Problem dotyczy
obiektdow bardziej ogdélnych, bardziej abstrakcyjnych, niz
proste i elementarne figury geometryczne, czy liczby. Zali-
czam tu zadania dotyczace np. zbioréw punktéow, czy par pun-
ktow okreslonych pewnymi warunkami, ktérych to zbioréw uczen
a priori nie moze zaklasyfikowa¢ do znanych nu geometrycz-
nych obiektow ani geometrycznych relacji; problemy dotycze-
ce funkcji lub przeksztatcen, czy tez zwigzkéw miedzy pew-
nymi wielkosciami okreslonymi przez dane problemowej sytua-
cji. Np. zaliczam tutaj nastepujgce problemy eformutowone
przez ucznia Ag”;

"Znalez¢ przeksztalcenie, ktore przyporzadkowuje kazde-
mu z punktéw X punkt Y jeden i tylko jeden".

"Znalez¢ takie przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne"
oraz problem:

"Oake figurag jest zbior s$Srodkéw wszystkich odcinkow
XY?", podany przez ucznia AOg.

3.2.6. Poprawno$¢ sformutowania, /p.s./ Dopuszczajgc
otwarto$¢ problemu, dopuszczam tez niedoprecyzowanie danych,
drobne usterki redakcyjne: natomiast nie uznaje za poprawne
btedow oczywistych /np. gdy uczen nazywa funkcjg - relacje
o ktorej z gory nie moze wiedzieé, czy jest funkcje, lub
np. nie dostrzega, ze zdefiniowana przez niego funkcja na
danym zbiorze nie jest w peini okres$lona, czy tez w innym
kontekscie uzywe bitednie termindéw matematycznych albo wre-
szcie sformutowanie Jest szczegdlnie niesciste.

Analizujgc z tego punktu widzenia odpowiedzi uczniéw
chciatem stwierdzié¢, czy stawiajac jakie$ zagadnienie uczen
wyraznie dostrzega jego istote, czy tez formutuje je majac
jedynie niejasny, intuicyjny poglad na Jego nature. Istot-
ne dla tego kryterium jest stwierdzenie, czy sformutowanie
problemu przez ucznia jest takie, ze okres$la ten problem
jednoznacznie, chociazby nawet by}t on zagadnieniem bardzo

og6lnym. Dla ilustracji postuze sie tu kilkoma przykiadami.
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Uczen Aqg3 forumutuje problem tak:

“Punkt X kres$li tuk, Y porusza sie wzdluz sym. K, Po-
le figury A X BY jako funkcja odlegtos$ci CY . Natomiast u-
czen AQ7 pisze:

“Znalez¢ funkcje pola figury AY BX, gdy X porusza sie
ze stateco od A do 8, a VY ze state predkoscig v scPCBodC.
Prawdopodobnie obaj moéwie tu o tym samym problemie, dotycze-
cym zbadania zmiennos$ci pola figury wyznaczonej przez punk-
ty A, X,B,Y, w zaleznos$ci od potozenia punktéw X Y. Pierwszy
z nich wprawdzie méwi o poruszaniu sie punktéw, ale nie wska-
zuje startu i nie moéwi nic wyraznie o predkosciach, co powo-
duje, ze ujecie pola figury AYBX jako funkcji odlegtosci OY
nie jest w petni okre$lone. Drugi uczen, mimo ze w swoim sfo-
rmutowaniu tych brakéw unika, to jednak moéwi o funkcji pola,
zamist o polu jako funkcji /przejezyczenie/ oraz nie wskazu-
je, funkcje czego ma by¢ to pole. Wobu tych przyktadach
sprecyzowanie problemoéw dostrzezonych przez uczniow budzi
wiec zastrzezenia.

Sformutowanie ucznia AQ2:

“Die jakich potozen punktéw X,Y punkty A,B,X,Y wyznacze
2 tréjkety rownoramienne” nie pozwala domys$le¢ sie w jakim
sensie nalezy tu rozumie¢ wyznaczanie tych tréjkagtéw, wiec
réwniez i ten problem nie jest wyraznie sprecyzowany. Nato-
miast jako ilustracja zagadnien dobrze sprecyzowanych moge
postuzy¢ nastepujace problemy:

Uczen AQ3: "Punkt X nie zmienia pozycji. Y porusza sie wzdtuz
osi OY, zajmujac kolejne potozenie Y#,Y# .. Bake
figure tworze Srodki odcinkéw XX, XX#, XX#C.. ?

Uczen AQ1l: “Znalez¢ zalezno$¢ miedzy potozeniem X i Y w przy-

padku, gdy obwdd czworokgta AXBY ma byé staty".

0 oznacza /wg rysunku ucznia/ $rodek odcinka 4El.

Oczywiscie opuszczono stowo “predkoscig”.

96



3.2.7. Nietrywlalnoéc. /ntr./ Formutujac to kryterium,
chciatem uzyska¢ odpowiedZz na pytanie, czv uczen stawia so-
bie na danym etapie zagadnienia, ktérych rozwigzanie nie
jest natychmiastowe, wynikajace np. z rysunku, czy tatwe do
przewidzenia bez zadnego wysitku,ale ktére stanowiag istotne
dla niego problemy. 3ako przyktad trywialnego problemu moze
stuzy¢ nastepujgce sformulowanie ucznia A"t

"Czy kazdy punkt ptaszczyzny nalezy do ktérejé z pros-
tych XY ?" Odpowiedz jest chyba tutaj, dla ucznia XV klasy
liceum, ewidentna. Podobnie trywialnym problemem jest naste-
pujacy:

"Czy mozliwe jest takie potozenie punktow A,B,X,Y, aby
lezaty one na jednej prostej ?" - Formutuje go uczen A ".
Ten sam uczen stawia réwniez problem: "Ola jakiego potozenia
X i Y prosta AB jest osiag symetrii przeksztatcajgcag punkt
X na Y i odwrotnie?". Rozwigzanie tego zadania, pomijajac
juz niepoprawno$¢ sformutowan w rodzaju "oé symetrii przek-
sztatcajgca X na Y" - jest natychmiastowe, nie Jest to wiec
pytanie problemowe.

Ten sam uczen formutuje réwniez zagadnienie:

mZnalez¢ potozenie punktu Y przy zatozeniu, ze AX m BX,

dla ktérego ,

P~ AXBY - — -.

| tutaj rozwigzanie wynika natychmiast z prostego rachunku,
jest to wiec zagadnienie banalne.
Oo probleméw trywialnych zaliczam réwniez nastepujacy:

"Przy jakich potozeniach punktéw X,Y, pole figur zakre-
sowanych jest najwieksze /rys.2/" - formutuje go uczen Ag”:
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Fakt, ze takie "najwieksze pole" nie istnieje, powi -
nien na tym poziomie by¢ dla ucznia oczywisty.

Przytocze réwniez kilka problemoéw, ktére bez wetpienia
nalezatoby na tym etapie uzna¢ za niebanalne. 1 tak np:
Uczen Aq5 formutuje nastepujece zadania:

Znalez¢ miejsce geometryczne S$rodkéw odcinkéw XV, gdy

X,Y poruszaje sie po odpowiednich krzywych".

"Znalez¢ miejsce geometryczne /X ,Y/,, dla ktérych

L XBY jest prosty".

Uczen' Aql formutuje takie problemy:

"Znalez¢ potozenie punktow takie, aby pola figur za-

kneskowanych byty réwne /rys.2/".

"Znalez¢ potozenia punktow X,Y, przy ktérych poleAAXY

Jest state".

"Znalez¢ zaleznos$¢ miedzy potozeniem X i Y w przypadku,

gdy obwdd czworoketa AXBY ma byé staty".
I jeszcze przyktad podany przez ucznia AQS8:

"Niech X porusza sie po po6tokregu. Dak powinien poru-

sza¢ sie Y po symetralnej, aby pole3 pozostato niezmie-

niona".

3.2.8. Przyktady powyzsze ilustrowaty, w jakim aansie
nalezy rozumieé¢ trywialnos$¢ lub rtiatrywialno6¢ problemow
stawianych przez uczniéw. Te kategorie nie se ostre. Wyste-
puje rowniez eytuacje skrajne, w ktérych decyzja, do ktérej
z nich zaliczy¢ zadanie jest uwarunkowana catym kontekstem
probleméw stawianych przez ucznia, czy nawet przez wszyst-
kich badanych.

Zwracam uwage na to, ze propozycje uczniow miaty by¢
spontaniczne, formulowane "na goreco". Oczywiscie, gdyby u-
czniowie ci mieli rozwiezywaé¢ swe zadania na pewno sprecyzo-
waliby je $cislej. Chodzito jednak witasnie o szkic bezpos-
rednio im nasuwajacych sie idei.

m
Pole czworoketa A X B'Y
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Nie podejmuje préby waloryzacji tych odpowiedzi, ogra-
niczajec sie jedynie do ich charakterystyki, zgodnie z wy-
mienionymi wyzej cechami.

Analizujac propozycje uczniéw, biore pod uwage ograni-
czono$¢ ich "matematycznego 6wiata"”, uwarunkowanego progra-
mem i stylem nauczanej matematyki elementarnej. Sam temat
zadania rowniez w duzej mierze warunkuje to ograniczenie.
Dlatego wiec wymienione kategorie interpretuje relatywnie,
w stosunku do mozliwos$ci ucznidw. Sens niektérych sformuto-
wan nieprecyzyjnych w oderwaniu od catego kontekstu propozy-
cji ucznia, czasem mozna ustali¢ w tym konteks$cie i to wtas-

nie kilkakrotnie stosuje.

3.2.9. Oto peina lista proponowanych przez uczniéw pro-

blemoéw. Zostaty one zgrupowane w nastepujgacy zespoty, ujmu-
jace problemy o podobnej tematyce:
I. Problemy zwigzane z przeksztatceniami,
Il. Problemy zwigzane z poszukiwaniem miejsc geometrycz-
nych punktéw i ewentualnie witasnosci tych zbioréw.
I1l. Problemy dotyczace wyznaczania pewnych wielkos$ci Ja-
ko funkcji innych.
IV. Problemy dotyczgce zwigzkéw miedzy elementami czwo-
rokgta AXBY.
V. Problemy zwigzane z wyznaczaniem takich potozen pun-
ktow X i Y tak, aby byly speilnione pewne warunki.
V1. Problemy inne.
Znak "x" w rubrykach:/o.p./, /la.o./, Ip.s./,i Intr./
oznacza, ze problem postawiony przez ucznia zaliczam odpo-
wiednio do otwartych, abstrakcyjnych, poprawnie sformutowa-

nych i nietrywialnych /tab .1/,
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Tablica 1

G Petne sformutowanie
e Lp u%ginjla @{gﬂ problemu /0.1 la.0l Ip.s./ Intr./

L pu py Znalez przekszta+
cenle, ktore przypo-
pder};ﬂ

rz dk?(t e kaz
2} unkt Y
Jeden 1 tyIk Jeden

>
>
>
>

2. al Znalez¢ takie
#04 P6 przeksztatcenie wza X X X X
Jemnie jednoznaczne

3. Okreslam odvzorowe:
A0L PS nljfa vvzg}emnle Jredno
znaczne zbloru pun-

8 gu na
zblor punkt W po’r-

RO YOx 15—

zbadaé YX’rasnosm te-
go przeksztatcenia

4. nalez¢ inne prze-
AL P6 sztafcenia wzajem
rC]|e Jednozpaczne . mie -
zy tyml Zblorami

Z. Problemy zwi e
z przé[?s,ztﬂc%zr%mi
>
>
>

>
>
>
>

5. 206 P1 ur Jest
b rs OW WSZys- X X X
%kIICh oé)cmk\évw x7y

6. x5 p1  Znalezé mie sce geo-

mdetwczne S0 Igaw d y y y
SJHSéa%%hSL?zy’v‘@ySh

iadac ,Czy istnieje
g e tego” obszaru, X X X
Zy MOZE:

8. st zbiezne do n|e
A P3 {;ion zonosm Rdg X X X
dala sie

skonczonosm

\>5 p2

ane oszukiwaniem miejsc
pu_nﬁt&wn ewentug]me J
\l

wiasnosci tych miejsc
O

ZwWi

A5 P4 Znaleic Role obszaru

naczone rz z
e Tk ? ¢ X X X
takie 1s nleje

10. A4 P1 Zb] r f EIV%ZgrO X X X

ow 0 cinkow XxT.gd
XJest s a

geometrycznyc

IX. Problem

y
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I1. Problemy.zwiazane z.poszukiwaniem miejsc .geometrycznych
punktév\)/ i ewaéntualnig w’rasnoaé[?:i tych rjniejgc ryeeny

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

B w

B

A05

A2

A2

A2

P3

P3

P3

p6

?

b/ punkt Y jest
staty *

¢/ Punkty Xi Y nmp
ga sié poruszac

P e
B Whdi? Dol o
z7a mu*a,c kolejno po-
S figure’ thorza’
srog%%dc?nkow A

... lewentualnje |
rzepis funkcy kto*

e] jest wykreseny.
Oezeli punkt Y Jest
dany, a p.pro-

lezy n
%;ekf,eOY,,;(_oCznal n%(C
X dlarkiordgo
stosunek 80[ na kt?-
e pr.XY dzieli Pov(\e/

b StoSlinkd T

Pole figury ograni-
czonej tukiem AB jest

8
Znalezé_potozenie
unkty Y, dla ktore-

STRAGIENA:
0, pole utworzonego
rojkata_ABY iest
rowne JT/A8/2 ;

8

Przeprowadzié ﬁnalo-
iczhe konstru c%e
przestrzeni, tzn.

B0
AAYB przekrojem
stozka.

goic poloene
eniu, ze BD(%X IPa

ktorego POci
X 8AB/

8 9
X X
X X
X X
X X
X X
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I11. Problemy dotyczece znaczania pewnych
wielkoé)(/:i Jaxo %unkvg}/i innych peny
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

A06

AO03

A6

A07

P5

P4

P13

P6

P1

P4

5

e czworokata ABXY
Jako funkcja odlegto-

wzdtuz' sym. /
figury jako fun-
kcja odlegtosci O.

Znalez¢ funkcje pola
figury AYBX gdy X

orusza sie ze Stat
?Z/\Ado B,ea Y ze ¢

s, B

ek zmlen;a_5|% tpole
w zaleznosci od-toc |

3 tzn. gdy X poru-
sza sie go’ro regu
a Y po symetralnej” ?

Pole trojketa XYO ja-
ko funkcja odlegtos-
cl X

Znalez¢ funkcje odle-
O,SICZI t gh &;\%c h ?J
ktow, gydy X porusza
sie_tam 1~z powrotem

ruc nosi T,
RN
f)rostej &N PP

58 tuku A8, okres te-

RZﬁﬂ?a )gunlrdu Y = a,
b Ado B ”osél"’eﬁiéié
X)(Yjest Jako funkcja

XB w sytuacjj z
problemﬁ. o

Znalez¢ funkcje ke'ia

c.d. tablicy 1

8 9
X
X
X
X X
X X
X X
X X
X X



2
27.
>
2
1= 28.
>
f’%‘g 29.
=
N
-
85 30,
Sz 31
>\(EU .
Ee
2(1) 32
85 '
o®
> 33.
S 34.
T
[eXeoN
E(‘U
o
%_é’ 35.
S,
o
?.g 36.
NHE
2>S
S=s
X2 37
g2 g9
D34
S5
ase
39.

A08

A08

A08

A08

A08

A08

A08

A0l

A0l

A0S

A08

A04

A4

P1

P2

P17

P10

P11

P12

P3

p7

P2

P5

P14

P7

P8

5

Jakie zespoty parame-
trow charakteryzuje
jednoznacznie figure?

Jakie se miedzy nimi
zwiezkl?

Dake posta¢ ma wzor

oglsulecy figure w u-
ktadzie wspotrzednych
lew. dwuczesciowy/ ?

Znalez¢ zwiezek mie-
dzy bokami 1 przekat-
nymi.

Jakie se zwiazki mie-
dzy ketami w figurze?

Jak sie wyrazajg katy
w figurze za pomocy
bokow ?

Jak wyraza sie pole

w danym uktadzie para -

metréw ?

Znalez¢ potozenia pun
ktow takie, aby pola
figur zakreskowanych
Irys.2/ byty réwne.

Znalez¢ potozenie pu-
nktow XY, przy Kto-
rych pole "0XY jest
State

Znalezé mI%{SCQ geo-
metryczne /X,Y/ “dla
ktorych ~YBY jest
prosty

Kiedy pole’ osiaga

wartosci ekstremalne
/przy statym obwodzi?

Kiedy pole tréjkata

YAX %ggzi_e_ 1xa

a/ najmniejsze

b/ najwieksze prz/
daymey - P

4 Pole czworokgta AXBY

x

c.d.

tablicy 1
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
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Problemy zwiezane z wyznaczaniem potozen punktow

aby byty spe?mone pewne warunki
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40.

41.

42,

43.

44,

45,
46.

47.

48.

49.

A0l

Al

AL

A2

3

3

P4

P1

P4

P10

P1

P4

5

Przy jakich, poloze-

niach” punktow XY po-
le figur zakreskowa-
nych i(;st najwieksze

Itys

Znalez¢ zaleznos$¢ . mie
dz po ozenlem X|

\218\? roﬂa,tg %aobyc

1%tnalezc polozenle ?’P

rych )Q(l coﬁs

1M -9- AB; rzez 0-
tozenie punktu X ro-
zumiem ket A0X, przez

ggigz%]s]g E)Yn Znaﬁezc
ZWI%YkI miedzy

osmgIO dfu 80}0”(?9’
/AB to odleglosc mle

7 ami A

r?élgz onstrukcyqnl*
polozenle (l)oun ktu

dla ktore

Ay ITosk i O 348

Kiedy w czworokat
mozna ;
al wpisaC Kkoto

b/ opisaé koto

Znalez¢ o+ozen|e 8
nktow X |e a ¥
Wczworo t ato

sie wplsac okreg.

Kiedy figura ABY da
sie wpisaC w okreg ?

Dakje . warunkj musz $
gBe’rmac pun

AB na eza’fy
met czn¥ych reg
rowno eg’robo

it v

x

c.d. tablicy I

8
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ne z naczaniem potozen punktow Xi Y tak,
i p%e Warunki © P =

za
aby byty spe?mone

V. Problemy zwi

VI, Problemy
inne

50.
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52.
53.
54.

55.

56.

57.

58.

60.

61.

62.

63.

Tn. punkty AX,B,Y

EEEIE°

A2

3

5 3

B

PS5
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P3

P1

P2
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P3
P4

P4

P15
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rownolegtobokiem
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kwadratem

Kiesish syueecl
pe rovvnoramlen y
Olak{aklch o’rozen

pun ow XY pun t)é
wyzZnacze

tro | kety rommoramlenne

mozjlvveu%?ét takie

otozenie 8
a Iezahé one
na Jednej proste)

Ola Jakle Q otozenia
?un ktow prosta AB
est osie s metru

rzeks ta’rca nkt
&ﬁa v ZI odvel? %gu
tnieje:
CZyellspsal1 |
b/ hiperbola

¢/ okreg - dalé&iorevzy

Stkl(e td
punkt

kazdy punkt plasz-
%zn n%l zy dop tg
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Eoroggg Jak ngmlen
ralne A a ole p;(/)rzrg_
stato niezmiienione

mozna przeprowadzic
Ck%vyadra% p Z p H\évuryz !
PR
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Powyzsze wypowiedzi ucznidw uzupeinione byty rysunkami,
w niektérych przypadkach stanowigcymi istotne dopetnienie
formutowanych probleméw. Np. do probleméw 13, 14 i 23 uczen
robi rysunek ilustrujacy wprowadzony przez siebie uktad
wspotrzednych, co pozwolito zaliczy¢ powyzsze zagadnienie
do sprecyzowanych. Do problemu 20 uczen réwniez sporzedza

rysunek /rys.3/, ktéry wyjasnia o jakie katy</ i /3 chodzi.

Rya.3

Rozwazana w problemie 25 figura, to » jak wynika z rysunku
ucznia - czworoket AXBY. O niej tez mowa w problemach 25-31.
Problemy 32 i 40 se réwniez ilustrowane przez ucznia rysun-
kiem, ktory objasnia, o jakie figury chodzi.

Uwzglednienie informacji zawartej w rysunkach uczniow
pozwolito w powyzszych przypadkach rozstrzygnaé¢, czy proble-
my sg wilasciwie sprecyzowane.

Ilo§¢ probleméw dostrzezonych w kazdej grupie przez po-
szczegb6lnych ucznidéw ilustruje tab.l.

Tabela 1

~NU c¢c z e n A 'l{'\_‘ A A Y

ok 'Oz A03| O ©5 A06 A7 OB N

Grupa probiT"-~.A 3
" N 3 4 5 7 8

| 2 2 4

11 3 2 3 5 i 14
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c.¢. tabeli 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 2 2 3 1 8
v 7 7

\% 6 4 1 5 1 3 1 7 28

Vi 2 2
Razem 8 7 5 10 6 6 4 17 63

Natomiast ilo$¢ probleméw otwartych, abstrakcyjnych,

poprawnie sformutowanych i nietrywialnycn dla kazdej z wy-
réznionych grup oraz ogétem, podaje tab.2.
Tabela 2
Grupa Ilos¢ probl. 1los¢ probl. Ilos¢ probl. 1loS¢ probl.
(0.p.) pozost. (a.o.) pozost. (P.e.) pozost. (ntr.J pozost.
| 4 - 4 - 3 1 4 -
Il - 14 11 3 14 - 11 3
11 8 8 - 5 3 8 -
v 6 1 7 - 7 - 7 -
\Y, 1 27 18 10 24 4 23 5
\2 - 2 2 - 2 - 2 -
Razem 11 52 50 13 55 8 55 8

3.3. METODA OPISU ODPOWIEDZI UZYSKANYCH W BADANIACH
PROBNYCH

3.3.1. Aby uzyskaé¢ petny obraz probleméw dostrzezonych
i sformutowanych przez ucznia, nie wystarczy przeanalizowa-
nie ich kolejno, ze wzgledu na poszczegdlne ketegorie wyré6-
znione poprzednio. Potrzebna jest mozliwos¢ globalnego spoj-
rzenia na cato$¢ postawionych zagadnien, ktére umozliwi do-
strzezenie zaréwno tego, co jest dla danego rozwiezania cha-
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rakterystyczne, co je odrd6znia od pozostatych, jak i tego,
co jest wspdlne dla catej grupy odpowiedzi.

W celu uzyskania takiej mozliwos$ci bezposredniego ogle-
du wszystkich dostrzezonych przez ucznia probleméw wprowa-
dze pewien schemat umozliwiajecy reprezentacje graficzne
sformutowanych zagadnien. Przyjme nastepujece znaki umowne

co do znaczenia uzywanych w schemacie symboli /tab.3/

Tabela 3
Symbol Znaczenie
© Sytuacja wyjsciowa
@ Postawienie problemu P.
w sytuacji S 1
Przejscie z sytuacji S do
<D — K §) sytuacji St

Problem P, jest ogé6lniejszy niz
P~ Juogédlnienie/

A Problem P_ jest szczegélnym przypad-
- kiem problemu P™ /specyfikacja/

Problemy P. i P2 se tego samego
typu
Problem P- sformutowano wychodzec
E 7 _ A od problelnu P~
E_p Problem P. dotyczy uzasadnienia
- sformutowanej hipotezy

AV Problem P~ dotyczy istnienia

Oezeli hipoteza sformutowana w P.
jest falszywa, to stawia sie prob-
lem P

Dla zilustrowania wynikéw analizy kazdego problemu w
czterech omawianych poprzednio kategoriach, postuze sie na
stepujece tabele kartezjanske.
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Tabela 4

lo.p,/ la.o./ [P.s.| Intr./

P1 X

P2 x x

Kazdy wiersz oznacza jeden z probleméw dostrzezonych
i sformutowanych przez ucznia, natomiast cztery kolumny o-
znaczone: /o.p ./, /la.o,/, Ip.s./ i Intr./ oznaczaje: otwar-
tos¢ problemu, abstrakcyjnos$é¢ obiektéw, poprawnos$¢ sformu-
towania i nietrywialnos$¢ problemu. Znak <x." w danej kratce,
wskazuje, ze problem jest odpowiednio: otwarty, abstrakcyj-
ny, sprecyzowany w sposOb nie budzecy zastrzezen i nietry-
wialny.

Objasnie teraz okresSlenie, ktére znajduje sie w tabeli 3.
Przez sytuacje wyjsciowe S rozumiem ukiad danych zasugero-
wany sformutowaniem zadania. Przejscie do innej sytuacji
moze nastepie przez wyréznienie pewnej konfiguracji danych
lub przez ustalenie pewnych wielkos$ci, bedz przez przejscie
do innej interpretacji danych, itp. Oest to zawsze wprowa-
dzenie do danych zadanie pewnych dodatkowych zatozen. Np.
uczen Ag5 przechodzi z sytuacji wyjsciowej S do sytuacji S
ustalajec potozenie punktu Y:

il Oezeli punkt Y Jest dany, lezy na prostej OY, to zna-
lez¢ takie miejsce punktu X, dla ktérego ...".

W inny sposob postepit uczen AQ3, ktory przeszedt do
nowej sytuacji wprowadzajec ukiad wspéirzednych /rys.4/,
formutujec problem "Rzedna punktu Y m a, punkt X porusza
sie od A do B. Odlegtos¢ XY Jako funkcja X".

Rys.4



Problemy i 2 sg tego samego typu, gdy jeden z nich
powstaje z drugiego przez zamiane pewnego warunku na analo-
giczny, badz przez zamiane pewnych danych na analogiczne.
Oo problemoéw tego samego typu zaliczam np. ponizsze zagadnie-
nia sformulowane przez ucznia Agg, w odniesieniu do rozwaza-
nej przez niego figury wyznaczonej przez punkty A,X,B,Y:

"Znalez¢ zwiazek miedzy bokami i przekgtnymi".

"Oakie se zwigzki miedzy katami w figurze? Oak sie wyra-
zaja katy w figurze za pomocg bokow?"

Problem Pg sformutowano, wychodzgc od problemu P”, jeze-
li P2 pojawit sie jako konsekwentne nastepstwo dostrzezenia
P1# a nie mozna stwierdzi¢, czy P2 jest szczegdlnym przypad-
kiem P”, czy tez P2 jest ogo6lniejszy niz P~

Pozostate okres$lenie zawarte w tabeli 3 nie wymagaja do-
datkowych objasnien.

andl
4Q3|sclzegol|zaodpov\n

nych uczniow

Tabela Ol
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4.1. UCZEft A0O1 /Tab.01l, Rye.01/,
1/ Prawie wszystkie sformutowana problemy se niebanal-
ne i sprecyzowane w sposOb nie budzecy zastrzezen.
2/ Oprocz sytuacji wyjsciowej S uczen rozwaza sytuacje
S1 /wprowadzenie odwzorowanie/, oraz S2 /okre$lajec co ro-
zumie przez potozenia punktow X i Y/.
Tabela 02

1/ Wszystkie postawione problemy sga banalne.

2/ W jednym przypadku /P~/ sprecyzowanie budzi zas-
trzezenia /sformutowanie nie pozwala sie domys$le¢, o jakie
tréjkety chodzil.
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4.3. UCZEN A03 - /tab.03. Rys.03/

1/ Sformutowanie dwoéch zagadnien /P~ i P~/ budzi za-
strzezenia, przy czym w przypadku jest to najprawdopodo-
bniej usterka redakcyjna, natomiast w P~ pewne niezrozumie-
nie sytuaciji.

2/ Wszystkie problemy se niebanalne.

3/ Uczen rozwaza tylko jedne rézne od wyjsciowej sytu-

acje przez wprowadzenie ukiadu wspotrzednych.

Tabela 04

1/ Sformutowania nie budze zastrzezen /oprécz Pg i pl0/.

2/ Tylko zagadnienie PA i P? mozna uzna¢ na tym pozio-
mie /czwarta klasa liceum/, za banalne.

3/ Wszystkie zostty postawione w sytuacji wyjsciowej S.

4/ Wida¢ wyraznie, ze uczen formutuje pewne grupy prob-
leméw tego samego typu.
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Tabela 05

4.5. UCZEN AQ5 -Nab.05, Rye.05/

1/ Sprecyzowanie probleméw P~ i Pg budzi zastrzezenia
/w P~ nie jest okres$lony sposéb ruchu punktéw, co jest is-
totne; a w Pj. nie wyjasniono co to jest miejsce geometrycz-
ne par /X,Y/ punktow/.

2/ Wszystkie zagadnienia sa niebanalne.

3/ Postawienie problemu P” pobudza ucznia do sformuto-
wania nastepnych /przedtuzanie problemul/.

4/ Uczen stawia pytania dotyczece istnienia oraz formu-

tuje bedz pewne hipotetyczne problemy,bedz przypuszczalne
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4.6. UCZEft Ag6 - Tab.06, Rye.06/

1/ Poza Jednym przypadkiem /P”~/ sprecyzowanie proble-
mow nie Jest zadowalajgce, przy czym w Pg i Pg uczeh - naj-
prawdopodobniej - nie uswiadamia sobie istoty problemu.

2/ Wszystkie zagadnienia dostrzezone przez ucznia sq
niebanalne.

3/ Uczen formutuje problemy dotyczace istnienia.

4/ Wszystkie zagadnienia uczen stawia w sytuacji wyj-

1/ Wszystkie problemy se niebanalne.
2/ Oprécz sytuacji S uczen wyr6znia dwie inne i SN
okreslajac rbézne ruchy punktow.

Tabela 08

oopd fa.o) (p.sJktr.)
p1 * x x x
p2 X X X X
p3 X X X
P4 X X X
P5 X X X
P6 X X X
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c.d. Tabeli 08

(0.p3 (a.0.) (p-sfljhtr\]

P7 x

bs X X X
P9 % %
°e X X X X
P11 X X X X
P12 X % X
P13 X X X
P14 % x x
P15 X % %
P16 % X X
P17 X X X X

4.8. UCZEN AQ8 - /Tab.08, Rys.08/

1/ Wystepuje grupy probleméw szczegdtowych, tworzec
pewne"klasy" probleméw tego samego typu.

2/ Wszystkie dostrzezone zagadnienia se niebanalne i
sprecyzowane bez zastrzezen.

5 \WWhioski uzyskane z aralizy

5.1. 1° Uczen AQ2 wyraznie odréznia sie od pozosta*
tych - prawie wszystkie sformutowane przez niego problemy se
trywialne.

2° Pozostali uczniowie najczes$ciej dostrzegaje
problemy niebanalne.

3° Na ogot formutowane zagadnienia szczegOtowe
tworze pewne grupy, wiezec ze sobe problemy tego samego typu.
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4° Zagadnienie istnienia /np.figur, przeksztatcen,
pol/ Jest problemem tylko dla pewnych ucznidow,
5° Najwiecej zastrzezen u niektdérych uczniéow budzi
sprecyzowanie probleméw. Wydaje sie Jednak, ze brak ten wy-
nika z tego, Ze nawet uczniowie bardzo zdolni rzadko maje
okazje do precyzowania witasnych probleméw, a precyzji wypo-
wiedzi trzeba sie po prostu uczyé¢.
6° Uczniowie zdolni poza problemami, ktére ze wzgle-
du na czesto$¢ ich wystepowania /problemy grupy V, tab.l/
moglibysmy uzna¢ za mniej oryginalne, potrafie dostrzegac
i formutowaé¢ zagadnienia bardziej oryginalne.
5.2. HIPOTEZA ROBOCZA
Matematyczne uzdolnienia ucznidw przejawiaje sie
miedzy innymi w dostrzeganiu przez nich w sytua-
cji otwartej probleméw niebanalnych, w ktérych wy-
stepuje abstrakcyjne obiekty matematyczne, jak
zbiory, relacje funkcje, odwzorowania. Zdolnos¢
dostrzegania tego rodzaju probleméw w otwartych
sytuacjach matematycznych mozna uwazaé¢ za jedno

z kryteriow matematycznych uzdolnien ucznidw.
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Maciej Klakla

LA PERCEPTION DES PROBLEMES
ET LES APTITUDES DES ELEVES POUR LES MATHEMATIQUES
(FRAGMENT DES RECHERCHES EN COURS)

Résuai

L'article contient un compte-rendu partiel de recher-
chée plue vastes sur la reconnaissance d aptitudes créatives
en mathématiques chez des eleves ages de 15 a 18 ans

L'analyse de l'activité mathématique permet d'en déce-
ler les divers composants: tels que: généralisation, spéci-
fication, le don d'apercevoir et les analogies ou les pro-
blémes, raisonnement suivant une certaine convention, etc.

Les recherches ont pour but de:

a/ déterminer certains facteurs caractérisant l'acti-
vité mathématiques gue l'on pourrait formuler de maniére
convenant & notre évaluation et a nos observations futures.

b/ vérifier la présence de ces facteurs dans l'activité
mathématique d'éleves considérés a lI'école comme douée pour
les mathématiques.

c/ formuler - d'aprés les facteurs distinques - des
critéres certains de l'aptitude mathématique chez les éléves.

On adopte comme point de départ de nos recherches le
fait que les éleves considérés par leurs professeurs de ma-
thématiques comme particulierement doués dans ce domaine,

- le sont en réalité - sauf peut- Stre quelques rares excep-
tions.

Les facteurs décelés au cours de la recherche doivent
d'aprés l'intention de l'auteur, repondre aux conditions su-

ivantes :
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1° ee manifester effectivement de maniére non banale
dans le travail créatif en mathématiques.

2° étre suffisamment concrets pour permettre que, a
partir d'eux, on formule des critéres d'aptitude en mathéma-
tigues, applicables en pratique.
Dans le fragment de recherches présenté ici, on traite de
la question de perception des problémes dans une situation
ouverte en mathématiques.

' Au cours de l'analyse des résultats on a cherché e ca-
ractériser les propositions faites par les éléves, en premier
lieu, selon les 4 catégories suivantes:

- l'ouverture des probléemes, - le degré d'abstraction des
objets y représentes (naturellement, tenant compte du monde
mathématique de 1'éléve), - le degré de précision du proble-
me et sa trivialité. En résultat de cette analyse on a for-
mulé I'hypothéese de travail suivante:

» L'aptitude mathématique des éleves se manifeste entre
autres par la perception de pioblemes non banale en situation
ouverte, problémes ou apparaissant des objets mathématiques
abstraits tels que : ensembles, relations, fonctions, apli-
catlone. Ce genre de capacité peut étre considéré comme l'un

des critéeres desl'aptitude mathématique de I'éleve.

Traduit par 3ADWIGA DOBKOWSKA
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Mauein Knaxns

YVEHVE 3AMEYATH MPOREVBI
N MATEMATUYECKIE CIOCOLLIOCTU Y YULLIMKOB
/dparmMeHT mccnegosBaHunin/

PE3LUE
BocTaTbe HAXOZMTCA Oparmwest oTyéra U3 6onee LypoKuXx uc-
CNefoOBanMil B BHABAEHAN NATENATHYECKAX cnocoOHOCTER TBOpPYEC-
KOro XxapakTepa Yy YYeHWKOB B BO3pacTe OT NATHAZLATA JO BOCEN-
Raguath ner

AHQNN3Npys NaTenaTnyeckyn akTHBHOCTL NOKHKO PasnuyuTs PAj
Da3hoo0pasHyXx ef GakTopos, Kak wanpumep: obobuenue, cneuyu-
DUKaLma, yWeHue 3aNeyaTb aHaNOTUW W CTPYKTYpH, WuUMeHME N0
OnpegentHhuoi KOWBEHUWA WAW 3aMeyanne npobnen, urn

lenbh wccnegoBaHni SBAANTCA:

a/  nonHTKA BUACHUTL HEKOTOPHE XapakTepHue QakTops Ha-
TeNaThyeckol akTHBHOCTH, KOTOpPHE WOKHO Ob noka3aTb B Bopue
ROCTYNHOW HalLewy Habnofenun u OUEHKE;

6/ nonuTka NpoBEPKM NPOABNEHUA TeX Xe QakTopos B Ha-
TeNATHYECKON AKTHBHOCTM YYEHNKOB, NPA3HAKHHEX N0 WHEHUD LKO-
Do CNOCOOHbNM;

B/ nonsTKa COOPNYNAPOBATL - HA OCHOBAHMM BHJENEHHHX
BAKTOPOB - HEKOTOPHX KPATEpHUW HaTeHaTHyecknx cnocobrocTed
J yYeHNKOB.

BoMCCneqOBAKNAX NPAHAT NPUHUWN, YTO YYEHAKA, NPU3HAKHSE
CBOMMM YYUTENANN KK OCOOEHHO CNOCOOGHNE K NaTeWaTuke, Taki-
W HCTHHHO A ABAAOTCA, WHOTAA C WANEHbKAN WCKNDYEHNEN.
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0aKTOpH, BHAENeHHHE B paboTe, NnO 3amucay asropa AfO0N-
KHH WCNONHATL [JBA YCAOBUA:

I/ JOonKHK§ CYUeCTBEHKO BHCTYynaTh CepbésHuN obpason
TBOpPYECKOH maTewatnyeckoi pabote,

2/ JONKKY ABAATLCH HACTONbKO KOKKPETHHMM, 4TO6H onupa-
ACb Ha HUX  NOKHO 6b6n0 COOPMYNUPOBATL KpATEpPHW matematuyec-
KX Ccnoco6hocTed, BO3NONKHUE AAS NPHNEHEHAA B NpakTuKe.

B onpusegéhHon 34ech bparmente paboTy A ofcyKxganm vacTb
BCTYNUTEAbHUX WCCNEROBAKNI, KACABUUXCA OFHOTO M3 WHOTUX BakK-
TOPOB TBOPYECKON NATENATHYECKON AKTUBHOCTI, & WNEHHO ymewne
3aMeyaTb npobaews B HaTewaTHyeckod packputoit catyaunun. B a-
Hanuse pe3ynbTatToB UCCAELAOBAHNI XapaKkTepu3oBanuco NPeANOKEHNS
JUYEHNKOB NPEKAe BCErO YETHDPLNA KPATEPUANA: packpuTHe Npo-
6nen, abcTpakTHOCTL 06beKTOB BHCTYNANLAX B HUX / KOHEYHO, V-
YHTHBAS WATENATHYECKAN Hup yyewnka/, YTOUHEHNE W CepbE3HOCTS
npobnews. B pesynbrate npoBeAEHHOrO aHanusa 6una coopuynupo-
Baka cnefynuan pabovas runoresa: Natewatuyeckue cnocobHocTu
YUEHUKOB NPOABAANTCA, MEKZY NPOYMN B TOM, YTO YYEHUKH 3aNe-
YaRT B pacKpuTOM cuTyauun cepbE3HHe npobnews, B KOTOPHX BH-
CTYNanT abcTpakTHhoe maTematnyeckue O06bEKTH Kak: WHOKeCTBaA,
DYHKUMM, COOTHOUEGHNA, OTOOpaxewns. CnocobHoCcTb 3ameyats TO-
T0 pORA NPOGNENH B PACKPHTHX MATENATHYELCKUX CHTYAUMAX HOX-

HO CYUTATb OFQHMAN W3 KPUTEPUEB NaTemaTHyeckux cnocobhocTed
JueHnKa. ”
Nepesén 31BAPL LERQ3E]EY
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