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1. Uwagi wstępne

W c ię g u  k i l k u n a s t u ,  c z y  nawet k i lk u  o s t a t n i c h  l a t  w 

programach nau czan ia  m atematyki WSP i  na kierunku nauczy

c ie l s k im  matem atyki w u n iw e r s y te ta c h  n a s t ą p i ł o  znaczne wzbo

g a c e n ie  t r e ś c i  programu a lg e b r y  w y ż s z e j .  A lg e b ra  s t a ł a  s i ę  

obok a n a l iz y  m atem atycznej n a jo b s z e r n ie js z y m  i  n a jw a żn ie j  -  
ezym przedmiotem k s z t a ł c e n i a  n a u c z y c ie la  m atem atyki.W łóczo

na z o s t a ł y  do programu a lg e b r y  elem enty  g e o m e tr i i  a n a l i t y c z 

nej i  a r y tm e ty k i  t e o r e t y c z n e j ,  k t ó r a  -  wprawdzie w in n ej 

k o n c e p c j i  -  j e s z c z e  niedawno b y ły  osobnymi przedmiotami nei*> 

c z a n ia  p r z y s z ły c h  pedagogów. P r z e n ik a n ie  p o ję ć  i  metod a l  -  

g e b ry  do innych d y s c y p l in  matematyki Ja k  i  p o s z e r z e n ie  kur

su a lg e b r y  o nowe t r e ś c i ,  z  równoczesne zmianę J e j  u j ę c i a  , 

rodzę problemy d y d a k ty c z n e ,  zw ła sz c z a  w pracy  ze s t u d e n t a 
mi p r z e c ię t n y m i .  Obserw uje s i ę  dość pow szech n ie , że przed

m iot ten s t a ł  s i ę  d la  studentów  Jednym z n a j t r u d n i e js z y c h .  

O p in ia  ta  wynika zarówno z o b s e r w a c j i  prze b iegu  ćwiczeń z 

a lg e b r y  Ja k  i  wyników egzaminów z te g o  p rzed m iotu , w porów

naniu z p rze b ieg ie m  z a j ę ć  i  uzyskiwanymi wynikami na ćwicze

n ia c h  i  egzaminach z innych przedmiotów m atem atycznych. Po

w s t a je  w ięc problem b l i ż s z e g o  zbadania ź r ó d e ł  tr u d n o ś c i  w 

nauczaniu i  p rzysw ojen iu  przez  studentów t r e ś c i  i  metod a l 

g e b r y .  W y ja ś n ie n ie  tych  ź r ó d e ł ,  choćby c z ę ś c io w e ,  miałoby
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duże z n a c z e n ie  p r a k ty c z n e ,  bo p o z w o li ło b y  -  być ao że  -  u l e -  

pezyć dyd aktykę n au cza n ia  a l g e b r y .

A r ty k u ł  etanow i komunikat z  s z e r s z y c h  badań, p ośw ię co 

nych a n a l i z i e  ro d za ju  i  ź r ó d e ł  t r u d n o ś c i ,  j a k i e  maję studen

c i  w opanowywaniu a l g e b r y ,  zw ięzanych z charakterem  p rze d 

miotu i  c e la m i Je g o  n a u c z a n ia .  W y k o rz y stu ję  m a t e r ia ły  z b i e 

rane w toku prowadzenia p rze z  k i l k a  l a t  ćw iczeń  z  a l g e b r y ,  

w toku wymiany dośw iadczeń z pracownikami majęcymi z a j ę c i e  

w rów noległych  g ru p a ch , w d y s k u s j i  z  wykładowcami i  egzam i

n a to ra m i. '  Hospitowałem t e ż  dużo wykładów z a l g e b r y ,  prowa

dzonych p rze z  różnych pracowników i  na ć w ic z e n ia c h  obserwo

wałem w y k o rz y sta n ie  p rze z  studentów  ty c h  wykładów. N i n i e j 

sz y  komunikat t r a k t u j ę  ja k o  m otywację k o n ie c z n o ś c i  prowadze

nia  badań nad dydaktykę a lg e b r y  a b s t r a k c y j n e j ,  k t ó r e  p o d ję 

łam.

2. Uwagi na temat struktury i celów nauczania
algebry wyższej w procesie kształcenia nauczycieli

3 e e t  truizmem, że  matematyka j e s t  przedmiotem a b s tr a k 

cyjnym. W spółczesna a lg e b r a  -  w p o s t a c i  ukierunkowanej obe

cnym programem -  j e s t  tu doskonałym wzorem. S y s te m a ty z u je  

ona gromadzone w c ię g u  wieków o s i ę g n i ę c i a  matematyków w po

s t a c i  t e o r i i  ak sjom atyczn ych  g ru p , p i e r ś c i e n i ,  p rz e 

s t r z e n i  wektorowych, k r a t  i t p . j  r e p r e z e n t u je  s z c z e g ó ln y  typ 

a b s t r a k c y j n o ś c i .  O gólne s t r u k t u r y  a lg e b r y  mogę być jed nak 
upoględowidne w ic h  bardzo różnorodnych modelach e lem en ta r 

nych, utożsam ianych /p o p r z e z  iz o fo r m iz m / na p o d sta w ie  tych  

samych w ła s n o ś c i  a lg e b r a ic z n y c h .  Bardzo o g ó ln e  tw ie r d z e n ia  

a lg e b r y  sę Jednak zazw yczaj mało i n t u i c y j n e ,  a rozum ienie 

dowodów i  ic h  przeprow adzanie wymagaję u m ie ję t n o ś c i  form al

nego z u p e łn ie  rozumowania. Nie pomaga t u ,  na o g ó ł ,  i n t u i c j a  

geom etryczna, k t ó r e j  r o la  -  na p rz y k ła d  -  w rozumieniu i
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opanowaniu elementów a n a l i z y  m atem atycznej j e s t  o g ó ln ie  uz

nawana / n p .  w t e o r i i  f u n k c j i  j e d n e j  zm iennej p o j ę c i a :  g ra 

n i c y ,  p o c h o d n e j ,  ekstremum i t p . ;  tw ie r d z e n ia  w iężęce  "znak" 

pochodnej z  m o n o to n icz n o ś c ię  f u n k c j i ,  tw ie r d z e n ie  R o l l e ' a  
i  L a g r a n g e 'a  i t p . /

Studium a lg e b r y  ma na c e lu  wprowadzić p r z y s z ły c h  nau

c z y c i e l i  w s t r u k t u r a l n y  c h a r a k te r  w sp ó łc z e sn e j  m atem atyki.

W ramach t e o r i i  a l g e b r a i c z n e j  maję s t u d e n c i  n ie  t y l k o  u sy s 

tematyzować i  p o g ł ę b i ć  sw oje  wiadom ości ze  s z k o ł y  ś r e d n i e j ,  

np . z  a r y tm e ty k i  i  g e o m e t r i i ,  a l e  d o jr z e ć  w n ich  bardzo pro

s t e  k o n k r e ty z a c je  o g ó ln y c h  s t r u k t u r .  T y lk o  wtedy p ro ces  ma- 

t e m a t y z a c j i  i  l o k a l n e j  a k s J o m a t y z a c j i  na niższym poziom ie 

będę poprawnie ro zu m ieć . Bez swobodnego operowania a lg e b r a 

icznym i s t r u k t u r a m i ,  trudno im byłob y  ukazywać uczniom t o ,  

co j e s t  i s t o t n e  w naiw nie j e s z c z e  ujmowanych modelach tych 

s t r u k t u r .  Z a j ę c i a  z a lg e b r y  mogę i  powinny przy tym rozwi

j a ć  -  może s i l n i e j  n iż  z a j ę c i a  z innych przedmiotów matema

ty c z n y c h ,  gdyż d a ję  ta k ę  m ożliwość z e  względu na o p isa n ę  o -  

g ó ln o ś ć  i  form alność prowadzenia rozumować -  u m ie ję tn o ść  

c z y t a n ia  i  konstruow ania te k s t u  matematycznego i  metod f o r 

malnego dow odzenia.

3. Rodzaje trudności

T a k ie  rozum ienie a l g e b r y ,  ja k o  t e o r i i  s z c z e g ó ln ie  ab

s t r a k c y j n e j ,  o z n a c z n e j  i l o ś c i  n i e i n t u i c y jn y c h  tw ierdzeń i  

dowodów, o ra z  c e l e  nau czania  te g o  p rze d m io tu , r z u c a ję  świa

t ł o  na r o d z a je  t r u d n o ś c i .  J a k i e  może napotkać p r z e c ię t n y  

s tu d e n t  w uczen iu  s i ę  te go  p rze d m io tu .
T ru d n o śc i  t e ,  przede wszystkim  d o ty c z ę  n a s tę p u Ję cy c h  elemen

tów m atematycznej a k ty w n o ś c i :
a /  Rozumienia i  zap am iętan ia  bardzo a b s tr a k c y jn y c h  i  l i c z 

nych p o j ę ć .
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b /  Rozumienia 1 za p a m ię ta n ia  n i e i n t u i c y j n y c h  tw ierd zeń  i  d o 

wodów.

с /  Swobodnego operowania wieloma modelami rozważanych s t r u k 

tu r }  w yszukiw ania , rozpoznawania i  konstruow ania t a k ic h  

m o d e li .

d /  Odkrywania tw ierd zeń  i  przeprow adzania dowodów, 

e /  D o s tr z e g a n ia  s t r u k t u r  a lg e b r a ic z n y c h  w s y t u a c ja c h  nowych 

yfop. w a n a l i z i e / .

f /  D o s tr z e g a n ia  zwlęzków między p o szcze gó ln y m i d z ia ła m i  a l 

g e b ry .

g /  D o s tr z e g a n ia  zwięzków między a lg e b r ę  w y ż sz ę .  a matematy

kę nauczanę w s z k o ła c h  n iż s z y c h  s z c z e b l i .

4. Przyczyny trudności

Główne ź r ó d ła  ty c h  tr u d n o é c i  można, na p o d sta w ie  w stę 

pnych o b s e r w a c j i ,  p o d z i e l i ć  na t r z y  g r u p y .

4 . 1 .  ŹRÓDŁA TKWIĄCE W STRUKTURZE ALGEBRY 

a /  A b s tr a k c y jn o ś ć  p o j ę ć ,  

b /  N i e i n t u l c y j n o ś ć  tw ierd zeń  i  dowodów, 

с /  Duża i l o ś ć  i  nagromadzenie w c z a s i e  p o j ę ć .

Fakt ten  mogłoby p o tw ie r d z ić  o b l i c z e n i e  ś r e d n i e j  i l o ś c i  

d e f i n i c j i  p rz y p a d a ję c y c h  na je d n ę  g o d z in ę  wykładu na k i l 
ku przedm iotach matematycznych /b a d a n ia  w t o k u / ,  

d /  W zwięzku z tym ogromna i l o ś ć  term inów, c z ę s t o  o b l is k im  

zn aczen iu  / n p .  różne m o rfiz m y /.  

e /  W porównaniu z  innymi przedm iotam i " k r ó t k i e  ż y c i e "  p o sz 

c ze g ó ln yc h  p o j ę ć ,  co w iężę s i ę  z  pop rzed n io  wymienioną 

cechę wykładu a l g e b r y .  B ezp ośre d n io  po wprowadzeniu no

wego p o j ę c i a  mamy bowiem n ie w ie le  czasu  na je g o  przyswo

j e n i e  przez  s to s o w a n ie .  I  ta k  np . o id e a ła c h  mówi s i ę  

ty lk o  przez  k i l k a  g o d z in ,  podobnie o d z ie ln i k a c h  normal
nych , k r a t a c h ,  a lg e b r z e  B o o l e ' s ,  f i l t r a c h  i t p .  Umysł
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lu d z k i  w o g ó le  i  umysł p r z e c ię t n e g o  s tu d e n ta  w s z c z e g ó l 

n o ś c i ,  wymaga czasu  na " u l e ż e n i e  s i ę ” nowego p o j ę c i a .  

M iędzy innymi j e s t  to  warunkiem m o ż liw o śc i  odwoływania 

s i ę  do ty c h  p o ję ć  w Innych d z ia ł a c h  m atem atyki.

4 . 2 .  SŁABE PRZYGOTOWANIE ABSOLWENTÓW LICEÓW W ZAKRESIE 

PROGRAMÓW SZKOŁY ŚREDNIEO DO STUDIOWANIA MATEMATYKI / i s t o t 

n ie  w pływ ajęce na w yniki nau czania  a l g e b r y ,  ze  względu na 

j e j  c h a r a k t e r / .  O to s k u t k i :

a /  znikoma znajom ość m odeli  p o s z c z e g ó ln y c h  s t r u k t u r ,  m o d e li ,  

opracowanych w ramach m atematyki e lem en ta rn ej bez uw zglę

d n ie n ia  ic h  bardzo i s t o t n e g o  z n a c z e n ia  d la  m y ślen ie  s tru 

k t u r a ln e g o ,

b /  n ie u m ie ję tn o ś ć  rozpoznawania i  konstruow ania m odeli po -  

trze b n y ch  do k o n k r e t y z a c j i  rozważanych s t r u k t u r ,  

с /  n ie u m ie ję tn o ś ć  przeprow adzenia a lg o ry tm ic z n y c h  o b l ic z e ń  

/ n p .  p r o s t y c h  rachunków /,

d /  n ie u m ie ję tn o ś ć  przeprow adzania p r o s ty c h  -  n ie  wymagaję- 

cych s z c z e g ó l n e j  p om ysłow ości , a l e  formalnych -  rozumo -  

wań,

e /  s ł a b a  u m ie ję tn o ś ć  c z y t a n i a ,  in te r p re to w a n ia  i  konstruowa

n ia  te k s t u  matematycznego o formalnym c h a r a k t e r z e .  Właś

n ie  tam, g d z ie  brak j e s t  s i l n e g o  pod łoża  in tu icy jn e g o ,p ro 

blemy l o g i c z n e j  s t r u k t u r y  te k s t u  tw ie r d z e n ia ,  d e f i n i c j i ,  

dowodu odgryw aj?  ogromnę r o l ę  / k w a n t y f i k a t o r y ,  n e g a c je  

zd a ń , i t p . / .
4 . 3 .  ŹRÓDŁA TKWIĄCE W PROCESIE DYDAKTYCZNYM. Sę one 

s z c z e g ó l n i e  i s t o t n e  w przypadku nau czania przedmiotu o t a 

kim c h a r a k t e r z e ,  ja k  a lg e b r a  a b s t r a k c y jn a .

4 . 3 . 1 .  Brak pomocy naukowych
a /  N ie  ma p o d ręczn ik a  a lg e b r y ,  w którym zaw arty byłby c a ły  

m a t e r i a ł ,  o k r e ś lo n y  programem. Studentom I  roku z a le c a  

s i ę  p o d ręczn ik  A .  B i a ł y n i c k i e g o - B i r u l i  "A lgeb ra  l in io w a
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z geometrię", k t ó r y  d a je  m ożliw ość p o s z e r z a n ia  w grupach 

z d o l n i e j s z y c h  s łu c h a c z y  o b o w ię zu ję ce g o  m a t e r ia ł u .  Studen

ta  I I  i  I I I  roku c z ę s t o  n ie  można o d e s ła ć  do l i t e r a t u r y ,  

ponieważ brak j e s t  d o s t a t e c z n e j  i l o ś c i  /n a w e t w c z y t e l 

n i a c h /  pod ręczników , t a k i c h ,  j a k  n p .j  

A .G .  Kurosza "A lg e b r a  o g ó ln a " ,
A .  M ostow skiego "A lg e b r a  w yższa” , c z . I I I ,

T .T r a c z y k a  "Wstęp do t e o r i i  a lg e b r  B o o le #a " ,

D.Browkina "Wybrane z a g a d n ie n ia  a l g e b r y ” , 

b /  Brak zbiorów  zadań

O ostępny z b ió r  0 . Ł o s i a  i  L .Jeśm an ow icza  " Z b ió r  zadań z 

a lg e b r y "  n ie  odpowiada obecnemu program owi. Z kon ieczn o

ś c i  prowadzęcy ć w ic z e n ia  muszę k o r z y s ta ć  z zadań um iesz

czonych w różnych p o d ręczn ik a ch  -  dostosowywać j e  do ak

t u a l n i e  omawianych problemów, czasem p rze z  m o d y fik a c ję  

t r e ś c i ,  praw ie zawsze z m ie n ia ję c  s fo rm u ło w a n ie , d o s t o s o -  

wujęc do p r z y j ę t e j  na w y k ła d z ie  sym b olik i .N ależy  s o b ie  

zdać sprawę i  z t e g o ,  że zad an ia  przygotowywane -  na 

o g ó ł -  osobno p rze z  każdego z prowadzących ć w ic z e n ia  n ie  

sę na tak  wysokim poziom ie / z e  względu na w a r t o ś c i  dyda

k t y c z n e ,  a n ie  t r u d n o ś c i  m e r y to r y c z n e / ,  j a k i  zap ew n iła 
by grupa pracow ników ,za jm ujęca  s i ę  s p e c j a l n i e  tym zagad
n ien iem .

4 . 3 . 2 .  N iew łaściw a dydaktyka

a /  N iew łaściw e -  gdy c h o d z i  o prowadzenie ćw iczeń  -  j e s t  

t o ,  ż e :

-  Zadania sę  dyktowane na ć w ic z e n ia c h  lu b  wywieszane na 

t a b l i c a c h  o g ło s z e ń  -  s t u d e n c i  t r a c ę  c z a s  na notowanie 

tematów. N ie w ykorzystu je  s i ę  s p e c j a l n i e  opracowanych 

i  pow ielonych zestawów problemów, bo t a k ic h  zestawów 

n ie  ma.

-  Na ćw ic ze n ia c h  rea lizo w an e sę  w s z y s t k ie  lu b  praw ie wszy* 
s t k i e  h a s ła  programu. L e p ie j  byłob y  pewne p a r t i e  mate

r ia ł u  z l e c i ć  s tu d e n to w i do sam odzieln ego  opanowania ze
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s p e c j a l n i e  opracowanych m a te r ia łó w , a wolny c za s  na 

ć w ic z e n ia c h  p o ś w ię c ić  na s p o k o jn e ,  g ł ę b s z e  p rzy g lę d n ię -  

c i e  s i ę ,  innym za ga d n ien io m . M niej c i e s z y ć  s i ę ,  że  s t u 

dent spraw nie ro z w ię z u je  problem p rzy  t a b l i c y  i  możemy 

szybko p r z e j ś ć  do nowego m a t e r ia ł u ,  z a ś  w ię c e j  czasu 

p o ś w ię c ić  na sa m o d zie ln ę  p ra cę  s t u d e n t a .

-  N ie  w y k o r z y s tu je  s i ę  innych ć w ic z e ń ,  np . z  l o g i k i  ma

te m a ty c z n e j do k s z t a ł c e n i a  p otrzeb n ych  na a lg e b r z e  spra

w n o ś c i .  N ie  o b serw u je  s i ę  p r z e n ik a n ie  t r e ś c i  i  używania 

t e r m i n o l o g i i  i  p o ję ć  a lg e b r y  na z a j ę c i a c h  z innych prze

dmiotów m atem atycznych. Brak k o r e l a c j i  i  i n t e g r a c j i  w 

całym matematycznym k s z t a ł c e n i u .

-  Za mało dba s i ę  o ł ę c z e n i e  jed n ych  p a r t i i  a lg e b r y  z i n 

nym i. N a le ż y  u czyć  d o s tr z e g a n ia  a n a l o g i i  między p o ję c ia 
mi i  tw ie r d z e n ia m i ,  w ystęp u jęcym l w różnych d z ia ła c h  

a l g e b r y ,  w s z c z e g ó l n o ś c i  poprzez w łaściw y dobór zadań. 

N iech  to  " w ię ż e n ie "  m a te r ia łu  z i l u s t r u j e  p r z y k ła d :  moż

na p o j ę c i e  l in i o w e j  n i e z a l e ż n o ś c i  wektorów w ięzać n ie  

t y l k o  z p o ję c ia m i  gen erow an ia , bazy i  wymiaru, a l e  i  z 

rozwięzywaniem układów równań, z i n t u i c j a m i  geom etrycz* 

nymi, w yniesionym i ze  s z k o ł y  ś r e d n i e j ,  z elementami kom

b i  n a t o r y k i  / l i c z ę c  na p rzy k ła d  i l o ś ć  baz w p r z e s t r z e 

n i  z | / ,  z  p o ję c ia m i  wyznacznika . i  rzędu m a c ie rzy , z po

ję c ia m i  sumy p r o s t e j  i  sumy kompleksowej p o d p r z e s tr z e -  

n i  i t p .

b /  N ie w ła ś c iw e , gdy c h o d z i  o w ykład , moim zdaniem j e s t  t o ,

że :
-  S tu d e n t I  roku opanowuje np . elem enty s t r u k t u r  a lg e b ® -  

iczn y c h  w z a s a d z ie  na p od staw ie  ty lk o  wykładu. N ie  ma 

odpow iedniego p o d r ę c z n ik a ,  z a w ie r a ję c e g o  ten m a t e r ia ł .  

Wynika e tę d  k o n ieczn o ść  t a k ie g o  prowadzenie z a j ę ć ,  by 

niem al w s z y s tk o ,  co b ę d z ie  p otrzeb n e do egzaminu, z o s 
t a ł o  w yłożone. By s tu d e n t mógł k o r z y s ta ć  z wykładu, t n e -  

ba każde nowo wprowadzone p o j ę c i e  z i lu s tr o w a ć  p rz y k ła  -
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d en i /n a  " t a k "  i  na “ n i e / .  C z ę s t o  tr z e b a  to  r o b ić  na 

w y k ła d z ie ,  by zagwarantować s o b ie  m ożliw ość wprowa

d z en ia  na t e j  samej g o d z in ie  nowych p o j ę ć ,  k t ó r e  s i ę  

ś c i ś l e  w iężę  z d o p ie r o  co wprowadzonymi. N ie  można s t u 

denta o d e s ła ć  do t a k i e j  p r a c y ,  w k t ó r e j  pewne fragmen

ty  b yłyb y  drobiazgowo r o z p is a n e ,  a w ięc z l ic z n y m i  p rz y 

k ła d a m i, uwagami, i l u s t r a c j a m i  i t p . ,  bo t a k ic h  p ra c  n ie  

ma.

-  S tu d e n ta  I I  i  I I I  roku n ie  można o d e s ła ć  do l i t e r a t u r y ,  

ponieważ brak j e s t  d o s t a t e c z n e j  i l o ś c i  /n a w e t w c z y t e l 

n i a c h /  odpowiednich pod ręczn ik ów . T rzeb a  w ię k s z o ś ć  ma

t e r i a ł u  podawać na w y k ła d z ie ,  gdy być może c e n n i e js z a  

b y łab y  d y s k u s ja .  S tu d e n ta  I I I  roku , r o z w in ię te g o  mate

m a ty c z n ie ,  s t a ć  na przygotow an ie  s i ę  do wykładu konwer- 

s a c y jn e g o .  Na wykładach poprzedzonych sa m o d zie ln ę  pra

cę  s t u d e n t a ,  można by b y ło  nawet d o k ła d n ie  przeprowa -  

dzać c a łe  dowody tw ierd zeń  / n p .  w yśw ietla n ych  g r a f o s k o -  

pem/ bez s t r a t y  c z a s u ,  k t ó r y  o b e c n ie  pośw ięca s tu d e n t  

na notowanie w z e s z y c i e .  S tu d e n t za  dużo c zasu  t r a c i  na 

w ykła d zie  na n o to w a n ie , za mało m y ś l i .

5. Przykłady ilustrujące pewne źródła trudności

L ic z n e  badania p rze k o n a ły  n a s ,  że  w ie lu  absolwentów 

s z k o ły  ś r e d n ie j  w niskim  s to p n iu  opanowuje program matematy

k i  e le m e n ta r n e j .  Brak w iad om ości, k tórego skutkiem  j e s t  z n i 

koma znajomość m odeli p o s z c z e g ó ln y c h  s t r u k t u r ,  n ie u m ie ję tn o ść  

rozpoznawania i  konstruow ania t a k ic h  m o d e l i ,  z o b r a z u ję  nas

tępu j ę c e  p rz y k ła d y  z p r a k ty k i  ć w ic z e ń .

P ie rw sze  ć w ic z e n ia  pośw ięcone b y ły  p rzysw ojen iu  po ję cia  

d z ia ł a n i a  wewnętrznego. S tu d e n c i  n ie  u m ie l i  r o z s t r z y g n ą ć ,c z y  

s k ła d a n ie  J e s t  d z ia ła n iem  odpowiednio w z b io r a c h :  t r a n s l a c j i  

p ła s z c z y z n y ,  je d n o k ła d n o ś c i  p ła s z c z y z n y ,  s y m e t r i i  osiowych
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p ła s z c z y z n y  l t p .  Po wskazaniu im braku ty c h  elem entarnych 

wiadom ości z  g e o m e t r i i  na n astęp n ych  ć w ic z e n ia c h  przeprowa

dzono sp ra w d zia n , w którym jednym z  zadań b y ł o :  Odpowiedzieć 

" t a k "  lu b  " n i e " ,  c z y  s k ła d a n ie  j e s t  d z ia ła n ie m  w z b i o r z e :

a /  s y m e t r i i  osiow ych p ła s z c z y z n y  II ..............................

b /  s y m e t r i i  środkowych p ła s z c z y z n y  TT ..............................

с /  j e d n o k ła d n o ś c i  p ła s z c z y z n y  ЧГ ..............................

d /  t r a n s l a c j i  p ła s z c z y z n y  *ÏT ..............................

Procentow e w y n ik i ,  j a k i e  u z y s k a l i  s t u d e n c i  22 osobowej 

grupy p r z e d s ta w ia  t a b e l a :

Zad a n ie Poprawna
odpowiedź

Błędna
odpowiedź

Brak
odpowiedzi

a 85 10 5
b 50 45 5
c 45 45 10
d 90 5 5

Zwróćmy uwagę na znacznę i l o ś ć  z ły c h  odpow iedzi w za 

daniu " c " ,  P rzyczyn a l e ż y  w tym, że  s t u d e n c i  p o w ta rza ję c  ma

t e r i a ł  d o ty c z ę c y  p r z e k s z t a łc e ń  p ła s z c z y z n y  n ie  z a p a m i ę t a l i ,  

że  z ł o ż e n i e  je d n o k ła d n o ś c i  j e s t  je d n o k ła d n o ś c ię  ty lk o  w tym 

przypadku, gdy maję one wspólny ś r o d e k .  Typowe j e s t  d la  e t i^  

den ta  o p u s z c z a n ie  z a ł o ż e ń ,  co wykazuję i  inne b a d a n ia . Na 

k o le jn y c h  ć w ic z e n ia c h  przypomniano d e f i n i c j ę  i z o m e t r i i  wła

s n e j  f i g u r y  i  badano, c z y  s k ła d a n ie  j e s t  d z ia ła n iem  w z b io 

rze  i z o m e t r i i  w łasnych t r ó j k ę t a  równobocznego. W ie lk ie  k ło 

p o ty  m i e l i  s t u d e n c i  z wypełnianiem t a b e l k i  s k ła d a n ia  w tym 

skończonym z b i o r z e .  N ie  p a m i ę t a l i ,  co j e s t  z łożeniem  2 s y 

m e t r i i  osiow ych o o s ia c h  p r z e c in a ję c y c h  s i ę ,  a gdy ju ż  przy
p o m n ie li  s o b i e ,  ż e  o b r ó t ,  n i e  w i e d z i e l i  o j a k i  k ę t  i  ja k  ten 

k ę t  z n a l e ź ć .  N a j b l i ż s z y  po tych  z a j ę c i a c h  sprawdzian zaw ie

r a ł  między innymi z a d a n ie :
"Udowodnić, ż e  z b ió r  i z o m e t r i i  własnych p r o s t o k ę t a ,  nie

będęcego kwadratem, ze  składaniem  tworzy g r u p ę " .
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S tu d e n c i  u z y s k a l i  n a s tę p u ją c e  /p r o c e n t o w o /  w y n ik l i

Poprawna odpowiedź Błędna odpowiedź Brak odpow iedzi

50 40 10

Wśród n i e l i c z n y c h  “ dob rych " o dp ow iedzi żadna n ie  z a w ie r a ła  

dowodu, że  rozważane p r z e k s z t a ł c e n i a  w y cze rp u ję  c a ł y  z b i ó r  

l z o m e t r i i  własnych p r o s t o k ę t a ,  n ie  będęcego  kwadratem, W 

d y s k u s j i  s t u d e n c i  u z n a l i ,  że  t o  b y ło  w id o c z n e , jed n ak  na 

p r o p o z y c ję  u z a e a d n ie n ia ,  n ie  w i e d z i e l i , ,  j a k  ro zp o częć  do

wód. S tu d e n c i  z n a l i  form alne d e f i n i c j e  d z i a ł a n i a  i  g r u p y . 

B r a k i  w wiadom ościach elem entarn ych  u t r u d n i ł y  im w dużym 

s to p n iu  k o n k r e ty z a c ję  te g o  p o j ę c i a  p rze z  s to s o w a n ie  d e f i n i 

c j i  w s y t u a c ja c h  w ła ś n ie  e lem en ta rn yc h , ć w ic z e n ia  w s t o s o 

waniu d e f i n i c j i  z a m ie n ia ję  s i ę  w i s t o c i e  r z e c z y  w borykanie 
s i ę  studentów  z  elem entarnymi w ła sn o śc ia m i p r o s t y c h  m odeli 

tych  p o j ę ć .

Brak u m ie ję t n o ś c i  przeprow adzania a lg o r y tm ic z n y c h  o b li 
czeń z i l u s t r u j ę  p o n iż s z e  z a d a n ia .

Zadanie  1 .  "Z b a d a ć ,  czy  j e s t  łę c z n e  d z i a ł a n i e  D . ,  o k r e ś l o 

ne w z b io r z e  R n a s t ę p u ję c o :  х П у - х  + 1 + у . "  

S tu d e n c i  p o t r a f i ę  przypomnieć d e f i n i c j ę  ł ę c z n o ś c i  d z i a ł a 

n i a ,  a l e  n ie  um ieję  z a sto so w a ć  d e f i n i c j i  do te g o  d z ia ł a n i a .  

P o le c e n ie :  o b l i c z  3 0  5 ,  5 a  z ,  ЗП x ,  х О / y - l /  pomaga im o -  

derwać s i ę  od sym boli " x "  i  " y " ,  w y stę p u ję c y c h  w d e f i n i c j i  

i  zrozum ieć a lgorytm  o b l i c z a n i a  x o y ,  To jed n ak  n ie  powin

no być żadnym problemem d la  ab so lw en ta  s z k o ł y  ś r e d n i e j . k t ó 

ry podobnie m u sia ł rozumować przy o b l i c z a n iu  np . f u n k c j i  

z ło ż o n e j  z  2 danych f u n k c j i .  Dodatkowej i l u s t r a c j i  d o s t a r 

cza zad an ie  2 .

“C z y :

a /  d z i a ł a n i e # j e s t  r o z d z ie ln e  względem d z i a ł a n i a  Ф  ? 

b /  d z i a ł a n i e ф J e s t  r o z d z ie ln e  względem d z i a ł a n i a  ft ? 

с /  d z i a ł a n i e  © J e s t  ł ę c z n e ? ,
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gdy d z i a ł a n i e  t e  o k r e ś lo n e  są n a s t ę p u J ą c o :

#  s R x R Э / x , y / t —*  x , y 6  R 

f i :  R x R Э  / x , y / t — > 1 £  R . "

Procentow e w y n ik i ,  uzyskane w 22 osobowej g r u p i e ,  p rze d sta 
wia t a b e l a :

Z ad a n ie Poprawna
odpowiedź

Błędna
odpowiedź

Brak
odpow iedzi

a 40 55 5
b 40 45 15
c 70 25 5

Brak u m ie ję t n o ś c i  przeprow adzania dowodów n ie  wymaga- 

ję c y c h  z a s to so w a n ia  s z c z e g ó ln e g o  pomysłu j e s t  spowodowany

znikomę z n a jo m o śc ią  u absolwentów s z k ó ł  śre d n ich  metod prze

prowadzania rozumowań. D la  i l u s t r a c j i  p o s łu ż ą  s i ę  następ u 

jącym zadaniem : "W ykazać, że  j e ż e l i  d z i a ł a n i e  o k re ś lo n e  

w z b io r z e  A j e s t  łą c z n e  i  przem ienne, to  J e s t  sp e łn io n y  wa

runek: A

/ \  / a * b / # V c * d /  = / а # с /  #■ / b * d / .  "

a , b , c , d  € A

Wyniki p rocen tow e, j a k i e  u z y s k a l i  s t u d e n c i  22 osobowej gru

p y ,  p rz e d sta w ia  t a b e l a :

Poprawna odpowiedź Błędna odpowiedź Brak odpowiedzi

10 40 50

Podobnie s ł a b e  w yn ik i u z y s k a l i  s t u d e n c i  t e j  samej gru p y , 

r o z w ią z u ją c  z a d a n ie  3 :

"Udowodnić, że  d la  d z ia ł a n i a

#  : R * R 3  / x , y / i ----- > y £ R

n ie  i s t n i e j e  w R element p o c h ł a n i a j ą c y . "  

Oto procentow e w y n ik i :

Poprawna odpowiedź Błędna odpowiedź Brak odpowiedzi

40 45 15
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W ie lk ie  tr u d n o é c i  spraw ia studentom  I  roku ocena war

t o ś c i  l o g i c z n e j  zdań z kilkom a k w a n ty f ik a to r a m i .  Nagminnie 

u z n a ję ,  t e  zw roty  " d la  każdego i s t n i e j e "  1 " i s t n i e j e  d la  ka

żdego" są równoznaczne. W ynikają s t ą d  k ło p o ty  z odpow iedzią  

czy  dane d z i a ł a n i e  p o s ia d a  elem ent n e u t r a l n y /n p .  "ś re d n ia  

a r y tm e ty c z n a " / .

S tu d e n c i  n ie  r o z u m ie ją ,  co to  z n a c z y ,  że  w ła sn o ść  W 

j e s t  sp e łn io n a  d la  każdego x z e  z b io r u  A ,  n ie  ro zu m ie ją  wiep 

nawet zwrotu " d la  każdego” . D la  p o tw ie r d z e n ia  t e j  te z y  prze

prowadziłem n a s tę p u ją c e  p o stę p o w a n ie :

-  Na ć w ic z e n ia c h  s t u d e n c i  s p r a w d z a l i ,  c z y  dane s t r u k t u r y  są 

p i e r ś c i e n i a m i ,  s z u k a l i  w z b io r z e  poznanych w s z k o l e  s t r u k 

tu r  p i e r ś c i e n i .

-  P rzyp o m n ie li  d e f i n i c j ę  p o d p i e r ś c i e n i a .

-  W wymienionych na ć w ic z e n ia c h  p rzy k ła d a ch  p i e r ś c i e n i  wska

zy w a li  s t u d e n c i  p a ry :  p i e r ś c i e ń  i  p o d p ie r ś c ie ń  te g o  p i e r 

ś c i e n i a .  N ie  przypomniano znanych warunków równoważnych

z tym, by p o d zb iór  elementów p i e r ś c i e n i a  b y ł  p o d p i e r ś c i e -  
niera.

-  N a j b l i ż s z y  sprawdzian z a w ie r a ł  z a d a n ie :

T y lk o  c z t e r y  osoby na 22 p i s z ą c e  ro z w ią z a ły  w p e ł n i  popraw

n ie  to  z a d a n ie ,  13 osób zapom niało o k o n ie c z n o ś c i  sprawdze

n ia  w ew nętrzności d z ia ł a ń  "+ "  i  " . " w  danym z b i o r z e ,  spraw

d z a ło  n a to m ia st  -  z  d e f i n i c j i  -  warunki ł ą c z n o ś c i  * + " ,  ro z 

d z i e l n o ś c i  " . "  względem za m ia s t  s t w ie r d z ić  / 1 / ,  że
2

skoro " + “ J e s t  d z ia ła n ie m  łącznym w M / R / ,  to  r e s t r y k c j a  

"+ "  do dow olnego, n ie p u s te g o  podzbioru M2 / r/  t e ż  j e s t  w 

tym z b io r z e  d z ia ła n iem  łącznym .

ty
j e s t  p o d p ie rśc ie n ie m  p i e r ś c i e n i a  /М / R / ,  + ,  . / . ”

"Wykazać, że
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6. Uwagi końcowe

Badania w z a k r e s i e  d y d a k ty k i  a lg e b r y  w yższej sę  zarów

no tr u d n e ,  j a k  i  bardzo p o tr z e b n e ,  z  powodu braku t r a d y c j i  

w nauczaniu a lg e b r y  ta k  sz e ro k o  rozbudow anej. W komunika -  

c i e  p rze d sta w iłem  w i s t o c i e  rz e c z y  t y lk o  motywację k o n i e 

c z n o ś c i  prowadzenia tych  badań, k t ó r e  podjęłem  i  k tó r e  po

winny o b ję ć  zarówno a n a l i z ę  te o r e t y c z n ę  samego przedm iotu 

z  punktu w id ze n ia  je g o  s tu d io w a n ia ,  j a k  i  empiryczne bada

n ie  rze c zy w iśc ie  w y stę p u ję cy c h  w p r o c e s i e  u c z e n ia  s i ę  te g o  

p r z e d m io tu !p r z e z  p r z e c ię t n y c h  studentów , t r u d n o ś c i .  K e z t a ł -  

c ę c  kadry n a u c z y c i e l i  musimy l i c z y ć  s i ę  z  tym, że r e k r u ta 

c j a  na s t u d i a  n a u c z y c i e l s k i e  n ie  d o s t a r c z y  t y l k o  bardzo 

zd oln ych  kandydatów do te g o  zawodu. Oydaktyka matematyki w 

s z k o l e  w y ższe j na tych  k ierunkach musi uw zględniać tę  s y t u 

a c j ę .  Studium a lg e b r y  w nowoczesnym u j ę c i u  traktow ać n a le 

ży ja k o  nieodzowny elem ent wprowadzenia n a u c z y c ie la  w współ
czesn ą  matematykę s t r u k t u r .  Aby wypracować odpowiednią dy

d a k ty k ę ,  k t ó r e j  celem j e s t  n ie  t y lk o  w yposażenie n a u c z y c ie 

l a  w pewien z a k r e s  w ie d z y , a l e  -  może przede wszystkim  -  

w rozum ienie m etody, tr z e b y  znać tr u d n o ś c i  p r z e c ię t n e g o  stu

de n ta  i  d o t r z e ć  do ic h  p r z y c z y n .
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Adam Łom nicki

QUELQUES REMARQUES AU SU3ET DES CAUSES DE DIFFICULTES 

QU'EPROUVENT LES ETUDIANTS DE MATHEMATIQUES 

À MAITRISER L'ALGÈBRE SUPERIEURE

Résumé

L ' a r t i c l e  communique une p a r t i e  des r é s u l t é t a s  d 'u n e  
recherche p lu s  v a s t e  con cern a n t l e s  d i f f i c u l t é s  des é tu d ia n ts  
à m a î t r i s e r  l ' a l g è b r e  s u p é r ie u r e ,  d i f f i c u l t é s  l i é e s  à l a  na

tu re  du s u j e t  e t  aux f i n a l i t é s  de son enseignem ent

Avant s o u l i g n é  l e  r ô le  c r o i s s a n t  de l 'e n s e ig n e m e n t  de 
l ' a l g è b r e  s u -p é r ie u r e  en ta n t  q u 'é lé m e n t in d is p e n s a b le  à la  

p r é p a r a tio n  de l 'e n s e i g n a n t  à l ' é t u d e  des m athématiques mo

d e r n e s ,  on a formulé c e r t a i n e s  remarques au s u j e t  de la  

s t r u c t u r e  e t  des b u ts  de l 'e n s e ig n e m e n t  de c e t t e  m a t iè r e .

On a e n s u i t e  énuméré 7 groupes de d i f f i c u l t é s  ép rouvées par 

l e s  é t u d ia n t e  e t  in d iq u é  le u r s  s o u r c e s  en l e s  d i v i s a n t  en 

t r o i s  t y p e s :  -  d i f f i c u l t é s  r é s u l t a n t  de l a  s t r u c t u r e  de 

l ' algebra e lle -m êm e; -  c e l l e s  r é s u l t a n t  du p r o c e s s u s  d 'e n s e i 

gnement ( i n e f f i c a c i t é  d i d a c t i q u e ,  manque d ' a u x i l i a i r e s  te c h 

n iq u e s ) ;  -  e n f i n ,  l a  p r é p a r a t io n  i n s u f i s a n t e  des b a c h e l ie r s  

à l ' é t u d e  des m athém atiques.

La p a r t i e  s u iv a n te  du communiqué c o n t i e n t  des exemples 
i l l u s t r a n t  c e r t a i n e s  des s o u r c e s  de d i f f i c u l t é s .

En c o n c lu s io n ,  on in d iq u e  l e  se n s  où se  p o u rsu iv e n t  

l e s  rech erch es  e t  l e u r  v a le u r  dans l ' é l a b o r a t i o n  d 'u n e  d i 

d a c t iq u e  adéquate de l ' a l g è b r e  s u p é r ie u r e .

T r a d u i t  par 3ADWIGA DĄBROWSKA
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А д а м  Л о м и и ц к и

Н Е С К О Л Ь К О  З А М Е Ч А Н И Й  О  П Р И Ч И Н А Х  Т Р У Д Н О С Т Е Й  
У  С Т У Д Е Н Т О В  М А Т Е М А Т И К И  П Р И  О В Л А Д Е Н И И  В Ы С Ш Е Й  А Л Г Е Б Р О Й  

/ ф р а г м е н т  и с с л е д о в а н и й /

Р Е З Ш Е
С т а т ь я  я в л я е т с я  с о о б щ е н и е м  о  б о л е е  ш и р о к и х  и с с л е д о в а 

н и я х ,  п о с в я щ ё н н ы х  а н а л и з у  р о д а  и  и с т о ч н и к о в  т р у д н о с т е й , к а 
к и е  в о з н и к а ю т  у  с т у д е н т о в  и з у ч а ю щ и х  а л г е б р у ,  с в я з а н н ы х  с  

х а р а к т е р о м  п р е д м е т а  и  ц е л ь ю  о б у ч е н и я  е м у
В о  в с т у п л е н и и  п о д ч ё р к и в а е т с я  р а с т у щ а я  р о л ь  о б у ч е н и я  в ы с 

ш е й  а л г е б р е ,  к а к  н е о б х о д и м о г о  э л е м е н т а  в в е д е н и я  у ч и т е л я  в  
с о в р е м е н н у ю  м а т е м а т и к у .  С ф о р м у л и р о в а л и с ь  н е к о т о р ы е  з а м е ч а 
н и я  п о  т е м е  с т р у к т у р ы  и  ц е л е й  о б у ч е н и я  э т о м у  п р е д м е т у .  В ы 
д е л и л и с ь  с е м ь  г р у п п  т р у д н о с т е й ,  к а к и е  в о з н и к а ю т  у  с т у д е н т о в ,  
з а т е м  у к а з ы в а л о с ь  н а  и с т о ч н и к и  э т и х  т р у д н о с т е й ,  р а з д е л я я  и с 
т о ч н и к и  с у щ е с т в у ю щ и е  в  с т р у к т у р е  а л г е б р ы ,  в  д и д а к т и ч е с к о м  
п р о ц е с с е  / о т с у т с т в и е  н а у ч н ы х  п о с о б и й ,  н е п р а в и л ь н а я  д и д а к т и 
к а /  и  в  н е д о с т а т о ч н о м  п о д г о т о в л е н и и  в ы п у с н и к о в  с р е д н и х  ш к о л  
к  и з у ч е н и ю  м а т е м а т и к и .  В  с л е д у ю щ е й  ч а с т и  с о о б щ е н и я  н е к о т о -  ' 
р ы е  и с т о ч н и к и  т р у д н о с т е й  п о я с н я ю т с я  п р и м е р а м и .  К о н е ч н ы е  з а 
м е ч а н и я  я в л я ю т с я  и н ф о р м ц и е й ,  к а к  в е с т и  с л е д у ю щ и е  и с с л е д о в а 
н и я ,  ц е н н о с т ь  к о т о р ы х  д л я  о б р а б о т к и  с о о т в е т с т в у ю щ е й  д и д а к 
т и к и  в ы с ш е й  а л г е б р ы  д о л ж н а  б ы т ь  и з о б р а ж е н и е м  о б с у ж д а е м о й  
с т а т ь и .

П е р е в ё л  Э Д В А Р Д  Ш Е Я Д З Е Д Е Д
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