
MARIA KANIA-SIUDA

Sur la commutativité de la solution de l’équation de translation

I. J . Gancarzewicz a donné dans la note [2] la définition de l’objet algébrique 
commutatif. D ’après cette définition nous allons donner la définition de la solution 
commutative de l’équation de translation. Dans la note [2] on peut trouver les 
certains théorèmes des isomorphismes des objets algébriques commutatifs sur le 
groupoide. Dans ce travail on a donné les certains théorèmes au sujet des solution 
commutatives de l’équation de translation et aussi les conditions équivalentes à la 
commutativité de la solution de cette équation sur les certains systèmes algébriques.

Acceptons la définition suivante:
On appelle le couple ( A , - )  le système si est opération définie dans 

l’ensemble A,  c’est-à-dire une fonction définie sur un sous-ensemble de l’ensemble 
A x A et de valeur dans l’ensemble A.

L ’opération est dite pleine si son domaine est l’ensemble A x A tout entier. 
Dans ce cas-là on dit que le couple ( A , •) forme une structure. Ensuite si dans notre 
travail nous allons écrire F ( a , x) =  /? il faut comprendre que F  (a , x) a le sens et 
qu’il est égale à /?. En écrivant analogiquement a-b — c on accepte évidemment 
que a-b  a le sens et il est égale à c. Déterminons par (A x B ,  C )  la famille de toutes 
les fonctions des domaines qui se trouvent dans l’ensemble A x B  et des valeurs dans 
l’ensemble C  (voir [9]).

Les certains résultats de ce travail ont été annoncés dans la note [5].
П . On acceptera d’après la note [10] les définitions suivantes:
D é f in it io n  1. Considérons un ensemble Г  arbitraire, un système (A, • )  et une 

fonction F  de ( Г х А ,  Г ) remplissante des conditions:
1. Л  Д  {Si F(ot, x ) a l e  sens et y -x  a le sens, alors F  (F  (a , x ) , y) et F  {a, y  x)

я с Г  x , y e A

ont le sens et F  {F  (a, x ), y) =  F  (a, y x ) } .
2. A A {Si F  (a , x) a le sens et x e x = x, alors F(a,  ex) =  a} Ainsi défini

a c Г  x , ex € A

triple ( r , A , F ) on nome l'objet algébrique à gauche (court: l'objet).
Si une fonction F  de ( Г х А ,  Г)  remplit la condition 1 de la définition 1 nous 

parlons qu’elle est la solution de l’équation de translation sur A.  Si la fonction F  
dе ( Г х А , Г )  remplit les conditions 1 et 2 de la définition 1 on parle que la fonction F  
donne l’objet sur A.  En parlant des fonctions F  de (Г  x A , Г ) nous accepterons seule-
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ment tels ensembles Г  qui sont les fibres de l’objet (de la solution de l’équation de 
translation), c’est-à-dire qu’ils remplissent la condition:

(1) Д  \ /  {F(a. ,x)  a le sens} .
в € Г X ( A

D éfinition  2. Nous parlons que la fonction F  de ( Г х А ,  Г ) remplit la condition 
d ’indentité quand elle remplit les conditions:

1. Д  Д  {Si F(a ,  x) a le sens et x  ex — x , alors F (a, ex) — a}.
at Г x , e x t A

2. Д  Д  [S i F(a ,  x) a le sens et ôx-x  =  x, alors F  (a, ôx) =  a}.
acГ

Remarquons que si (vi, •) est le groupoide d ’Ehresmann alors une fonction F  
de ( Г х А ,  Г )  remplit la condition d’indentité si et seulement si elle remplit la condi­
tion 2 de la définition 1, puisque dans ce cas-là les ensembles des unions gauche et 
droites sont identiques.

Acceptons d’après [2] la suivante:

D éfinition  3. La fonction F  de (Г х А ,  Г ) est nommée commutative quand 
elle remplit la condition :

Д  Д  {Si F  (F  (a , x ) , y) a le sens, alors F  (F  (a , y ) , x) a le sens et
a * r  x , y t A

F(F(ct, x ) , y) =  F(F(ct, y ) ,  x)} .

Acceptions d’après [9] les définitions suivantes:

D éfinition  4. L'ensemble de toutes les fonctions F  de ( Г х А ,  Г )  qui sont les 
solutions de l'équation de translation est nommé la solution générale de cet équation.

D éfinition  5. On nommé les systèmes ( A t , •) et (A 2, •) isomorphes s 'il existe 
la fonction univalente qui transforme A } sur A 2 et qui remplit la condition : f  (x ) - f (y )  
a  le sens si et seulement si x -y  a le sens et si f ( x ) - f ( y )  a le sens, alors f  (x) - f (y )  
= * f ( x - y ) .

Prenons encore la définition suivante:

D éfinition  6. Nous parlons qu'on peut transformer isomorphiquement le sytème 
(A ! ,  •) dans le système (A 2, •) s ’il existe la fonction f  univalente qui transforme A t 
dans A2 et qui remplit la condition-, f  (x ) - f (y )  a le sens si et seulement si x -y  a le sens 
et si f ( x ) - f ( y )  a le sens, alors f  (x ) - f (y )  =  f ( x - y ) .

Rappelons le théorème qu’on démontre dans le travail [9].

T héorème 1. S i les systèmes ( A t , •) et (A 2, •) sont isomorphes, alors la fonction F 2 
de ( Г  x A t , Г ) est la solution de l ’équation de translation si et seulement si la fonc­
tion F 2 de ( Г х А 2, Г ) de la form e:

F 2(a .,x ')  =  F 1{x , ( p~1(x'))

pour x ' e  A 2, où ę  est un isomorphisme (fixé) du système ( A 2, •) sur le système (A2, •), 
est la solution de l ’équation de translation.

Le théorème analogique est vrai, si l’on peut transformer isomorphiquement le 
système ( A lt  •) dans le système (A 2, •).
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Acceptons d’après la note [6] la suivante:

D éhnition  7. On nomme le système (H  u  {0}, •) le système avec zéro si H  est 
le système, 0 ф H  et 0 -0  =  0-x  =  x -0  =  0 pour chaque x de H.

Z . Moszner a donné dans la note [4] la solution générale de l’équation de transla­
tion quand (A , •) est le groupe. J . Tabor a donné cette solution dans la note [8] et 
dans le travail [9] dans ce cas si (A , •) est le groupoïde d’Ehresmann et la fonction F  
de ( Г х А ,  Г ) est définie sur l’ensemble Г  x A  tout entier. A . Krupińska a donné 
cette solution dans le travail [3] si (A,  •) est une categorie.

Ш . Remarquons que si (A,  •) est structure commutative et la fonction F  
de ( Г х А ,  Г)  est la solution de l’équation de translation sur A et si elle remplit la 
condition :

Д  Д  {Si F ( F ( a , x ) , y )  a le sens, alors F ( F ( a , y) ,  x)  a le sens} .
« « Г  x,y e A

alors la fonction F  est commutative. La commutativité du système n’est pas la con­
dition nécessaire pour la commutativité de la fonction F.  L ’example suivant le montre :

E x e m p l e  1.

Soit Г  =  [a,  b,  c,  d,  e}, A 
l’opération par la table:

{s, r , p }  et г Ф s. Dans l’ensemble A  on définit

• s 

s s 
r r

r

P
r
r

p_
s

P
s

Nous définissons la fonction F  de ( Г х А ,  Г)  de la maniéré suivante:

Д  {F(a,  x)  :=  c} .

On voit que la fonction F  est la solution commutative de l’équation de translation, 
bien que (A,  •) n’est pas la structure commutative.

Ils sont vrais les théorèmes suivants:

T héorème 3. Si le système ( A lt •) se transforme isomorphiquement dans le 
système (A2, •), alors la fonction F l de ( Г x A ly Г)  est solution commutative de 
l'èquation de translation si et seulement si la fonction F 2 de ( Г х А 2, Г ) de la forme'.

F 2(u , x ') :=  F t(a,  ç>-1 (*'))

pour x ‘ e A 2, où (p est isomorphisme (fixé) du système ( A t , •) dans le système (A 2, •), 
est la solution commutative de l'équation de translation.

T héorème 4. S i la fonction F  de ( Г х  В , Г ), où (B , •) est le groupoïde de Brandt, 
est la solution commutative de l'équation de translation sur B , alors la fonction F  est 
définie sur l'ensemble Г х В  tout entier.

D émonstration. Soit a e Г . Il existe alors x 0 e  B  tel que F(a,  x 0) a le sens. 
Soit x  e B.  Il existe y e R  tel que x - y  et y - x 0 ont le sens car B  est le groupoïde de
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Brandt. On a alors: F (a , x 0) a le sens et y x 0 a le sens. Il en résulte que F (F (a , x 0), 
a le sens. Car F  est la fonction commutative alors F (F (a , y) ,  x0) a le sens. Ainsi 
donc F (a., y) a le sens et 1 7  a le sens. Il résulte que F (F (a , y), a) a le sens et de la 
F{F{cc, x ) , y) a le sens. Ainsi donc F (a , x) a le sens pour chaque x e  B  et a e  F . 
La démonstration du théorème 4 est donc finie.

T h é o r è m e  5. Si la fonction F  de (Г  x A x  A x G ,  Г ), où (A x A x G,  •) es/ /e 

groupoïd de Brandt des triples, est la solution commutative de l'équation de transla­
tion, alors

A A {F (a , (pi, p , e)) =  a} ,
«еГ(Г,Л xAxG) ;ieA

où “e” es/ élément neutre du groupe G.

D é m o n s t r a t io n . Soit F  de (F  x A x A x G , F) la solution commutative de 
l ’équation de translation. En vertu du théorème 4 la fonction F  est définie sur 
l’ensemble r x A x A x G  tout entier. Soit a e F ( F ,  A x A x G ) .  Il existe alors 
(p0, v0, x 0) e A x  A x G  et P e Г  tel que F { f , (p0 , v0 , x 0)) =  a. Soit pt e A.  En 
profitent les définitions 2 et 3 nous avons:

F (a , (p l , p 1,e ) )  =  F ( F ( ( p , ( p 0, v 0 , x 0) ) A p l , p.} ,é))  =

=  F ( F( F (P ,  O i , u0, х0У), (Po, ItI > e)),  (/«!, P t , e)) =

= F(F(F(/3, (/Xj , o0, A0)), (/r1; /I,, e)), (p0,t*i,e)) =

=  A F (^> 0*0, »0 . -^î)). (/‘о .  Л о .  e)) =  F(p, (p0, v0, xJ) =  a .

La démonstration du théorème 5 est finie.
Des théorèmes 3 et 5 on reçoit le suivant:

CoLLORAiRE 1. Si la fonction F d e  (F  x B ,  F ), où (B,  •) est groupoïde de Brandt, 
est la solution commutative de l’équation de translation sur B, alors:

A A {F(oc,e) =  a } ,
aeF(rx В) е е  В о

où B 0 c’est l’ensemble des unités de (B,  •).

IV . On démonstrera les théorèmes suivants:

T h é o r è m e  6. Soit S  =  S t x S 2, où le système ( S t , •) remplit la condition

(2) V Л V V {e'e = «eta = afa2 = fl|'ca2},
eeSi aeS\ « î cSi  azeSy

et le système ( S 2, •) remplit la condition :

(3) Y  Д  {x-ë  =  ë - x  =  x} .
eeSi xeSz

On définit dans l'ensemble S  l'opération dans la manière suivant: Si (a , x ) e S  
et {b, y) e S , alors (a, x) -(b,  y) a le sens si et seulement si a -b  a le sens et x -y  a le 
sens. S i (a, x )- (b ,  y) a le sens, alors

(a , x ) - ( b ,y )  =  (a b , x -y)  .
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La fonction F  de (Г  x S , Г ), où Г  est un ensemble arbitraire, remplit la condition :

(4) Д  {Si F  [a, (a, x)) a le sens, alors F lF (F (a , (a2, ë)), (e , x )), ( a , , ë))
{ a , x ) e  s

a le sens} ,

où e, ë, au a2, sont défini par les condition (2) et (3). Sous ces suppositions pour que 
la fonction F  de (Г  x S , Г ) soit la solution commutative de l'équation de translation 
sur S  il faut et il suffit qu'ils existent des fonctions F y de (Г  x S j , Г ) et F 2 de (r x S 2, Г ) 
étant les solutions commutatives de l'équation de translation convenablement sur S t 
et S 2 telles que :

(5a) Д  Д  { F f  F 2(a, x ) ,  a) a le sens si et seulement si F 2(Ffia,  a),  x) a le sens],
aef (u,x)eS

(5b) si F 1(F2(a, x) ,  a) a le sens, alors F f i F f a ,  x) ,  a) =  Ff iF f i a ,  à),  x).

(6a) Д  Д  { Д а , (a,  л-)) a le sens si et seulement si F f i F 2(a,  x ), a) a le sens},
l i e r  ( a , x ) e S

(6b) si Д а ,  (a, x)) a le sens, alors Д а ,  (a, x)) =  F fiF 2(a , x ), a).

D é m o n s tra tio n  de la nécessité de la condition. Supposons que la fonction F  
de (Г  x S ,  Г ) soit une solution commutative de l’équation de translation sur S. 
Remarquons qu’on peut transformer isomorphiquement les systèmes (S t , •) et 
(S'z, •) dans le système (S ,  •). Ces isomorphismes donnet les fonctions <p, ф définies 
de la manière suivante:

(7) ę(a)  : =  (a, e) où a e S 1 et ë e S 2 est défini par (3) et

(8) Ф(х) ■= (e, x) où x e ^  et е е  S,  est défini par (2) .

La fonction F t de ( Г х Д ,  Г ) définie de la manière suivante:

(9) F  f a ,  a) :=  Д а ,  (a, e))

pour a e Г  et a e 5 „  est en vertu du théorème 3, la solution commutative de 
l’équation de translation sur S.  Analogiquement la fonction F 2 de (Г  x S 2, Г ) est 
définie à la manière suivante:

(10) F 2(a,  x) :=  Д а ,  (e, x)) pour а e  Г  et x  e S 2 .

Supposons que F f F 2(a,  x ), a) ait le sens. Alors en vertu des conditions (9) et (10) 
on reçoit que Д Д а ,  (a, ë)), (e, x)) a le sens et Д Д а ,  (e , x)), (a , e)) — F f F 2( a, x), à). 
Puisque la fonction F  est commutative donc Д Д а ,  (a, ë)), (e, x)) a le sens et 
Д Д а ,  (a,  ë)), (e, x)) =  Д Д а (е , x)), (a, ë)). D ’ici en vertu des conditions (9) 
et (10) on a F f F f a ,  a),  x)  a le sens et F f F f i a ,  x ), a) =  F f i F f a ,  a),  x).

Supposons que F 2(Ffia,  a),  x) ait le sens. Analogiquement comme ci-dessous 
on montrera que F f F 2(a,  x ), a) a le sens et F 2(Ffia,  a),  x)  =  F f F 2(a,  x ), a). 
On reçoit la condition (5 a) et l’égalité (5 b).
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Supposons que F (a , (a , x)) ait le sens. En vertu de la condition (4) on reçoit 
que F (F (F (cc, (a2, ë)), (e,  x ) ) , ( a t , ë)) a le sens. Car la fonction F e s t  la solution 
commutative de l’équation de translation on a: F (F (F (a , (e,  x )), (a2, ë)), (at , ë)) 
a le sens et

F(F(F (a ,  (a2, ë)),  (e, x)), (aY, ë))) =  F (a , (a , x)) =  F (F (F (a,  (e,  x )) ,  ( a , , ë)), (a2, ë) .

Ainsi F (F (a , (e, x )), (a , ë)) a le sens et

F(F(F(cc, (e , x)) ,  (a2 , ë)),  (at , ë)) =  F (F (a, (e , x )) ,  (a,  ë»  .

D ’ici en vertu des condition (9) et (10) on reçoit que F ,(F 2(a , x),  a) a le sens et 
F(a ,  (a , x)) =  F (F (a , (e,  x)) ,  (a,  ë)) =  F ,(F ,(a , x ), a).

Soit F j ( F 2(a, x ) ,  a) a le sens. En vertu des conditions (9) et (10) on a que 
F (F (a , (e , x )) ,  (a,  ë)) a le sens et F 1(F2(a , x),  a) =  F (F (a (e , x)) ,  (a,  ë)). D ’ici en 
vertu le preuve que la fonction F  est la solution commutative de l’équation de transla­
tion on a:

F (F (a , (e,  x)) ,  (a,  ë)) =  F (F (F (a , (e,  x )) ,  (a1, ë)), (a2, ë)) =

=  F(F(F(<x, {al , ë)), (e,  x)) ,  (a2, ë)) =  F (oc, (a, x))  .

On reçoit la condition (6). Donc la condition annoncée dans le théorème 6 est 
nécessaire.

D é m o n s tr a tio n  de la suffisance de la condition. Supposons que la fonction F  
de ( F x F ,  Г ) soit définie par la condition (6). Démontrerons que la fonction F  de 
(F  x F , F ) est la solution commutative de l’équation de translation sur S.  Supposons 
que F (a , (a, x))  ait le sens et que (b, y ) - (a ,  x)  ait le sens. En profitant de la condi­
tion (6) de la définition de S  et de la supposition que les fonctions F t de 
(F  x S j , F ) et F 2 de ( r x S 2, F ) soient les solutions commutatives de l’équation de 
translation qui remplissent la condition (5) on reçoit les relations mentionnées 
ci-dessous:

F 2(F i(a , a),  x)  et F 2(F2(a , x ), a) a le sens et b-a  et y x  ont le sens, 

donc:

F ^ F ^ a , a ), b) a. le sens et F !(a , b-a)  a le sens et F 2( a , y - x ) a le sens et

F 2(F2(a , x ) , y )  a le sens,

ainsi :

F 2(F2(F i(a , a),  x), y)  a le sens et F 2(F ,(a , a),  j>-x) a le sens et

F i(F i(F 2(ot, x),  a),  b) et F ^ F ^ a , x ), F a )  ont le sens,

donc:

F 2(F i(a , b-a) ,  x)  a le sens et F j(F 2(a , j - x ) ,  a) a le sens,
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ainsi:

F 2(F2( F i( a , b - a ) , x ) , ÿ )  et F 2(F j(a , b a ) , y x )  ont le sens, 

on a donc:

F 2 (F ,(F 2(F t(a , a ) , x ) , b ) , y )  et F 2(Fftx,  b - a ) , y x )  ont le sens.

On reçoit donc la condition:
—  si F (a , (a,  x)) a le sens et (b, y )-(a,  x) a le sens, alors F (F (a ,(a , x )), (b-y))  

et F(ot, (6 , y)-(a,  x)) ont le sens.
En profitant des conclusions mentionnées ci-dessus et des égalitées (5 b) et 

(6 b) on compte ;

F (F (« , (a, x)) ,  b,  y)) =  F2(F1(F2(F 1(a, a), x ), b), y) =

=  i(F i(a , a ), b),  x ), y) =  F 2(F t(a, b - a ) , y x )  =

=  F (a , ( b - a , y x ) )  =  F (a , (6 , j ) - ( a ,  x ) ) .

Nous avons démontre que la fonction F  de (F  x S ,  F ) définie par la condition (6) 
est la solution de l’équation de translation sur S.  Supposons que F(F(oc, (a , x ) ) , ( b , y ) )  
ait le sens pour (a,  x) e S  et (b, y) e S  et a 6 F . En profitant de la condition (6) on 
reçoit que:

F 2(F1(F2(F ,(a , a), x ) ,  b),  y) a le sens. On reçoit de la condition (5a) que 

F2(F2(F i(F ,(a , a), b),  x) ,  y) a le sens. Donc de la condition (5a) on a que 

F 2(F1(F2(F 1(a, b), y ) ,  a),  x) a le sens. Donc on a de la condition (6) que 

F ( F ( a , ( b , y ) ) , ( a , x ) )  a le sens.

En profitant des conclusions mentionnées ci-dessus et la supposition que les 
fonctions F j et F 2 sont commutatives et de l’égalité (5b) et (6b) on compte:

F (F (a , (a,  x )), (b,  y)) =  F 2(F1(F2(F 1(a, a), x ), b), y)

=  F2(F2(F 1(F 1(a , a), b),  x ), y) =  F 2(F2(F 1(F 1(a , b), a),  y ) ,  x)

=  F 2(F1(F2(F 1(a, 6) ,  y ), a ), x) =  F (F (a , (b, y)) ,  (a , x)) .

La condition suffisante du théorème 6 est donc démontrée.
Analogiquement on peut démontrer le suivant:

T h é o r è m e  6 a. Soit S  =  S l x S 2, où le système , •)  remplit la condition 
Д  f \ { a - e  =  e -a =  à), et le système (S2, •) remplit la condition (3).

«cSi e*S|
On définit dans l'ensemble S  l'opération comme dans le théorème 6.

La fonction F  de (F  x S ,  F ) définie sur Г х - S  tout entier est la solution de 
l'équation de translation si et seulement s'ils existent les fonctions F t de (Г  x S lt F )
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définie sur Г  x S t tout entier et F 2 de ( Г x S 2, F) définie sur Г  x S 2 tout entier, étant 
les solutions de l'équation de translation convenablement sur et S 2 telles que :

(11) F ,(F 2(a , x ), a) =  F 2(Ff ia, a), x),

(12) F (a , (a, x))  =  F 2(F 1(a , a) , x).

T h é o r è m e  7. Soit F  de ( Г  x G , F ), où ( G ,  •)  est le groupe, la solution de l'équation 
de translation sur G. Pour la fonction F  soit commutative il faut et il suffit que le groupe 
quotient G \J  soit abélien, où J  — { x e G :  Д  F (a , x) =  F  {a, e)} et “e” est l'unité 
dans G. Я(Г

La démonstration de ce théorème on peut trouver dans la note [1]. 
Rappelons conformement à [9] les théorèmes suivants:

T h é o r è m e  8. Soit la fonction F  de (F  x  А х  A , Г ) définie sur Г х А х А .  La 
solution générale F  de l'équation de translation sur le groupoïde des paires ( A x A ,  •) 
sous la supposition que la condition d'indentité soit remplie, a la forme suivante:

F(a,  (q,  v ) ) : =  h ~ \h fd ) )

pour a e Г , Ц e A , v e A , où hv pour chaque v de A est bijection de l'ensemble Г  sur 
l ’ensemble F .

T h é o r è m e  9 . Le système (E , •)  est le groupoïde d ’Ehresmann si et seulement 
s ’il existe une décomposition U  de l ’ensemble E  sur les ensemble séparables et tels 
que: R<= (J M x M  (R  est le domaine de l ’operation “ •")  et chaque l ’ensemble A

Mc и
de la fam ille U avec l ’opération rétrécie à l ’ensemble A est le groupoïde de 
Brandt.

T h é o r è m e  10. La solution générale de l'équation de translation sur E , où (E , •) 
est le groupoïde d'Ehresmann, est la famille de la fonction reçue de la façon suivante:

1. Considérons la décomposition du groupoïde E  sur les séparables groupoïdes 
de Brandt E  =  IJ Bs-

s cS

2. Pour chaque s e  S  on choisis un ensemble F s c= F  tel que (J F s =  F .
sçS

3. Pour chaque s e  S  tel que F s #  0  on prend une fonction Fs de (F s x Bs , F s) 
remplissante l'équation de translation sur Bs .

4. La fonction F(ot, x) est définie de la manière suivante:

F (a , x) :=  Fs(a, x) pour (a , x) e  T s x Bs .

Démontrerons à présent le suivant:

T h é o r è m e  11. Si ( Г , A x A , F )  est l'objet, où ( A x A , » )  est le groupoïde des 
paires, alors pour que ( F ,  A x A , F )  soit l'objet commutatif il faut et il suffit que les 
conditions suivantes soient remplies:

(13) La fonction F  est définie sur l'ensemble F x A x A .

04) Л  Л  Ы Ш )  = М Ш )
асГ n,vçA
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où hv est une bijection de l'ensemble F  sur l'ensemble F  utilisée dans la construction 
de la fonction F  dans le théorème 8.

D é m o n stra tio n . Si ( Г , A x A , F )  est l’objet commutatif alors la condition (13) 
est remplie d’après le théorème 4. D ’après le théorème 8 la fonction F  à la forme :

(15) F(oc, { f i ,  v)) =  h~l (hfai) pour a e Г , p e A ,  v e A .

On peut définir la fonction hY d’après (15) à la manière suivante:

(16) Av(a ) :=  F (a , (p0 , v))

pour a. e Г ,  v e A,  où ц0 est un élément fixé de l’ensemble A.  D ’ici:

(17) A  { / * „ »  =  a}.

En profitant des condition (15), (16), (13) et d’après la supposition que 
( Г ,  A x A ,  F )  est l’objet commutatif on a:

b^hfct)) =  F(F(oc,(no, v) ) ,  (ц0 , p)) =  F (F (a , (p0, p)),  (p0 , v)) =  h f h f a ) )  .

La condition (14) est donc remplie.
Supposons que ( r , A x A , F ) soit l’objet et les condition (13) et (14) soient 

remplies. La famille des bijections h„ de l’ensemble utilisés dans la construction de la 
fonction F  (voir le théorème 8) forme le groupe des transformations. Cela résulte 
directement des condition (16) et (17). On a alors (14) les relations suivantes:

(18) Л  A  \ K \ hJĆ ))  =  Лу(ЛА(а))},
а e Г  fi, v e A

(19) Д  A  {h~1 ( h ; 1 (а)) =  л ; 1 (h~1 (а))}.
а с Г  /х, v с А

Des conditions (13), (14), (15), (18) et (19) on a:

F(F(cc, Or, »)), (Hi ,v i ) )  =  A“,1(Aï i (V H Av(e)))) =

= a« (аЛ М * л«)))) = * ;Ж Л ,(« ) )Я  =
=  F(F(cc, (/Tj, t>j)), Or, v ) ) .

Done ( Г , A x A , F )  est l’objet commutatif. La démonstration du théorème est finie. 
On reçoit directement des théorèmes 4 et 6 le suivant:

T h é o r è m e  12. La fonction F  de (Г  x A x A x G , Г ) ,  où (A x  A x G , • )  est le 
groupoïde de Brandt des triples, est la solution commutative de l'équation de translation 
si et seulement s'ils existent les fonctions F t de ( Г x A x A , F ) et F 2 de (Г  x G , Г) 
qui sont les solutions commutatives de l'équation de translation convenablement sur A x A  
et sur G et telles que:

Л  Л  Л  {F i(F i(a , * )) . Or, 0 }  =  F 2(Fl(a, (p,  v)), x) et
а е Г  x  c G  n , v c A

F{ct, (/r, v, x)) =  F j (F2(et, x ) , (p , v)) .

On reçoit du théorème 3 le suivant:
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T h é o r è m e  13. La fonction F  de ( Г  x В ,  Г ) , où (B , •) est le groupoïde de Brandt,
est la solution commutative de Véquation de translation sur B  si et seulement si la fonc- 

#
tion F  de (Г  x A x A x G ,  Г)  de la forme :

*
F (a , (p , v, x)) =  F (a , q ~ \ { p ,  v, x)))

pour a. e  Г , v e  A , p e  A et x e  G, où (A x A x  G , •) est le groupoïde de Brandt des 
triples isomorphe au groupoïde (B , •), et ę  est un isomorphisme des groupoïde s (B , •) 
et ( A x A x G ,  •), est la solution commutative de l'équation de translation.

En profitant des théorèmes 9 et 10 on reçoit tout suite le suivant: 

T h é o r è m e  14. Soit F  de (Г  x E ,  F ), où (E , •) est le groupoïde d'Ehresmann, 
une solution de l'équation de translation sur E. Pour que la fonction F  soit commutative 
il faut et il suffit qu'elle remplisse la condition -.

Д  Д  Д  { S / Fs(Fk(ot, x ) , y) a le sens, alors Fk(F s(<x, y ) , x) a le sens et
а с Г  x , y c E s , k c S

F f F k(a, x ) ,  y)  =  F k(F,(tx, y ) ,  x)}, où les fonction Fs sont définies dans théorème 10.

V . Dans la note [6] on peut trouver les certains réflexions des solution de 
l’équation de translation sur le système avec zéro. Nous ne parlerons que des solutions 
commutatives de l ’équation de translation sur les système avec zéro. Soit {H  и {0}, •) 
le système avec zéro. D e la définition 1 et 3 on reçoit le suivant:

• ' i * » • ■ : 1
T h é o r è m e  15. S i la fonction F  de { F  x {H  и  { 0 } } , Г ) est la solution commutative 

de l'équation de translation, alors la fonction F rxH de (Г  x H ,  Г ) est la solution com­
mutative de translation sur H.

On démontrera le suivant:

T h é o r è m e  16. S i la fonction de (Г  x {H  и {0}}, Г ) est la solution commutative 
de l'équation de translation sur Н и  {0}, alors:

(20) Д  Д  (F (a ,x )  a le sens}.
x e H u (O )  в « Г

D é m o n s tr a tio n . Soit F  de ( Г х { Н  и  {0}}, Г ) la solution commutative de 
l’équation de translation et soit a e Г.  De la condition (1) on a qu’il existe x e  H  
tel que F (a , x) a le sens ou F(a,  0) a le sens. Si F(a ,  0) a le sens, en vertu de la 
définition 1 et 7 on reçoit que F(F(oc, 0 ), y)  a le sens, pour chaque y e H  и  {0}. 
Puisque la fonction F  est commutative on a que F (F (a,  y ) ,  0) a le sens pour chaque 
y  e H  и  (0 ). Donc:

(21) Д  Д  (Si F (a , 0) a le sens, alors F  {a, y) a le sens}.
« « Г  y t H u { 0 )

Si F (a , x) a le sens pour certein x de H , on reçoit de la définition 1 et 7 que 
F(F(a , x), 0) a le sens. Comme la fonction F  est commutative on reçoit que 
F (F (a , 0 ), x) a le sens. D e la F (a , 0) a le sens, donc d’après (21) la démonstration 
du théorème est finie.

T h é o r è m e  17. Pour que la fonction F  de ( Г х { Я и { 0 } } , Г )  soit la solution 
commutative de l'équation de translation il faut et il suffit que F  soit la solution de
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l'équation de translation sur H  и {0} et que la fonction F\rxH de ( Г  x H ,  Г ) soit com­
mutative et remplissant la condition:

(22) Д  Д  {F(a,  x) a le sens}.
a t  Г  x c H

D é m o n stra tio n . Soit F  de ( Г х { Н  и {0}}, Г ) la solution commutative de 
l’équation de translation. Alors en vertu des theorems 15 et 16 on reçoit que la 
fonction F|rxH de (Г  x H ,  Г ) est commutative et condition (22) est remplie. Soit t 
de (Г  x {H  u  {0}}, Г)  une solution de l’équation de translation sur H  и {0} ei 
soit F|rxH de (Г  x H ,  Г)  la fonction commutative et remplissante (22). Soit auss 
a e Г  et x e H.  D ’après la condition (22) nous reçevons que F(a,  x) a le sens et de 
plus O-x =  0. De la F(oc,0-x) a le sens. Il en résulte que:

(23) Д  Д  {F(a,.v) a le sens}.
ae Г  x fHu{0}

De la condition (23) et de la supposition que la fonction F\rxH est commutative on a:

(24) Д  Д  Д { ^ ( Я а , х ) ,  y) =  F (F (« , * ) ,* ) } .
«fT x ( H y ( H

Soit a e Г  et x e H.  Donc on reçoit:

(25) F(F(u ,  x ), 0) =  F  (a,  0 -x) =  F  (a, 0) et

(26) F (F (  a , 0), x) =  F (  a , x-0) =  F  (oc, 0).

Des condition (23), (24), (25), (26) on reçoit que la fonction F  de 
( Г х { Н  \j  {0}}, Г)  est commutative. La démonstration du théorème est donc finie.
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