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Solution générale de l’équation de translation sur un demi-groupe

Le but de cette note est de donner une construction de la solution générale 
remplissant (7') de l’équation de translation

U ) F ( F ( a ,x ) ,y )  =  F ( * ,x + y ) ,

où F : Г  x G *—*r , Г  est un ensemble arbitraire, G + est le demi-groupe des éléments 
non-négatifs d’un groupe G  archimédien et complet. Le groupe G  doit être abéüen 
dans ce cas.

Nous connaissons la construction de la solution générale de (1) dans le cas 
si G + forme un groupe ([4]), un groupoïd de Brandt et de Ehresmann ([1] et [3]) et 
enfin un demi-groupe ou une catégorie ([2]). Mais dans ces cas derniers les paramètres 
de la solution doivent remplir une condition (nommée la condition de la compati­
bilité) qui n’est pas commode.

Nous donnerons d’après [2] pour un exemple et pour les buts suivants une 
c o n stru c tio n  (K ) de la solution générale de l’équation (1) dans le cas si G + forme 
un demi-groupe arbitraire avec l’elément neutre.

a) Considérons une famille pour s de S  des décompositions { fVia}ieJl invariantes 
du demi-groupe G +, c’est-à-dire supposons que

A G+ = U Wis-, Д Л ^ #  0 ;
s  ( S  i t  J  я  s  e  S  i t  J»

A A Wi. n w hs = 0); A A A V O rii t+x<=wt„ ) .
s t S  i t ,  »*2, t J »  s  €  S  i i  c J g X e G *  i i t J a

i l *  i l

Supposons de plus que

A C U T ) .
JïS

b) Soit h,: {И7,-,}—>Г une injection et posons

Г  s =  h,({W u}) .

Définissons la fonction hs: G +—>rs de la manière suivante 

hs(x) == hs(Wis) pour x  e JVis.
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Nous supposons la c o n d itio n  de la c o m p a tib ilité

(2) Л  Л  Л  \К(К1(Ы)+Х) =  •
s j , s 2 e S  wcr. t r\r, 2 xeO*

Désignons

r *  = U r s .
s (S

c) Soit / :  Г —>Г* et telle que
sur

Л А / М )  = / ( " ) ■
W € Г

d) Soit g : r * —>S une fonction telle que

f \  ^ ^(w)) •
w*r*

e) Posons

Л > ,  x) =  й5(Я 71( / ( и ') ) + х )  pour (w, x) e Г  x G +, où s =  g ( f (w ))  . 

Nous démontrerons que
la condition de la compatibilité (2) dans cette construction (K ) est équivalente à la 
condition suivante:

(3) A [Г51 O г , 2 ф  0=>
Sj,S2 €<S

=> \ /  {/îSl est une bijection de [0 , ü, |+) à Г 51\ Г 52 et JtS2 est une bijection
Ml, «2cG +

de [0 , ü2| à r si\ r si et hSl(u) =  bSJ{u +  ü2- û i ) pour

и de G +\ [ 0 , üj I } ] .

D é m o n s tr a tio n . Supposons qu’il a lieu la condition (3). Nous allons de 
démontrer que les fonctions hSl et hS2 remplissent la condition (2). Si Г 5) n  Г ч =  0  
cette condition est remplie d’une façon évidente. Supposons donc que Г 5| n  Г !2 Ф 0  
et soit w e  T SI n  Г„2. Il existe donc un и de G +\ [ 0 ,  uy\ pour lequel hSt(u) =  w. 
De là hS2(u +  û2 — ûi) =  w. Il en résulte que

u +  ü2 - ü l e ,

d’où

u + û 2 — ü 1+ x  e  R~11(w )+ x  

pour chaque x de G + . De là

^ [ ^ ‘ (w l+ x ] =  bS2(u + ü 2- ü i + x )  =  ÆSl(u + x ) =  HSl[K t4w) +  x ) ,

c .q .f.d .

*) [0 ,6  désigne l’intervalle droitement fermé ou non.
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Supposons à présent qu’il a lieu la condition (2) et soit Г ч n  Г , г #  0  et 

x 0 e E  =  R ~ \ r Si n  Г ,2).
De là RSi(x0) 6 Г 51 n  r sj. Il existe donc x tel que Rsi(x0) =  й52(х). Désignons 

par a =  x —x0 de G.
Si

w =  ^Sl(x0) =  Я,2(х) =  Rsi(x0 + a) 

nous avons d’après la condition de la compatibilité (2)

M * o  +  *) =  RS2(x0+a+x)
et de là »

(4) RSl(u) =  kS2(u + a)

pour M>X0.
D ’après b) dans la construction (K ) la fonction hSt (i =  1 ,2 ) est une injection 

sur une décomposition invariante {W Ut} de G + . Cette décomposition invariante 
de G + doit être [5] de la forme suivante:

i) il existe un élément M; de G + tel que les points de l'intervalle [0, tq | (droitement 
fermé ou non pour i =  1 et pour i =  2) forment les composantes de cette décompo­
sition (cet intervalle peut être aussi vide),

ii) les autres composantes de la décomposition considérée ces sont les restric­
tions à l’ensemble G +\ [ 0 ,  ut | des classes d’équivalence du groupe G par rapport 
à un sous-groupe G*.

Nous devons avoir G* =  G*. En effet dans le cas contraire il doit exister un 
élément u0 de G* n  G + pour lequel u0 ф G 2 (ou inversement u0 e G* et u0 ф G* —  
dans ce cas le raisonnement est analogue). Soit к un entier tel que ku0^ x 0. De là 
(fc + l)  u0^ x 0 et puisque ku0 e G *  et (A :+ l) u0 e G* donc:

К ( кио) =  ^ ,( (^ + l )« o )  •

Nous avons de là d’après (4)

k52(ku0 +  a) =  RS2( ( k + l ) u 0+ a )  .

Il en résulte que

(& + 1)и0 +  а —(&и0 +  а) =  u0 e G* ,

ce qui est impossible.
Si G*i =  G*2 =  {0} nous avons: [0 , m , | =  [ 0 ,  u2 \ =  0  et les fonctions Rit et RS1 

ce sont les injections. Dans ce cas l’élément a dans (4) ne dépend pas du choix de x0 
de E. En effet pour x0 de E  il existe, d’après le raisonnement plus haut, un â tel que 
*.,(«) =  Rst(u + a )  pour и > х 0. D e là RSl(u + â ) =  RS2(u + à )  pour и > т а х (х 0 , x0). 
Puisque RSi est une injection nous avons de là a — 5. Il en résulte que (4) a lieu pour 
u>ü =  in f£  et aussi pour и — й si й e E.
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Si G \  =  G* Ф  {0} dans ce cas (4) a lieu pour chaque и de G +\ [ 0 ,  w, |. En effet 
il existe un élément b e G + et tel que: u + b ^ x 0 et b e  G*. De là

M«) =  K^Çu +  b) =  hS2(u +  b +  a) =  Esi(u +  a +  b) =  hS2(u +  a) .

Considérons ü l =  inf£. D ’après les considération plus haut nous avons: 
ü1^ u l . Si üi =  « ! $ [ ( ) ,« !  I nous avons (4) pour u ^ ü x. Si et
üj 6 E  en raisonnant comme pour avoir (4) nous concluons qu’il existe un élément â 
de G + pour lequel

Æsi(h) =  üsi(u +  a) pour u ^ ü i  .

Si enfin Ü i< U i  en raisonnant comme pour avoir (4) nous recevons que pour 
chaque x0 de E  et tel que ы1< х 0< м 1 il existe a (x0) tel que

(5) =  М м +  й(*о))

pour ы > х 0. Élément a (x 0) ne dépend pas du choix de x0 de E  et tel que ü, ^ x 0< u l . 
En effet pour x0 de E  et tel que ü 1< x 0< m1 nous avons:

(6) Я »  =  hS2(u + a (x 0))

pour и > х 0. Mais la fonction HSI est une injection pour u < u x, donc d’après (5) et (6) 
й*2(и + а (х 0)) et hS2(u + a (x 0)) sont aussi des injections pour max(x0, x0)< w < w 1. 
D e plus d’après (5) et (6) nous avons

hS2(u +  a(x0)) =  hS2(u +  a (x0))

et de là û (x 0) =  o(x0).
Il en résulte que aussi dans ce cas nous avons (4) pour u > ü x et pour и =  ûx 

si û , e E.
Cette relation a donc lieu dans tous les cas. Nous avons donc la conclusion (C ) 

suivante:

-  si r si n  r s2 #  0  alors KSl(ü) =  R3l(u + a )

pour un a de G  et и e  G +\ [ 0 ,  üt |, où û x e G +. De plus hsi est une bijection de 
[0 , и, I sur r 5l\ r s2.

En changeant Sj avec s2 et en désignant ü2 =  in fhS21( r si n  Г 32) nous avons 
d’après la conclusion ( Q  que h,2 est une bijection de [0 , ü2 | sur Г 12\ Г 51. lie n  
résulte d’après la conclusion (C ) que si и varie dans G +\ [ 0 ,  üx \ tout entier, u + a  
doit varier sur G +\ [ 0 , ü2 \ tout entier et de là a — ü2 — ü l .

La démonstration est donc terminée.

R em a rq u e  1. Il se pose le problème de déterminer les certaines fonctions hs, 
remplissantes (3), par les autres. Les fonctions hs(x) =  x —s pour s et x de R + 
montrent qu’on peut se passer qu’on ne peut pas exprimer toutes les fonctions de la 
famille remplissante (3) par un nombre fini d’elles.
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On sait d’après [2] que la famille { F j SfS c’est la famille {F(a , G +)}„£r. Re­
marquons que cette dernière famille est égale à la famille {F{a, G +)}aeF(r c+ ), 
puisque F {u ,x )  =  F (F (a , 0 ), x). Nous allons démontrer que

(7) Л  [Г „  n  Г 52 Ф 0 = > f sic f 5! ou f S!c r j
*1, «2 €S

est equivalent au fait que la relation g sur F (F ,  G +) suivante

ajëa2 о  V  (a2 =  F (ai > x) ou «î =  F (cc2, x))
x e G *

est une relation d’équivalence. En effet pour /3 de F (F ,  G +) on a Д =  F (и, л:) 
et de là

P =  F (a , x) =  F (F (u , x ), 0) =  F (P , 0)

d’où Pgp. La relation g est évidemment symétrique. Supposons que aeP et Pgy. 
Si p =  F  (a , x) et y =  F (P , y) donc y =  F (F (a , x ), y) — F  (a, x + y ) ,  alors иду. 
Si a =  F (P ,x )  et y =  F (P ,y ) donc si il existe z tel que x + z  =  y  et de là 
y =  F ( P ,x + z )  — F (F (P , x), z) =  F (a ,z ) alors иду. Si il existe u tel que
y  +  u — x  et de là и =  F ( P ,y + u ) =  F (F (P ,y ) ,  u) =  F (y , u), alors y gu, d’où иду. 
Si P =  F(u , x) et P =  F (y, jy) donc F(u , G +)r \F (y , G +) Ф 0 ,  alors d’après (7) 
и 6 F(u , G +)c=F(y, G +) ou y e F(y , G +)<=F(ot, G +), d’où иду.
Dans les autres cas le raisonnement est analogue.
Soit g transitive. Pour démontrer (7) il suffit de montrer que

(7 ’) A  [F (a ,, G +) n  F (u2, G +) Ф 0=>
«i ,а2еГ (Г ,С  + )

=>F(«1, G +) c F (u2, G +) ou F (u2, G2)<=F(al , G +)] .

Supposons donc que F (u t , G +) n  F(u2, G +) Ф 0 .  Il en résulte qu’il existent u, 
et u2 de G + tels que F (a j , w J =  F(u2, u2). On a u1gF(u1, u1)gF (u2, u2)gu2, donc 
ulga2. De là il existe un й tel que a t =  F(u2, u) ou u2 =  F{ui , m). Dans le cas pre­
mier on a F (u t , G +) c F ( a 2, G +). En effet si a e F ( a , ,  G +), donc

а =  F (U i, u) =  F(F(ot2 , ü) , u) — F (u2,û  +  u )e  F(u2, G +) .

Nous démontrons analogiquement que F (a2, G’+) c F ( a 1, G +) dans le cas deuxième. 
La démonstration de (7) est donc terminée.

Considérons à présent la relation g suivante:

SiQS2< > rsi n  F S2 Ф 0  .

Cette relation est évidemment reflexive et symétrique. Elle est aussi transitive 
d’après (3).

Supposons que
A A [7s, c r S ! o u r J2c g .

C eS/Q *1,»2 cC

Fixons C  et un s0 de C.
Posons

C J0:=  { j e C :  F soc F s} .
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En prenant st — s0 et s2 =  s de C so dans (3) nous avons Г 51\ Г 5г =  r so\ r s =  0  
et de là ü t =  0 dans (3) et il existe un ü2 :=  us tel que

(8) Hso(u) =  Я,(и +  us) pour и > 0

et Rs est une bijection de [0, w5| sur Г 5\ Г 50. Il en résulte que us est uniquement
déterminé.
Désignons par ts la fonction d’idéntité sur u >  —us(ts(u) =  u pour u >  —us) et posons

(9) Я: =  U £s °(A  +  hs) ,
s eCs0

où ° désigne la superposition des fonctions.
Nous allons démontrer que Я c’est une fonction. Supposons donc que (u0, y t) e Я 

et (u0, y 2) e Я. Il en résulte qu’ils existent des s2, s2 de C so tels que (u0 , y {) e  hSl ° 
('s, +Щ ,) et K ,  y 2) 6 Я„ ° (t„  +  MS2X c’est-à-direy x =  bSl(u0 +  uSl) e t y 2 =  hS2(u0 + u I2). 
On peut supposer que Г 31 ci T S1 et de là d’après (3) il existe un н tel que

( 10) Esi(ü) =  Я82(и +  й) pour u >  0 .

D e là et d’après (8)

K(«)  =  K ( u + us,) =  bJu + uSl+Ü) et hso(u) =  h52(u + uS2)

pour u > 0 . Puisque us dans (8) est uniquement déterminé nous avons usi +  ü — uS2. 
Posons и =  u0 +  uSl dans (10). On a

У  i =  bSl(u0 + uSl) =  hS2(u0 + uSl + ü) = Я„(м0 +  м „ )  =  y 2 ,
c .q .f.d .

La fonction Я est définie sur l’ensemble

(11) I inf { - ms} ,0 ) u G +
s e C , 0

(cet intervalle est gauchement fermé s’il existe min{ — us}, dans le cas contraire il est
SeCsO

gauchement ouvert; on peut se passer aussi qu’il est égal à G tout entier). 
U r s =  U r s c’est l’ensemble des valeurs de la fonction Я.

S  f  C jq  S  €  C

Il résulte d’après (9) que hs{u +  us) =  Я (и) pour u >  —us, donc Яs(u) =  h (u — us) 
pour ! < > 0 e t î e C so. Nous avons d’après (3) que pour s e C \ C S0 il existe vs tel que

hs(ü) =  hso(u +  vs) =  h(u +  vs- u so) pour m>0  .

Il existe donc pour chaque s de C  un ws tel que

hs(u) =  R (u +w s) pour w >0 .

Il en résulte d’après e) dans la construction (K ) que 

F (w ,x )  =  ns( n ; \ f ( w ) ) + x )  =  Я(Я~1( / (w ))+ x + w s) =

=  R(E~\f(w))-ws+x + ws) =  Я(Я-1 (/(и ^))+х)
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pour ( w , x ) e  T x G + et g ( / O ) )  -  s e  C , c’est-à-dire pour f (w )  e (J / J .  On peut
S{C

donc remplacer toutes les fonctions hs pour s e C  dans la formule e) (K ) par une 
fonction Я donnée par (9), on peut donc omettre la condition de la compatibilité.

Remarquons encore que la fonction Я est une injection sur l’intervalle 
I inf { — us) , ü I pour un ü de G + ou sur son domaine tout entier et dans le cas premier
seC,0

sur C7+\| inf { — « J , ù I =  : E *  elle est stable sur les restrictions à l’ensemble E *  des
Sf Cj0

classes d’équivalence du groupe G  par rapport au sous-groupe G \ (considéré 
dans ii) —  nous supposons que sŁ e C ).

Remarquons aussi que

Д (cL ф  c2=>( и г а) п (  и r s) = 0).
Ci,C2fS/ç s c C i s e C i

Il en résulte d’après nos considérations qu’on peut modifier la construction (K ) 
à la c o n stru c tio n  (K ,) :
1) Soit / :  Г —>Г une fonction telle que

A / ( / ( « ) )  = / ( « ) •
• еГ

2) Décomposons / (Г ) =  (J Г к aux ensembles Г к non-vides, disjoints et tels que
ke K

pour chaque к de K  il existe une décomposition invariante {W ik}ieJk d’un inter­
valle A* de G, pour lequel G + <= Ak et J k =  T k.
3) Soit h : {W a}Mh- * r k une bijection et définissons Як: Aк—>Гк de la manière 
suivante

h (x )  =  >h(Wik) pour x e Wik.

4) Posons

F(a , x) =  Як( Я ; \ / ( а ) ) + х )  pour / ( a )  e Г к .

Nous avons donc le théorèm e suivant:
—  la construction (K j)  donne toutes les solutions de (1) remplissants (7’) sur 
Г  x G +.
Dans la démonstration qu’on peut recevoir chaque solution de (1) par la con­

struction ( K J  la rôle de Г к jouent des ensembles (J r s et la role de hk jouent des
seC

fonctions Я (dépendantes évidemment de C  de Sjg). On peut aussi vérifier facilement 
que chaque fonction F  donnée par le construction ( K J  remplit (1).

R em arque 2. La supposition que G  est complet n’est pas essentielle dans nos 
raisonnements. En effet chaque groupe G archmédien peut être prolongé au groupe G 
complet et il suffit de consiérer les éléments ü ,, û2 dans (3) et les éléments inf { — ws}

seC

pour C e  Sjg  dans ( 11) comme les éléments de G.
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