ZENON MOSZNER

Solution générale de I’équation de translation sur un demi-groupe

Le but de cette note est de donner une construction de la solution générale
remplissant (7') de I’équation de translation

U) F(F(a.x)y) = F(*.x+y),

ou F: I x G*—r, I est un ensemble arbitraire, G+ est le demi-groupe des éléments
non-négatifs d’un groupe G archimédien et complet. Le groupe G doit étre abélien
dans ce cas.

Nous connaissons la construction de la solution générale de (1) dans le cas
si G+ forme un groupe ([4]), un groupoid de Brandt et de Ehresmann ([1] et [3]) et
enfin un demi-groupe ou une catégorie ([2]). Mais dans ces cas derniers les parameétres
de la solution doivent remplir une condition (nommeée la condition de la compati-
bilité) qui n’est pas commode.

Nous donnerons d’aprés [2] pour un exemple et pour les buts suivants une
construction (K) de la solution générale de I'équation (1) dans le cas si G+ forme
un demi-groupe arbitraire avec l'elément neutre.

a) Considérons une famille pour s de S des décompositions { fViatiell invariantes
du demi-groupe G+, c’est-a-dire supposons que

AGH=Uws, O # o

s (S itJds seS itJ»

A A W. nwrs:O);AA AV Oriit+x<=wt,).

stSlL)ﬂlJ» s€S iiclJgXeG™* iitla
Pl

Supposons de plus que
ﬁSC uT).
b) Soit h,: {U7-}—=I une injection et posons
s= h,({Wu}) .
Définissons la fonction hs: G+—>rs de la maniére suivante

hs(x) = hgWis) pour x e JVis.
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Nous supposons la condition de la compatibilité

@) sj,]s-IZeS Wcr].-ltr\r,zx{e-b*\K(K:(bl)+)9 = .

Désignons
r* = Urs.
S

c) Soit/: =—=I* et telle que
ar
\A}l1€rA/M ) =/(")m
d) Soit g: r*—S une fonction telle que

V\];*\I‘* NN (w)) e
e) Posons
N>, x) = Wg971(/(n"))+x) pour (w,x)el xG+, o s = g(f(w)) .

Nous démontrerons que
la condition de la compatibilité (2) dans cette construction (K) est équivalente a la

condition suivante:

€ A [EOr 2 o>

sj,s2 8S

= \/ {19 est une bijection de [0, 4, ) & TS\r 2 et IR est une bijection
M, «2cG+

de [0, 2] & rsi\r si et hSl(u) = bS{u+ G2-0 i) pour
n de G+\[O0, 4j 1}].

Démonstration. Supposons qu’il a lieu la condition (3). Nous allons de
démontrer que les fonctions h9 et h® remplissent la condition (2). SiFr9n ru = 0
cette condition est remplie d’une facon évidente. Supposons doncque ' n r2 ® 0
et soit we TS n I,,2. Il existe donc un n de G+\[0, uy pour lequel hSt(u) = w.
De la hXu+ G2—ai) = w. Il en résulte que

u+ t2-tle ,

u+02—01+x e R-1L(w)+x
pour chaque x de G+. De la
NN (wi+x] = bRRu+G2-0 i+x) = Al(u+x) = HI[Kt4w) + x),

c.q.f.d.

*) [0,6 désigne l'intervalle droitement fermé ou non.
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Supposons a présent qu’il a lieu la condition (2) et soit Tun [, # 0 et

x0eE = R~\rS n I,2.
De la RS(Xx0) 6 8 n rsj. Il existe donc x tel que Rsi(x0) = i3x). Désignons
par a = x—x0 de G.
Si
w= 7Sl(x0) = 4,Ax) = RSi(x0+ a)

nous avons d'aprés la condition de la compatibilité (2)

M*o +*) = Rx0+a+x)

et de la
»
(4) RI(u) = kSAu+ a)
pour M>XO0.
D ’aprés b) dans la construction (K) la fonction h (i = 1,2) est une injection

sur une décomposition invariante {WUt} de G+. Cette décomposition invariante
de G+ doit étre [5] de la forme suivante:

i) il existe un élément M de G + tel que les points de l'intervalle [0, tq |(droitement
fermé ou non pour i = let pour i = 2) forment les composantes de cette décompo-
sition (cet intervalle peut étre aussi vide),

il) les autres composantes de la décomposition considérée ces sont les restric-
tions a I'ensemble G+\[0, ut |des classes d’équivalence du groupe G par rapport
a un sous-groupe G*.

Nous devons avoir G* = G*. En effet dans le cas contraire il doit exister un
élément u0 de G* n G+ pour lequel uO¢ G2 (ou inversement u0e G* et u0O ¢ G* —
dans ce cas le raisonnement est analogue). Soit kK un entier tel que ku0”~x 0. De la
(fc+1) u0O”~x0 et puisque kuOeG* et (A:+1) u0e G* donc:

K (kno) = 7, (("+1)«0) *
Nous avons de la d’apres (4)
k3Aku0+ a) = RA(k+1)ud+a) .
Il en résulte que

(&+ hn0+ a—(@&n0+ a) = ude G*,

ce qui est impossible.

Si G = Ge= {0} nous avons: [0, m, | = [0, u2\ = O et les fonctions Rit et RSl
ce sont les injections. Dans ce cas I'élément a dans (4) ne dépend pas du choix de x0
de E. En effet pour x0 de E il existe, d’aprés le raisonnement plus haut, un a tel que
*,(«) = Rst(u+a) pour n>x0. De la RSl(u+a) = RAu+a) pour m>tax(x0, x0).
Puisque RSi est une injection nous avons de la a — 5. Il en résulte que (4) a lieu pour
uU>0 = inf£ et aussi pour u —1i si neE.
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Si G\ = G* ® {0} dans ce cas (4) a lieu pour chaque n de G+\[0, w, |. En effet
il existe un élément be G+ et tel que: u+b”~x0 et be G*. De la

M«) = KMGu+ b) = hxXu+ b+ a) = Esi(u+a+b) = hAu+ a) .

Considérons Ul = infE. D’apres les considération plus haut nous avons:
1”ul. Si Gi = «1$[(),«! I nous avons (4) pour u”~ux. Si et
ij 6 E en raisonnant comme pour avoir (4) nous concluons qu’il existe un élément a
de G+ pour lequel

Asi(h) = Gsi(lu+a) pour unii .

Si enfin Ui<Ui en raisonnant comme pour avoir (4) nous recevons que pour
chaque x0 de E et tel que bil<xO<m1lil existe a(x0) tel que

(5) = M wm+ ii(*0))

pour bI>x0. Elément a(x0) ne dépend pas du choix de x0 de E et tel que i, *x0<ul.
En effet pour x0 de E et tel que ul< xO< ml nous avons:

(6) A » = hQYu+a(x0)

pour n>x0. Mais la fonction H3l est une injection pour u<ux, donc d'aprés (5) et (6
wAun+a(x0) et hYu+a(x0) sont aussi des injections pour max(x0, xQ<w<w 1.
De plus d’aprés (5) et (6) nous avons

h2u + a(x0)) = hu+ a(x0))

et de la a(x0) = o(x0).

Il en résulte que aussi dans ce cas nous avons (4) pour u>Ux et pour n = 0x
si 0, e E.

Cette relation a donc lieu dans tous les cas. Nous avons donc la conclusion (C)
suivante:

- sirsinr22# 0 alors KSl(i) = R3l(u+a)

pour un a de G et ne G+\[0, Ut |, ou Gxe G+. De plus hsi est une bijection de
[0, un, 1 sur rO\vr s2

En changeant Sj avec s2 et en désignant 2= infhS2(rsi n T3 nous avons
d’aprés la conclusion (Q que h,2 est une bijection de [0, t2] sur T1AT 51 lien
résulte d’apres la conclusion (C) que si u varie dans G+\[0, Ux\ tout entier, u+a
doit varier sur G+\[O, 02\ tout entier et de la a — u2—ul.

La démonstration est donc terminée.

Remarque 1. Il se pose le probleme de déterminer les certaines fonctions hs,
remplissantes (3), par les autres. Les fonctions hs(x) = x—s pour s et x de R+
montrent qu’on peut se passer qu’on ne peut pas exprimer toutes les fonctions de la
famille remplissante (3) par un nombre fini d’elles.
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On sait d’apres [2] que la famille {F jSfS c’est la famille {F(a, G+)},£r. Re-
marquons que cette derniére famille est égale a la famille {F{a, G+)}aeF(r c+),
puisque F{u,x) = F(F(a, 0), x). Nous allons démontrer que

@) J) [T, n TR 0=>fsic f5 ou fSlc r j
*] Q€S

est equivalent au fait que la relation g sur F(F, G+) suivante

ajga2o0 V (82= F(ai>x) ou «f = F(a2, x))

xeG*

est une relation d’équivalence. En effet pour /3de F(F, G+) on a 4 = F(un, n)
et de la
P = F(a, x) = F(F(u, x),0) = F(P,0)

d’'ou Pgp. La relation g est évidemment symétrique. Supposons que aeP et Pgy.
Si p= F(a,X) et y= F(P,y) donc y = F(F(a,x),y) —F(a, x+y), alors wuay.
Sia= F(P,x) ety= F(P,y) donc si il existe z tel que x+z = y et de la
y = F(P,x+z) —F(F(P, X), 2) = F(a,z) alors uay. Si il existe u tel que
y+u—x etdelan= F(P,y+tu) = F(F(P,y), u) = F(y, u), alors ygu, d’ou unay.
Si P = F(u, x) et P = F(y, jy) donc F(u, G+)r\F(y, G+) & 0, alors d’apres (7)
n6 F(u, G+)c=F(y, G+) ou y e F(y, G+)<=F(ot, G+), d’ou uagy.

Dans les autres cas le raisonnement est analogue.

Soit g transitive. Pour démontrer (7) il suffit de montrer que

(7" A [F(a,, G+) n F(u2, G+) & 0=>

«i,a2el(I,C+)
=>F(«1, G+)c F(u2, G+) ou F(u2, G2)<=F(al, G+)] .

Supposons donc que F(ut,G+) n F(u2,G+) ® 0. Il en résulte qu’il existent u,
et u2 de G+ tels que F(aj,wl = F(u2,u2). On a ulgF(ul, u)gF(u2, u2gu2, donc
ulga2. De la il existe un 1 tel que at = F(u2, u) ou u2 = F{ui, m). Dans le cas pre-
mier on a F(ut, G+)cF (a2, G+). En effet si aeF(a,, G+), donc

a= F(Ui,u) = F(F(ot2, u) ,u) —F(u2,0 +u)e F(u2, G+) .

Nous démontrons analogiquement que F(a2, G+)cF (al, G+) dans le cas deuxiéme.
La démonstration de (7) est donc terminée.
Considérons a présent la relation g suivante:

SiQS2<>rsin FR$ 0 .

Cette relation est évidemment reflexive et symétrique. Elle est aussi transitive
d’apres (3).
Supposons que

A A [I/scrSlourl g

Cces/Q *12cC
Fixons C et un sO de C.
Posons

CJ0:= {jeC: FsocF s}.
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En prenant st —s0 et s2= s de Cs dans (3) nous avons FT8\F 5= ro.rs= 0
et de la Gt = 0 dans (3) et il existe un G2:= us tel que

) Ho(u) = A,(n+ us) pour wn>0

et Rs est unebijection de [0, ws] sur T 50. Il en résulteque usest uniquement
déterminé.
Désignons par ts la fonction d’idéntité sur u> —us(ts(u) = upour u> —us) et posons
9) A:= U £s°(A+ hy,
seCs0

ou ° désigne la superposition des fonctions.

Nous allons démontrer que A c’est une fonction. Supposons donc que (u0,yt) e A
et (U0,y2) e fA. Il en résulte qu’ils existent des $2, s2 de Cso tels que (u0,y{) e hd °
(s, +lL, ) etK , y2)6 4, ° (t, + MX c’est-a-direyx = bSI(u0+ uShety2 = h{uo+ul2).
On peut supposer que T 3ci TSL et de la d'aprés (3) il existe un Htel que

(10 Esi(i) = A8u+ 1) pour u>0.
De la et d'aprés (8
K(«) = K(u+us) = bJu+usSl+U) et hsu) = h3Au+ uS)

pour u>0. Puisque us dans (8 est uniquement déterminé nous avons usi + U — uS2.
Posons n = u0+ ud dans (10). On a

Vi= b3Wo+) = hSIUO+WE+) =m0+ 1) = V2,
c.q.f.d.
La fonction A est définie sur I’ensemble

(11) I inf { - ms},0)u G+

seC,0

(cet intervalle est gauchement fermé s’il existe min{—us}, dans le cas contraire il est
SeCsO
gauchement ouvert; on peut se passer aussi qu’il est égal a G tout entier).

U rs= U rsc’est I'ensemble des valeurs de la fonction 4.
sf Cijq secC

Il résulte d’apres (9) que hs{u+ us) = AW) pour u> —us, donc Fs(u) = h(u—us)
pour !<>0etTeCso. Nous avons d’'aprés (3) que pour se C\C il existe vs tel que

hs(i) = hsou+ vs) = h(u+ vs-usy) pour m>0.
Il existe donc pour chaque s de C un ws tel que
hsu) = R(u+ws) pour w>0.

Il en résulte d’aprés e) dans la construction (K) que

F(w,x) = ng(n;\f(w))+x) AA~L/ (W))+x+ws) =

R(E~\f(W))-ws+x +w§ = A(-1(/(n"))+X)
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pour (w,x)e TxG+ et g(/0)) - se C, c’est-a-dire pour f(w) e (J /J. On peut
s{c

donc remplacer toutes les fonctions hs pour se C dans la formule €) (K) par une
fonction 9 donnée par (9), on peut donc omettre la condition de la compatibilité.
Remarquons encore que la fonction A est une injection sur [I'intervalle

I inf {—us), 0 | pour un U de G+ ou sur son domaine tout entier et dans le cas premier
seC,0

sur Cr+\] inf {—« J, 01 = :E* elle est stable sur les restrictions & I’ensemble E* des
SFCjo
classes d’équivalence du groupe G par rapport au sous-groupe G\ (considéré
dans ii) — nous supposons que ste C).
Remarquons aussi que

O (cLe cZ2{Uran( Ury = Q

Ci,C2fis/¢ scC i seCi

Il en résulte d’aprés nos considérations qu’on peut modifier la construction (K)
a la construction (K,):
1) Soit/: '—>I une fonction telle que

.Pe\r/(/(«)) =/(«)e

2) Décomposons / (') = (J 'k aux ensembles Ik non-vides, disjoints et tels que
keK

pour chaque k de K il existe une décomposition invariante {Wik}ieJk d’un inter-
valle A* de G, pour lequel G+<cAk et J k= Tk.

3) Soit h : {Wa}Mh-*rk une bijection et définissons {k: Ak—I'k de la maniére
suivante

h(x) = >h(Wik  pour xe Wik.
4) Posons

F(a, x) = aAq4a;\/(a))+x) pour /(a) e k.

Nous avons donc le théoréme suivant:

— la construction (Kj) donne toutes les solutions de (1) remplissants (7°) sur
FxG+.

Dans la démonstration qu’on peut recevoir chaque solution de (1) par la con-

struction (K J la rble de I'kjouent des ensembles (J rs et la role de hkjouent des
seC

fonctions A (dépendantes évidemment de C de Sjg). On peut aussi Vvérifier facilement
que chaque fonction F donnée par le construction (K J remplit (1).

Remarque 2. La supposition que G est complet n'est pas essentielle dans nos
raisonnements. En effet chaque groupe G archmédien peut étre prolongé au groupe G
complet et il suffit de consiérer les éléments U,, G2 dans (3) et les éléments inf {—ws}

seC

pour Ce Sjg dans (11) comme les éléments de G.
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