BARBARA PILECKA

Le prolongement de la solution de I’équation de translation

1. Introduction. Considérons un groupe (G, ¢) pour lequel e est un élément
neutre. Soit (C, ¢) un sur-groupe de (G, ), I un ensemble, I un sur-ensemble de F
et F: ' x G—F une fonction qui est une solution de I'équation de translation

(1.1) F(F(cc,x1),x 2 = F(cc,xi-x2).

Dans cette note nous profiterons a plusieurs reprises, du théoréme prouvé
par Z. Moszner dans son travail [3] c’est-a-dire

Théoréeme 1. La solution generale de I'équation (1.1) est lafamille desfonctions
de la forme suivante:
(1.2) F(ct,x) = 0K’ (N (/(a)™*)) Pour /(a) eTlk
ou:

a) / est une fonction arbitraire définie sur l'ensemble ' telle que

/I(/(a)) =1/(a) Pour aerl ,

b) {FKikeK est une décomposition™ de I'ensemble f(F) telle que,

c) il existe pour chaque kK e K un sous-groupe Gk de G tel que 1k = G/Gk, ou
GIGk est lafamille des classes d'équivalence a droite du groupe G par rapport a un
sous-groupe Gk,

d) la fonction gk est une bijection de l'ensemble Ik sur lafamille GjGk.

Les sous-groupe Gk dans c) que nous appellerons les sousgroupes de stabilité
de la solution F et les ensembles I k fibres transitives.

SoitF: Fx G —r solution de I'équation (1.1). Désignons par /, {F,}ier, Gtetgt
les paramétres de la fonction F qui la déterminent dans la forme (1.2). Dans la suite
nous profiterons aussi du

Théoréme 2. La condition

(1.3) F(oc,x) = F(a, x) pour (a,x)eTxG

*) La famille {At}te Tdes ensembles nonvides, disjoints et tels que A = E JTAt nous I'appellerons
e

la décomposition de I’ensemble A.
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est équivalente au systéme des conditions:
a) Al(«)=1/(a),

ael

by 4, V V (G* = bkiGibkATk= IJIE7Ka) = b~rg~ra)),

ke K bue G iel
OR-=7

Si la fonction F remplit la condition d’identité, c’est-a-dire

(1.4) A {F(a,e) = a)
ae I
et X = |1, la démonstration du théoreme 2 se trouve dans la note [4] (p. 240 et 241).
Il est facile de démontrer le théoreme 2 en cas général copiant le raisonnement de la
note [4].
Rappelons

D éfinition 1. Nous disons que la solution F: ' x G—T de I'équation (1.1) est
prolongeable sur ' x G si et seulement si

1) il existe la fonction r: r x e —y telle que F(F(a, xy), x2) = F(cc, Xx2-x2)
pour oceF et xt, x2e G,

2) F(a, x) —F(a, x) pour (o, x) e xG.

Nous appelerons la fonction F: Fx G —F le prolongement de la fonction F sur
I'ensemble ' X G. Désignons par f, {A}/eL> et 9i “es parametres de la fonction F
de qui la déterminent sous la forme (12) a), b), c), d).

Le probléme du prolongement de la solution F: ' x G—f sur I’ensemble ' x G
été considéré dans les notes [1], [4] et [5].

Supposant que la fonction F remplisse la condition d’'identité (1.4) et Z = 1
on donne dans la note [4] une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction F
soit prolongeable sur I'ensemble I x G. Dans la note [5] on généralisait ce résultat,
a savoir: supposant seulement que la fonction F remplisse la condition (1.4) on
a donné une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction F soit prolon-
geable sur I'ensemble I' x G. Il résulte corollaire 3 de la note [1] (p.53) que chaque
fonction F est prolongeable sur I’ensemble I' x G.

Si on pouvait alors prolonger une solution quelconque F: ' XG—*r de
I’équation (1.1) sur I'ensemble I x G il existerait, d’aprés le corollaire 3 de la note []]
le prolongement de la fonction F sur I'ensemble I X G. Il se pose donc de probléeme
suivant: Quand on peut prolonger une solution quelconque F de I'équation (1.1)
sur I’ensemble I X G. Nous y répondrons en lemme 3. Pour faciliter la compréhen-
sion nous précédions la démonstration du lemme 3 par les lemmes 1 et 2.

On peut se demander en méme temps, si nous pouvons obtenir chaque prolon-
gement F: F X G—F de la solution F en deux étapes, c’est-a-dire comme la prolon-
gement d’ une fonction sur I’ensemble F x G qui est le prolongement de la fonc-
tion F sur I'ensemble ' XG, ou inversement — comme prolongement de la fonc-
tion F: F X G—F sur I'ensemble F X G qui est le prolongement de la fonction
F sur I'ensemble F X G.
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Nous y répondrons aux remarques 2 et 4 dans a 2. On donne aussi au théoréme 3
une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une prolongement de la fonc-
tion F sur I'ensemble F x G.
Qu’il me soit permis de remercier ici le Professeur Z. Moszner qui a bien voulu
me faire part de ses précieuses remarques dont j’ai tiré grand profit dans cette note.
2. La condition nécessaire et suffisante pour I’existence d’un prolongement de
la solution de I’equation (1.1)

Lemme 1. Si lafonction F: F x G—F est un prolongement de lafonction F, donc

25 KB e (ATA)

et il existe un groupe Gk<=G tel que
(2.2) Gkn G = Gk

et
(2.3) il existe un ensemble L czL tel que

n v V_ (A= alIGtak), ou {Ai},.z
leL keKi &keG
est une décomposition de I'ensemble K.
Démonstration. D’aprés les supposition nous obtenons

F(tx, X) = F(a, x)

pour chaque aerl et Xe G.

Puisque /(a) = F(ct, €), J () —F (et e), /(T) = (A et/(f) = UA
keK leL

donc

(2.4) <= UA-

U]
ke leL

Soit 4 de Nk. Dans ce cas ééeI(JLA- H existe donc un le L tel que e A- D ’'apres
€

(12) et les suppositions nous avons

(2.5) 9k \9k(*)x) = ~'(gfax) pour xeG.

Si x parcourt l'ensemble G, le membre gauche de I'égalité (2.5) nous donne
I’ensemble Ik tout entier et la membre droit de (2.5) nous donne I'ensemble A -
La démonstration de la condition (2.1) est donc terminée.
Nous passons a la démonstration des conditions (2.2) et (2.3).

Soit dk de Fjcf, un élément remplissant la condition

H=AHK = Ck.
Il existe donc un élément ake G tel que
(2.6) gtk —G,ak.
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Posons

2.7 Fi= {1.3/: V (T*«=/)}
keK

et

2.8 Nr:= {Kak\ rkc:FI}

On voit facilement que {A)}iez est une décomposition de I'ensemble K. Soit
(2.9) Gk:= a;lG,ak et OM)(a):= akt<?(«

pour Ke K, et ae F,.
La fonction n est une bijection de I'ensemble I, sur la famille GjGk des classes

d’équivalence du groupe G par rapport au sous-groupe Gk et de plus
(2.10) g:;\C) =g~ra~rcC), ol CeGI/G,.
D ’apres le théoreme 2 nous avons

F(a,x):= 8«")(8«")(?(x))x) = F(a, x) pour/(a)eF, et x de G.

Puisque F est un prolongement de la fonction F sur I’ensemble F xG, donc d’apres
(12) nous obtenons

(2-11 K 1(3*(a*)*) = 9Ikii)Qiki)(<*k)x) Pour xeG.
D 'apres (2.9) et (2.6) nous avons
(2-12) 9(k,i)(ak) = ak lei<uk = Gk .

Nous allons démontrer que Gkn GczGk. Si x e Gkn G, alors x e Gk. Compte tenu
de (2.12) nous obtenons

9 (kip{o(k, )(@*)*) = o(ktl)(Gkx) = gikj)(&k) = akm

Soit x de Gkn G. Dans ce cas le membre droit de (2.11) est égal a ak et le membre
gauche de (2.11) est égal a aksi et seulement si x e Gk. In en résulte que Gkn GczGKk.
Nous pouvons démontrer de la méme maniére que Gka G kr\ G. Il en résulte que (2.2)
a lieu. Pour terminer la démonstration il suffit de voir que les relations (2.7), (2.8)
et (2.9) entrainent (2.3).

Soit F le prolongement de F sur I’ensemble F x G et G = G. Il en résulte d’apres
(2.5) que pour chaque ke K il existe un / de L tel que k= f,. Il ressort de (2.8)
et de (2.7) que n, = 1 pour chaque | e L et de plus la puissance de I’ensemble L est
égal a la puissance de lI'ensemble K. Si G — G alors d’aprés (2.2) nous obtenons

pour chaque ke K.
De la et du lemme 1 nous avons
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Lemme 2. Si F: [ xG—>l est un prolongement de la fonction F. [ X G—T,
donc
A V V (*k —Ft\Gk= ak 1G,aK .
keK leL &G
Compte tenu du lemme 1 nous allons démontrer
Lemme 3. La fonction F: ' x G—F est prolongeable sur I' x G tout entier si et
seulement s'il existe, pour chaque k de K, le sous-groupe Gk de G tel que:
1) GknG = Gk
et
2) il existe une décomposition {K,}leL de l'ensemble K telle que

NV N VvV [6*= 4 IGkk et lafamille
leL keKt keKt eke G

{Ap}peK> ot Ap= GkapG, est une décomposition de G].

. Démonstration de la nécessité de la condition. Soit F un prolongement
de la fonction F sur I'’ensemble I x G tout entier. Compte tenu du lemme 1 et des
relations que nous y avons démontrées il suffit de démontrer la condition 2) du
lemme 3.

De la supposition nous obtenons

F(<x, x) —F (a, x) pour (a,x)eTxG,
donc
F(oc,e) = F(a,e) pour aer.
Par conséquent

Uulk= nun .
keK leL

Il en résulte que pour chaque / de L il existe k de K tel que
rtcf,.

Il est évident alors que I'ensemble L de (2.7) est équal a L. D ’apreés (2.8) nous avons
que la famille {Kt}leL est une décomposition de I’ensemble K
et

F, = U rk.

keKi

Soit kK un élément fixe de Kt. En vertu de (2.9) et (2.10) nous avons
(2.13) ck= allGajet aric) = 1$'Na L), ou Ce G\G{.

Posons ak:= ailak. En profitant encore une fois des relations (2.9) et (2.13) nous
obtenons
&k — ak lakGka 7 lak = ak 1Gkik pour keK,,

alors nous avons démontré la premiére partie de la condition 2).¥

**) La suite de la démonstration est la méme que celle du théoréme dans la note [5].
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En vertu (2.6), (2.11), (2.10), (2.13) et (2.12) nous avons

9k 1(GkX) = g(k.D{9(k,l)(ak)X) = 9(kJ)(ak 'ak(Gkx))
= 8ikly{ak\e,akx)) = gi '((jtakx)

= 9(icj)(ak 1H,okakx) = §(K'1)(&K5Kx)
pour xe G et ke K,,
donc

9k \G kx) = a$'MCrkakk) pour xeG et Ke Kt.

Si x parcourt I'ensemble G et k est un élément fixe de Kt, le membre gauche de

I’égalité plus haut nous donne I'ensemble k. De la siPi,p2e Ktetp, ® p2, donc

les ensembles Ap = (JGGkapix pour i = 1,2 sont disjoints, puisque les ensembles
Xe!

I xet ' R sont disjoints et la fonction gpkl) est une bijection. Si I'indice p parcourt Kt
donc nous avons dans le membre gauche I'ensemble ' ,. Il en résulte que L}Jqu = G,

puisque 0 est une bijection. Les ensembles Ap étant nonvides, la famille {Ap}pekKl
est donc une décomposition de I’'ensemble G. La démonstration de la nécessité de la
condition dans notre lemme est donc terminée.

1. Démonstration de la suffisance de la condition. Supposons que 1) et 2)
ait lieu.

Nous allons démontrer qu’il existe la fonction F: T x G—>r telle que F: ' x G—=T
est un prolongement de la fonction F: ' x G-+T.
Soient ke Ktet bk,b2e G. La relation Gkbl = Gkb2 est équivalente a la condition
bkb2 16 Gk. Cette condition signifie d’aprés 1) et 2) que

bkblb2'ak | e akCkak rczakGkak | = Gk,
et cette condition derniére est équivalente a la relation

Gkakbi = Gkakb2.

L ’équivalence suivante a donc lieu

(2.14) Gkbt — Gkb2o G kdkb1 = Gkakb2
pour ke K, et bl,b2e G.
Posons
(2.15) J (@) :=1/ (a) pour aerl
et
(2.16) f,.= (J Ik pour leL.
keKi
D 'aprés (1.2) b), (2.15) et 2) il résulte que la famille est une décomposition de

I’ensemble/(I"). Soit ak, pour Kk e Kt, un élément remplissant la condition 2). En
vertu de 2) nous avons que la famille de classe d’équivalence de la forme Gkakb,
oube Getke Kt,cestI’ensemble GjGktout entier. Nous définirons sur I’ensemble I,
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une fonction gt(a) comme suit. Soit a de F,. D 'aprés (2.16) il existe un indice K e K,
tel que ae k. F étant une solution de I’équation (1.2), donc il existe un élément
be G pour lequel

0*(a) = Gkb.
Posons
H & = Gkakb m
La condition (2.14) montre que la fonction g,(a) ne dépend pas du choix de

I’élément b. D'aprés 2) et (2.14) cette fonction 0,(a) est injective. De plus elle trans-
forme I’ensemble F, sur GjUK. Il en résulte que la fonction

F(oe, X) = 0/ XfIf,(/(a))-x) pour [/(a)eF, xeG
est une solution dans I'ensemble ' X G de I'équation de translation. Nous allons
démontrer que F est un prolongement de la fonction F. En effet
F(a,x) = Of “(&( /(<*))*) = g ;\G kakbx) = gk I(Gkbx) =

= 9k\9k{fW )x) = F(et, x)
pour x de G et a de Ik
La démonstration de la suffisance de la condition dans notre théoréme donc terminée.
En profitant des lemmes 2 et 3 nous démontrons

Théoreme 3. La solution F: I x G—>T est prolongeable sur I XG si et seulement
s'il existe I'ensemble K remplissant les conditions suivantes:

1° les ensembles K et K sont disjoints,
2° pour chaque k eK ils existent des ensembles Nk et Gka G tels que
(2-17) Tkezr\r, =,

O_ (M o ke=>Tkinf = 0),
ki'kzeK

3° il existe, pour chaque ke K n K, GkaG tel que
(2.18) Gkn G = Gk

4° il existe une décomposition {Kt}leLde I'ensemble K I K telle que

@i JIV NV [6'= et la famille {Ap}peKl, ol Ap = GKapG

lelL ke K, keK, aked

est une décomposition de I'ensemble 5].

Démonstration de la nécessité. Soit F: FXG-+r un prolongement de la
fonction F: ' XG—>r. Posons

(2.20) F(a, X)\= F(a,x) pour (d,Xx)eFxG.

F étant une solution de I’équation de translation, donc I'ensemble/ (F) est I’ensemble
des valeurs de F.
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En méme temps

I(f) = F(F,e).

Il en résulte d'aprés (2.20) que I'ensemble / (F) est I'’ensemble des valeurs de la
fonction F. Pour (a, X) e y G nous avons

F(a, xkx2) = F(a, xtx2) = I'(l'(ce, x,), *2) = F(F(cc, xt), x2)

alors la fonction F remplit I’équation de translation dans I'’ensemble ' y G. Soient
/. {ii}teL> G,, gtles paramétres de cette solution. De la supposition et de la défini-
tion (2.20) nous avons

F(oi, x) = F(a, x) pour (a,x)efxG.

En vertu de la définition 1 la fonction F est un prolongement de la fonction F sur
I'ensemble Fy.G et un profitant du lemme 2 nous avons

220 NV V (Fk= f]AN = aF1Giai) .
keK leL akeG
Pour ', = 'Kl d’apres (2.21) et du théoréme 2 nous pouvons prendre le groupe Gk

comme groupe de la stabilité. Les ensembles Nk et ', sont les composants con-
venables de décomposition, alors il existe d’apres (2.21) un ensemble L*czL tel
que L* = K et il existe pour chaque | de L* exactement un indice kK de K tel que

[, = Tk Posons L* = K. Soit K := L\K. Nous avons alors
(2.22) /(f) = Urku UE,
KkeK leK

Puisque {r,},6L est une décomposition de I'ensemble /(f) donc

A (/1* i2=Thn rh=0).

Remarquons que ', n ' = 0 pour /eK.
En effet, dans le cas contraire, d’aprés le lemme 2 nous aurons Kn K # 0. La
fonction F est une solution de I'équation de translation dans I'’ensemble Fy G,

alors il existe pour chaque / e K un sous-groupe G, du groupe G tel que (I',) = GIG,.
Pour démontrer (2.17) il suffit alors de poser | —k.

Nous passons a la démonstration de (2.18) et (2.19). Dans ce but nous remar-
guons que la fonction F: ' y G—*F est prolongeable sur F y G (F qui est son prolon-
gement). Employant le lemme 3 pour la fonction F nous obtenons les conditions
(2.18) et (2.19).

Nous passons a la démonstration de la suffisance de la condition.
Supposons que les conditions (2.17), (2.18) et (2.19) ont lieu.
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Posons
'/(«)  pour abr ,
a

pour ae UFK,
(2.23) N keK
m pour ae [F\(F u UA)],
keK

ou les ensembles Ik pour keK remplissent (2.17).

La fonction k(a) est une fonction arbitraire qui transforme I’ensemble F'\(I' n (J 'K
kek
dans lI'ensemble (J l'ku U Ik
keK keK

Il en résulte que/ (/(a)) =/ (a) pour ae F et que {Ti}kbK n {r*}*ek est une
décomposition de I'ensemble / (F)

Soit Gk de (2.17), pour keK, un groupe de stabilit¢é qui correspond
a I'ensemble I k. Soit 8k, pour ke K, une bijection arbitraire de I'ensemble I K sur
I’ensemble GjGk, existant d’aprés (2.17). Posons

Aann— [**(*) pour

keK
pour keK.

On voit que la fonction
F(a,x):= gkl1(gk(J (ct)x) pour J(a)eTKk,

ou Nk— K, Ke K est une solution dans I' X G de I’équation de translation. Elle
est aussi un prolongement de la fonction F. En vertu du lemme 3, les conditions (2.18),
(2.19) suffisent pour prolonger la fonction F sur I'ensemble FxG. En prolongeant
la fonction F sur I'ensemble FXG nous obtenons la fonction F: FXG—F. De la
démonstration du lemme 3 il est évident que les ensembles

N«( UrHu( Uy

KeKuw K keK,nK

sont les fibres transitives de la fonction F, alors les conditions (2.17), (2.18) et (2.19)
suffisent pour prolonger la fonction F sur I’ensemble I x G.

La démonstration de la suffisance de la condition dans le théoréme 3 est donc
terminée.

Nous faisons maintenant des remarques et des corollaires concernant du
théoréeme 3.

Nous allons démontrer que

1. Si F remplit la condition (1.4) et F remplit la condition d’identité sur I’ensem-
ble F et  ® I, alors la famille {I k}ke™ est décomposition de I'ensemble F\r.
D ’aprés (1.4) nous avons

Urk=r da /(f) =f.

keK
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D’apres (2.22) nous obtenons

t\r = \jrk,
ke K

donc d’apres (2.17) nous obtenons que la famille {I K}ke%est une décomposition de
I'ensemble T\T.

2. La fonction F est un prolongement sur I'ensemble FxG d’une fonction F,
qui est un prolongement de la fonction F sur I'ensemble FxG.

3. Si la fonction F: F X G—F est un prolongement de la fonction F, il existe
donc ensemble K tel que les relations (2.17), (2.18) ont lieu et

a) les ensembles K et K sont disjoints,

b) il exjste une décomposition {Aj}ieL de I’ensemble K u K tel que
ﬂ n \7 = aklG,ak et la famille {Ap}peKl, ou Ap= G,apG, est une
lelL keKi aueG
décomposition de I'ensemble G)

c) les éléments ak de la relation ci-dessus et les éléments ak de la condition (2.18)
remplissent la relation

ak = aLI,lak pour Ke Kt,

d AA= U FFu U TK.

Pour la démontrer nous revenons a la démonstration des lemmes 1 et 3. Appliquant
le symbolique tel que aux conditions (2.17), (2.18) et (2.19) nous remarquons que la
fonction F définie par (2.20) est prolongeable a I'ensemble F x G et la fonction F
est le prolongement. On peut donc faire le raisonnement du lemme 3.

In en résulte que

K, - [K3K: Fk=l} n {KakK: Tk<=F} ,

alors d) a lieu.
D 'apres (2.9), (2.13) et la définition de I’élément ak, que nous avons donnée immédia-
tement aprés la relation (2.13), il résulte que les conditions b) et c) ont lieu.

4. Nous avons d’aprés la démonstration du lemme 3 dansla note [1] et du
lemme 2 de cette note: si avant tout nous prolongeons la fonction F sur I x G et
suivant nous prolongeons ce prolongement sur FXG, donc nous obtenons la fonction
pour laquel les ensemble F, remplissent la condition suivante F,c=r or F,c /T.

Il en résulte que cette maniére du prolongement ne donne pas tous les prolon-
gements de la fonction F sur FxG.

Si la fonction F remplit la condition (1.4) et la famille {I K} key est une décom-
position de I'ensemble F \f, donc d’aprés (2.23) nous avons/(a) = a pour chaque
ae F. Il en résulte que la fonction F remplit la condition (1.4) sur I'ensemble F, et
donc chaque prolongement F sur I’ensemble F x G remplit aussi la condition (1.4) sur
I’ensemble F.

Du remarque 1 et en vertu du raisonnement ci-dessus nous avons
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Corollaire 1. Soit F une fonction qui remplit la condition (1.4). Soit F un
prolongement de lafonction F sur I'ensemble I' x G. La fonction F remplit la condi-
tion (1.4) sur I'ensemble F si et seulement si lafamille {F*}*6£ est une décomposition
de l'ensemble \T .

Corollaire 2. Si lI'ensemble K = 0 remplit (2.17), (2.18), (2.19) et '\l ¢ O,
alors il existe un ensemble Kk ¢o 0 qui remplit ces conditions. De plus dans ce cas,
il existe au moins deux différents prolongements de lafonction F sur l'ensemble F x G.

Démonstration. Puisque I'’ensemble K = 0 remplit les conditions (2.17),
(2.18) et (2.19), donc il existe une prolongement F de la fonction F sur I’ensemble
F x G tel que chaque fibre transitive F, a la forme

F,= Un,
keKi

ou {KtjieL est une décomposition pour laquelle (2.19) a lieu. Il en résulte que
I’ensemble U Fk est I’ensemble des valeurs de la fonction F.

keK

Supposons que Gk, k et ak aient la méme sens que dans les conditions (2.18)
et (2.19). Soit K k un ensemble tel que (KK = F\F. Si ke K k nous prenons I K tel
que k= 1et \JIk= M\lI. Soit Gk:= G pour ket pour chaque k de K t. Alors,

keK
la condition (2.17) est satisfaite. Posons Gk G pour k e K u donc Gkn G = Gk
pour ke K (j Kt. Considérons une décomposition {Kt}leL2 de I'ensemble KejK 1

telle queL2= Lu LulLl= (KK et Kt= KI pour leL et (K,) = 1 pour /elL,.
Si/eL, et ke Kt alors keK” et de la Gk= G. La condition (2.19) est satisfaite
pour I’élément ak quelconque de G. Si leL, alors la condition (2.19) est satisfaite
pour k et ak telles comme pour la décomposition {K,}leL de I'ensemble K. De la
démonstration de la nécessité de la condition du théoreme 3 nous avons qu’il existe
une fonction qui sera la prolongement de la fonction F sur I’ensemble F x G telle
que les ensembles ', = U Fkpour leL et les ensembles I' ksont les fibres transi-

keKi

tives. Alors I'ensemble ( U T®W n (I'\l") est I’ensembles des valeurs de cette fonction.

ke K

Désignons cette fonction par Ft. Il est évident que Fk ® F. La démonstration du
corollaire 2 est donc terminée.

Il résulte de la démonstration du corollaire 2 la posibilité du prolongement de
la fonction F sur I'ensemble F X G. De cette maniére nous avons aussi une autre
démonstration du corollaire 3 de la note [1].

Désignons, dans la suite, par F : F X G™>F une prolongement de la fonction F sur
I’ensemble F XG. Démontrons que le rétrécissement de la fonction F a I’ensemble
F x G n’est pas toujours le prolongement de la fonction F sur I’ensemble F XG.

Corollaire 3. Soient F et 'a F tels qu'il existe un ensemble Ft pour que
F.n T O et F,n (F\r) © 0,
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alors Il'ensemble des valeurs de la fonction F(at,x):— F(a, X) pour (a,x)e I' xG
n'est pas inclus dans TI'.
Démonstration. 1l résulte de la supposition qu’'il existe des éléments alf a2
tels que
alel \T et alef, n (/\I') .

De la a,,a2ef|. Il existe donc un élément xe G tel que F(at, x) = a2. De la
définition de la fonction F nous avons P(<xlrx) —a26 M\r.
La démonstration du corollaire 3 est donc terminée.

Corollaire 4. Si les supositions du corollaire 3 sont satisfaites, alors la fonc-
tion F n'est pas une solution de I'équation (1 1) dans I'ensemble rx G, et donc elle
n'est pas le prolongement de la fonction F.

Corollaire 5. Sil'ensemble des valeurs de lafonction F est inclus dans I, alors F
est le prolongement de la fonction F sur lI'ensemble I x G.

En effet

F(cx,xl-x2) = F(a,Xi-x2) = F(F(cc, xt), x2) = F(F(a, Xj), x2)
= F(F(a, xt), x2),

alors la fonction F est une solution de l'equation de translation sur I'ensemble
IxC. De la et de la définition 1et de la définition de la fonction F nous avons le
corollaire 5.

Corollaire 6. Si lafonction F remplit condition

(2.24) n (r,<=r or FickF\I),
lelL
alors I'ensemble des valeurs de la fonction F est inclus dans T.

Démonstration. Soit a de I'. Dans ce cas/ (a) 6 (J f, et/(a) =/(a)e T.

lelL

Il existe donc un ensemble f, tel que
(2.25) /(a) eF, et r,~r.

De la F(a, G) = Ft, donc F (a, x) e Ft, et la démonstration du corollaire 6 est
terminée.

Des corollaires 5 et 6 et de la contraposition du corollaire 3 nous avons
immédiatement

Corollaire 7. Lafonction F est le prolongement de lafonction F sur I'ensemble
rx G si et seulement si la fonction F remplit la condition (2.24).

Pour ilustrer le théoreme 3 donnons un exemple suivante. Considérons le
groupe des permutations I'un ensemble de 4 éléments. Posons

ol

as

(1,2,3,4); ea-0.3,4,2); e3-(1,4,23); ad= (32 4,1,
(4,2,1,3); ab= (2,4,3,1); a7- (4,1.3,2); a8= (3,1.2,4);
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a9 =(2,3,1,4); 2I0=0,4, 1,2); alt =(4,3,2,1; 2 =(2,1,4,3);
o13 = (4,3, 1,2); ald=(3,4.2,1; 5 =(1.2.4,3); s = (2,1,3,4);
(1,3.2,4); 19 = (2,3,4,1); «20 = (3,2, 1,4);
(2,4,1,3); «23 =0,4.,3,2); 24 = (3 1,4,2).

(41 11273)! als

017
a2l= (4,2,3,1); a2

Soit F une solution de I'équation (11) sur tensemble I'x G, ou I - {1,2,3}
G =1 {fll,e2,ej} et G, = bl - Posons 6 = {«l.-s . <12y et F = {1,2,...,6}
Nous étudions I'existence du prolongement de la fonction F sur I'ensemble F x G.
Dans ce but il suffit de démontrer qu’il existe un ensemble K tel que les condi-
tions (2.17), (2.18), (2.19) du théoreme 3 sont satisfaites.

Par rapport a la condition (2.18) le sous-groupe G 1doit étre un des sous-groupes
suivants {alyaA asj, {a,,dG,a?}, {a”~a”a,), {ai,al0, au,al2} ou un sous-
groupe quelconque du sous-groupe {a,, al0, au , al2}.

Démontrons qu'on peut prendre K —0. Posons Gt:= {alf aiO, ait, fl12}.
Donc

6] n G = {ai} = Ci
et
Grc = G.

Les conditions (2.17), (2.18) et (2.19) au théoréme 3 sont satisfaites si K = 0. Il
existe donc un prolongement F, de la fonction F sur I’ensemble F x G tel que la fibre
transitive est unique et elle est égale a I’ensemble I'. Du corollaire 2 il résulte qu’il
existe un prolongement F2pour lequel les ensembles I, {5}, (4), {6} sont les fibres
transitives. Posons ensuite K := {2}.
Dans ce cas nous pouvons choisir aussi les ensemble G2, Gu G2 L, {Kl}leL, k et ak
tels que les conditions (2.17), (2.18), (2.19) du theoreme 3 seront satisfaites. En effet,
soit r2'~ {4,5,6}, G2 {al}. Pour ke K la condition (2.17) est satisfaite.
Posons de plus Gt {al, al0}, G2:= {al, al2). La condition (2.18) est donc
satisfaite et I’'ensemble Kt — {1,2} est une composante unique de la décomposition
de I'ensemble K<j K. Nous allons démontrer que la partie restante de la condi-
tion (2.19) est satisfaite pour ce te décomposition de I'ensemble K<uK. Dans ce
but nous posons Esa |.Uij = Oj eta2= a7.Donc G2= a21GlaletG2 = a21Gla7.
En méme temps nous avons

Ai — — [ait a2, a3, a®, a9, ai0}
et

A2- GATG - {a4, @b, a7, ctg nuy, Ou} *

Nous avons démontré alors que la condition (2.19) est satisfaite. Il existe donc un
prolongement de la solution F sur I'ensemble F x G pour lequel les ensembles I
et I 2 sont les fibres transitives.

Désignons ce prolongement par F3. Il est évident que F3® F%et F3® F2.
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