ADAM PLOCKI

Convergence d’un vecteur invariante d’une matrice stochastique
6@ = (I-e)Q1+eQ2 OU G\ = Ql.

Introduction. Soit (E, S, P) un system probabilistique et  une variable aléatoire
déffinie sur E pour ne NO.

Soit £,(£) = {at,az2, as} pour ne NO. Cette travail congernent d’une suite
des variables aléatoires, qui est un chaine de Markéw de s états.

Posons P(£,, = a,) = P({eeE:£,e)= aj = p"etpourn>m, P(£,, = a”“m= a)
= P{eeE: £,e) = a,} {ee E: CJé) = aj) = pu{T, n).

Les probabilité conditionelles pu{T,n) forment en cet case une matrice carrée
d’ordre s, nous la marquons par Q(m, ri). Le vecteuf mn= [p\, g2, définit
uniquement une loi d’une variable aléatoire pour ne NO. Nous I'appelions
le vecteur de la distribution en moment n.

Soit (£,) un chaine homogéne, c’est dire que Q{m,n) = Q(n—m). Le vecteur
m0 = [p°i,p°2, nous appelions le vecteur invariante si fri0Q{1) = mo0, ou Q(I)
est une matrice de passer dans un pas pour le chaine homogéne (£,).

Un stationnaire chaine de Markow (£,) définit uniquement la matrice <2(1) et
aussi le vecteur invariante moO.

On peut démontrer, que pour chaque homogéne chaine de Markéw (%) ne NO,
on peut trouver un vecteur initial mO tel, pour recevoir un chaine stationnaire, alors
pour chaque matrice Q(1) on peut trouver un vecteur invariante moO.

Soient Qi = [qg\j]] et Q2 = [dfj] deux matrices stochastiques d’ordre s. Soit
QiN0 et 22> 0.

Alors
ii:iﬂK :ii:imj =1

On démontre, que pour chaque matrice non négatif Qi il existe au moins un
vecteur invariante mD, et pour la matrice positif il existe exactement un vecteur
invariante nba
Parce que pourj = 1,2,..., s

E ?2//1—£)+ f>5e= 1.
i=1 »1
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alors pour e suffisamment proche de zéro la matrice Q(e) = (1—e)Q 1+ eQ?2 est
aussi une matrice stochastique d’ordre s.

Puisque g(e)>0, alors pour la matrice Q(e) il existe exactement un vecteur in-
variante mQe).

Si e—=0+ , la matrice Q(e) converge vers la matrice Qt. Il y a alors un probleme*
que fait le vecteur m((s)? A quelle des vecteurs invariants converge mQ(e), si £—0 +.
Marqueons en suit mOe) = m(e).

Dans cet travaill le probleme est tranché dans le cas, ou la matrice Qt es
symeétrique, c’est-a-dire quand Q\ — Qt.

Avant, nous formulons quelques théorémes congernant le probléme posé.

Théoreme 1. S'il existe lim in(e) = m, il est que m est un vecteur invariante
«»0+

correspondant a la matrice Qu c'est-a dire mQt = ni.
Démonstration. D ’'aprés la définition Q(e) = Oi+[O2—dile et
m(e)o(e) = m(e)[QI+(,Q2-Q De],
alors

m(e)S(Ej = fii(e)Qj +m(e)[(Q2—Q te] .

Mais,
m(r)Q (e) = m(e), d’ou
m(e) = m(e)6 1+m (e)[(g2- e De].

Si £-0+ , nous avons que (Q2~ 6i)£—*[0]. ou [0] est une matrice nulle.
Parce que les coordinates de vecteur m(e) sont positif et sa somme est égalé 1,

alors TT(E)[(QZ"' QI)(ﬂ converge vers un vecteur nulle si e—&H.

Par hypothése lim m(e) = in, d’ou lim m(e) = lim rn(e) Qu c’est-a-dire iii —mQu
t-*0+ *-*0+ i-*0 +

ce qu’il fallait démontrer.

Il faut remarquer, que si généralment Q(e) et Q sout deux matrices stochasti-
ques d’ordre s et lim Q(e) = Q, le vecteur invariante m(e) correspondant a la
fo +

matrice (X@ ne doit pas étre convergent. Par exemple:

ou e rationnel

ou £ irrationnel, ot O<£<y

Il est

par contre

_ Y] ou £ rationnel,
9 =
} 1 tuyl ou £ irrationnel.

Si £~0+, m(fi) n’est pas convergent.
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Théoréme 2. Si lim Q(s) = Q et le vecteur invariante m correspondant a la
e~0 +

matrice Q est unique, le vecteur m(e) correspondant a la matrice Q(e) est convergent
vers le vecteur m, si e—>0+ .

Démonstration: Supposons, que _Iig m(e) n’existe pas. Alors, ou peut
i»0+

trouve deux suites (e*) et (e2) conveigentes vers O du coété droit, tels, que
limT@En —mil lim in(e2 = m2 et mld tri2, ot (m(e')) et (m(e2)) sont deux

n-*co n->o00

suites des vecteurs invariantes correspondants tour a tour a la matrice 0 (e«) et
Q(U-
Par hypothése pour tout £, il est: m(e)Q(e) = m(e), il en résulte
i0(En)Q(ENn) = m(e") et m(s2Q(e2 = m(e2) .
Par hypotheése
lim Q(e2 = lim Q(s2 = Q,

R () n-+ ce
alors

inlQ = ml et in2Q = in2.
Les vecteurs mlet m2 sont invariantes pour la matrice Q, et puisque Q posedent le

vecteur invariante unique, il est ml= in2 ce qui est absurde.
La deuxiéme partie de la thése résulte immédiatement d’aprés théoreme 1.

Théoréme 3. Si le vecteur in est un vecteur invariant pour la matrice Qu et in2 est
I'unique vecteur invariant correspondant a la matrice Q2, il est m2 — m¢(e), ou m(e)
est m vecteur correspondant a la matrice Q(e) = (1—c)Qi+cQ1-

Demonstration. Par hypothése m2-Q2 — m2.
Puisque Q(e) — Qi —QiC+Q 2e, alors

(i) m(e) 6 (e) = m(e)Q1—iii(e)Qle+in(e)Q2E

Mais m(e)<2(e) = m(e) et m(e) «2, = m(e), car m(e) est aussi un vecteur invariant
correspondant a la matrice QIt alors (i) est sous la forme

m(e) = m(e)—m(e)e+m(e) Q2e
d’ou
m(e) Q2 = m(e) .
m(e) est alors le vecteur invariante correspondant a la matrice Q2 et d’aprés I’hypo-
thése in(e) = m2, alors la théoreme est démontré.

Théoréme 4. Soient mk-Q — mk et d(>0 pour Kk — 1,2,..., r. Le vecteur

m
a2+a2¥ - Ta r/_I i

k« !I.

est aussi le vecteur invariant correspondant a la matrice Q, c'est-a-dire mQ — m.
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Démonstration.

mQ T [emeeeeees [ g \9:----------\ (akn Q) =

lg,+fl, + - + fl./ i fl,+g, + ...+ g. /
k=1 Tl

r

- _-:’\-2-!-..-. +Tfr/ fﬂk{lﬂkQ) B
fc=

SR SR—— \ = m, ce qu’il fallait démontrer.
«l+N2+ ... +gr/ i

Soit 0! est une matrice stochastique positif d’ordre s. Les recherches des vecteurs
invariants de la matrice stochastique donné se réduit de deux étapes:

1° Le recherche des vecteurs propres de ce matrice, qui correspondent a le
valeur caractéristique 1

2° La réglementation des ces vecteurs, la somme des coordonnées d’un vecteur
invariant doit é&tre égal 1

Il est facilement démontrer, que etap premiére se réduit a la résolution d’un
systeme de s I’équations linéaires homogenes, non-ou leur determinant est égal
zéro. Dans [3] est démontré, que touts non-nulles coordonnées d’un vecteur, qui est
la solution non-nulle de cet systeme ont le méme signe, d’ou la possibilité de la
réglementation de chaque de ces solution.

La famille W des vecteurs propres de la matrice stochastique est alors une espace
vectoriel.

Soit {ivj, w2, m> wr} est une base orthogonale. Considérons Q(é¢) = (1 —e) +
+ eQ2mSi m(e) possede la limite, quand r—0+ , elle est — que nous démontrons-un

vecteur invariant de la matrice Qt. Il existe alors dans la famille W un vecteur w
réglementation, ou m = lim m(e).
E-*0 +

Le probléeme, qui est posé en avant, se réduit de trouver dans la famille W tel
vecteur w, quelle aprés une réglementation donne le vecteur m.

Nous tranchons ce probleme dans le cas, ou Q[ = QX Soit w(g) est un vecteur
propre de la matrice Q(s), correspondant & la valuer caractéristique 1, et qui aprés
la réglementation donne le vecteur m(s). Lest corrdonnées de le vecteur w(e) sont
les functions de e, de la classe C” . Posons par wdl(e) le vecteur, les coordonnées
de qui, sont les dérivées d’ordre kK des coordonnées de wv(s). Soit WK = ww (0)
pour ke N.

Il est alors

(i) we) = w+ ew(hH— w2)+ ...
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Parce que m est le vecteur invariant de la matrice Q x, donc w est le vecteur propre
de cette matrice correspondant a la valeur caractéristique 1. Le vecteur w est alors
certain combinaison linéaire des vecteurs de la base orthogonale, c’est-a-dire que
(iii) w= Owvl+a2w2+ ... +arwr.
Il est vv(e)[gl+ (Q2—0i)s] = w et d'aprés (iii) nous avons

\ £?
wtewl)+ —w2)+ .. J[0i+(02-6i)e] = w+ Eivl)+ — W)+ ...

En comparant les coefficients prés de £ nous avons

(v) w(62-6i)+vv(1)di = wd)
On multiple scalairement (v) par le vecteur de la base w* nous avons
(vi) [Iv(02-6i1)° w+ WI6,)° wr= wl) v~

Mais la matrice <2, est symétrique, alors d’aprés I’hypothése il est
W(DON » W= WD) ° [WkQX] = WD o w*.

L’égalité (vi) est ainsi sous la forme

w(Q2-Q H1° =0.
En profitant (iii) nous avons:
[(@lvv,+n2iv2+ ...+ arw) (6 2- e D]° w= 0
d’ou

(vii) Z aytr/02-0i)]°w=0 ou k= 1,2... r.
2=1

La formule (vii) permet trouver les coefficients s- dans (iii), et qu’est la méme chose,
trouver le vecteur w. Le vecteur m nous trouverons aprés la réglementation du
vecteur w. Le probléme, qui est tranché ici, dans le cas particulier se lie avec la
convergente des stationnaires chaines de Markdéw, qui sont définie par la matrice
de passer dans un pas Q(e) et le vecteur initiale (invariante) m0(e) = ni(s), si &0+ .
Ce probleme se lie aussi avec des perturbations aléatoires de transmission
d’informations par le canal. La mesure de cette perturbations est £.

Le probléeme de trouver la limite lim m(e), ou Q, est une arbitraire, non-
r->0+

symétrique matrice stochastique, est ouvert.
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