
ZBIGNIEW POWĄZKA

Über stetigen Losungen der Funktionalgleichung
<p(x+y) =  F(q>(x), (p(y))

1. In der Monographie [1] (s. 55-59) von J. Aczél wird eine generale stetige 
Losung der Funktionalgleichung

beschrieben. Hier jc, y  sind reelle Zahlen und ę :  ( — oo, +  co)-*■(«, b). Das 
Intervall (a, b) (nicht notwendig endliches) bildet beziiglich der Operation 
F (u , v), u , v e  (a , b), eine stetige Gruppe.

In diesem Artikel suchen wir stetige Losungen <p: ( —oo, -f oo)->A  der 
Gleichung (1) mit

(2) A — (a, e] oder A =  [e, a) ,

wo a , b e ( —oo, +o o ) und e ein Einhaitselement der Operation F i s t ,  d.h.

(3) F (e , u) =  F  (u, e) =  u , tür jedes u e  A 

Wir werden weiter anlegen, dass
H t : F : A x A-+A  ist eine gegebene Funktion zwei reellen Verânderlichen. 

Das Intervall A ist beziiglich der Operation F (u, v), u , v e  A, eine stetige abelsche 
Halbgruppe mit dem Einheitselement e.

H 2: D ie Funktion F : zl x A—+A ist stetig in beiden Verânderlichen. Ausserdem 
werden wir eine aus den Voraussetzungen H 3 oder H 4 annehmen:

H 3 : Die Funktion F  ist in beiden Verânderlichen echt monoton wachsend. 
H 4 : Die Funktion F  ist in beiden Verânderlichen echt monoton fallend.

2. In diesem Abschnitt vorstellen wir die Eigenschafte der Losungen der 
Funktionalgleichung (1), die der Voraussetzung H 2 nicht erforden.
Es liege in (1) x =  y  =  0. Wir erhalten dann

O) <Р(х+У) =  F(q>(x), cp{yj)

(4) (Pi 0) =  F  ((pi 0), <p(0)) .

Es liege in (1) nur y  =  0. Dann ist es

(5) <pix) =  F(cp(x), ç (0 )) .
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Wenn das Intervall A bezüglich der Operation F {и, v) eine Gruppe bildet, so sind die 
Bedingungen (4) und (5) âquiwalent (sehe [2]) und dann erfühlt die Gleicheit (4) nur

(6) <p( 0) - e ,

wo e ein Einheitselement in A ist. Wenn wir H l annehmen, so sind die Bedingungen (4) 
und (5) nicht âquivalent, d.h. ist môglich, dass dann eine Lôsung der Gleichung (4) 
existiert, die keine Einheitselement ist.

Nehmen wir jetzt die Bedingung (6)  an. Wir erhalten dann den folgenden

S a t z  1. Wenn die H x und H 4 erfühlen werden, so ist nur die Funktion

(7) <p(x) =  e

die Lôsung der Funktionalgleichung (1) mit der Bedingung (6).

B ew eis. Es sei A =  (a ,é ] .  Denn (p(x) e A für x e (  — oo, +o o ), dann haben 
wir aus (1), (6), H A und (3)

ę (x )  =  F(cp(x), q>(0)) = F (q (x ) ,  e )> F (e , e) -  e ,

also

(8) ( p (x )^ e .

Wegen <p(x) e A für x  e  ( — oo, +  oo) und (8) ist die Bedingung (7) für jedes reelle x  
erfühlt.

Wenn A =  [e, b) ist, so ist der Beweis des Satzes àhnlich. Aus dem Satz 1 folgt.

V o r s c h l a g  1. Es sei H i erfühlt. 1st <p eine nichtkonstante in ( — oo, +oo) 
Lôsung der Funktionalgleichung (1), die die Bedingung (6) erfühlt, so ist F in  keinem 
Verànderlichen echt monoton fallend.

Fordern wir weiter die Bedingung H l und H 3. Wir zeigen dann, dass für и e A 
und и Ф e keine Inverselement existiert.

H il f s s a t z  1. Es seien H x und H 3 erfühlen. Wir zeigen dann, gibt es Uq ' e A, 
so ist

u0 =  u ô 1 =  e .

B ew eis. Es sei A =  (a , e], Dann ist für jedes u e A

(9) u ^ e

und wegen u0 e A, u ô 1 e  A gilt es

( 10) F ( m0 , mô ‘ ) =  F (u ô 1, m0) =  e .

Aus (9), H 3 und (10) haben wir

(11) u0 ^ F (u 0,u ô l) und u ô1 < F (u ô 1, m0) ■

138



Dann erhalten wir wegen (10), (11), H 3 und der Assoziavitât der Operation F, 
dass

(12) e =  F{u ó 1, u0) <  F (u ó 1, F(u0, u ó x)) =  F (F {u ó 1, u0) , u ó Ł) .

Also ist aus (10)

(13) F (F (u ô l ,u 0) ,  u ó 1) =  F (e , uó 1) =  uó1 .

Ferner folgt aus (12) und (13), dass

e ^ u ó 1 ,

also wegen (9)

(14) e =  uó1

ist, ahnlich haben wir aus (10), (11), H 3 und Assoziavitât der Operation F (u ,v ) 

e =  F(u0 , u ó ^ ^ F ^ o ,  F (u ó l , u0)) =  F (F (u 0, uó1) ,  u0) =  u0 ,

also

(15) e ^ u 0 .

Wegen (9) und (15) ist ferner

(16) e =  u0 .

Aus (14) und (16) folgt die These dieses Hilfssatzes.

HiLFSSATZ 2. Es seien Ffj und H 3 erfühlen. Wenn ein Element u e A die Gleichheit

(17) F(û ,ü )  =  ü 

erfühlt, so ist ü =  e.

Bew eis. Es sei A — (a , e] und й Ф e solcherart, dass die Bedingung (17) 
erfühlen wird. Dann

(18) ü < e .

Es gilt ferner aus H t

(19) й =  F (ü , e)

und aus (18), H 3 und (17) folgt dass F  (il, e) >  F (ü , ü) =  ü was wegen (19) unmôglich 
ist.
Wenn A =  [e, b) ist, so ist der Beweis âhnlich.

Nehmen wir ferner an, dass in der Halbgruppe (A , F )  ein Element й ф e, 
die Bedingung (17) erfühlt, existiert. Dann bemerken wir, dass wegen des Hilfssatzes 2 
richtig der folgende Vorschlag ist.

V orschlag  2. Wenn die Voraussetzung H l erfühlt wird, und wenn in Halb
gruppe (A , F )  ein Element ü Ф e, die die Bedingung (17) erfühlt, existiert, so ist die 
Funktion F  in keinem Verânderlichen echt monoton wachsend.
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Aus (4) und (17) folgt, dass für die Lôsungen ę: ( —00, + 00) -*A der 
Funktionalgleichung (1) die Gleichheiten

(20) <p( 0) = e oder ę(0) = й

gelten, wo й  Ф  e und й  die Gleichheit (17) erfühlt. Wir beschrieben jetzt die Lôsungen 
der Gleichung (1) für diesen

(21) q>(0) =  й  .

Richtig ist der folgende Satz:

S a t z  2. Es seien Voraussetzungen Hx und H4 erfiihlen werden und es existiert 
ein Element й  Ф  e in Halbgruppe (A, F), die die Bedingung (17) erfühlt. Wenn 
(p: (—00, + 00)—*A die Lôsung der Funktionalgleichung (1) mit der Bedingung (21) 
ist, so

(p(x) =  й
für jedes reelle x.

Beweis. Es sei cp: (—00, + 00)—*A eine Lôsung der Gleichung (1) mit der 
Bedingung (21) und es sei eine reelle Zahl х  Ф  0 und

(22) cp{x)<u oder ę(x)>u

Nehmen wir an, dass erste aus diesen Ungleichheiten erfühlen wird. Dann haben 
wir aus (21)

cp(x) = <p(x + 0) =  F(ę(x), <p(0)) = F(q>(x), ü) 

und mit der Hilfe den H4 und (17) ist

(p{x)>F{u, u) = ü

was wegen der ersten Ungleichheit (22) unmoglich ist.
Wenn die zweite Ungleichheit (22) erfühlt ist, so ist der Beweis ahnlich.

3. Es seien die Voraussetzungen H1—H3 erfühlen. Wir geben jetzt eine Eigen- 
schafte der stetigen Lôsungen der Funktionalgleichungen (1) in (—00, + 00) an. 
Mit der Hilfe des Hilfssatzes 2 erhalten wir aus (20)

V o r s c h l a g  3. Wenn die Voraussetzungen H1—H3 erfühlen werden, so erfühlt 
jede stetige Lôsung <p: ( — 00, + 00)—>A der Gleichung (1) die Bedingung (6). 
Es ist richtig das folgende

H i l f s s a t z  3 . Es seien die Voraussetzungen 7 /j  —H3 erfühlen. Wenn 
cp: (—с о ,  +co)—*A eine stetige Lôsung der Gleichung (1) ist und wenn

(23) cp(x0) = e 

für x0 Ф  0, so ist

(24) cp(x) = e 

für jedes reelle x.
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B ew eis. Es sei A =  (a , e]. Wir zeigen, dass die Bedingung (24) fur jedes x  von 
der Menge

(25) Z  =  { ( ? ) : m =  ° ’ ± l > ± 2 > ~ > n =  

erfühlen wird. Bezeichnen wir

(26) X“ =  Y * ’ f c = 1 ’ 2 .........

Es sei к =  1. Dann folgt aus (23) und (1), dass

(27) e =  cp(x0) =  cp(xt +  x k) =  F ((p (* i), <p(*i)) •

Es würde

<p(*i) #  e ,

dann würde es auch (wegen A =  (u, e]) <p(xj)<e, und mit (27) und H 3 batten wir

e =  F(<p(x1)> (p(xt) ) < F ( e ,  e) =  e 

was unmôglich ist. Es ist also

<P(xi) =  e .

Es sei <p(xk) =  e für eine naturale Zahl k. Dann ist es

e =  <p(xk) =  F(<P(xk+ i) ,  <p(xk+i) ) ,  

und es ist âhnlich, wie für (p(xk)

(P(*k+ 1) =  «

Wir zeigten also, dass die Gleichheit (24) für jede Zahl (26) erfühlen wird. Es sei 
ferner x  eine Zahl von (26), dann ist

(28) ę (x )  =  e .

Wir behaupten, dass

(29) <p(~x) =  e .

Aus (6), (28) und # !  folgt

e  =  cp(0) =  ę ( x - x ) =  F(cp(x), q > (-x ))  =  f ( e ,  < p (-x )) =  < p (-x ) . 

Neh'men wir ferner an, dass

(30) q > ( (p - \ )x )  =  e

für ein naturale Zahl p  ist. Wegen (30), (1), (29) und H 3 haben wir 

« =  < p ((P ~ l)x )  =  (p (p x -x )  =  F(cp(px), < p (-x ))  =  <p(px) .
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Die Bedingung (24) wird also fur jedes x von der Menge (25) erfiihlt. Wegen der 
Dichtigkeit der Menge Z in (—00, + 00) und der Stetigkeit der Funktion (p in 
( —00, + 00) folgt die Bedingung (24). Wenn A — [e, b), so ist der Beweis dieses 
Hilfssatzes ahnlich. Wegen den Hilfssatzen 1 und 3 erhalten wir

Satz 3. Es seien die Voraussetzungen Hx — H3 erfiihlen. Wenn <p: ( — 00, 4- 00)—*A 
eine stetige Lôsung von (1) ist, so gilt es

(,p(x) =  e
für jedes reelle x.

Beweis. Es sei <p: (—00, + 00)— eine stetige Lôsung der Gleichung (1). 
Wegen des Vorschlages 3 ist cp(0) = e. Es liege in (1) y = —x und x ф  0. Dann ist

у
e =  ę(0) = F(cp(x), (p(-x)) ,

d.h. für x e ( —oo, + 00) <p( — x) = [<p(x)]-1 ([(p(x)]-1 wird ein Inwerselement von 
<p(x) beziiglich der Operation F benutzt). In Hinsicht darauf gehôrt mit <p(x) 
auch <p( — x) zu dem Wertvorrat der Funktion cp und wegen des Hilfssatzes 1 ist

<POO = <P(~x) =  e •

Mit der Hilfe des Hilfssatzes 3 haben wir also <p(x) = e für jedes reelle x.
4. Weiter beschreiben wir die stetige und nichtkonstante Losungen von (1) in 

(— 00,0] oder [0, + 00). Zuerst geben wir die notwendige Bedingung für die Existenz 
diesen Losungen.

Satz 4. Es sei <p: (— 00,0 ]—*A (bzwg ę: [0, + 00)—>d) eine stetige Lôsung 
von (1), wo A =  (a, <p(0)] (oder A =  [cp(0),b)), und es sei auch die Bedingung H3 
erfiihlt. Es ist notwendingfiir die Existenz der Funktion <p, dass das Intervall A beziiglich 
der Operation F(u, v), u, v e A eine stetige Halbgruppe mit dem Einheitselement bildet.

Beweis. Der Beweis der Assoziavitât von der Operation F(u, v), u,v e A ist 
derselbe wie in [1] s. 55. Wegen (5), des Hilfssatzes 2 und des Yorschlag 3 ist <p(0) die 
Einheitselement der Operation F. Wegen des Hilfssatzes 1 ist (A, F) keine Gruppe. 
Die Stetigkeit der Operation F folgt aus der Stetigkeit der Funktion <p. Wir haben 
jetzt den folgenden

Hilfssatz 4. Es seien die Voraussetzungen Hx — H3 erfiihlen. Wenn cp : (—00,0 ]—*A 
oder <p: [0, + 00)—*A eine stetige und nichtkonstante Lôsung von (1) ist, so

(31) q>(x)<e , x ф  0 ,

fiir A — (a, e], oder

(32) <p(x)>e, x A O ,

für A =  [e, b).
5. In diesem Abschnitt betrachten wir zuerst der Fall

(I) A = Ax =  (a, e ] .

Wir haben die folgenden Sâtze:
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Satz 5. Es seien die Voraussetzungen Hl —H3 mit (I) erfiihlen. Jede stetige und 
nichtkonstante Fôsung (p: [0, +<x>)—*AX von (1) ist echt monoton faUend in [0, +  со).

Bew eis. Es sei х 1г x 2 e [0, +oo) und < x 2. Dann ist x 2 =  х г+ т  und m > 0- 
Aus (1) folgt ferner

<p(x 2) =  v ix t + m )  =  F(cp(x i ) ,  <p{m)) .

Wegen (31) und H3 ist hier

<p(x2)< F (c p (x l) ,  e) =  cp(x,)  ,

also tp ist echt monoton fallend.
Âhnlich beweist man

Satz 6. Wenn die Voraussetzungen Hl — H3 erfiihlen werden, so ist jede stetige 
und nichtkonstante Fôsung (p : ( — 00, 01— , der Funktionalgleichung (1) echt monoton 
wachsend.
Wegen der Satze 3, 5, 6 erhalten wir

Satz 7. Es seien die Voraussetzungen — H3 mit (I) erfiihlen.
(a) Wenn cp: ( — 00, +  00)— t eine stetige Fôsung von ( 1 ) ist, so gilt es ę (x )  =  e 

fü r  jede reelle x.
(b) Wenn (p: ( —00,0 ]—*AX eine stetige und nichtkonstante Lôsung von (1) ist, 

so ist się in ( — 00, 0] echt monoton wachsend.
(c) Wenn (p: [0, + c o )—>A1 eine stetige und nichtkonstante Fôsung von (1) ist, 

so ist się in [0 , + 00) echt monoton fallend.
Im Fall

(II) Л =  A2 =  [e, b)

erhalten wir folgende Sâtze:

Satz 8. Es sei die Voraussetzungen Hl —H3 erfiihlen.
(a) Wenn (p: ( — 00, + 00)—*A2 eine stetige Fôsung von ( 1) ist, so gilt es ę ( x )  =  e 

für jedes reelle x.
(b) Wenn <p: ( — 00,0 ]—>d2 eine stetige und nichtkonstante Fôsung von (1) ist, 

so ist się in ( — 00, 0] echt monoton fallend.
(c) Wenn (p: [0, + 00)—>A2 eine stetige und nicht konstantę Fôsung von (1) ist, 

so ist się in [0 , + 00) echt monoton wachsend.
6. Wir wollen jetzt die generale Lôsung der Funktionalgleichung (1) für x ^ 0  

und x ^ 0  angeben. Die Méthode der Beschreibung der generale Lôsung ist dieselbe 
wie in der Monographie [1].

Satz 9. Fs seien die Voraussetzungen Ht — H3 erfühlen und es sei f  eine stetige 
und nichtkonstante Fôsung von (1) für x ^ 0  (x ^ 0 ) . Die generale, stetige Fôsung (p der 
Gleichung (1) fü r  x ^ 0  (x ^ 0 )  hat den Gestalt

(33) < p ( x ) = f ( c x )  und 0  0 .
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Bew eis. Es seien ę :  [О, + о о )—>А (q>: .( —оо,0]—>А) eine stetige Lôsung der 
Gleichung (1) und/ :  [O, + c o )—*A ( / :  ( —00,0 ] —>d) eine stetige und nichtkonstante 
Lôsung von (1), und A — А г. Aus (1) und dem Satz 7 ist

(34) F (x ,y )  = f { f ~ 1(x )+ f~ H y )}

und

(p(x+y) =  f  { f~ \< p (x ) )+ f - \< p (y i ) }  .

Es liege hier h(x) =  f ~ i (<p(x)), dann erhalten wir

h ( x + } )  =  h(x) +  h ( y ) .

Wegen der Stetigkeit der Funktionen (p und f  folgt, dass h(x) ist stetige Lôsung der 
Cauchy Gleichung und h(x) =  cx, wo c eine reelle Zahl ist (sehe [1], s. 44). Aus 
dem Satz 7 haben wir, dass fur x > 0 ,  oder x < 0 ,  die Funktion h echt monoton 
wachsen, also gilt es c >  0.

Wenn А —  А2у so ist der Beweis àhnlich. In diesem Fali brauchen wir der Satz 8.

7. In diesem Abschnitt werden wir der folgenden Problem losen. Es seien 
<p 1 : ( — 0 0 , 0 ]—*Ai und : [0, + 00)—*A2 (oder (Pi'.( — 0 0 , 0]-+ d 2, (p2'■ [0, + 00) -+ ^ !)  
eine stetige Lôsung der Funktionalgleichung (1). Wir suchen die notwendige und 
hinreichende Bedingungen fur die Funktion (p: ( — co, + c o )— u  A2 in der 
Gestalt

(35) (p(x) =  ■
<Pi(x)
e

fur
fiir

x  <  0 , 
x  =  0 ,

cp2{x) fiir л >  0 ,

die die Funktionalgleichung erfühlt.
Nehmen wir folgende Voraussetzung an:
H 5: Das Intervall A =  (a, b) bildet beziiglich der Operation F ( u , v ) u , v e A  

eine stetige Gruppe.
Aus der Voraussetzung H 5 folgen die Voraussetzungen H i ~ H 3 ([1], s. 56). 

Aus [1] wiesen wir auch, dass mit H 5 die Funktionalgleichung (1) eine stetige und 
nichtkonstante Lôsung hat, die echt monoton ist.

Es sei A — Ai и  A2- Wir bilden die folgende Mengen aus den stetigen Lôsungen 
von (1):

(p e 0 ï o ç : ( —o o ,0]—>d1 

( p e 0 i < x p :  [0 , + 00)—>Ai 

ę  e 0 2 <xp: ( — 00,0 ]—>A2 

(pe02<><p: [0, + 00)—*A2 

cp 6 0<xp  : ( — 00, +  00)—>A

Es ist richtig der folgende

144



HiLFSS\ t z  5. Es seien die Voraussetzungen —H 3 erfülilen m d es sei

(36) <p(x) =  ę ( - x ) .

(a) Wenn < p e 0 ï ,  so ę e 0 2 ,

(b) Wenn c p e 0 i ,  so i p s 0 2 ,

(c) Wenn <p e 0 2 , so < p e 0 i ,

(d) Wenn 9 e 0 2 , so ip e  0 Ï .

Bew eis.
Ad. (a). Es sei ę :  ( — o o ,0 ]—>,di. Dann ist (p eine stetige Lôsung von (1) fur x ^ O . 
Wir zeigen, dass die Funktion ip erfiihlt der Gleichung (1) für x ^ O . Wirklich. Es 
seien x , y , x + y e [ 0 ,  + 00). Dann ist wegen (36)

Ф ( х + У )  =  ( p ( - x - y )  

und weiter, wegen cp e 0J" und (36) ist

( p ( - x - y )  =  F { c p ( -x ) , (p ( -y ) )  =  F(ip(x), ę ( y j ) .

In iibrigen Fallen ist der Beweis ahnlich.
Es sei jetzt ( p e 0 .  Dann gehôrt die Restriction q>2 der Funktion cp für x ^ O  

zu 0 i  oder zu 0 2 , und die Restriction cpx der Funktion ę  für zu 0 7  oder 
zu 0 2 . Dann ist es môglich die Funktion (p in der Gestalt (35) vorstellen, wo

(37) (Pi(x) e  0 7  und cp2(x) e 0j+ i =  1 , 2 .

Wir beweisen jetzt

Sa tz . 10. Es seien die Voraussetzungen H s erfiihlen. Die Funktion (35) mit (37) 
gehôrt dann und nur dann zu 0  falls

(38) F{<Pi(x), (p2( - x ) )  =  e für  x <0

und

(39) F ((p i(~ x ), <p2(x)) =  e für  л:>0

Bew eis. Setzen wir zuerst voraus, dass (p die Gleichung (1) erfühlt und (p in 
der Gestalt (35) ist, wo cp2 und <p2 (37) erfühlen. Dann folgt aus [1] dass (p(0) =  e 
und für jedes reelle x  ist

e =  F{q>(x), < p ( - x ) ) .

Wenn ist, so erhalten wir die Bedingung (38), wegen (35) und (37). Wenn x > 0  
ist, so erhalten wir die Bedingung (39).

Es sei jetzt die Funktion cp durch die Bedingungen (35) und (37) definieren, 
und es seien (38) und (39) erfühlen. Wir behaupten, dass cp die Funktionalgleichung (1) 
erfühlt. Hier soil man die folgenden Fâlle bemerken:

1) x > 0, ^ > 0, x + j> > 0,

2) x < 0, y < 0, x + y c O ,

10 — Rocz. Nauk. Dyd. Pr. Mat. IX 145



3) x > 0 ,  y < 0 ,  x + >><0 ,

4) x > 0 ,  ^ < 0 ,  x + y > 0 ,

5) x < 0 ,  y > 0 ,  x + y < 0 ,

6) x < 0, 7 > 0, x + _ y > 0,

7) eine aus x , y , x + y  gleich 0 ist.

Ad 1) und 2) der Beweis folgt aus (37).
Ad 3). 1st x + j x O ,  so haben wir aus (35) und (39), der Assoziavitât von F  und (37) 

<р(х+У) =  Ą < P i(x + y ), e) =  F (q > t(x + y), F (< p ,( -x ) ,  <p2(x)) =

= ĄĄ(Pi(x+y), Ф,(-*)), <Pi(x)) =

=  Ą<Pi(y), <Pi(x)),

also ist hier wegen (35) und des abelschen Operation F

<P(x+ÿ) =  F ( ę ( x ) ,  ę ( y ) )  .

In übrigen Fallen ist der Beweis ahnlich.

Literatur

[1] J . A czé l: Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen. Berlin 1961.
[2] G . B ir k h o ff, S. M ac L an e: Przegląd algebry współczesnej. PW N, Warszawa 1966.


