ZBIGNIEW POWAZKA

Uber stetigen Losungen der Funktionalgleichung
<p(x+y) = F(g>(x), (p(Y))

1. In der Monographie [1] (s. 55-59) von J. Aczél wird eine generale stetige
Losung der Funktionalgleichung

0) <P(x+Y) = F(q>(x), cp{yi)

beschrieben. Hier jc, y sind reelle Zahlen und e: (—o0, + co)-*m(«, b). Das
Intervall (a, b) (nicht notwendig endliches) bildet beziiglich der Operation
F(u, v), u,ve (a, b), eine stetige Gruppe.

In diesem Artikel suchen wir stetige Losungen <p. (—oo0, -f00)->A der
Gleichung (1) mit

2) A —(a, €] oder A = [e, a),
wo a,be(—o00, +00) und e ein Einhaitselement der Operation Fist, d.h.
3) F(e,u) = F(u,e) = u, tir jedes ue A

Wir werden weiter anlegen, dass
Ht: F: AxA-+A st eine gegebene Funktion zwei reellen Veranderlichen.
Das Intervall A ist beziiglich der Operation F (u, v), u,ve A, eine stetige abelsche
Halbgruppe mit dem Einheitselement e.
H2: Die Funktion F: zI x A—A ist stetig in beiden Veranderlichen. Ausserdem
werden wir eine aus den Voraussetzungen H3 oder H4 annehmen:
H3: Die Funktion F ist in beiden Veranderlichen echt monoton wachsend.
H4: Die Funktion F ist in beiden Veranderlichen echt monoton fallend.
2. In diesem Abschnitt vorstellen wir die Eigenschafte der Losungen der
Funktionalgleichung (1), die der Voraussetzung H2 nicht erforden.
Es liege in (1) x = y = 0. Wir erhalten dann

@ (Pi0) = F ((pi0), <p(0)) -
Es liege in (1) nur y = 0. Dann ist es
® <pix) = F(cp(x), ¢(0)) .
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Wenn das Intervall A bezuglich der Operation F {u, v) eine Gruppe bildet, so sind die
Bedingungen (4) und (5) aquiwalent (sehe [2]) und dann erfuhlt die Gleicheit (4) nur

(6) pQ -e,

wo e ein Einheitselement in A ist. Wenn wir H | annehmen, so sind die Bedingungen (4)
und (5) nicht aquivalent, d.h. ist moglich, dass dann eine Lésung der Gleichung (4)
existiert, die keine Einheitselement ist.

Nehmen wir jetzt die Bedingung (6) an. Wir erhalten dann den folgenden

Satz 1. Wenn die Hx und H4 erfuhlen werden, so ist nur die Funktion
(7) <PpKx) = e

die Lésung der Funktionalgleichung (1) mit der Bedingung (6).

Beweis. Es sei A = (a,é]. Denn (p(x) e A fir xe (—o0, +00), dann haben
wir aus (1), (6), HA und (3)

e(x) = F(cp(x), F0)) = F(q(x), e)>F(e, e) - e,

also

) (p(x)"e.

Wegen <p(x) e A fiir x e (—oo, + 00) und (8) ist die Bedingung (7) fur jedes reelle x
erfuhlt.
Wenn A = [e, b) ist, so ist der Beweis des Satzes ahnlich. Aus dem Satz 1 folgt.

Vorschtlag 1 Es sei Hi erfahlt. 1st 9 eine nichtkonstante in (—oo0, +00)
Ldsung der Funktionalgleichung (1), die die Bedingung (6) erftihlt, so ist Fin keinem
Veranderlichen echt monoton fallend.

Fordern wir weiter die Bedingung H Il und H 3. Wir zeigen dann, dass fir ne A
und n ® e keine Inverselement existiert.

Hirtfssatz 1. Es seien H x und H 3 erfihlen. Wir zeigen dann, gibt es Ug' e A,
so st

uo = udl=e.
Beweis. Es sei A = (a, e], Dann ist fUr jedes ueA
9 use
und wegen uOe A, udle A gilt es
(10 F(rD, m6*) = F(udl, nD) = e.
Aus (9), H3 und (10) haben wir

(11) uO~AF(uo,udl) und ubl<Fuo6l mO) m
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Dann erhalten wir wegen (10), (11), H3 und der Assoziavitat der Operation F,
dass

(12) e = F{udl, u0)< F(uél, F(uO,u6x) = F(F{udél, u0), uot) .
Also ist aus (10)
(13) F(F(udl,u0), uol = F(e, uol = uol.
Ferner folgt aus (12) und (13), dass
erMudl,
also wegen (9)
(14) e = uol
ist, ahnlich haben wir aus (10), (11), H3 und Assoziavitat der Operation F(u,v)
e = F(uO,u6”""F”o, F(uol, u0)) = F(F(u0,uéd, u0 = uo,

also
(15) eruo.
Wegen (9) und (15) ist ferner
(16) e = ul.
Aus (14) und (16) folgt die These dieses Hilfssatzes.

HILFSSATZ 2. Es seien Ffj und H 3 erfihlen. Wenn ein Element u e A die Gleichheit
a7) F(a,0) = u
erfuhlt, so ist U = e.

Beweis. Es sei A —(a, e] und in ® e solcherart, dass die Bedingung (17)
erfuhlen wird. Dann

(18) i<e.
Es gilt ferner aus Ht
(19) n= F(u,e)

und aus (18), H3und (17) folgt dass F (il, ) > F (G, G) = U was wegen (19) unméglich
ist.
Wenn A = [e, b) ist, so ist der Beweis ahnlich.

Nehmen wir ferner an, dass in der Halbgruppe (A, F) ein Element i1 @ e,
die Bedingung (17) erfahlt, existiert. Dann bemerken wir, dass wegen des Hilfssatzes 2
richtig der folgende Vorschlag ist.

Vorschlag 2. Wenn die Voraussetzung H I erfuhlt wird, und wenn in Halb-
gruppe (A, F) ein Element G ¢ e, die die Bedingung (17) erfahlt, existiert, so ist die
Funktion F in keinem Veranderlichen echt monoton wachsend.
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Aus (4) und (17) folgt, dass fur die Ldésungen e: (—00, + 00) -*A der
Funktionalgleichung (1) die Gleichheiten

(20) <p0) = e oder ¢(0) =i

gelten, wo it ¢ eundii die Gleichheit (17) erfiihlt. Wir beschrieben jetzt die L6sungen
der Gleichung (1) fur diesen

(1) PO =i .

Richtig ist der folgende Satz:

satz 2. Es seien Voraussetzungen Hx und H4 erfiihlen werden und es existiert
ein Element i ¢ e in Halbgruppe (A, F), die die Bedingung (17) erfuhlt. Wenn
(p: (—00, + 00)—*A die Lbsung der Funktionalgleichung (1) mit der Bedingung (21)
ist, so

(p(9) = i

fr jedes reelle x.

Beweis. Es sei ¢p: (—00, + 00)—*A eine Lo6sung der Gleichung (1) mit der
Bedingung (21) und es sei eine reelle Zahl x ¢ 0 und

(22) cp{X)<u  oder e(x)>u
Nehmen wir an, dass erste aus diesen Ungleichheiten erflihlen wird. Dann haben
wir aus (21)
cp() = Plx+0) = F(e(x), 0)) = FHo>(x), 0)
und mit der Hilfe den H4 und (17) ist
(p{x)>Fu, u) = U

was wegen der ersten Ungleichheit (22) unmoglich ist.

Wenn die zweite Ungleichheit (22) erfihlt ist, so ist der Beweis ahnlich.

3. Es seien die Voraussetzungen H1—H 3 erfihlen. Wir geben jetzt eine Eigen-
schafte der stetigen Lbsungen der Funktionalgleichungen (1) in (—00, + 00) an.
Mit der Hilfe des Hilfssatzes 2 erhalten wir aus (20)

Vorschiag 3. Wenn die Voraussetzungen H1—H3 erfiihlen werden, so erfihlt
jede stetige Ldosung < (—00, + 00)—A der Gleichung (1) die Bedingung (6).
Es ist richtig das folgende

Hitfssatz 3. ES seien die Voraussetzungen 7/j —H3 erfihlen. Wenn
qx (—¢0, +co)—*A eine stetige Losung der Gleichung (1) ist und wenn

(23) cp(x0) = e
fir x00 0, so ist
(24) cp¥) = e

far jedes reelle x.
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Beweis. Es sei A = (a, e]. Wir zeigen, dass die Bedingung (24) fur jedes x von
der Menge

(25) Z={(?): m=°"41>+2>~>n =

erfihlen wird. Bezeichnen wir

(26) x«=v* fc=1"2....

Es sei k = 1. Dann folgt aus (23) und (1), dass

(27) e = cp(x0) = cp(xt+xK = F((p(*i), <p(*1))
Es wuirde
<p(*i) # e,
dann wiirde es auch (wegen A = (u, e]) <p(xj)<e, und mit (27) und H 3 batten wir
e = F(<p(xD> (p(xt))<F(e, e) = e
was unmoglich ist. Es ist also
<P(xi) = e.
Es sei <p(xKk) = e fur eine naturale Zahl k. Dann ist es
e = <p(xK = F(<P(xkti), <p(xk+i)),
und es ist ahnlich, wie far (p(xKk
PC*k+D = «

Wir zeigten also, dass die Gleichheit (24) fur jede Zahl (26) erfihlen wird. Es sei
ferner x eine Zahl von (26), dann ist

(28) e(x) = e.
Wir behaupten, dass
(29) <p(~x) = e.
Aus (6), (28) und #! folgt
e = cp(0) = e(x-x) = F(ep(x), >(-x)) = f(e, <p(-x)) = <p(-x) .
Neh'men wir ferner an, dass
(30) a>((p-)x) = e

far ein naturale Zahl p ist. Wegen (30), (1), (29) und H 3 haben wir
«= <p((P~Nx) = (p(px-x) = F(cp(px), <p(-X)) = <p(px) .
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Die Bedingung (24) wird also fur jedes X von der Menge (25) erfiihlt. Wegen der
Dichtigkeit der Menge Z in (—00, + 00) und der Stetigkeit der Funktion (p in
(—00, + 00) folgt die Bedingung (24). Wenn A —[e, b), so ist der Beweis dieses
Hilfssatzes ahnlich. Wegen den Hilfssatzen 1 und 3 erhalten wir

Satz 3. Es seien die Voraussetzungen Hx—H 3erfiihlen. Wenn qx (—00, 4-00)—A
eine stetige LAsung von (1) ist, so gilt es

bx) = e
far jedes reelle x.
Beweis. Es sei qx (—00, + 00)— eine stetige Lbsung der Gleichung (1).
Wegen des Vorschlages 3 ist ¢p(0) =y e. Esliegein (1) y = —x und x § 0. Dann ist

e = ¢(0) = F(cp(), (p(-x)) ,

d.h. fir xe (—o00, +00) P(—x) = [<p(X)]-1([(p(x)]-1 wird ein Inwerselement von

9(X) beziiglich der Operation F benutzt). In Hinsicht darauf gehort mit <p(x)

auch 9(—x) zu dem Wertvorrat der Funktion @ und wegen des Hilfssatzes 1 ist
PO = <P(~x) = e

Mit der Hilfe des Hilfssatzes 3 haben wir also <p(x) = e fiir jedes reelle x.

4. Weiter beschreiben wir die stetige und nichtkonstante Losungen von (1) in
(—00,0] oder [0, + 00). Zuerst geben wir die notwendige Bedingung fiir die Existenz
diesen Losungen.

Satz 4. Es sei g (—00,0]-2A (bzwg e: [0, + 00)—=d) eine stetige Lbsung
von (1), wo A = (a, (0)] (oder A = [cp(0),b)), und es sei auch die Bedingung H3
erfiihlt. Es ist notwendingfiir die Existenz der Funktion < dass das Intervall A beziiglich
der Operation F(u, v), u, v e A eine stetige Halbgruppe mit dem Einheitselement bildet.

Beweis. Der Beweis der Assoziavitat von der Operation F(u, v), u,v e A ist
derselbe wie in [1] s. 55. Wegen (5), des Hilfssatzes 2 und des Yorschlag 3 ist <p(0) die
Einheitselement der Operation F. Wegen des Hilfssatzes 1 ist (A, F) keine Gruppe.
Die Stetigkeit der Operation F folgt aus der Stetigkeit der Funktion <p Wir haben
jetzt den folgenden

Hilfssatz 4. Es seien die Voraussetzungen Hx—H 3erfiihlen. Wenn q:(—00,0 ]
oder x [0, + 00)—*A eine stetige und nichtkonstante Losung von (1) ist, so

(31) g>(xX)<e, xt 0,
fiir A —(a, €], oder
(32) <p(x)>e, xAOQO,
fur A = [e, b).
5. In diesem Abschnitt betrachten wir zuerst der Fall
m A= Ax= (a e].

Wir haben die folgenden Satze:
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Satz 5. Es seien die Voraussetzungen Hl—H3 mit (I) erfiihlen. Jede stetige und
nichtkonstante Fosung (p: [0, +<x>)—*AXvon (1) ist echt monotonfaUend in [0, + co).

Beweis. Es sei xIrx2e [0, +00) und <x2. Dann istx2 = xr+7T und m >0-
Aus (1) folgt ferner

<p(xd = vixt+rm) = F(cp(xi), <p{m)).
Wegen (31) und H3ist hier
<p(x2)<F(cp(xl), e) = cp(x,) ,

also tp ist echt monoton fallend.
Ahnlich beweist man

Satz 6. Wenn die Voraussetzungen Hl —H3 erfiihlen werden, so ist jede stetige
und nichtkonstante Fésung (p: (—00,01— , der Funktionalgleichung (1) echt monoton
wachsend.
Wegen der Satze 3, 5, 6 erhalten wir

Satz 7. Es seien die Voraussetzungen —H3 mit (1) erfiihlen.

(@) Wenn cp: (—00, + 00)— t eine stetige Fosung von (1) ist, so giltes e(x) = e
far jede reelle x.

(b) Wenn (p: (—00,0]—*AX eine stetige und nichtkonstante Lésung von (1) ist,
so ist sie in (—00, 0] echt monoton wachsend.

(c) Wenn (p: [0, +co)—>Al eine stetige und nichtkonstante Fésung von (1) ist,
so ist sie in [0, + 00) echt monoton fallend.
Im Fall

1)) N= A2= [e, b)

erhalten wir folgende Satze:

Satz 8. Es sei die Voraussetzungen HI|—H3 erfiihlen.

(@) Wenn (p: (—00, + 00)—*A2 eine stetige F6sung von (1) ist, so gilt es e(x) = e
far jedes reelle x.

(b) Wenn <p: (—00,0]—>d2 eine stetige und nichtkonstante Fésung von (1) ist,
so ist sie in (—00, 0] echt monoton fallend.

(c) Wenn (p: [0, + 00)—>A2 eine stetige und nicht konstante Fésung von (1) ist,
so ist sie in [0, + 00) echt monoton wachsend.

6. Wir wollen jetzt die generale Losung der Funktionalgleichung (1) fur x”~0
und x~0 angeben. Die Méthode der Beschreibung der generale Losung ist dieselbe
wie in der Monographie [1].

Satz 9. Fs seien die Voraussetzungen Ht—H3 erfithlen und es seif eine stetige
und nichtkonstante Fésung von (1) fir x~0 (x~0). Die generale, stetige Fosung (p der
Gleichung (1) fir x~0 (x~0) hat den Gestalt

(33) <p(x)=f(cx) und o O.
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Beweis. Es seien ¢: [O, +00)—A (g>: .(—00,0]—A) eine stetige LOsung der
Gleichung (1) und/: [0, +co)—*A (/: (—00,0]—>d) eine stetige und nichtkonstante
Lésung von (1), und A — Ar. Aus (1) und dem Satz 7 ist

(34) F(x,y) =f{f~1x)+f~Hy)}
und
(p(x+y) = f {f~\<p(x))+f-\<p(yi)} .
Es liege hier h(x) = f~ i(<p(x)), dann erhalten wir
h(x+}) = h(x)+ h(y).

Wegen der Stetigkeit der Funktionen (p undf folgt, dass h(x) ist stetige Losung der
Cauchy Gleichung und h(x) = cx, wo c eine reelle Zahl ist (sehe [1], s. 44). Aus
dem Satz 7 haben wir, dass fur x>0, oder x<0, die Funktion h echt monoton
wachsen, also gilt es ¢c> 0.
Wenn A — A2yso ist der Beweis ahnlich. In diesem Fali brauchen wir der Satz 8.
7. In diesem Abschnitt werden wir der folgenden Problem losen. Es seien
pl: (—oo0, 0]—*Ai und  : [0, + 00)—*A2 (oder (Pi'.(—o0, 0]-+d 2, (p2m[0, + 00)-+~1)
eine stetige Losung der Funktionalgleichung (1). Wir suchen die notwendige und
hinreichende Bedingungen fur die Funktion (p: (—co, +co)— u A2 in der
Gestalt
<Pi(x) fur x < 0,
(35) (p(x) = me fir x =0,
ag2fx) fiir n> 0,

die die Funktionalgleichung erfihlt.

Nehmen wir folgende Voraussetzung an:

H5: Das Intervall A = (a, b) bildet beziiglich der Operation F(u,v) u,veA
eine stetige Gruppe.

Aus der Voraussetzung H5 folgen die Voraussetzungen H i~H 3 ([1], s. 56).
Aus [1] wiesen wir auch, dass mit H5 die Funktionalgleichung (1) eine stetige und
nichtkonstante Lésung hat, die echt monoton ist.

Es sei A — Ai n A2- Wir bilden die folgende Mengen aus den stetigen Lésungen

von (1):
(PeOiog: (—o00,01—dl

(peOi<xp: [0, + 00)—Ai

e e 0 2<xp: (—00,01—A2
(pe02<><p: [0, + 00)—*A2
@6 0<xp: (—00, + 00)—A

Es ist richtig der folgende
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HiLFSS\tz 5. Es seien die Voraussetzungen —H 3 erfililen md es sei
(36) <p(X) = e(-x).

(@) Wenn <pe0O7i, soeeO2,

(b) Wenn cpeOi, soips02,

(c) Wenn e 02, so<peOi,

(d) Wenn 9e 02, soip. OT.

Beweis.
Ad. (a). Es sei e: (—00,0]—,di. Dann ist (p eine stetige Lésung von (1) fur x~0O.
Wir zeigen, dass die Funktion ip erfiihlt der Gleichung (1) fir x~O. Wirklich. Es
seien x,y,x+ye[0, + 00). Dann ist wegen (36)

O(x+Y) = (p(-x-y)
und weiter, wegen e 0J" und (36) ist
(p(-x-y) = F{cp(-x), (p(-y)) = F(ip(x), e(y]).

In iibrigen Fallen ist der Beweis ahnlich.

Es sei jetzt (pe0. Dann gehdrt die Restriction 2 der Funktion o fir x~0O
zu 0i oder zu 02, und die Restriction cpx der Funktion e fir zu 07 oder
zu 02. Dann ist es maglich die Funktion (p in der Gestalt (35) vorstellen, wo

(37) (Pi(x)e 07 und aq2(x) e Oj+ i= 1,2.

Wir beweisen jetzt

Satz. 10. Es seien die Voraussetzungen Hs erfiihlen. Die Funktion (35) mit (37)
gehdrt dann und nur dann zu 0 falls

(38) F{<Pi(x), (2(-x)) = e fur x<0
und
(39) F((pi(~x), 92(x)) = e fur >0

Beweis. Setzen wir zuerst voraus, dass (p die Gleichung (1) erfuhlt und (p in
der Gestalt (35) ist, wo ¢2 und g® (37) erfihlen. Dann folgt aus [1] dass (p(0) = e
und fdr jedes reelle x ist
e = F{g>(x), <p(-x)).

Wenn ist, so erhalten wir die Bedingung (38), wegen (35) und (37). Wenn x>0
ist, so erhalten wir die Bedingung (39).

Es sei jetzt die Funktion o durch die Bedingungen (35) und (37) definieren,
und es seien (38) und (39) erfihlen. Wir behaupten, dass gpdie Funktionalgleichung (1)
erfuhlt. Hier soil man die folgenden Falle bemerken:

H x>0, ~>0, x+j>>0,
2) x<0,y<0, x+ycoO,
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3) x>0, y<0, x+>><0,
4) x>0, "<0, x+y>0,
5) x<0, y>0, x+y<0,
6) x<0, 7>0, x+_y>0,
7) eine aus x,y,x+y gleich 0O ist.

Ad 1) und 2) der Beweis folgt aus (37).
Ad 3). 1st x+jx O, so haben wir aus (35) und (39), der Assoziavitat von F und (37)

<p(x+Y) = A<Pi(x+y), e) = F(g>t(x+y), F(<p.(-X), 92x)) =
= AA(Pi(x+y), ®@,(-*)), <Fi(X) =
= A<PI(y), <Pi(x)),
also ist hier wegen (35) und des abelschen Operation F
<P(x+y) = F(e(x), e(y)) .

In Gbrigen Fallen ist der Beweis ahnlich.
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