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Sur une inégalité

1. Dans la note [1] l’déterminé de la décomposition bidimentielle de la variable 
aléatoire (X , Y), quand les décompositions frontales de variables correspondantes 
sont données. Nous nous rappelons un résultat de cette note. Si nous supposons que 
la décomposition frontale de la variable aléatoire X  a la forme i =  1 , . . . ,  n}
et la décomposition frontale de la variable aléatoire Y  est l’ensemble des paires 
{Oj-> <7j) > j  =  1 alors nous pouvons recevoir la décomposition admissible
de la variable aléatoire (X , Y) comme l’ensemble suivant

{((Xi,yj),Pij),i  =  l , . . . , n , j =  1
où

P i j  — P i l j  +  ^ i j  

et

où
“0 ~  £У —Ei j - 1 ~ e l - l J  +  e i - l j - l  >

£oo =  eio =  £oj =  0 Pour i =  1.......n j  =  1, . . . ,m .

En outre, les paramètres satisfaisons à l’inégalité suivante 

(1) max{ —p *q*, - p iqJ +  Eij_ 1+ E ^ 1J- e i_ l j _ 1} ^ e ij ^

où p* =  1 - P i - - - P i,q *  =  1 - q i - - - q j -

Puisque p* — q* =  0, il en résulte en particulier que eim =  enJ =  0 pour i =  1 , . . . ,  и, 
У =  1........m.

Dans cette note nous donnerons les résultats partiels concernant la resolution 
du système des inégalités (1).

2. Posons

(2) x,j =  e ,j+p*q*  pour i =  1, . . . ,  n, j  =  1, . . . ,  m et

^ 0 0  =  1» ^iO =  P i  > X0J 4 j  •

De l’inégalité (1) nous alors l’inegalite suivante

(3) m a x {0 , X y _1+ x J_ 1J - x f_ 1y_1}< J< y < m in {x y _1, X i _ i;}
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pour i =  1 , n, j  =  1 , m. D e plus, de (2), de la définition des nombres p* 
et q)  et des propriétés des paramètres «y résulte que

(4) x im =  Xnj =  0

pour chaque i  et j .
Nous allons résoudre l’inégalité (3). Nous pouvons traiter l’inégalité (3) comme 

le système de quatre inégalités suivantes

0 ^ x ij> x i j ^ x t j - i  > x ij^ x i - i j  et X y - j  ^ X ij .

Des deux dernières inégalités nous obtenons

0<X(_ i j — Xy<X|_y_ ! —Xy_ !
alors

x i - l j ~ x ij — 0lj(.x l - l j - l  ~ x i j - l )  >

où 0y est un nombre de l’intervalle [0,1].  Appliquant la méthode d’itération par 
rapport à j  nous avons

alors
Xi - U ~ Xij ~  O ij— 6 n ( P i - l~ P i)  — 0Ц — OilPi

x ij =  x i - i j - 0 i j -  OnPi ■

Appliquant dans la suite la méthode d’itération par rappoit à i nous obtenons la 
formule

(5) Xij — qs — Oij ... 0j —... — 0y ... djiPf

pour i =  1 , . . . ,  n , j  — 1 , . . . ,  m. De (4) et de (5) (pour i =  n) nous obtenons l’équation

(6) O u- 0iiPi + -- + 0„j — OniPn =  q*

pour j  =  1 , . . . ,  m. Il en résulte en particulier que 0im ... 0n =  0 pour i tel que p (>  0.
3. Si les nombres x tj satisfont à l’inégalité (3) avec la condition (4) alors en 

vertu de la considération du paragraphe 2 il résulte que la formule (5) a lieu sous la 
condition que les paramétres appartiennent à l’intervalle [0 , 1] et qu’ils rem­
plissent les équations (6). On voit facilement que le choix des paramétres 0V comme 
plus haut suffit pour que les nombres x tJ définis par (5) remplissent les inégalités (3). 
En effet, d’après (5), (6) on a et (5) implique les inégalités
X y _ ,  + X I - J J —X i - i y - ^ X y .  Il faut alors démontrer que

(7) X y < X y _ x pour i =  1, . . . ,n ,  j  =  1, . . . ,m  .

Posons d’abord j  =  1. D ’après (6) nous avons alors

q t =  ( l - 0n )p 1 +  . . . + ( l - 0ni)pn,
donc

^ 1> ( l - 011) p1+ . . . + ( l - 0M) pi pour i =  1........n .

Il en résulte que x „  < p * — x i0.
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Soit maintenant J M .  Remplaçons d’abord j — 1 par j  dans (6). Dans ce cas 
nous obtenons

(8) 0u_i ...Bu p i +  . . .+ enj^ i ... 0Blp„ = .

De là et de (6) nous avons

4 j  =  Q i j - 1 ••• в ц ( 1  ~ 9 i j ) P i  +  -" +  0nj-_i ... 0„i(l — 9 nj ) P n  >

alors

(9) ... 0n ( l —0,y)/71+ . . .  +  0y_1 ... 0ji(l — Oij)Pi 

pour i — 1 и. D ’autre part, de (5) nous avons

x i j - l ~ x ij =  4)~& IJ-1  ... 0ц(1 —0y)Pi — —0 ! ; - !  ... 0г1(1 — 0y)/>j .

De là et de (9) il résulte que (7) a àgalement lieu pour j >  1.
4. Nous nous occuperons maintenant de la recherche de la solution de l’équa­

tion (6) à la condition 0iy e [0, 1]. En vertu de (8) nous admettons que chaque solution 
de l’équation (6) a la forme

*

(10) 0y =  4 * -  + T U o  =  i , ... , « , ? ;  =  i ) ,
4 j- \

où les nombres remplissent l’équation suivante

(11) * i jû l j - lP l  +  - + * n A j - l P n  =  0 ,

où 8i0 — 1 et =  0y _ ,  ... 0,i pour 7>  1. La formule (10) nous donne pour fixe j  
la solution generale de l’équation (6). Nous allons choisir la solution de l’équation (6) 
telle que 0y e [0, 1]. Soit ( т ^ , . .. ,  tnj) ф ( 0 , . . . ,  0) un vecteur qui est une solution de 
l’équation (11). Multiplions le par le nombre a.j tel que les inégalités

*
0 <  + a 7T y < l  ( / ' = 1, . . . ,  и)

4 j-1

ont lieu, c’est-à-dire, tel que

qj
t i - i 9 j-1

On voit facilement que nous pouvons choisir le nombre oij comme un nombre de 
l’intervalle

(12)

où

\
1—* «

1 J  q * qJ 1* -  » * -  1 ' 
L 9 j - i zj  4 j - i z j  J

1 1 * + ’ * + 1  
L Q j - i xj

b  =  min({Tiy, .. . ,  rnJ} \ { 0}) et тj  =  та х ({т 1у, . . . ,  т,у}\{0}) .
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Il est évident que x j  Xj < 0  où x J  Xj > 0 ,  alors le nombre zéro appartient à chaque 
d ’intervalle (12). Il en résulte que l’intersection ci-dessus est non vide. Remarquons 
ensuite que le vecteur (o^jX^,. . . ,  <XjXnJ) est aussi la solution de l’équation ( 11), alors 
les nombres

Oy =  +<XjX,j
4 j- 1

remplissent l’équation (6)  à la condition 0Ч- e [0 , 1].
5. Il en résulte que nous pouvons obtenir chaque solution du système des 

inégalités (1) comme la suite. Il faut d’abord construire la matrice auxiliaire [0y] 
avec des termes de l’intervalle [0 , 1] par la construction succesive de sa colonne. 
Dans ce but nous prenons un vecteur quelconque (rxl , . . . ,  хп1) Ф ( 0 , . . . ,  0) remplis­
sant l’équation t11/>1 +  ... +  tii1/>,1 =  0. A  la suite nous prenons un nombre quel­
conque a t de l ’intervalle

Nous calculons les nombres Qn de la formule

0ц =  q l + « i x n (i =  1 .

Ils sont les termes de la première colonne de la matrice [0y]. Ensuite nous prenons un 
vecteur (t 12, . . . ,  т„2) Ф (0 , . . . , 0) étant la solution de l’équation

* i2 0 iiP i +  ... +  xn2Qnlp n =  0

ainsi que un nombre quelconque

Of 2 6 Г  ^  J i l r

* ts 
CS-1

1_
( 42 "1

L #1T2 ?1T2 J
„ *  +  9 

L ^ 1 T2
„ *  +  " 
9 l T2 J ,

Les nombres 0i2 =  - ~ + a 2Ti2 nous donneront la deuxième colonne de la ma-

trice [9ц]. Les colonnes suivantes on les construit de la même manière. En vertu 
de (2) et (5), les paramètres etJ seront déterminés à l’aide de la formule

eij — (P i +  •••+Pi)<lj ~~0ц ... ОцРу — . . . —0ц ... 0n pi

pour

i =  1........n , j  =  1 , . . . ,  m .

R e m a r q u e s .  En ce qui concerne le paragraphe 2 on peut s’y servir de l’inégalité 
X ij^ X ij-x  au lieu de l’inégalité tJ nous obtenons alors la formule suivante
y i j  =  P i  ~ 0 ц  . . .  0n<7i — —0y ... 0 2 J q j .
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La manière de la construction de la matrice des paramètres [ey] ci-dessus pro­
posée n’est pas entièrement satisfaisante. Cette méthode permet cependant de con­
struire des colonnes suivantes où bien des lignes suivantes, ce qui compare avec 
les résultats de la note [1] apporte un certain progrès.
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