MARIA ZUREK-ETGENS

Sur une définition de remplissage
de I’équation de translation

Cette note est un complément du travail [1] consacré de la discussion des liens
parmi les 8 differentes définitions de remplissage par une function 6 de I'équation
de translation

1) 6(6(a,x),y) = 6(a,x-y) .

Nous allons profiter les suivantes:
Définition 1 La fonction 5 de I'ensemble [A X X-&>A] remplit (1) o

o N n {{[(a,x)e Orn(0(a,x),y)e Ds]o
aeA x,yeX

o[(x,y)elin (A, ,X7)6"]}=> (1)} *>
Définition 6. La fonction 6 de l'ensemble [A X X-e>A] remplit (1) <>

o A A {[(xjel>A V ((5*)e DtA(B,]j)eD A(c,x-y)e Dj)]=>

‘meA *-YeX i.b.ceA
=>[(((«,x) e MOn(0(a,x),y)e D*)o(a,x-y)e £nNn(1)]} .

Définition 7. La fonction 6 de l'ensemble [A X X-&>A] remplit (1) <>

O N n {[(*.j)e D.A(a,x)e DgA(6(a, x),y)e B3n(a,x-y)e Da=>(I)} .
aeA x,yeX

Définition 8. La fonction 6 de l'ensemble [A X X-0>A] remplit (1) o

A~ n o n {[(*>y)e D.A(a,x)e D6A(6(a,x),y)e Dt]*>[(a,x-y)e DtA(I)]} .
aeA xtyeX

Dans [1] (p. 106) Z. Moszner a suggéré la définition suivante:
Définition 9. La fonction 6 e [A x X-e>A] remplit I'équation (1) si la condition
suivante est satisfait:

*) Di— la domaine de la fonction.
D. — la domaine de I'operation définie dans X.
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(9) pour chaque a de l'ensemble A et pour tous les x, y de l'ensemble X, si la
paire (x,y) est un élément de Il'ensemble D., alors les paires {a, x), (6(a, x), j»)
appartiennent a I’ensemble Ds si et seulement si la paire (a,x-y) appar tient a Ds
et dans ce cas I'égalité (1) a lieu.

Notons par £29 la famille des fonctions remplissant I’équation (1) d’apres la

définition 9 et pour les ensembles A et X arbitrairement établis.

Démontrons

Théoreme 1 Q17"Q97Q6 et QI£EQ8 et SV£Q7.%)

Démonstration. Les inclusions Q1c.QgczQ6, Qgc.Qa, UgczQl sont des
conclusions logiques correspondantes aux conditions qui les définissent.

Soit A = R et (X, *) = (M(R), ¢), ou M(R) est un ensemble des matrices
carrés d’'un degré quelconque avec l'opération de multiplication. La fonction
6: R x M(R)—*R définie par 6(a, x) = adetx est I'’élément de I’ensemble 09, car
aussitdt que (x, .y) e D. alors les expressions §(&5(a, x),y) et 6(a, x-y) ont un sens
et en plus I'égalité (1) a fieu. La fonction 6 n’est pas un élément de I’ensemble Qu
car le fait (a,x)eDacet (Ha,x),y) e D} n'implique pas la possibilit¢ de multi-
plication des matrices x et y. On a démontré que O, ® Qg.

Posons: A — I’ensemble des nombres entiers; X = A XA. Nous définissons

I’opération dans I'ensemble X de la maniére suivante: (X, y)-(z, t) a un sens si et
seulement si'y = z et alors (x,j)-(z, t) = (x,t).
Définissons la fonction 6 comme suit: 6{a, (x,j>) = y si et seulement si a = x
ety ®© 0. **) La fonction 6 définie de telle maniére est un élément de I'’ensemble Q6
([1], p. 102-103) et elle n’appartient pas a I’ensemble ( g, car la paire ((7,0), (0,3)) e D.
et c5(7, (7, 0)-(0, 3)) a un sens, mais la paire (7, (7,0)) n’est pas un élément de
I’ensemble Da. Donc Qg # Q6.

Considérons, pour une paire arbitraire de nombres naturels (a, x), la fonction:
0(a, X) = a-x définie seulement si a ou x est un nombre pair. ***)

La fonction 6, définie de telle maniére, appartenant a I’ensemble G 8 ([1], p. 107)
ne remplit toutefois pas de la condition (9). On peut multiplier les éléments 5 et 4 et
la paire (3, 5-4)e Da, mais <5(3,5) n'a pas de sens, alors Qg ¢ £28.

Car £280 17 ([1], P. 107) et £9$Q 8 donc 12g ® Q-,.

Théoreme 2. Les inclusions présentées au théoremeé 1 épuisent toutes les possibili-
tées des inclusions parmi les ensembles £2g et £2t (I = 1,2,3,..., 8).

Démonstration. n9d n4, car en vertu de théoreme 4 ([1]) £2th & 4 et c=£2g.
Car f22<=£24 ([1], th. 2), donc Qg®£?2. 2B A9 parce que i 2cp 6 ([1], th. 4) et
QgczQ6.

*) Les ensembles Q pour / = 1,2, ...,8 sont définis dans [1].
**) [1]; exemple 5, p. 102.
***) [1], exemple 2, p. 98.
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Analogiquement QA<£Q9. £29¢!125 parce que $!25([1], th.4) et Gtcflo.
Aussitdt que Q3cze2s ([1], th. 3), donc 09¢ 03 W 3hE?9, car MN3dp126([1], th.4)
et u9c.826. Donc N5 9.
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