MARIA LASOCKA

Badanie standéw rozproszeniowych i zwigzanych
atomu wodoru metodami geometryczno—grupowymi

WSTCP

Wspé6lne ceche "algebraicznych" lub "grupowo-teoretycz-
nych" modeli ukiadéw dynamicznych jest postugiwanie sie
niezwartymi grupami wzglednie niezwartymi algebrami, oraz
ich nieskonczenie wymiarowymi unitarnymi reprezentacjami,
przy czym przestrzen reprezentacji identyfikuje sie z prze-
strzenie Hilberta standéw dynamicznego ukiadu kwantowego,
realizujecego sie w réznych swoich stanach w postaci nie-
skonczonego multipletu. Pojawiajece sie w latach 1960-1970
prace na temat "algebraicznych" modeli czestek elementar-
nych bazuje na analogii z algebraiczne teorie nierelatywis-
tycznego atomu wodoru, ktérego zbiér wszystkich stanéow
zwiezanych moze zosta¢ opisany przy pomocy nieredukowalnej
reprezentacji niezwartej grupy 0 (4,1). Takie niezwarte
grupy, wzglednie ich algebry Lie*go zostaty nazwane grupa-
mi dynamicznymi. Nazwa ta nmm odzwierciedla¢ ich wtasnosci
dostarczania nieskonnczonych multipletéw odpowiadajecych sta-
nom ukiadu kwantowego, ktérego wewnetrzna dynamika determi-
nujeca te stany jest opisana w pewien sposéb przy pomocy
grupy dynamicznej.

W ostatnich latach pojawity sie réwniez nowe idee opi-
su prostych uktadoéw dynamicznych metodami geometrycznymi

/9,11,12,157» Oto krotki opis tej metody: Przestrzen fazowa
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M, klasycznego, skonczenie wymiarowego uktadu z n-stopnia-
mi swobody jest 2n-wymiarowe rozmaitoscie rézniczkowalne.
Ze struktury nawiasow Poissona wynika istnienie skos$nie-
symetrycznego tensora kowariantnego drugiego rzedu, ktoéry
jest wyrazony w kanonicznej mapie lokalnej (g”~... gMN.p
Pn) w postaci n

oraz spetnia warunek: dw=0. Tensor ten zostat nazwany for-
me symplektyczne na rozmaitosci M, za$ para (M,to) jest naz-
wana rozmaitoscie symplektyczne..Grupe G nazywamy grupe nie-
zmiennicze uktadu,jesli dziatanie grupy na rozmaitosci sym-
plektycznej M jest takie, ze dwuforma w jest niezmiennicza
wzgledem transformacji grupy G (transformacje te se trans-
formacjami kanonicznymi rozmaitosci M). Przestrzen stanéw
uktadu kwantowo-mechanicznego jest zbiorem H promieni (jed-
nowymiarowych podprzestrzeni) zespolonej przestrzeni Hil-
berta H, Prawdopcdobienstwo przejscia miedzy dwoma promie-
niami obrazujecymi stany kwantowo-mechaniczne uktadu jest
zdefiniowane przez warto$¢ bezwzgledne iloczynu skalarnego
wektoréw jednostkowych generujecych te promienie. Grupa G
jest nazwana niezmiennicze grupe uktadu kwantowo-mechanicz-
nego, jes$li dziatanie grupy G na przestrzeni H jest takie,
ze okresSlone wyzej prawdopodobienstwo przejscia jest nie-
zmiennikiem. Kwantowo-mechaniczny uktad z przestrzenie H
bedziemy nazywaé¢ elementarnym,jesli nie bede istnie¢ witas-
ciwe domkniete podprzestrzenie przestrzeni H niezmiennicze
wzgledem reprezentacji grupy G (tzn. jes$li grupa G dziata
na przestrzeni H poprzez swoje nieredukowalne feprezenta-
cje). Analogicznie uktad klasyczny z przestrzenie fazowe M
bedziemy nazywa¢ elementarnym (w zwiezku z dziataniem gru-
PY g) jesli dziatanie grupy G na rozmaitos$ci rézniczkowal-
nej M jest tranzytywne (tzn. nie istnieje witasciwe podzbio-

ry rozmaitosci M niezmiennicze wzgledem dziatania grupy G).
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Do klasyfikacji ukiadow elementarnych przy pomocy grup Lie-
go jako grup niezmienniczosci uzywa sie operatorow Casimi-
ra, ktére sg niezmiennikami grupy G. Operatory Casimira sa
“wielomianami” skonstruowanymi na algebrze obwiedniej algeb-
ry Lie'go grupy G. W mechanice kwantowej podprzestrzenie
generowane przez funkcje witasne operatora Hamiltona o usta-
lonej wartosci witasnej E $g przestrzeniami Hilberta stanow
uktadu kwantowego z ustalong energie E. W mechanice klasycz-
nej mamy analogiczng sytuacje: zbior wszystkich klasycznych
trajektorii ruchu w 2n-wymiarowej przestrzeni fazowej o usta-
lonej wartosci energii E jest (2n-2) - wymiarowg rozmaitos-
cig syraplektyczne. Idea geometrycznego kwantowania polega
na tym, ze startujgc z klasycznej przestrzeni fazowej M
konstruujemy kwantowa przestrzen H. Konstrukcja powyzsza
winna by¢ naturalna w tym sensie, ze z istnienia niezmien-
niczej grupy G w mechanice klasycznej powinno wynika¢ ist-
nienie reprezentacji tej grupy w przestrzeni stanéw kwanto-
wych. H. Kostant /§/ otrzymat taka strukture dzieki wpro-
wadzeniu dodatkowej struktury zwanej "polaryzacjg" na kla-
sycznej przestrzeni fazowej. Algebraiczny opis nierelaty-
wistycznego atomu wodoru pozwala otrzymaé¢ wszystkie infor-
macje dotyczace tego uktadu, bez uzywania skomplikowanego
aparatu teorii réwnan rozniczkowych. Zasygnalizowanie me-
tod geometrycznych oraz ich poréwnanie z metodami algebra-
icznymi wydaje sie uzyteczne, ze wzgledu na ewentualne
mozliwos$ci badania tymi metodami réwniez innych ukiadéw dy-
namicznych.

WEASNOSCI KLASYCZNEGO RUCHU ELEKTRONU DOOKOEA O”DRA

Oak wiadomo, rozpatrujgc klasycznie ruch czgstki w polu
potencjalnym o potencjale V(r)=-*n~z funkcjg Hamiltona:



.zauwazamy, ze istnieje dodatkowa catka ruchu M zdefiniowa-

na przez: li - wektor mo-i
P mantu pedu

—_ * H *.*.
M4=L p+<k'Jr - wektor po- v /
tozenia
czyli tak zwany wektor Lenza, specyficzna dla potencjatu
kulombowskiego. Z definicji wektorow M i L wynika, ze ich
iloczyn skalarny jest réwny zero.
i . t
L*M =0 (1.2)
Ze zwigzkéw 1.1 oraz 1.2 wnioskujemy rowniez, ze wektéor M

ma kierunek duzej osi elipsy bedagcej klasycznym torem ruchu,

w przypadku ujemnej energii. Wprowadzajac wektor A zdefinio-
wany nastepujaco:
4 ) (1.3)
=L M : . s
NfTF ; /A jest rowniez catka ruchu/
otrzymujemy wyrazenie na energie:
z
E .~ o« (1.4)

Fundamentalng role w mechanice klasycznej odgrywajg nawia-
sy PoVssona, ktére dla catek ruchu L i M okre$lonych przez
wzory 1.1 przyjmujg postac:
tkJ-it * tyw O i
(1.5)

y LCL,L&E, Lj)

Zwiagzki powyzsze formalnie mozna rozpatrywac¢ jako al-
gebre Lie'go utwg.rzonq z :)peratoréw L.l,MJ.. Wprowadzajgc w
miejsce wektora M wektor A zdefiniowany wzorem 1.3 /E < O
ustalone/ otrzymujemy "reguty komutacji” algebry Lie#go

grupy 0/4/. f
U J= L

~ M -b "~ A K (1-f
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ALGEBRA LIE GO GRUPY 0/4/ OAKO ALGEBRA GRUPY SYMETRII
POTENC3ALU KULCMBOWS3KIEGO W MECHANICE KWANTOWE] (E < 0)

Zgodnie z og6lng idee mechaniki kwantowej wektory re-
prezentujace wielkosci fizyczne w mechanice klasycznej zo-
staje zastgpione przez operatory hermitowskie. W zwigzku z
powyzszym Hamiltonian atomu wodoru w j ednostkach fi.;¥ =|oc=1

/—-6(— masa zredukowana,ex- stata wystepujgca w potencjale/

H.fp -4 (2.1)

gdzie: , P CP*; P}: jest operatorem pedu elektronu.

ma postac:

Wektor Lenza zastepujemy operatorem hermitowskim zdefinio-

wanym nastepujaco:
fi “V A { A~ XxP)4p*L) +f } (2-2)

Wprowadzone wyzej operatory 2.1, 2.2 oraz operator kretu L
spetniajg nastepujace reguty komutacji:

CLjjH] *[m1,n] - o (2.3)

W

Ze zwiazkéw 2.3 wynika, ze operatory L i M sg kwantowymi
catkami ruchu. Nawiasy Poissona 1.5 zostajg zastgpione przez

komutatory: ,

[Lt,Lj]-1£4kL

[k ,Mm ;].1 N KMK (24

I Lk

Zastepujac operator M przez operator A zdefiniowany jak
w 1.3, otrzymujemy nastepujgce reguty komutacji dla opera-

torow L i A

|CLc,Aj] =[Al,Aj] =LHjkL (2.5)

ILt,Aj] *lL.. kKA Lik=12%



Uwaga: Definicja operatora A ma sens tylko wtedy,gdy dzia-
ta on na stany zwigzane o okres$lonej ujemnej energii
E<0, wtedy w miejsce operatora H wstawiamy jego
wartos¢ wtasng w danym stanie.
Otrzymane reguty komutacji 2.5 sg zgodne z regutami komuta-
cji dla generatoréw grupy 0/4/. Grupa 0/4/ jest grucf)e Sy-
metrii czterowymiarowej sfery:
VA 1 L 2
X1* X2 * **4“1i
Hamiltonian 2.1 mozna wyrazi¢ przez operatory L i A w na-

stepuj acy sposob:

HAN-~CL+A *1) i (2.6)
Wprowadzajgc i operatory:
LtA
z (2.7)
L-A

K «
otrzymujemy nastepujace reguty komutacji dla operatorow
zdefiniowanych wzorem 2.7:

m
tik, 63 tyin L .8)
CKM Kjl* i K idla dowolnych
r k,1=1,2,3

Z regut komutacji 2.8 wynika, ze operatory |,K tworzg pa-
re wzajemnie przemiennych “operatoréow kretowych" generujac
algebre iloczynu prostego 0O/3/x 0/3/, ktora jak wiadomo,
jest izomorficzna z algebrg Lie#go grupy 0/4/. Operator Ha-
miltona mozna wyrazi¢ nastepujgcym wzorem przy pomocy ope-
ratoréw 2.7:

h= 4 ci24K*1N (2.9)



Dezeli jako baze reprazontacji grupy 0/4/ przyjmiemy zbidr
wspolnych wektoréw wtasnych |i,i3,k, k3> operatorow 12,13,K2,K,,
to w bazie toj Hamiltonian bedzie diagonalny oraz Jego war-
tosci wilasno wyraze sie przez liczby kwantowe i,k, nastepu-
jecoi

Elk=~4 T[CUi)SCk4-"] (2.10)

Nieredukowalne reprezentacje grupy 0/4/ se okre$lone przez
wartosci witasne dwoédch operatorow Cesimira /4/

ClL*1"™ +A) =iS k2

.11D)
i<V LA 11- k1
Ze zwiezkéw 2.1 oraz 2.11 wvnika, ze:
LA =0 .12)
; T
czyli I[W ] (2.13)
oraz k! i

Za tym stany atomu wodoru ’bede opisywane przez reprezen-
2
tacje grupy 0/4/, dla ktorych C2 = 0 oraz C1 « 2 | Wartos-

ci witasne operatora Casimira Cj wynosze:
c.-21(1+1) i=Qgj ,1,... (2.14)

Ola reprezentacji D (i,i) » D(i) otrzymamy wzdr na wartos$é

witasne energii w dowolhym stanie:

E. 1 —C - 1z b

gdzie: n» 2i + 1 jest gtowne liczbe kwantowe.

Wzér 2.16 pokrywa sie ze znanym wzorem Rydberga-Bohra.
Wymiar reprezentacji D/n/ jest réwny n, co pokrywa sie ze
stopniem degeneracji pozioméw energii. Powyzsze rozumowa-
nie wykazuje, Zze podprzestrzenie HEn« Hp przestrzeni Hil-
berta stanéw zwiezanych atomu wodoru nalezecych do energii

E —1- Se identyczne z przestrzeniami nieredukowalnych
n 2n”™
reprezentacji /n« 2i+1/ grupy 0/4/. Réznym wartosciom ener-

gii En< 0 odpowiadaje rézne reprezentacje O/n/, n* 1,2
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ALGEBRA GRUPY 0/4,1/ OAKO ALGEBRA SYMETRII
STANOW ZWIAZANYCH ATOMU WODORU

Oak zaznaczono na koncu rozdziatu drugiego, algebra
grupy 0/4/ jest algebre symetrii stanébw zwigzanych w ramach
jednego poziomu widma energii En<0. Zgcdnie z og6lnag idea
rozszerzen algebr w zastosowaniu do wyznaczenia kompletnego
zbioru stanéw ukiadu dynamicznego /5,8,147, nalezatoby zna-
lez¢ taka algebrg (niezwartg), ktéra zawierataby algebre
grupy 0/4/ jako maksymalnie zwartg podalgebre. Nizej zosta-
nie wykazane/ ze przestrzen jednej, unitarnej (nieskonczenie
wymiarowej) nieredukowalnej reprezentacji algebry Lie#go
niezwartej ortogonalnej grupy 0/4,1/ odtwarza zbidr wszyst-
kich stanéw zwigzanych atomu wodoru. W poprzednim rozdzia-

le jako baze reprezentacji On/ grupy 0/4/ przyjeliSsmy zbidr

wspolnych wektorow wtasnych: izk =~ (n-i)

U =-L,-THn +i
Baza 1il1,i3,k3> reprezentacji D/n/ jest identyczna z oaza
In nl#n2> , ktdra w reprezentacji potozeniowej odpowiada

funkcjom falowym atomu wodoru we wspoéirzednych parabolicz-
nych ( >3-r-z , vf),

e X p ( rl .k LemcC\)Q 4m

gdzie: M=n"+ am t-j m >,0
za$ L™ - sg wielomianami >Laguerre’'a.
Zwiagzki miedzy liczbami kwantowymi (i,i3,k3) oraz (ni1#n2,T)
sg nastepujagce:
21+1 -1, +nr+m+1

lj+kj =m | (3.2)
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Obie bezy odpowiadajg postaci 0/3/ * 0/3/ algebry Lle*go
grupy 0/4/. Aby wykazaé, ze algebra Lle'go grupy 0/4,1/
Jeet szukane nlezwarte algebre na zbiorze stanéwl n~n”~m)
okres$lany reprezentacje macierzowe operatorow NA.N”, defi-
niujec jedyne niezerowe elementy macierzowe tych operatoréw
nastepujeco:

<ni-'l.nttnn] Nj nltnt, m >- - [n
(3.3)

A | 1)ymi j .nz,m>* +[nr(n2+rmy)]

Z definicji 3.3 wynika, ze operatory N“ _ obnizajg liczby
kwantowe n~.ng o 1 nie zmlenlajec pozostatych. Okreslany

hemltowsko sprzezona operatory:

3.4
Nv "  CN<B (-4

Operatory te podwyzszajag odpowiednio o 1 liczby kwantowe

nl ,n2* Kon*truw3en,V raetepujece liniowe kombinacje opera-

torow N*,2 i N St 2 niowanych wzorami 3.3, 3.4:
*nt) (3.5)
-to

Nastepnie konstruujeny operatory A _ , ktére stanowie uzu-

peinienie A- do wektoréw /wzgledem algebry/0/3 /.operatorow
kretowych L/ definiujgc Je poprzez:

(3.6)
L3t“ " 4
Wprowadzajagc oznaczania:
I-jk * L-i 41,3 Lig-Aj+A~ iHjljb (3.7)
Uy - (n,2,i L.c- -ceB"' B"

gdzie ki1*ML ee znanynl juz operatorami algebry grupy 0/4/

fomtrz czes¢ Il niniejszej pracy /otrzymujemy naetepujece
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reguty komutacji dla dziesieciu operatoréw Lg"N#JL
Q$ b B 112]+«5

NLab, Ltg1=0 cd#ab 5CLab, Lbtl * i-SbblLca

r-n dla b=5 (3,8)
9bb* 1 g dla b-'I.vV)'1l

Relacje 3.8 sa relacjami komutacji algebry Lie'go grupy
0/4,1/. Zbiér wszystkich stanéw! n”,n2m” moze by¢ przyje-
ty za baze przestrzeni pewnej nieredukowaglnej reprezentacji
tej algebry. Podzbidr generatorow , Mi maksymalnie zwar-
tej podalgebry 0(4) C 0(4.1) pozostawia niezmienniczg pod-
przestrzen napietag na wektorach!, n1,n2 m>0 okres$lonej war-
to$ci liczby kwantowej n « n® + n2 + m+ 1. Podprzestrzen
ta jest przestrzenig skonczenie wymiarowej reprezentecji
D/n/ tej zwartej podalgebry. Ze wzgledu na te podalgebre
liniowa powitoka H stanéw! nl,n2,®> rozktada sie na sume
prostag przestrzeni Hilberta Hn/ reprezentacji D/n/.

M=l ©Hn (3.9)
n/1

3EONOROCNA GRUPA LORENTZA OAKO GRUPA SYMETRII
CIAGLEGO WIDMA ATOMU WODORU

Startujgc z pozioméw energii, dla ktérych E>0 oraz
wprowadzajgc operatory:*

\ P *LA+ T} (4.1)

otrzymujemy w miejsce regut komutacji okre$slonych wzorami

2.5 nastepujace reguty komutacji:

* Przy E*0 definicja ta nie ma oczywis$cie sensu.



' Lj3 =- [A"., aj] = K
jcLt,Lj3 [A il = U gqkLW @.2)
1 ,Aj3- LA

Reguty komutacji 4.2 sg identyczne z regutami komutacji
generatoréw grupy Lorentza. Aby opiaa¢ przeetrzen utworzo-
ny przez stany odpowiadajgce dodatniej energii musimy uzyc¢
nieredukowalnych reprezentacji grupy Lorentza /4, 10/. Gru-
pa Lorentza posiada nieredukowalne reprezentacje dwdch ty-
péw: 1. Skonczenie wymiarowe reprezentacje O /j~jg/, ktore
z wyjatkiem reprezentacji skalarnej D/0,0/ sg reprezenta-
cjami nieunitarnymi.

2. Nieskonczenie wymiarowe unitarne reprezentacje,
ktéore z kolei mozna podzieli¢ na dwie klasy: reprezentacje
serii gtownej oraz serii dopetniajacej. W fizyce znalazty
zastosowanie reprezentacje serii gtéownej przy czyff.
m - jest liczba catkowita /dodatnig lub ujemng/, zas$ C- do-
wolng liczbg rzeczywistg /10/. Reprezentacje 0/m,$ / oraz
0/ - m, -8/ sa reprezentacjami réwnowaznymi, w zwigzku z
czym wystarczy rozpatrywaé wartos¢ y~0(przy dowolnym zna-
ku m). Operatory Casimira FrG grupy Lorentza mozna przedsta-
wi¢ w nastepujacej postaci /4/:

F=L-Ar=[1+K s *-
7 *x A (4*3)
G = (LA*) - —

Hamiltonian H wyrazony przy pomocy operatorow Casimira ma
postac :
a -1 a 2 )2 7
H---j(FH) =-jCL-A +j) (4.4)

Ze zwiagzkéw 4.4 oraz 2.12 wynikajze wartosci witasne opera-
torow Casimira dla stanéw rozproszeniowych atomu wodoru o

okreslonej energii E wynoszg odpowiednio:

F= -Cl1+2E) (4.5)
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Wartosci witasne operatoréw F i G okres$leje Jednoznaczne nie-
redukowalne reprezentacje algebry grupy Lorentza. 2 poréw-

nania zwiezkéw 4.3 i 4.5 otrzymujemy zwlezek miedzy wartos-
ciami energii oraz parametrami /m ,C/ reprozentacji D/ m,e/.

m *0 “ dla ciegtego wid- C4.6)
\% I ma energii
Tak wiec uktad funkcji falowych stanéw rozproszeniowych z

okreslone wartoscie E>0 przedstawia baze nieskonczenie wy-
miarowej nierédukowalnel wunitarnej reprezentacji 0/0,C/

grupy Lorentza. Fizyczna konsekwencja wystepowania nieskon-
czenie wymiarowych reprezentacji polega na tym, ze wartos-
ci orbitalnego momentu pedu w stanach rozproszeniowych se

nieograniczone.

UKLAD FUNKC3Il FALOWYCH WIDMA CIAGLEGO
ASYMPTOTYKA W PRZESTRZENI  PCDOWEO

W celu otrzymania funkcji falowych stanéw rozproszenio-
wych rozwiazujemy rdéwnanie Shrodingera w reprezentacji pe-
dowej j . n

(JPI-E)Y Cp )-~fTn 1dp -° (5.1)

»
Celem utatwienia obliczen przestrzen pedowe traktujemy ja-

ko rzut stereograficzny hlperboloidy, wprowadzajec na niej
wspo6trzedne "hiperboliczne*

N - sinhw, sini
sinhok sinQ sin” (5,2)
sinhos cos©

~o= coshcx



/Uwagalhiperboloida sktada sie z dwoéch powtok: 1L o
oraz-eo<]o<-1 Zwiazki miedzy wspoétrzednymi /~],8B/, a

wspoOtrzednymi /p / rzutu stereograficznego sa nastepujace :

1-~1 (P.->EF) (5-3>
Z /5.3/ Wynik?jq zwigzki:
(e -cT1-1 4Polp- pt
e AT
, G (5.4)
.E.:..E..O....“ I| ‘ A
9% 2 Po dA

W nowych wspéirzednych przyjmujemy nastepujacg postac¢ fun-
kcji falowej:

y ¢ ®CPp'-p~rYCp) (5.5)
i rownanie Schrodingera sprowadzamy do postaci:
[ o ; r/\“i Lk <5’6)

Dak wykazano w /16,177 uktad zupeilny rozwiazah réwnania
5.6 mozna przedstawi¢ w postaci:

Vi 1ffI1 " Tv W Yi.t8'<) ; s=Vt (5-7>
gdzie:
ITT r + Ct+1 A 2! (5.8)
‘Ur®O0 co r™~ b )-——-- U Lnho<)) *
F(L+1+y 17 UI - , I+i 1 binhT)
Z warunkiem normalizacyjnym postaci:
(5.9)
+00 IT zT
|sin2hc*d<* j\inQdo[d”
o] 0 0

-EC?-<$")5n1 17>

W pracach /16,177 wykazano rowniez, ze zbiér funkcji falo-
wych /5.7 /, przy ustalonym ¢, etanowi baze kanoniczng rue-



skonczenie wymiarowej reprezentacji D/O.C/ igrupy Lorentza

Zgodnie z powyzszym winien zachodzi¢ nastepujacy zwiezek:

r i Ipl>p0 i
V»Cl'Qip) " QD) IcIVMiyipxro 510

Natomiast posta¢ 'Kg”mCOL©”) Jest identyczna na obu powtlo-
kach hiperboloidy. Z punktu widzenia fizyki interesujecym
problemem jest zbadanie asymptotycznej postaci funkcji
okreslonych wzorem 5.7 w nieskonczonosci « bowiem w tej po-
staci powinny pojawi¢ sie przesuniecia fazowe , charak-
terystyczne dla potencjatu kulombowskiego. W tym celu bada
my posta¢ asymptotyczne funkcji TIT(.°0 okres$lonej wzorem
8.5. Wykorzystujec witasnosci fun*kcji gamma oraz funkcji
hipergeometrycznej otrzymujemy:

TsiCo -~ -Tef CM Lrl™ ™ T+Largt"Cui-  4-6-JcXll
° J (5.11)

AptA"LnI~IHargrculn~"]1

Oznaczajec: .

6» argl Cl+/1+if\) (srg)
widzimy, ze otrzymany wynik jest identyczny z wynikiem,
ktéry otrzymujemy badajec asymptotyczne zachowanie funkcji
falowych stanéw rozproszeniowych atomu wodoru otrzymanych
w wyniku rozwiezania rownania Schrodingera w reprezentacji
potozeniowej /187.

GEOMETRYCZNE KWANTOWANIE POZIOMOW ENERGII /E <0/

Przestrzen fazowa skonczenie wymiarowego klasycznego
uktadu hamiltonowekiego jest rozmaitoscie roézniczkowalne
klasyC”na ktorej Jest okreslona zamknieta dwuforma o

* Uwaga: przy (*-*oo zas$ | p '-*p , 8 wiec otrzymuje-
my przejscie na “powloke masowe" odpowiadajece "swobodnej"
czestce.



/doa B O/. Dwuformatojest nieosobliwa w tym sensie, zZe

istnieje bijektywne odwzorowanie:
* — Xa <6.1)

kowariantnego pola wektorowego w kontrawariantne pole wek-
torowe spetniajgce zwigzek:

«CX.XJ =0c00 {6,2)

Pare / M,u/ nazywamy rozmaitos$cig symplektyczne. Dla zwar-
tej rozmaitosci M warunek kwantowania sformutowany przez
Kostanta, postuluje by okresy catki co/na dwucyklach/ przyj-
mowaty wartosci catkowite. Celem przeprowadzenia odpowied-
nich obliczen definiujemy nawiasy Poissona w nastepujacy
sposOb: r

(P>y} o= XtCvV)- wCXt>Xr) (6.3)

gdzie: sg funkcjami klasy C* na rozmaitosci M*o za$
X¢p jest polem kontrawariantnym na rozmaitoéci M spetnia-
jacym warunek:

N (X, Xd) =Xo (6.4)

Przestrzenig fazowg odpowiadajacg swobodnej czgstce jest

przestrzen: e 3
ri =[Cp>q)j ;P3O j (6.5)

z dwuforma postaci: i

Edp.-dv (6.6)
Nawiasy Poissona na rozmaitosci M sg okres$lone w nastepuja-
cy sposob: r . AY b NV B \

I~ J =2.a <pJ (6.7)

Nastepujgce funkcje:

- funkcje energii

H
L - wektor momentu pedu

w (6.3)
M - wektor Runge-Lenza



spetniajace zwiagzki (1.5) , (1.2) oraz;

M- 2mHL = mzk (6.9)

I
sg funkcjami statymi na trajektoriach pola wektorowego

okreslonego przez:

y -y- No N
H T 1 b?1lbc\l 6,10)
Trajektorie po6l wektorowych sa rozwigzaniem réwnart Hamilto-
na- WMoun W wpee Wl K>
dt ~'bp. m 5 dT <bc~" <5 6.11)

Trajektorie X, nazywamy orbitami Keplera. De$li ustalimy
wartos¢ ujemnej energii E<Oto przez Mg rozumiemy zbiér ta-
kich orbit keplerowskich, na ktérych funkcja H ma statg
wartos¢ E. /M£- jest pieciowymiarowg rozmaitoscig/. OeSli

oznaczymy: N —+
8=~ -2mf (6.12)
oraz wprowadzimy nowe zmienne okreslone na Mg nastepu-
jaco: x =CL + M
y *¢L - M

wtedy wykorzystujac zwiazek 6.9 otrzymujemy:

« —p » MK (6.13)

Z roéwnania 6.13 wynika, ze para (x,”) odwzorowuje M bijek-
tywnie w iloczyn kartezjanski S x S dwéch sfer o promie-
niach réwnych mk. Odwzorowanie: (x,y)>s x$ nadaje rozma-

2 2

itosci Mg strukture rozmaitosci dyfeomorficzng z S™ x S™.
Forma symplektycznawokres$lona na rozmaitosci M} (6.5) o-
granicza sie do zamknietej dwuformy Wg na pieciowymiarowej
podrozmaitosci Mc. Para (M., ooP) stanowi rozmaito$¢ sym-

plektyczng dyfeomorficzng z S x S . Aby skwantowac rozma-
itos¢ (Mg co®) zauwazamy, ze nawiasy Poissona funkcji (x,y)
sg funkcjami na rozmaitosci ME generowanymi przez nawiasy
Poissona funkcji (¢l+ M), (JL- M) na rozmaito$ci (M,0). W
zwigzku z powyzszym "relacje komutacji" przyjmujg nastepu-

jaca postac:
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{\>*N =-22Kii L>j-v,s (6.14)

Przyjmujac (xt.x~.y™.yg) jako wspoéirzedne na rozmaitosci
M otrzymujemy! 3 cy m -

| [(0> 0N, +U > X ~ .| (6.15)

Wykorzystujgc zwigzek 6.15 otrzymujemy nastepujgca postac
pél wektorowych dla wspétrzednych x*:

X .. -

(6.16)
0)
V X
Wartos¢ dwuformy tona polach bazowych wynosi:
< < N_ 2
UEW , 54yx " 2CX3
Mcr
“COE V'OKt 3By /
(6.17)

Yy, 5buy,) 2e”s

Forme symplektyczng cof mozna wyrazi¢ réwniez przy pomocy

bazy dualnej do bazy %'t' iL W bazie dualnej forma <_%_
«bX
przyjmuje postac: J
@O = dx” dx2 dnr * d*z (618)
E 2~ zSb

Wykorzystujgc warunek kwantowania:

I(n, =N (6.19)
. _ ek &K E
otrzymujemy zwigzek:
ZTTmk N 6 20)
A za tym rozmaitos¢ keplerowska bedzie kwantowalna wtedy i
tylko wtedy, gdy: CE = ZTTAm k*
E +n N1

Funkcje x,y sa catkami ruchu na rozmaitosci Mg. Relacje ko-
mutacji 6.14 mozna zapisa¢ w ogo6lniejszej formie w postaci;

K>*j}s-z?tcju\ 1*0”~b° bt~"jM $tua (6-22)
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Ze zwiezkéw 6.22 wynika, ze x,y stanowie baze algebry
Lie'go grupy SU/2/xSU/2/. Grupa ta dziata tranzytywnie na
zwartej rozmaitosci ME = S S™ oraz jej dziatanie zacho-
wuje forme symplektyczne tOg.
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Maria Lesocka

INVESTIGATION OF BOUND ANO SCATTERING STATES OF
THE HYDROGEN ATOM BY GEOMETRIC AND GROUP-THEORETICAL
METHODS

Bound and scattering states of the hydrogen atom are
described using Lie algebras of groups 0/4/, 0/3,1/, 0/4,1/.
Comparison with the results of the geometric quantization

is madet

MapuH J1soouka

VICCNEAOBAHVE O/ICMEPCHBIX 1 CBA3HBIX COCTOSHAA ATOMA BOAOPOLA
MNP rMvMaLL METOA0B TEOMETNPUYECK-TPLLKOBBLIX

B paboTe onucaHbl CBA3HbIE COCTOSIHUA paccesiHUSa As aTo-
Ma BoJopona, MoJslydYeHHbIe MPW MOMOLWLM MeToga anreépsl /i ana
rpynn 0(4), 0(4,1), 0(3,1). Pe3ynbTaTbl CpaBHMBaAKOTCA C CO-
OTBETCTBYIOLLYIMM pe3ysibTaTaMmu, MoJTyHeHHbIMY MPU MOMOLLY MeToa
"reomeTpmyeckoro KeaHTOBaHMA".



