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Badanie stanów rozproszeniowych i związanych  
atomu wodoru m etodam i geom etryczno—grupowymi

WSTÇP

Wspólnę cechę " a l g e b r a i c z n y c h "  lub "gru p ow o-teoretycz-  

nych" modeli  układów dynamicznych j e s t  p o s łu g i w a n i e  s i ę  

niezwartymi grupami w z g lę d n ie  niezwartymi a lg e b r a m i ,  oraz 

i c h  nieskończenie wymiarowymi uni ta rn ym i  r e p r e z e n t a c ja m i ,  

przy  czym p r z e s t r z e ń  r e p r e z e n t a c j i  i d e n t y f i k u j e  s i ę  z p r z e -  

s t r z e n i ę  H i l b e r t a  stanów dynamicznego układu kwantowego, 

r e a l i z u j ę c e g o  s i ę  w różnych swoich st an ac h w p o s t a c i  n i e 

skończonego m u l t i p l e t u .  P o j a w i a j ę c e  s i ę  w l a t a c h  1 9 6 0 -1 9 7 0  
prace  na temat " a l g e b r a i c z n y c h "  modeli  c z ę s t e k  e lem en ta r 

nych bazuję na a n a l o g i i  z  a l g e b r a i c z n ę  t e o r i ę  n i e r e l a t y w i s -  

ty czneg o atomu wodoru, k t ó re g o  z b i ó r  w s z y s t k i c h  stanów 
zwięzanych może z o s t a ć  o p i s a n y  p r z y  pomocy niered ukowalnej  

r e p r e z e n t a c j i  n i e z w a r t e j  grupy 0 ( 4 , 1 ) .  T a k i e  n ięzw arte  

grupy,  w zg lęd n ie  ic h  a l g e b r y  L i e * g o  z o s t a ł y  nazwane grupa
mi dynamicznymi.  Nazwa t a  ma o d z w i e r c i e d l a ć  ic h  w ła s n o ś c i  

d o s t a r c z a n i a  nieskończonych m u l t i p le t ó w  odpowiadajęcych s t a 

nom układu kwantowego, k t ó r e g o  wewnętrzna dynamika d e t e r m i -  

nuję ca  t e  s t a n y  j e s t  o p isan a  w pewien sposób przy  pomocy 

grupy dyna miczne j .
W o s t a t n i c h  l a t a c h  p o j a w i ł y  s i ę  również nowe i d e e  o p i 

su p r o s t y c h  układów dynamicznych metodami geometrycznymi 

/ 9 , 1 1 , 1 2 , 1 5 7 »  Oto k r ó t k i  o p i s  t e j  metody: P r z e s t r z e ń  fazowa
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M, k l a s y c z n e g o ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowego układu z n - s t o p n i a -

Ze s t r u k t u r y  nawiasów P o i s s o n a  wynika i s t n i e n i e  s k o ś n i e -  

sy m etry cznego  t e n s o r a  kowa riant ne go  d r u g i e g o  r z ę d u ,  k t ó r y  

j e s t  wyrażony w k a n o n ic z n e j  mapie l o k a l n e j  ( q ^ . . .  g^' .p . . .

o raz  s p e ł n i a  warunek:  dw=0. Te nso r  ten z o s t a ł  nazwany f o r 

mę s y m p le k ty c z n ę  na r o z m a i t o ś c i  M, z a ś  para (M,to) j e s t  naz

wana r o z m a i t o ś c i ę  s y m p l e k t y c z n ę . . Grupę G nazywamy grupę n i e -  

zm i e n n i c ż ę  u k ł a d u , j e ś l i  d z i a ł a n i e  grupy na r o z m a i t o ś c i  sym- 

p l e k t y c z n e j  M j e s t  t a k i e ,  że  dwuforma w j e s t  n i e z m i e n n i c z a  

względem t r a n s f o r m a c j i  grupy G ( t r a n s f o r m a c j e  t e  sę  t r a n s 
formacjami kanonicznymi r o z m a i t o ś c i  M ) . P r z e s t r z e ń  stanów 

układu kwantowo-mechanicznego j e s t  zbiorem H promieni  ( j e d 

nowymiarowych p o d p r z e s t r z e n i )  z e s p o l o n e j  p r z e s t r z e n i  H i l -  

b e r t a  H, P ra w d o p cd o b ie ń stwo p r z e j ś c i a  między dwoma promie

niami o b r a z u ję c y m i  s t a n y  kwantowo-mechaniczne układu j e s t  

z d e f i n i ow a n e  p r z e z  w a rt o ść  bezwzględnę i l o c z y n u  s k a l a r n e g o  
wektorów jed nost kowyc h g e n e r u j ę c y c h  t e  p r o m i e n i e .  Grupa G 

j e s t  nazwana n i e z m i e n n i c z ę  grupę  układu kwantowo-mechanicz

nego,  j e ś l i  d z i a ł a n i e  grupy G na p r z e s t r z e n i  H j e s t  t a k i e ,  

że o k r e ś l o n e  wyżej  prawdopodobieństwo p r z e j ś c i a  j e s t  n i e 

zm ien nikiem . Kwantowo-mechaniczny uk ład z p r z e s t r z e n i ę  H 

będziemy nazywać e l e m e n t a r n y m , j e ś l i  n i e  będę i s t n i e ć  w ł a ś 

ciwe domknięte p o d p r z e s t r ż e n i e  p r z e s t r z e n i  H n i e z m i e n n i c z e  

względem r e p r e z e n t a c j i  grupy G ( t z n .  j e ś l i  grupa G d z i a ł a  

na p r z e s t r z e n i  H poprzez  swoję niered uk owa lnę f e p r e z e n t a -  

c j ę ) .  A n a l o g i c z n i e  uk ład k l a s y c z n y  z p r z e s t r z e n i ę  fazowę M 

będziemy nazywać elementarnym (w zwięzku z d z i a ł a n i e m  g r u -  

РУ g)  j e ś l i  d z i a ł a n i e  grupy G na r o z m a i t o ś c i  r ó ż n i c z k o w a l -  
nej  M j e s t  tra nz ytyw ne  ( t z n .  n i e  i s t n i e j ę  w ła śc iwe p o d z b i o 

ry r o z m a i t o ś c i  M n i e z m i e n n i c z e  względem d z i a ł a n i a  grupy G ) .

mi swobody j e s t  2n-wymiarowę r o z m a i t o ś c i ę  r ó ż n i c z k o w a l n ę .

Pn) w p o s t a c i n
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Do k l a s y f i k a c j i  układów elem entarnych p rzy  pomocy grup L i e -  

go ja k o  grup n ie z m ie n n ic z o ś c i  używa s i ę  operatorów  C a s i m i -

r a ,  k t ó r e  są niezmiennikami grupy G.  O peratory  C a s i m ir a  są 

“wielomianami"  skonstruowanymi na a l g e b r z e  obw iednie j  a l g e b 

ry L i e ' g o  grupy G.  W mechanice kwantowej p o d p r z e s t r z e n i e  

generowane pr zez  f u n k c je  własne o p e r a t o r a  Hamiltona o u s t a 

lo n e j  w a r t o ś c i  w ła sn ej  E śą p r z e s t r z e n i a m i  H i l b e r t a  stanów 

układu kwantowego z u s t a l o n ą  e n e r g i ę  E.  W mechanice k l a s y c z 

nej mamy a n a l o g i c z n ą  s y t u a c j ę :  z b i ó r  w s z y s t k ic h  kl asyc znych 

t r a j e k t o r i i  ruchu w 2n-wymiarowej p r z e s t r z e n i  fazowej o u s t a 

lo n e j  w a r t o ś c i  e n e r g i i  E j e s t  ( 2 n - 2 )  -  wymiarową ro z m a ito ś 

c i ą  syrap lektycznę . Idea geometrycznego kwantowania po le ga  

na tym, że s t a r t u j ą c  z  k l a s y c z n e j  p r z e s t r z e n i  fazowej M 
konstruujemy kwantową p r z e s t r z e ń  H. K o n s t ru k c ja  powyższa 

winna być n a t u r a ln a  w tym s e n s i e ,  że  z i s t n i e n i a  niezmien

n i c z e j  grupy G w mechanice k l a s y c z n e j  powinno wynikać i s t 

n i e n i e  r e p r e z e n t a c j i  t e j  grupy w p r z e s t r z e n i  stanów kwanto

wych. H. K o sta n t  / § /  o tr zym ał taką s t r u k t u r ę  d z i ę k i  wpro

wadzeniu dodatkowej s t r u k t u r y  zwanej " p o l a r y z a c j ą "  na k l a 

s y c z n e j  p r z e s t r z e n i  fa z o w e j .  A l g e b r a i c z n y  o p i s  n i e r e l a t y -  

w i s ty c z n e g o  atomu wodoru pozwala otrzymać w sz y st k ie  i n f o r 

macje d o t y c z ą c e  te go  uk ła d u,  bez używania skomplikowanego 
ap aratu  t e o r i i  równań różniczkowych.  Zasygnal iz ow a nie  me

tod geometrycznych oraz i c h  porównanie z metodami a l g e b r a 

icznymi wydaje s i ę  u ż y t e c z n e ,  ze  względu na ewentualne 

m ożl iw oś c i  badania tymi metodami również innych układów dy

namicznych.

WŁASNOŚCI KLASYCZNEGO RUCHU ELEKTRONU DOOKOŁA O^DRA

Oak wiadomo, r o z p a t r u j ą c  k l a s y c z n i e  ruch c z ą s t k i  w polu 

potencjalnym o p o t e n c j a l e  V ( r ) = - * ^ z  funkcją Hamil tona:



.zauważamy, że  i s t n i e j e  dodatkowa c a ł k a  ruchu M z d e f i n i o w a 

l i  -  wektor mo-i 
P mantu pędu .

i V* • * /-  wektor po
ło ż e n ia

c z y l i  ta k zwany we ktor Len za,  s p e c y f i c z n a  d l a  p o t e n c j a ł u  
kulombowskiego.  Z d e f i n i c j i  wektorów M i  L wynika,  że i c h  

i l o c z y n  s k a l a r n y  j e s t  równy z e r o .
i . ł

L* M  = 0  ( 1 . 2 )

Ze związków 1 . 1  o r a z  1 . 2  wnioskujemy również ,  że  wektór  M 

ma k i e r u n e k  du że j  o s i  e l i p s y  b ę d ą c e j  klasycznym torem ruchu,  

w przypadku ujemnej  e n e r g i i .  Wprowadzając wek to r  A z d e f i n i o 

wany n a s t ę p u j ą c o :

na p r z e z :

14 = L* p + <* -jr

4 -► )
- 7 = ^  M^ f ï F  ;

( 1 . 3 )
/ А  j e s t  również c a ł k ą  r u c h u /

otrzymujemy w y r a ż e n i e  na e n e r g i ę :
z

E - ~  “ ( 1 . 4 )

Fundamentalną r o l ę  w mechanice k l a s y c z n e j  odgrywają nawia-  
s y  PoVssona,  k t ó r e  d l a  c a ł e k  ruchu L i  M o k r e ś lo n y c h  prze z  

wzory 1 .1  p rzy jm u ją  p o s t a ć :

t k J - i ł * tyw  □
, i

ki L C L „ L Ł , L j )
( 1 . 5 )

•

Z w ią z k i  powyższe fo r m a ln i e  można rozpatrywać  ja k o  a l 

geb rę  L i e ' g o  utworzoną z ope rato rów  L . , M . .  Wprowadzając w 
-*• ♦  1 J

m i e j s c e  wektora M we ktor A z d e f i n i o w a n y  wzorem 1 . 3  / Е  <  0 

u s t a l o n e /  otrzymujemy " r e g u ł y  k o m u t a c j i ”  a l g e b r y  L i e #go 
grupy 0 / 4 / .  f \

Ц  J = L

~ М - Ь ^ А к ( 1 - f

W > A i ł  • t q l L70



ALGEBRA LIE GO GRUPY 0 / 4 /  OAKO ALGEBRA GRUPY SYMETRII 

P0TENC3AŁU KULCMB0W3KIEG0 W MECHANICE KWANTOWEJ (E <  0)

Zgo d nie  z ogó ln ą  i d e ę  mechaniki  kwantowej wektory r e 

p r e z e n t u j ą c e  w i e l k o ś c i  f i z y c z n e  w mechanice k l a s y c z n e j  zo 

s t a j ę  z a s t ą p i o n e  przez  o p e r a t o r y  he rm ito w s k ie .  W związku z
- f ' y Ipowyższym Hamiltonian atomu wodoru w j  ednostkach : jj. = л  = ос =1 

/-fx- masa zredukowana, ex. -  s t a ł a  w ystę pują ca  w p o t e n c j a l e /  

ma p o s t a ć :

u 4 1H- iP  -7 ( 2 . 1 )

g d z i e :  , P C P* J P} : j e s t  operatorem pędu e l e k t r o n u .
i ___

Wektor Lenza za s tę p ujem y operatorem hermitowskim z d e f i n i o 

wanym n a s t ę p u j ą c o :

f i  “ V ^ { ^ x P ) 4 p * L )  + f  }  ( 2 - 2)

Wprowadzone wyżej o p e r a t o r y  2 . 1 ,  2 . 2  o raz  o p e r a to r  krętu L 

s p e ł n i a j ą  n a s t ę p u j ą c e  re g u ł y  k o m u t a c j i :

CLjjH] * [ m *l, h] - o ( 2 . 3 )

w
Ze związków 2 . 3  wynika,  że o p e r a t o r y  L i  M są kwantowymi 

całkami ruchu.  Nawiasy P o is s o n a  1 . 5  z o s t a j ą  z a s t ą p i o n e  przez 

komutatory:  ,

[ L t , L j ] - l £ 4 k L

[ к , м ; ] . 1 ^ к м к ( 2 ' 4 ’

I L k

Z a s t ę p u ją c  o p e r a t o r  M przez  o p e r a t o r  A z d efi n iow any  ja k  

w 1 . 3 ,  otrzymujemy n a s t ę p u j ą c e  r e g u ł y  komutac j i  d la  opera 

torów L i  A
|CLc,Aj] =[Al ,Aj] = LŁljkL 

lL t ,A j ]  *lŁ..kA L}i,k = 1,2.5b

( 2 . 5 )



Uwaga: D e f i n i c j a  o p e r a to r a  A ma se n s  t y l k o  w te d y ,g d y  d z i a 

ł a  on na s t a n y  zw iązane o o k r e ś lo n e j  ujem nej e n e r g i i  

E < 0 ,  w tedy w m ie js c e  o p e r a to r a  H wstawiamy je g o  

w a rto ść  w łasną w danym s t a n i e .

Otrzymane r e g u ł y  k o m u ta c ji  2 . 5  są zgodne z regułam i komuta-
C;

c j i  d l a  gen e ra to ró w  grupy 0 / 4 / .  Grupa 0 / 4 /  j e s t  grupę s y 

m e t r i i  czterow ym iarow ej s f e r y :

Z 1 Z 2.
X1 * X 2 * * *4  “  1 ;i

H am ilto n ia n  2 . 1  można w yrazić  p r z e z  o p e r a to r y  L i  A w na

s t ę p u j  ący  s p o s ó b :

H ^ - ^ C L + A  * 1 )  i ( 2 . 6 )

Wprowadzając i o p e r a to r y :

K «

L t A
Z

L - A
( 2 . 7 )

t i k , i Ł3

otrzym ujem y n a s t ę p u ją c e  r e g u ły  k o m u ta c ji  d la  operatorów  
zd e fin io w a n y ch  wzorem 2 . 7 :

m
Ł T
kim L (2.8)

C K^) K j l *  i К  i d la  dowolnych
r k , 1 = 1 , 2 , 3

;
Z r e g u ł  k o m u ta c ji  2 . 8  w yn ik a , że  o p e r a to r y  I , K  tworzą pa

rę wzajemnie przem iennych “ op eratorów  k rętow ych " g e n e ru ją c  

a lg e b r ę  i lo c z y n u  p r o s t e g o  O / 3 / x  0 / 3 / ,  k t ó r a  j a k  wiadomo, 

j e s t  iz o m o r f ic z n a  z a lg e b r ą  L i e #go grupy 0 / 4 / .  O p e r a to r  Ha

m ilto n a  można w yrazić  n astępującym  wzorem p rzy  pomocy ope
ratorów  2 . 7 :

h = 4 c i 24- К 1 N
*

( 2 . 9 )
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D e ż e l i  ja k o  bazę r e p r a z o n t a c j i  grupy 0 / 4 /  przyjmiemy z b ió r  

wspólnych wektorów w łasnych l i , i 3 , k , k 3> operatorów  I 2 , I 3 ,K 2 , K , ,  
to  w b a z ie  t o j  H am ilton ia n  b ę d z ie  d iago n a ln y  o ra z  Je go  war

t o ś c i  własno wyrażę s i ę  p rze z  l i c z b y  kwantowe i , k ,  n a s tęp u - 
j ę c o i

Elk = ~ 4  T [ C U i ) S C k 4 - ^ ]  ( 2 .1 0 )

Nieredukowalne r e p r e z e n t a c je  grupy 0 / 4 /  sę o k re ś lo n e  przez 
w a r t o ś c i  własne dwóch operatorów  C e s im ir a  / 4 /

С1 * 1 ^  + Аг ) = i S k 2

i<V L A I 1 -  k1
(2.11)

Ze zwięzków 2 . 1  o ra z  2 .1 1  w vnika, ż e :  

c z y l i [ W  ]
; - k '  i

L A  = 0
’ i

I
oraz
Za tym sta n y  atomu wodoru będę opisywane przez  re p re z e n -

2
t a c j e  grupy 0 / 4 / ,  d la  k tórych  C2 = 0 oraz C 1 « 2 I  

c i  własne o p e r a to r a  C a sim ira  C j  wynoszę:

(2.12)

( 2 .1 3 )

Wartoś-

C .,-  2 1 ( 1  + 1) i = Oj j  , 1, . . . ( 2 .1 4 )

Ola r e p r e z e n t a c j i  D ( i , i )  » D ( i )  otrzymamy wzór na w artość 

własnę e n e r g i i  w dowolnym s t a n i e :

1 — ç • 1 z ьE .

g d z i e :  n » 2 i  + 1 j e s t  głównę l i c z b ę  kwantowę.

Wzór 2 .1 6  pokrywa s i ę  ze znanym wzorem R ydb erga-B oh ra . 

Wymiar r e p r e z e n t a c j i  D/ п /  j e s t  równy n , co pokrywa s i ę  ze 
stopniem d e g e n e r a c j i  poziomów e n e r g i i .  Powyższe rozumowa

n ie  w ykazu je , że p o d p r z e s tr z e n ie  HEn« Hp p r z e s t r z e n i  H i l -  

b e r ta  stanów zwięzanych atomu wodoru n a le żę c y c h  do e n e r g i i
E —L -  Sę id e n ty c z n e  z p r z e s tr z e n ia m i  nieredukowalnych

n 2n^
r e p r e z e n t a c j i  /n«« 2 i + l /  grupy 0 / 4 / .  Różnym wartościom ener

g i i  En < 0 odpow iadaję różne r e p r e z e n ta c je  О/ n / ,  n* 1 , 2  . . .
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ALGEBRA GRUPY 0 / 4 , 1 /  0АК0 ALGEBRA SYMETRII 
STANÓW ZWIĄZANYCH ATOMU WODORU

Oak za zn a czo n o  na końcu r o z d z i a ł u  d r u g i e g o ,  a lg e b r a  

grupy 0 / 4 /  j e s t  a l g e b r ę  s y m e t r i i  stanów zw iązan ych w ramach 

je d n e g o  poziomu widma e n e r g i i  En < 0 .  Z g c d n ie  z o g ó ln ą  id e ą  

r o z s z e r z e ń  a l g e b r  w z a s to s o w a n iu  do w yzn aczen ia  kom pletnego 

z b io r u  stanów  układ u dynam icznego / 5 , 8 , 1 4 7 ,  n a le ż a ło b y  zna

l e ź ć  ta k ą  a lg e b r ą  ( n i e z w a r t ą ) ,  k t ó r a  z a w ie r a ła b y  a lg e b r ę  

gru py 0 / 4 /  ja k o  m aksym alnie zw artą  p o d a lg e b r ę .  N i ż e j  z o s t a 

n i e  wykazane/ że  p r z e s t r z e ń  j e d n e j ,  u n i t a r n e j  ( n i e s k o ń c z e n ie  

wymiarowej) n ie r e d u k o w a ln e j  r e p r e z e n t a c j i  a l g e b r y  L i e #go 

n ie z w a r t e j  o r t o g o n a l n e j  grupy 0 / 4 , 1 /  odtw arza z b i ó r  w s z y s t 
k ic h  stanów zw iązan ych  atomu wodoru. W poprzednim r o z d z i a 

l e  ja k o  bazę r e p r e z e n t a c j i  О/ n /  grupy 0 / 4 /  p r z y j ę l i ś m y  z b ió r  

w spólnych wektorów w ła s n y c h :  i = k  = ^ ( n - i )

,U  = - L , - Î И + i

Baza l i 1 , i 3 , k 3 >  r e p r e z e n t a c j i  D/ п /  j e s t  id e n t y c z n a  z oazą 

In n1 # n2 >  , k t ó r a  w r e p r e z e n t a c j i  p o ło ż e n io w e j  odpowiada 

funkcjom falowym atomu wodoru we w sp ółrzęd n ych  p a r a b o l i c z 
nych (  > ą - r - ż  ,  v f)  ,  _____

e x p ( г Ш . №  Lmv m C \ ) Q 4m( ł )

g d z i e :  П = n  ̂+ +■ m ł - j  m >„0

z a ś  L™ -  są w ielom ianam i > L a g u e r r e 'a .  
Z w ią z k i  m iędzy l i c z b a m i  kwantowymi ( i , i 3 , 

są  n a s t ę p u j ą c e :
2.1 + 1 -  П,, + п г + m + 1 

I j + k j  = m |

k3 ) o ra z  (п 1# п2 , т )

( 3 . 2 )
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Obie bezy odpowiadają p o s ta c i  0 / 3 /  *  0 / 3 /  a lgebry Lle*go  

grupy 0 / 4 / .  Aby wykazać, że algebra L le 'g o  grupy 0 / 4 , 1 /
J e e t  szukanę nlezwartę algebrę na zb io rze  stanówI n ^ n ^ m )  

określany rep rezen tację  macierzowę operatorów N^.N^, d e f i -  

n iu jęc  jedyne niezerowe elementy macierzowe tych operatorów 

n astęp u jęco :

< ni - ' l . n Ł ł nn| N j  n1t nŁ , m > -  -  [ n
( 3 .3 )

^ ł 1 ) m i j , nz ,  m >  * + [ п г (п 2+гтУ)]

Z d e f i n i c j i  3 . 3  wynika, że operatory N “  _ o b n iżają  l i c z b y  

kwantowe n^.ng o 1 n ie  zm len lajęc  p o z o sta ły ch . Określany  

hem ltowsko sprzężona operatory:

N v "
( 3 . 4 )

CN<|Ł) .

Operatory te podwyższają odpowiednio o 1 l i c z b y  kwantowe 

nl ,n 2 * Kon* truw3 en,V ra etęp u jęce  lin iow e kombinacje opera-

Sł ? niowanych wzorami 3 . 3 ,  3 . 4 :torów N* , 2  i  N

* n ‘ ) 

- t o

( 3 . 5 )

Następnie konstruujeny operatory A _ , które stanowię uzu-  

p e łn ien ie  A - do wektorów /względem a lg e b r y /0 / З / . operatorów 

krętowych L /  d e f in iu ją c  J e  poprzez:

L 3 ł “ " 4
Wprowadzając oznaczania:

l-jk * L-i 4,1,3 L j g - A j + A ^  iH jljb

( 3 .6 )

( 3 . 7 )

Ц ц -  ( И , 2 , i L.c -  -сев"'- в")

gdzie k1 *M1 eę znanynl ju ż  operatorami algebry grupy 0 / 4 /  

fomtrz część I I  n i n i e j s z e j  pracy /otrzymujemy naetępujęce
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r e g u ł y  k o m u ta c j i  d la  d z i e s i ę c i u  o p e ra to ró w  Lq^ # JL 

Q $ b в 1 1 2| • • « 5

 ̂Lab, Lt<j 1 = 0 cd#ab 5 CLab, Lbtl * i-SbbLca

Г - ń  dla b=5  ( 3 , 8 )

9bb‘ l  ą dla b - ' I . V ) ' 1

R e l a c j e  3 . 8  są r e l a c ja m i  k o m u ta c j i  a lg e b r y  L i e 'g o  grupy 

0 / 4 , 1 / .  Z b i ó r  w s z y s t k ic h  stanów ! n ^ ,n 2m^ może być p r z y j ę 

t y  za bazę p r z e s t r z e n i  pewnej n ie re d u k o w ą ln e j  r e p r e z e n t a c j i  

t e j  a l g e b r y .  P o d z b ió r  ge n e ra to ró w  , Mi  maksymalnie zwar

t e j  p o d a lg e b r y  0 ( 4 )  C  0 ( 4 . 1 )  p o z o s ta w ia  n ie z m ie n n ic z ą  pod- 

p r z e s t r z e ń  n a p ię t ą  na w e k to ra c h ! ,  n1 ,n 2 ,m > o  o k r e ś lo n e j  war

t o ś c i  l i c z b y  kwantowej n « n^ + n2 + m + 1 .  P o d p r z e s tr ż e ń  

ta  j e s t  p r z e s t r z e n i ą  s k o ń c z e n ie  wymiarowej r e p r e z e n t e c j i  
D/ п /  t e j  z w a r t e j  p o d a lg e b r y .  Ze względu na tę  p o d a lg e b rę  

l in io w a  powłoka H stanów ! n1 ,n 2 ,® >  r o z k ła d a  s i ę  na sumę 

p r o s t ą  p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  Н/ n /  r e p r e z e n t a c j i  D / n / .

И = Ц  ©  H n ( 3 . 9 )
n/1

3E0N0R0CNA GRUPA LORENTZA OAKO GRUPA SYMETRII 
CIĄGŁEGO WIDMA ATOMU WODORU

S t a r t u j ą c  z poziomów e n e r g i i ,  d la  k tó ry c h  E > 0  o ra z  

wprowadzając o p e r a t o r y : *

\  P * L ^ + 7  }  ( 4 . 1 )

otrzym ujem y w m i e js c e  r e g u ł  k o m u ta c j i  o k r e ś lo n y c h  wzorami 

2 . 5  n a s t ę p u ją c e  r e g u ły  k o m u ta c j i :

* P rzy  E*0 d e f i n i c j a  ta  n ie  ma o c z y w i ś c ie  se n s u .



(4.2)

l , Aj3 -  L Ł..  ̂A
R egu ły  k o m u ta c ji  4 . 2  są id e n ty c z n e  z regułam i kom u tacji  

generatorów  grupy L o r e n tz a .  Aby o p ia a ć  p r z e e tr z e ń  utworzo
ny p rze z  s ta n y  odpow iadające d o d a tn ie j  e n e r g i i  musimy użyć 

nieredukowalnych r e p r e z e n t a c j i  grupy L oren tza  / 4 ,  1 0 / .  Gru

pa L o ren tza  p o s ia d a  nieredukow alne r e p r e z e n t a c je  dwóch t y 

pów: 1 .  Skoń czen ie  wymiarowe r e p r e z e n t a c je  O / j ^ j g / ,  k tó re  

z w yjątkiem  r e p r e z e n t a c j i  s k a la r n e j  D / 0 , 0 /  są re p re z e n ta 

c jam i n ie u n ita rn y m i.
2 .  N ie sk o ń c z e n ie  wymiarowe u n ita rn e  r e p r e z e n t a c je ,  

k tó re  z k o l e i  można p o d z i e l i ć  na dwie k l a s y :  r e p re z e n ta c je  
s e r i i  głównej oraz s e r i i  d o p e ł n i a j ą c e j .  W f i z y c e  z n a la z ły  

za sto so w a n ie  r e p r e z e n t a c je  s e r i i  głównej przy czyff.

m -  j e s t  l i c z b ą  c a łk o w itą  /d o d a tn ią  lub u je m n ą/, z a ś  Ç -  do

wolną l i c z b ą  r z e c z y w is tą  / 1 0 / .  R e p r e z e n ta c je  0 /m , $  /  oraz 

0 /  -  m, -  § /  są r e p re z e n ta c ja m i równoważnymi, w związku z 

czym w y sta rczy  rozpatrywać w artość  ÿ ^ 0 ( p r z y  dowolnym zna

ku m ). O pera tory  C a sim ira  F rG grupy Lorentza można p r z e d s ta 

wić w n a s tę p u ją c e j  p o s t a c i  / 4 / :

F = L -  А>г = ['1 + K s ’-

7 * ^  ( 4 *3)
G = ( L A * )  -  —

Ham iltonian H wyrażony przy pomocy operatorów  C a sim ira  ma 

p o s ta ć  :
ą —1 a 2. ) 2. ”

H - - - j ( F H )  = -  j C L - A  + j )  ( 4 . 4 )

jC L t , L j 3  =  -  [ A ' . ,  a ’j ]  = U q k LW

Ze związków 4 . 4  o ra z  2 .1 2  w ynikajże  w a r to ś c i  własne opera

torów C a sim ira  d la  stanów rozproszeniowych atomu wodoru o 

o k r e ś lo n e j  e n e r g i i  E wynoszą odpow iednio:

F =  -C 1  + 2 E ) ( 4 .5 )
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W a rto śc i  własne op eratorów  F i  G o k r e ś l e j ę  Jedn ozn aczn e n i e -  

redukowalne r e p r e z e n t a c je  a lg e b r y  grupy L o r e n t z a .  2 porów

nania zwięzków 4 . 3  i  4 . 5  otrzymujemy zw lęzek między w a rto ś 

c iam i e n e r g i i  o ra z  parametrami / m , Ç /  r e p r o z e n t a c j i  D /  m ,ę / .

m * 0  “  d la  c i ę g ł e g o  w id -  Ç 4 .6 )
v I ma e n e r g i i

Tak więc układ f u n k c j i  fa low ych stanów rozproszen iow ych z 

o k r e ś lo n ę  w a r t o ś c ię  E > 0  p rz e d sta w ia  bazę n ie s k o ń c z e n ie  wy

miarowej n ieréd u k ow a ln eJ u n i ta r n e j  r e p r e z e n t a c j i  0 / 0 , Ç /  

grupy L o r e n t z a .  F iz y c z n a  konsekw encja występowania n ie sk o ń 

c z e n ie  wymiarowych r e p r e z e n t a c j i  p o le g a  na tym, że w a r to ś 

c i  o r b i t a l n e g o  momentu pędu w s ta n a c h  rozproszen iow ych sę 

n ie o g r a n ic z o n e .

UKŁAD FUNKC3I FALOWYCH WIDMA CIĄGŁEGO 
ASYMPTOTYKA W PRZESTRZENI PÇD0WE0

W c e lu  o trzym an ia  f u n k c j i  falow ych stanów r o z p r o s z e n io 

wych rozw iązujem y równanie Sh ro d in g e ra  w r e p r e z e n t a c j i  pę

dowej j . ^

( J PI - E ) Y C p ) - ^ f T^ 1 d p  - °  ( 5 . 1 )

»
Celem u ł a t w ie n ia  o b l i c z e ń  p r z e s tr z e ń  pędowę tra k tu je m y  j a 

ko rzu t  s t e r e o g r a f i c z n y  h l p e r b o l o i d y , wprowadzajęc na n i e j  

w sp ółrzęd ne " h ip e r b o l ic z n e *

^  -  sinhw, s in ü

sinhok sinQ sin ^  ( 5 , 2 )

sinhos cos©

^ o= coshcx
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/U w a g a !h ip e r b o lo id a  sk ła d a  s i ę  z dwóch powłok: 1Ц о 
o ra z -e o < | o<-1 Z w ią zk i  między współrzędnymi / ^ | , § в / ,  a 

współrzędnymi / р /  rzu tu  s t e r e o g r a f  iczn e go  są n a s tę p u ją c e  :

1 - ^ 1  ; ( P . - > E F )  (5-3>

Т /л
( 5 . 4 )

Z / 5 . 3 /  w ynikają  z w ią z k i :
i

( e  -  с т - l  4 Pol p -  p ł

d 3p

p - p: ) C p,z ^ d
2 Z i  b

P - P o  ' ----------------“ I ЧЛ \ # b ̂

2 Po
d!A,

W nowych w spółrzędnych przyjmujemy n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć  fun

k c j i  f a lo w e j :

у ф  ■’ C P p ' - p ^ Ÿ C p ) ( 5 . 5 )

i  równanie S c h ro d in ge ra  sprowadzamy do p o s t a c i :

“ ° ; r̂ “ i ‘k  < 5 ,6 )

Dak wykazano w / 1 6 , 1 7 7  układ zupełn y rozwiązań równania 
5 .6  można p rz e d sta w ić  w p o s t a c i :

\ i 1. f f l ‘ T v W Y i . t 8 ' < )  ; s = V t  ( 5 - 7 >
g d z i e :

ITT r + C ł +L2) A  2.'
• Ч ^ ® 0  с о  г ^ ъ )--------U Lnho<;) *

( 5 . 8 )

F ( L + 1 + y  î U l  -  , l + i  i “  binhT )

Z warunkiem normalizacyjnym p o s t a c i :

( 5 . 9 )
+oo IT ZT

|sin2hc*d<* j \ i n Q d ó [ d ^  
o 0 0

- Е С ? - < $ ' ) 5 и Л т т >

W pracach / 1 6 , 1 7 7  wykazano rów nież, że z b ió r  f u n k c j i  f a l o 

wych / 5 . 7 / ,  przy  ustalonym Ç , etanowi bazę kanoniczną rue-



s k o ń c z e n ie  wymiarowej r e p r e z e n t a c j i  D / O . Ç /  grupy L o r e n tz a
i

Z go d n ie  z  powyższym w inien  z a c h o d z ić  n a s t ę p u ją c y  z w ię z e k :

г Ł i ^ lpl>p0 i

V » C'1‘ Cp' p- ) ^ Cp)'lclV m '-'—  <5-10)Ц ) | р 1<Р0

N a to m ia st  p o s ta ć  'Kg.^mC01.© ^ )  J e s t  id e n ty c z n a  na obu powło
kach h i p e r b o l o i d y .  Z punktu w id ze n ia  f i z y k i  in te r e s u ję c y m  

problemem j e s t  z b a d a n ie  a s y m p to ty c z n e j  p o s t a c i  f u n k c j i  

o k r e ś lo n y c h  wzorem 5 . 7  w n ie s k o ń c z o n o ś c i  « bowiem w t e j  po

s t a c i  powinny p o ja w ić  s i ę  p r z e s u n i ę c ia  fazowe ,  ch arak

t e r y s t y c z n e  d la  p o t e n c j a ł u  kulom bow skiego. W tym c e lu  bada 

my p o s ta ć  asym p to tyczn ę  f u n k c j i  ТГт(.°0 o k r e ś lo n e j  wzorem
M *

8 . 5 .  W y k o r z y stu ję c  w ła s n o ś c i  f u n k c j i  gamma o ra z  f u n k c j i
h ip e r g e o m e tr y c z n e j  o trzym ujem y:

T s i Co° - ~  - T e£  С  ̂4  Lr,l ^ ^  I + L a r g t " C u i  - 4-6- J cXpI1
° _ J  ( 5 . 1 1 )

O z n a c z a j ę c :

^ p t ^ L n l ^ l H a r g r C U l ń ^ ] 1 

6» arg Г  C L+ Л +• i- f\) (s.rç')
w idzim y, że  otrzym any wynik j e s t  id e n ty c z n y  z wynikiem , 

k t ó r y  otrzym ujem y b a d a ję c  asym p to ty czn e  zachow anie f u n k c j i  

fa low ych stanów rozp roszen iow ych  atomu wodoru otrzymanych 

w wyniku r o z w ię z a n ia  równania S c h r ó d in g e r a  w r e p r e z e n t a c j i  

p o ło ż e n io w e j / 1 8 7 .

GEOMETRYCZNE KWANTOWANIE POZIOMOW ENERGII / Е  < 0 /

P r z e s t r z e ń  fazowa sk o ń c z e n ie  wymiarowego k la s y c z n e g o  

układu h am ilton ow ekiego  j e s t  r o z m a i t o ś c ię  ró żn iczk o w a ln ę  

k l a s y C ^ n a  k t ó r e j  J e s t  o k r e ś lo n a  zam knięta  dwu forma o

** Uwaga: p rzy  (*-*oo z a ś  I p '-*p , 8 w ięc o trz y m u je 
my p r z e j ś c i e  na “ powłokę masowę" od p o w ia d a jęcę  "sw obodnej" 
c z ę s t c e .



/doa в О / .  Dwuforma to j e s t  n ie o s o b liw a  w tym s e n s i e ,  że 

i s t n i e j e  b i jek ty w n e odwzorowanie:

*  —  X a  < 6 .1 )

kow ariantnego p o la  wektorowego w kon tra w arian tn e p o le  wek

torowe s p e ł n i a j ą c e  zw ią ze k :

« C X . X J  = o c O O  { 6 , 2 )

Parę /  M , u /  nazywamy r o z m a ito ś c ią  sy m p le k ty c z n ę . D la  zwar
t e j  r o z m a ito ś c i  M warunek kwantowania sformułowany przez 

K o s t a n ta ,  p o s t u l u j e  by o k re sy  c a ł k i  co /n a  dw ucyklach/ p r z y j 

mowały w a r t o ś c i  c a ł k o w i t e .  Celem przeprow adzenia odpowied
n ich  o b l ic z e ń  d e f in iu je m y  nawiasy P o iss o n a  w n a s tę p u ją c y  

sp o só b :  r
( Ф > у }  ••= X t C v ) -  w C X t > X r )  ( 6 . 3 )

g d z i e :  są fu nkcjam i k la s y  C“°  na r o z m a ito ś c i  M^to z a ś

Хф j e s t  polem kontrawariantnym na r o z m a ito ś c i  M s p e ł n i a 

jącym warunek:

j ^ ( Х , Х ф )  = Х Ф  ( 6 . 4 )

P r z e s t r z e n ią  fazową odp ow iadającą  swobodnej c z ą s t c e  j e s t  

p r z e s t r z e ń :  ę 3
r i  = [ C p >c) ) j  ; p 3c^^O j  ( 6 . 5 )

z dwu formą p o s t a c i :  i

E d p . - d v  ( б . б )

Nawiasy P o iss o n a  na r o z m a ito ś c i  M są o k r e ś lo n e  w n a s tę p u ją 

cy sp o só b :  r . Дч ✓ 'Ъф <̂ vj/ _ ‘Ъф \
l ^ J  =  2 . a <bp.J ( 6 . 7 )

N a stę p u ją c e  fu n k c je :

u _E_ Ü

L = c y  X p

H -  fu n k c je  e n e r g i i
L -  wektor momentu pędu 
■*
M -  wektor Runge-Lenza ( 6 . 3 )



( 6 . 9 )

s p e ł n i a j ą c e  z w ią z k i  ( 1 . 5 )  , ( 1 . 2 )  o r a z ;

M -  2.m H L = mz к
i

są fu n kcjam i s t a ł y m i  na t r a j e k t o r i a c h  p o la  wektorowego 

o k r e ś lo n e g o  p r z e z :

у  -  у -  №  N
н Т 1 Ъ ? 1 Ъс\1  6 ,1 0 )

T r a j e k t o r i e  p ó l  wektorowych są  rozw iązaniem  równart H a m ilto 

na : w*'Vi un w: v rr w * • K. vj..*
(6.11)

. cJP c _ .r^ L
d t  ~ 'b p . m 5 dT <bc -̂ "  <̂ s

T r a j e k t o r i e  X„ nazywamy o r b i t a m i  K e p l e r a .  D e ś l i  u s t a l im y  
w a rto ść  ujem nej e n e r g i i  E < O t o  p rze z  Mg rozumiemy z b i ó r  t a 

k ic h  o r b i t  k e p le r o w s k ic h ,  na k tó ry c h  fu n k c ja  H ma s t a ł ą  

w a rto ść  E .  /M£ -  j e s t  pięciow ym iarow ą r o z m a i t o ś c i ą / .  O e ś l i  
oznaczym y: . i —i

8 =  ^ - 2 m f  ( 6 . 1 2 )

o ra z  wprowadzimy nowe zmienne o k r e ś lo n e  na Mg n a s tę p u -  
j  ą c o : x = Ç L + M 

y * ç L  -  M
wtedy w y k o r z y s tu ją c  zw iązek  6 . 9  otrzym ujem y:

*  = ł  ' mi K ( 6 . 1 3 )

Z równania 6 . 1 3  w yn ik a , że para ( x , ^ )  odwzorowuje M b i j e k -
O

tyw nie w i lo c z y n  k a r t e z j a ń s k i  S x S dwóch s f e r  o p rom ie- 

n ia c h  równych mk. Odwzorowanie: ( x ,y ) > s  x $  n a d a je  rozma-
2 2i t o ś c i  Mg s t r u k t u r ę  r o z m a i t o ś c i  d y fe o m o r fic z n ą  z S x S . 

Forma s y m p le k ty c z n a w o k r e ś lo n a  na r o z m a i t o ś c i  M } ( 6 . 5 )  o -  

g r a n ic z a  s i ę  do z a m k n ię te j  dwuformy Wg na p ięciow ym iarow ej 

p o d r o z m a ito ś c i  Mc . Para (M._, ooP ) s ta n o w i r o z m a ito ś ć  sym- 

p le k ty c z n ą  d y fe o m o r fic z n ą  z S x S .  Aby skwantowac rozma

i t o ś ć  (Mg co^) zauważamy, że  naw iasy P o is s o n a  f u n k c j i  ( x , y )  

są  fu n k c ja m i na r o z m a i t o ś c i  M£ generowanymi p rz e z  nawiasy 

P o is s o n a  f u n k c j i  ( ç l +  M ), ( J L -  M) na r o z m a i t o ś c i  ( M ,o ) .  W 
związku z  powyższym " r e l a c j e  k o m u ta c j i"  p rzy jm u ją  n astęp u 

ją c ą  p o s t a ć :
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{ \ > * Л  = - 2? Ki i  L> j - v , s  ( 6 . 1 4 )

Przyjm ując ( x Ł .x ^ . y ^ . y g )  ja k o  w spółrzędne na r o z m a ito ś c i  

M otrzymujemy! з сч гл -,

I [ ( Ф > М ^ .  + U > X ^ . l  (6.15)

W ykorzystu jąc  związek 6 .1 5  otrzymujemy n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć  
p ó l wektorowych d la  w spółrzędnych x^ :

X . .  -

V  **?*.
О)

( 6 . 1 6 )

Wartość dwuformy to n a  p o la ch  bazowych w ynosi:

co' E

2 ę ^ s

Formę sym plektyczną co£ można w yrazić  również przy pomocy
bazy d u a ln e j do bazy 2 .  .  iL . W  b a z ie  d u a ln e j forma <o_

«bxt j Б
przyjm uje p o s t a ć :

'<ъ <ъ_
чух 

Г(сГ

Г £ _  _û_ N _  _2___
U E W ,  5 ". 2ÇX3

V ’ÛKt 3 Ъ щ /
( 6 . 1 7 )

‘Ч ч .  5 Ъ ч , )

CO =  d x ^ dx2 d^ * d *Z
; E 2 ^  z S b

W ykorzystu jąc  warunek kwantowania:

! ( и, := N
eŁ К *  ES x  S

otrzymujemy zw ią zek :
ZTTmk N

( 6 . 1 8 )

( 6 . 1 9 )

(6.20)

A za tym ro zm a ito ść  keplerow ska b ę d z ie  kwantowalna wtedy i  

t y lk o  w tedy, gdy:
F « £ = -
L ł n

ZTT̂ m k* 
N1

Funkcje x ,y  są całkam i ruchu na r o z m a ito ś c i  Mg. R e l a c je  ko
m u ta c ji  6 .1 4  można z a p is a ć  w o g ó l n i e j s z e j  formie w p o s t a c i ;

K > * j } s - z ? Ł c j u \  1 * о ^ Ь °  b t ^ j M $ Ł ua  ( 6 - 22)
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Ze zwięzków 6 . 2 2  w yn ik a , że  x , y  s ta n o w ię  bazę a lg e b r y

L i e ' g o  grupy S U / 2 / x S U / 2 / .  Grupa ta  d z i a ł a  tr a n z y ty w n ie  na
2 2z w a r t e j  r o z m a i t o ś c i  M£ = S x S o r a z  j e j  d z i a ł a n i e  za ch o 

wuje formę sy m p le k ty c z n ę  tOg.
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Maria Lesocka

INVESTIGATION OF BOUND ANO SCATTERING STATES OF 

THE HYDROGEN ATOM BY GEOMETRIC AND GROUP-THEORETICAL

METHODS

Bound and s c a t t e r i n g  s t a t e s  o f  th e hydrogen atom are 

d e s c r ib e d  u s in g  L ie  a lg e b r a s  o f  groups 0 / 4 / ,  0 / 3 , 1 / ,  0 / 4 , 1 / .  

Comparison w ith  the r e s u l t s  o f  the g e o m e tr ic  q u a n t iz a t io n  

i s  madet

Марин Ляооцка

ИССЛЕДОВАНИЕ ДИСПЕРСНЫХ И СВЯЗНЫХ СОСТОЯНИЙ АТОМА ВОДОРОДА 
ПРИ ПОМОЩИ МЕТОДОВ ГЕОМЕГРИЧЕСКИ-ГРШЮВЫХ

В работе описаны связные состояния рассеяния для ато
ма водорода, полученные при помощи метода алгебры Ли для 
групп 0(4),  0 (4 , 1 ) ,  0 (3 , 1 ) .  Результаты сравниваются с со
ответствующими результатами, полученными при помощи метода 
"геометрического квантования".


