MARIA LASOCKA

Poréwnanie algebraicznej i geometrycznej
metody kwantowania dla oscylatora harmonicznego

WSTEP

Wiadomo, te zaréwno w mechanice klasycznej jak i kwan-
towej wystepuje grupy symetrii danego ukitadu dynamicznego.

Mechanika klasyczna: Przypusémy, ze znalezliSmy zbidr
niezaleznych statych ruchu F ... Fr# Kazda z tych sta-
tych moze zosta¢ uzyta do wygenerowania jednoparametrowej
podgrupy transformacji stycznos$ciowych ktére tworze grupe

wtedy, gdy spetniony jest nastepujecy warunek:
(F+,FJ= Ec»mF,

Wynika sted, ze problem znalezienia ciegtej grupy symetrii
redukuje sie do znalezienia statych ruchu speiniajecych po-
wyzszy warunek.

Mechanika kwantowa: Zgodnie z idee kwantowania klasy-
czne catki ruchu zastepujemy przez operatory hermitowskie,
oraz nawiasy Poissona zastepujemy przez komutatory. Zakta-
damy, ze: n

[Fk,U -1 f.CcT.F,
31

Spetnienie tego zatozenia przez operatory,bedece statymi ru-
chu, pociega zdefiniowanie w przestrzeni Hilberta grupy trans-
formacji. Z formalnego punktu widzenia skoniczone transforma-



cje grupy nozna traktowac¢ jako unitarne operatory dziataja-
ce w przestrzeni Hilberta.
n 015 ..40 p= expfICVi+XJi* —+Xgr)]
parametry grupy
N Fj~ - macierze generatorow w okres$lonej bazie /elementy
algebry Lie'go danej grupy/
Macierze tych operatorow stanowie unitarng reprezentacje
grupy ze stanami wilasnymi kazdego energetycznego poziomu
Jako baze przestrzeni Hilberta tej reprezentacji./Gdy gru-
pa jest zwarta, kazda reprezentacja unitarna jest w peini
redukowalna a Jej nieredukowalne podprzestrzenie se skon-
czonego wymiaru/. Wymiar kazdej reprezentacji nieredukowal-
nej daje nam stopien degeneracji poziomow.

Czes¢ |
OSCYLATOR HARMONICZNY n-WYMIAROWY | 3EGO GRUPA SYMETRII
SU(n) W REPREZENTAC3Il LICZBY OBSADZEN

Algebra Lie*go grupy SU(n)

Izotropowy oscylator harmoniczny n-wymiarowy Jest n-wy-
miarowym ukitadem dynamicznym z Hamiltonianem:
1-E T, @1
< i
> 1/t Ziz\ a2
gdzie t Ti* 2~m(>tm <jck
oraz spetnione se nastepujace reguty komutacji:

UupJdsi* SAW

Aby unikngé¢ niepotrzebnych statych wprowadzamy nastepujaca

(1.3)

zamiane zmiennych:
Ki* M-t @O
U (1.4)

(1.5)



1
p.. (mftu)l P. (i.6)
W nowych zmiennych Hamiltonien wyraza sie wzorem:

H-EI (1.7)
in

Operatory hermitowskle Pi oraz Q1 spetnlaje nastepujace
reguty komutacji i

d.8)

Aby znalez¢ baze algebry Lie'go grupy SU(n) wprowadzamy no-
we hermitowsko sprzezone operatory a*,a zwane odpowiednio
operatorami kreacji i anihllacji, zdefiniowane naetepujecoi

(1.9)
I k=V T ~k_ tPk)
Operatory te epetniaje naetepujece reguty komutacji:
[aV ~b S”™~aVhO.K~®™».O (110)
Operator Hamiltona zapisany przy pomocy operatoréow kreacji
i anihilacji wyraza sie nastepujecya wzorem:

It =1 (ald+i) (i.11)
kil £
Dowolny operator postaci aXa® komutuje z Hamiltonianem.

Tworzec liniowe kombinacje operatorow g’\a’\joraz ich her-
mitowskie sprzezenia, mozemy utworzyé n niezaleznych opera-
torow hermltowskich. Wynika sted,ze istnieje rézne zupeine
zbiory komutujecych obserwabli,ktorymi mozemy postuzy¢ sie
oplsujec dany uktad.

Wykazemy nizej, ze kombinacje liniowe operatoréw a*a3 two-
rze baze algebry Lle'go grupy SU(n). W tym celu wprowadzamy
operatory:

» L r + t 1 t\
PEx Ak vaad x@ilan g )



Operatory te nie s? hermitowskie bowiems

0] -,
natomiast kombinacje liniowe tych operatoréw typui
Y ;o m'n(n-0

se operatorami hermitowskimi.
Operatory 1.12 mozna zapisa¢ w postaci:

\'  =*Qka k* 1 (1.13)
¥ 1
Ak. atbQer k-L

Operatory te spetniaj? nastepujgce reguty komutacji:

n 4
amy = S A - S A (1.-14)

wyrazony przy pomocy operatoréw ,,
ostac : e =
b H 2 A-, T E (° X 4)
ki1 Wi (1,.15)
Operator : - K
OkO «- 4., (1,.16)

jest operatorem liczby obsadzen k-tegc* stanu.

Poniewaz operator Hamiltona H komutuje ze wszystkimi ope-

ratorami A, tworzymy operatory bezéladowe;
Noatapgsia (1.17)

ktére speitniaj? réwniez reguty komutacji (1.14).

Zbioér bezéladowych operatoréw (1.17), ewentualnie ich 1li-

niowych kombinacji tworzy baze algebry Lie'go grupy SU(n)

wymiaru n -1»

Reprezentacje nieredukowalne grupy SU(n) i ich bazy

Grupa SU(n) jest jednospd6jn? zwart? grup? Lie'go,a za
tym wszystkie nieredukowalne unitarne reprezentacje tej gru-
py maj? nastepujece witasnosci: C 1]

a) s? skonczenie wymiarowe,

b) dowolna unitarna reprezentacja moze by¢ roztozona

na sume prost? nieredukowalnych reprezentacji.
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c) Kazdy element grupy SU/n/ mozna zapisa¢é w postaci:
exp (i A)

A - element algebry Lie'go /hermitowska macierz bez$ladowa/
W zwiezku z powyzszymi witasnos$ciami, badanie unitarnych nie-
redukowalnych reprezentacji grupy Lie'go SU/n/ jest réwno-
wazne badaniu hermitowskich nieredukowalnych reprezentacji
algebry Lie'go grupy SU/n/. Nieredukowalne reprezentacje
algebry /ktorej elementy bazowe speiniaje reguty komutacji
1.14/ generuje nieredukowalne reprezentacje grupy SuU/n/.
Nie wszystkie nieredukowalne reprezentacje grupy SuU/n/ se
realizowane przez badany uktad. Realizowane se tylko repre-
zentacje symetryczne typu /N.O...O/.

Oezeli przez | 0> oznaczymy stan "prézni*" to reprezentacje
tozsamosciowe N=0 definiujemy nastepujeco:

ak]0> «= 0O
' (1.18)
AJO>:= 0O
Baze przestrzeni reprezentacji fundamentalnej N=1 stanowie
wektory:
> > lc.
{a>>} ¢ i (1.19)
okreslone nastepujeco:
a o> (1 .20)

Unormowane wektory bazowe przestrzeni reprezentacji niere-
dukowalnych przy N>1 /N- liczba catkowita dodatnia/ otrzy-

mujemy nastepujeco:

(a’)(a */..(Q*) Jo)»1nnN>—n> (1.21)
VVYV--YV

gdzie: i ¢ J2 ¢ ... 9n = N O.I =0,1,2

Wymiar nieredukowalnej reprezentacji dany Jest wzorem: [I]
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dim (N,0) > (1.22)
NKn-1)
Aby otrzymaé¢ znany zwiezek wyrazajecy wartosci

tora Hamiltona nalezy okres$li¢ dziatanie operatoréw af al

na wektory bazowe | .. .>n> Wykorzystujac zwiezek;

[a,(a])MN] = (nH)(at)n | (1.23)
Otrzymujemy;
aka | »V I[tv T)
(1.24)
aka 1v "0 * >
Z réwnosci 1.24 wynikal ze;
H=U(alak+1):
k1 n (1.25)

Hir"n> = ALV -1 >sZ(Vr)]01..0n>*(Nvil)]v .on>

i odpowiednie wartosci witasne energii Hamiltonianu 1.4 se

Wyraione wzorem:

Eu= (N* J)fiw

(1.26)
N=0,1,2,...

Czes$C 1l

NIEZWARTE FORMY ALGEBR GENERU3ACYCH PELNE WIDMO n-WYMIARO-

WEGO OSCYLATORA HARMONICZNEGO | ICH REPREZENTACSE

Uwagi dotyczgce konstrukcji niezwartych form danej

algebry
Wczesci | tej pracy opisana zostata alge-
bra Lie'go /loraz jej reprezentacje/ grupy SU/n/ sy-
metrii oscylatora harmonicznego. Nalezy zaznaczy¢,

ze grupa SU/n/ jest

2

grupe symetrii oscylatora harmonicz-

wilasne opera-



nego dla ustalonego poziomu energetycznego, a ze tym nie
odtwarza petnego widma energii /w ramach jednej niereduko-
walnej reprezentacji/. Aby otrzymaé petne widmo, nalezy
rozszerzy¢ zbadana algebre grupy SU/m/. Ogélne idee tworze-
nia niezwartych rozszerzen danej algebry symetrii badanego
uktadu mozna sformutowaé¢ w nastepujacy sposob/*8 , 9,107:

A. Niech S bedzie algebre grupy symetrii badanego ukta-
du zdefiniowana przez uktad réwnan;

[ , h] =0 uil,..., n C2.0

gdzie A ... An - generatory prostej lub potprostej alge-
bry symetrii rangi 1, H- operator energii badanego uktadu.
Z 2.1. wynika, ze operator energii H jest niezmiennikiem
tej algebry, a za tym winien by¢ funkcja operatoréw Casi-
mira 11... 1~ algebry S [1i]
Stany witasne nalezgce do réznych wartosci wiltasnych opera-
tora H stanowie wektory bazowe przestrzeni réznych niere-
dukowalnych reprezentacji algebry 8[ li],
B. Niech ... Bm bedzie zbiorem operatoréw o naste-
pujacych wtasnoséciach:
1. generatory A ... An, H, BN ... Brma tworze baze nie-
zwartej algebry Lie'go, ktére oznaczymy symbolem SG
S- jest maksymalna zwarte podalgebre algebry SG
3. Stany witasne operatora H tworze baze dla niereduko-
walnej reprezentacji algebry SG. Zakladamy roéwniez,
ze potrafimy znalez¢ reprezentacje algebry SG, kto-
ra Jest sume proste nieredukowalnych reprezentacji
podalgebry S, oraz kazda z nieredukowalnych repre-
zentacji podalgebry S jest zawarta w tej reprezen-
tacji algebry SG co najwyzej raz. Operatory { Bfl }
maje niezerowe elementy macierzowe miedzy roéznymi
reprezentacjami algebry S, dlatego okreslona w ten
sposO6b reprezentacja algebry SG odtwarza petne wid-
ma operatora energii uktadu.
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C. Niech eee Wg g > 1 bede niezmiennikami algebry
SG / wyrazaja 9ie one przez operatory { B~oraz operator
energii H. Zgodnie z lemmatem Schura dla kazdej ustalonej
reprezentacji SG operatory se c-ticzbami.

Rownania :

" 22

okresSlaje zalezno$¢ operatora energii H od generatoréw

Al***An,B1***Bm oraz stanowi? podstawowe zaleznos$¢ funkcyjne
dla dynamicznych rozwigzan problemu.

Niezwarte rozszerzenia algebry symetrii grupy SU/n/

oscylatora harmonicznego

W przypadku oscylatora harmonicznego chcemy znalez¢ take
algebre, ktéra zawiera SU/n/ jako maksymalng zwarte podal-
gebre, oraz istnieje jej reprezentacja bedaca sumg prostg
reprezentacji SU/n/, bazujgcg na przestrzeni rozpietej przez
wszystkie wektory postaci (1.21).

3ak wykazano w pracy/"l12j istniejg dwie takie algebry,
w ktére mozemy zanurzy¢ algebre grupy SU/n/, aby otrzyma¢
petne widmo oscylatora harmonicznego. Oedne z nich jest al-
gebra Sp/nR/ generowana przez operatory 1.12 oraz operatory;

AV H Gkxgj] >a>rH an=~r 41 ’°} (2,3)

[ j'- oznacza antykomutator. Reguty komutacji, ktére spetnia
uktad operatoréw (1.12) oraz (2.3) sa nastepujace:

v
[Aj, AJ - SAjt*S A4

a0 Armn cm.n ~"nm n n N
t quo‘J~ Aw+SI_AK
94 ndks$l11l m



[A, ,Acj] 1 My

[0~ HOTY-

Uwaga: Wdefinicji 1.9 wskazniki dolne i gérne nie maje cha-
rakteru tensorowego
Biliniowy operator Casimira algebry Sp/nR/ mozna wyra-

zi¢ w nastepujecej formie ClzlJi

Qi Bz+r +H A° A} (2.5)
Warto$¢ operatora Q2 jest ustalona i w przypadku gdy repre-
zentacja algebry Sp/nR/ jest sume proste symetrycznych re-

prezentacji SU/n/ wynosi: [1Z2J "

n"2= "1 (n*j) (2.6)

Operator B2 jest biliniowym operatorem Casimira dla grupy
SU/n/. Warto$¢ operatora Casimira B2 dla symetrycznej re-
prezentacji /N ,0,...0/ grupy SU/n/ wynosi /patrz dodatek 1/

Br= N(n+) (2.7)
Reprezentacje 2.1 nalezece do okreslonego stanu otrzymuje-
my ktadec kolejno N* 0,1,2... /IN= t On/
Antykomutator zawarty we wzorze 2.5 wynosi:

28

Podstawiajec 2.8 do 2.5 otrzymujemy:

tf-Ccrfct*(H)] (2.9)

Wstawiajec warto$s¢ B2 do 2.9 obliczamy:

(2.10)

1.2
H «(N*5)
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Otrzymany wynik Jest Ildentyczny z wynikiem 1.26. Aby wyczer-
pa¢ wszystkie reprezentacje oscylatora harmonicznego nalezy
wzie¢ dwie nieskonczone nieredukowalne reprezentacje grupy
Sp/nR/. Pierwsze Jest sume proete wszystkich symetrycznych
reprezentacji algebry SU/n/ z wartosciami N= 0,2,4... druga
z wartos$ciami 1,3,5,

Czesé¢ Z1l1
OSCYLATOR HARMONICZNY TROJWYMIAROWY, BAZA KRCTOWA

W dwoéch poprzednich rozdziatach opisany zostat model al-
gebraiczny n-wymiarowego izotropowego oscylatora harmonicz-
nego w reprezentacji liczby obsadzen, W wyniku rozszerzenia
niezwartego algebry symetrii grupy SU/n/ zostato odtworzone
petne widmo energetyczne oscylatora harmonicznego w ramach
reprezentacji niezwartej grupy 9p/nR/. W tym rozdziale zo-
stanie opisane Jedna z mozliwos$ci praktycznego zastosowania
ekonetruowanego modelu algebraicznego. W tym celu zostanie
ekonetruowany taki operator, /zbudowany z operatoréow krea-
cji i anihilacji/, dzieki ktéremu mozna odtworzy¢ dowolny
stan energetyczny oscylatora harmonicznego ze stanu "prézni",
bedecego podstawowym stanem oscylatora. Przy pomocy tego
operatora mozna rowniez obliczy¢ prawdopodobienstwa przejsé

z jednego poziomu energetycznego na drugi.

.m
Konstrukcja operatora X.ntprzeprowadzajgcego stan "proz-

ni" w dowolny stan oscylatora, okres$lony liczbami kwantowy-
mi n,1,m

Zgodnie z rozwazeniami zawartymi w pierwszej cze$ci pra-

cy, dowolny unormowany stan tréjwymiarowego oscylatora har-

%



monicznego w reprezentacji liczby obsadzen otrzymujemy dzia-

tajac operatorem postacit
i
-I-I-(a!)"
Qn o n = Irij=0,1)2,... Ls”™j2.)... (3.1 )
KM rMm il4d VAT
na stan "prozni” /stan podstawowy/ oznaczony symbolem

0,0,0 . Wwyniku dziatania operatora 3.1 na stan "préz-

ni" otrzymujemy stan:

Ird,Nr,N3'> =~niSnt)ns |0,0,0> (3.2 )
Aby moéc opisaé oscylator harmoniczny w reprezentacji mo-
mentu pedu wprowadzamy operatory "bazy sferycznej" zdefi-
niowane nastepujaco:

ai-l = "LQI) i °«sQi (3.3 )

Reguta okreslajgca operator srzezony po hermitowsku dana
jest nastepujacym wzorem:

a*=H f(aT) ju=t1, (3.4)

Operatory 3.3 oraz 3.4 spetniajg nastepujace reguty komu-

tacji :
.0
[V cyl-c-ilsr,T. , sr,r.{;p:jj;
(3.5)
[oyi 1%0
[<V a~']l*0
W bazie tej Hamiltonian jest wyrazony wzorem:
1H-ZT H)Ma* a + | (3.6)
i r r o z
oraz speitnione sa nastepujace reguty komutacji:
*[H,cy] =cy (3.7)
[H, a"] =-cy
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Niech LO oznacza skitadowa

na wykazaé¢, ze stuszne se rowniez nastepujace reguty komu-

z" operatora momentu pedu. Moz-

tacji:
[ Lo~ Qia] cy
(3.8)
[ la”™] = a”n
Z regut komutacji 3.7. i 3.8. wynika, Ze operatory a”kreu-

je 1lkwant energii oraz |A-kwantéw rzutu momentu pedu, na-
tomiast operatory a” anihiluje jeden kwant energii i kre-
uje jj- kwantow rzutu momentu pedu. Z wtlasnos$ci operatorow
tensorowych pierwszego rzedu [ilJ wynika, Zze dziatajec o-
peratorami a” ewentualnie ap, na stan okre$lony liczbami
kwantowymi | n,I,m > otrzymujemy kombinacje liniowe standéw
In',1-1, o +|x> gdzie n*= n-1 ewentualnie n* « n ¢ 1 odpo-
wiednio. Korzystajagc z twierdzenia Eckarta, - Wignera oraz
z wtasnos$ci wspoéitczynnikéw Clebscha-Gordona stan o okres$lo-
nej liczbie kwantowej n, otrzymujemy w wyniku operaciji,
ktérg mozemy zapisa¢ nastepujaco ;

1, m>=NAC dm' @ li>>  (39)

. AL
in -u W n:lE mL InjLnn>  (3:10)
e~ m /j-
gdzie: m'«m + u ., |l *el T 1JNi» SS statymi norma-

lizacyjnymi wyrazonymi nastepujgco ~147!

" 2211 U (3.11)
W 1ln-uzH
1
21+1 12

NN r_ rms N r (3.12)
,e= Uin)cn-L) t(n+-UV) -

Nalezy zaznaczy¢, ze energetyczne liczba kwantowa n jest

zwigzana z “gtéwnag liczba kwantowg” nastepujgco:

98



n»2n +1-2 ;o onN=E»i2.,..0  n-0]. ..

Okreslone wektory stanu In,Iim>maja postac:
IniLjm>= Rnl(r) Y~ACr)

gdzie radialne funkcje sa numerowane liczbg kwantowg n.

Oczywiscie (n-1) jest zawsze liczbg parzystg nieujemna.
Dziatanie operatorow 3.9 oraz 3.10 na poszczegoélne stany,
mozna zobrazowac¢ graficznie /rys.l/.

Rysunek 1 przedstawia wykres standw oscylatora harmo-
nicznego. Kazdy punkt zaznaczony na wykresie reprezentuje
(2t*1) stanow oscylatora harmonicznego. Wektor OP zazna-
czony na wykresie linig przerywana nie jest mozliwg ope-
racjg /tzn. przejécxa ze stanu "prézni" do stanu okreslo-
nego liczbami kwantowymi In,I,m > nie mozna otrzymac¢ bezpo-
Srednio, najkrotszag drogg przy pomocy operatorow postaci
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3.9i3.10/ lecz moze zosta¢ zastapiony przez kilka kolej-
nych operacji zaznaczonych linig ciggtg. Na wykresie poka-
zano rowniez jak dziatajg operatory 3.9, 3.10 na stan o
okreslonych liczbach kwantowych n,I.

Aby moéc skonstruowaé¢ dowolny stan |n,I,m> ze stanu podsta
wowego | 0,0,0 > musimy znalez¢ operator analogiczny do ope
ratora 3.1.

W interpretacji graficznej /rys.l/ odpowiada on przejsciu
z poczatku naszego wykresu do punktu P/ Oes$li szukany ope-
rator oznaczymy symbolem A.nlto formalnie mozemy zapisac:

[n,I,m>= lo,0,0, > (3.13)

Poniewaz wiadomo, ze operator X nlmusi by¢ tensorem sferycz
nym rzedu 1 z rzutem m, oraz jednorodnym wielomianem skta-
dowych operatora tensorowego a* rzedu pierwszego, powi-
nien mie¢ nastepujgcg postac:

(3.14)

gdzie Jest statg normalizacyjnag.

Nalezy zaznaczy¢, ze <xCn °* (o +cil)> gdzie 20=n-l, oraz

jest operatorem sferycznym skalarnym /patrz np.Al7/. Po-

prawnos$¢ postaci 3.14 operatora X nlstaje sie oczywista,

jesli operacje 3.9 stosuje sie kolejno od stanu n=0, 1«0,

m=0, do stanu okres$lonego liczbami kwantowymi |n,I,m>
Witasnos$ci operatora X*

Z definicji operatora ~(nlwynikajze:

<n] 5nin1,m>=<0™+X™ 10>=1 <3N5)

Operator ["ﬁ“’wyraiony nastepujgco: nl

(3.16)
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gdzie: Qn-l :(ﬂQiﬂi)

jest operatorem, ktory anihiluje n jednostek energii, 1l-jed-

nostek orbitalnego momentu pedu, oraz m jednostek rzutu mo-

mentu pedu, W wyzej okreslonym sensie /poprzez okres$lenie

witasnoséci operatora/ wektor 10,0,0 > jest wektorem wiasnym
nl Nr* Je9° warto$é wiasna jest réwna 1. W tym

ograniczonym sensie, mozna zapisac:

mv - m
(3.17)
no, o
oraz: . o 3.18
K j"'"-C C | ( )
Formalnie operator, ktéry teczy dwa dowolne punktylne,1 *,
m*> i in,I,m> w diagramie /rys.l/ jest roéwny:
r m+ y T%* (3.19)
'ni,n4t " 4 i . A n4.

Poniewaz operatory X oraz X + nie komutuje, nie jest mozli-
we wyrazenie operatorafw prostszej postaci. Aby wyrazi¢ ele-
menty macierzowe dowolnego operatora w postaci “Srednich
préozniowych" wykorzystujemy nastepujecy zwiezek:

<ni,Ln mi1]0|ni,Lz,mt>=<o000|XmtO 'x 1 |000> (3.20)
na-. >W X
Wyniki tego rozdziatu zostane zastosowane do obliczenia
elementow macierzowych przejs¢ dipolowych.

Czesc¢ 1V

PRZYKLAD OBLICZANIA ELEMENTOW MACIERZOWYCH PRZEOSC
DIPOLOWYCH

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo przejs¢ dipolowych dla
tréjwymiarowego oscylatora harmonicznego musimy znalezé ele-

menty macierzowe typu:

(n ] mIk.]n,I,m> ui1,1,3 (4.1
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wykorzystujgc skonstruowany w poprzednim rozdziale operator,
Prawdopodobienstwo przejscia dipolowego na jednostke
czasu wyrazi sie wzorems

pdme i, m- ? i AU.2)
Celem uproszczenia obliczen wprowadzamy operatory zdefi-

niowane nastepujgco:

-r (4.3)

K-U Jr)
Korzystajgc z twierdzenia Eckarta-Wignera mozemy napisa¢ na-
stepujaca roéownosc:

<n)Im, | xpintlm>= N o 1q)<n LO IxMMn(0) (4.4)

Korzystajgc z definicji 3.14 operatora *Xnl oraz zwigzku
3.20 otrzymujemy nastepujgcag posta¢ szukanego elementu ma-
cierzowego :

r?' HAGG _j v (trTmH/J-IVm%
<m,l,7lynlrt> . w X n ;
(4.5)
<o |Krit,Caa)™" Knl@Q YV)lo>
State oraz K” obliczamy z warunku unormowania sta-
now. Aby porownaé¢ wyniki metodg opisang w rozdziale 111 z

wynikami/ ktére otrzymujemy w mechanice kwantowej wykorzystu-
jac posta¢ funkcji falowej otrzymanej w wyniku rozwigzania

rownania Schrodingera we wspoétrzednych sferycznych:
1t L
Y =CrLe 1 F(-nfil+] (4.6)

gdzie: C- stata normalizacyjna

F- konfluentna funkcja hipergeoraetryczna
oraz 2nr ¢ 1 = n, obliczamy elementy macierzowe przejs¢ di-
polowych. Korzystamy z ogélnego wzoru na element macierzowy
fl9j;



r(ryi) rcn>1)

<’ PIexIng> = onone avnyrenta-totyd VT
) ru+6u)
T. 61(Nr6)KN'r-6XX 60-nDIC6M'-N;M (4.7)
gdzie: np=2 BNr= z My E(N_1+X))  j(H - +)
t*~C I+ 1H+X4) nr>6>nr-v.

z regutami wyboru okreslonymi nastepujqc%: }ﬂyr’\.6’\.l‘lyr-3|
UX4l141->. jn+X4n 4n-x

W przypadku szczegélnym X» 1 , ktory wystepuje w tej pracy
wzOr przyjmuje postac:

<nngnjrln,1>* <r»>Hll-1Irinll>sVj(n-U2)

i<.n-1jUllrl n,I> ="\/f (A-L) ' <n-1,I-1Irlnil > = V 7
i
Aby otrzymac¢ petne wyrazenie konieczne do obliczenia ele-

mentéw macierzowych przejs¢ dipolowych, nalezy réwniez obli-
czy¢ elementy macierzowe typu:

<L,3m, JcosQ]I-,m)> =\ f ~ ILm > (4.9)

Po wykonaniu koniecznych obliczen otrzymujemy nastepujece
posta¢ wzoréow na elementy macierzowe przejsé¢ dipolowych

<n+1UUN,T|rwe9|njr>=Y i i1 3) VQZLH)UuTy’\
<n-1,UI3m |rcobQIn~m) (4.10)

P<n*L Himlrco»0|nltm>-ViCn-UZ)

<n-1)L-LimlrcosQ[niL,m>=\*(rui7o V ummx2uT/
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W tabeli 1 podane zostaty obliczenia przej$s¢ dipolowych dla
oscylatora harmonicznego obiema metodami 3.20, 4.10, Wyniki
obu metod ae identyczne.

Wartoé¢ elementu

Rodzaj przejscia macierzowego
1
VT
1
422,115011,11> Sz
1
<1,1,0 1x0[0,0,0 >
Nz
0 ,111x,]2.2,0 !
) ) 1 H i) W
V?
0,101 200>
1010l VTVT
<4,2,1\ b,11> i
,2,1\xQ|b,1, ' V2 V5

Tabela 1
Czes$¢ \%

Oedne z najnowszych metod, ktéra pozwala badaé¢ oraz
opisywac¢ uktady dynamiczne jest metoda geometrycznego kwan-
towania £16 ,  177. Wyniki stosowania tej metody do n-wy-
miarowego oscylatora harmonicznego se takie same jak przy
pomocy metod algebraicznych. Ze wzgledu na duze zaintereso-
wanie zastosowaniem metod geometrycznych w fizyce, celowym

wydaje sie opis tej procedury.
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UWAGI OGOLNE

Przez geometryczne kwantowanie rozumiemy takg procedury
ktéra pozwala uzyska¢ opis kwantowy badanego uktadu dyna-
micznego, majac za punkt wyjscia klasyczny ukiad dynamicz-
ny opisywany w przestrzeni fazowej. Inaczej, startujgc z
przestrzeni fazowej klasycznego ukiadu mechanicznego moz-
na skonstruowac¢ przestrzen Hilberta, ktora stanowi zbidr
stanéw odpowiadajgcych kwantowo-mechanicznemu opisowi ukta-
du. Przestrzenig fazowa skonczenie wymiarowego klasycznego
uktadu Hamiltonowskiego nazywamy COO- rozmaitos¢ réznicz-
kowalng X wraz z zadang nieosobliwg dwuforma o spetniajgca
warunek s

dco =° (5.1)
Aby méc zastosowaé metode geometrycznego kwantowania, musi-
my wybraé¢ polaryzacje F formy symplektycznej to . Przez pola-
ryzacje rozumiemy zespolong inwolutywng dystrybucje na roz-
szerzeniu zespolonym przestrzeni fazowej Xldim X «Zn~ktéra
jest maksymalnie izotropowa. Przez zespolonag dystrybucje
na przestrzeni fazowej X rozumiemy odwzorowanie rézniczko-
walne :

3

ktére przyporzadkowywuje kazdemu punktowi x»X podprzestrzen

przestrzeni stycznej w punkcie x po dokonaniu kompleksy-
fikacji przestrzeni stycznej. Mowimy, ze polaryzacja F jest
inwolutywna,jesli jest zamknieta wzgledem operacji nawiaséw

Lie'go na polach wektorowych nalezgcych do dystrybucji.

AeF ; [X,Y]cF

tzn.

Polaryzacja F jest maksymalnie izotropowa,jesli:
cof FRJ -0 (5.2)
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oraz jej kazda podprzestrzen F* ma zespolony wymiar n,

n * ~ dim X. Kwantowanie pozwala otrzymaé¢ przestrzen Hil-
berta HF. ktére mozemy nazwa¢ F-reprezentacje funkcji falo-
wej .

definicja: Klasyczne zmienne ~eC”X) nazywamy kwantowalny-
mi, jesli pola wektorowe zdefiniowane przez:

(5.3)

dla wszystkich po6l wektorowych na X sa zupeine.
Polaryzacja F, ktéra zawiera pole wektorowe "bedzie okres-
la¢ przestrzen HF, w ktorej operator ~ dziata jako operator
mnozenia przez funkcjel. Wtedy przestrzen Hilberta H okre
sla F-reprezentacje, ktéore mozna rozumie¢ jako uogélnienie
reprezentacji potozeniowej lub pedowej znanych w mechanice
kwantowej. Des$li chcemy zastosowa¢ metode geometrycznego
kwantowania do dowolnego ukiadu dynamicznego, stertujemy z
klasycznej przestrzeni fazowej, ktdra jest rozmaitoscig sym
plektyczne (X,co) oraz dla ktorej symplektyczna formacojest
doktadna tzn:

co =rd0 (5.4)
Aby wybraé¢ polaryzacje F, oznaczamy przez D i E rozwiéknie-
nia przestrzeni fazowej X, ktore se styczne w kazdym punk-
cie xfc X do X. Widkna oraz E”™ definiujemy nastepuja-

co : _
D,-(Fsn F>T x

r r C T (5.5)

gdzie: T- przestrzen rzeczywista styczna do rozmaitosci X.
Kreska w oznaczeniu fx oznacza zespolone sprzezenie

w kompleksy fikacéji t£.

Zaktadamy, ze O ma staty wymiar k, oraz ze E jest catkowal-
na /jako dystrybucja/. Niech Ex oznacza witokno E przechodze
ce przez punkt xi X. Wtedy O daje rozwitdknienie (2n-k) wy-
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miarowego wiokna E” i (2n-2k) -wymiarowa przestrzen warstw
"‘#\ wprowadza zespolong strukture, w ktorej holomorficzne
kierunki sa rzutowaniem F wzgledem odwzorowania X-» ‘/ q.
/patrz dodatek 2/.

W terminach lokalnych, zespolonych, analitycznych wspotrzed-
nych 2¢+... Hn_”, holomorficzna (n-k) forma na E/ Q jest wy-
razona w postaci:

AW di' . dln-t (5.6)

gdzie: h(2)-holomorficzna funkcja
Funkcja falowa w F-reprezentacji bedzie miata ogélne postac:
1 i
T(~T cp)l (5.7)
gdzie T jest rozwigzaniem ukiadu rownan rézniczkowych, czgst-
kowych pierwszego rzedu, ktére mozna zapisa¢ nastepujaco:
/patrz dodatek 3/:

ST +2/14Z2.Q,~>T =0 lep (5.8)

za$ indukuje (n-k)-forme na kazdej zespolonej rozmaitosci

Ey a ji. indukuje k-forme na k-wymiarowej rozmaitoséci /E.

Wybor polaryzaci . dl a oscyla-
tora harmonicznego

Przestrzenn fazowg oscylatora harmonicznego stanowi zbidr:

'».={tP>(P feR 5 p,cr€ R (p,c”)*0j (5.9)
z zadang forma symplektyczng postaci:

w-h1l53 dprndaj (5.10)

J1

gdzie stata h wybieramy w ten sposob, by to byto bezwymiarowe,
jesli p i g majg wymiary pedu i potozenia odpowiednio.
Klasyczng funkcjg energii jest Hamiltonian wyrazony nastepuja-
co:
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x

1 2 n
2m (5.11)

i odpowiednie pole wektorowe generowane przez klasyczne ru-
chy wyraza sie wzorem:
P1'6 N
(5.12)
Aby otrzymaé reprezentacje energii H , musimy wybraé¢ pola-
ryzacje F, ktora zawiera §H. Wtedy dla kazdego pola wekto-
rowego zgodnie z definicje 5.2, oraz 5.3 zachodzi:

f (5.13)

Polaryzacja F jest za tym styczna do powierzchni statej
energii. Ola oscylatora harmonicznego powierzchnia statej
energii jest (2n-l)-wyraiarowe sfere:

Z i r
p+m3cy =2mt (5.14)
ktére mozna zapisa¢ w bardziej odpowiedniej formie:

2 i
ur=2me (5.15)

wprowadzajec zespolone wspotrzedne:

ij‘p-_ im (5.16)

oraz definiujec:

z " 21
Ul- 12 u-i
i) (5.17)
Klasyczne ruchy mozemy wyrazi¢ nastepujeco:
lot i
*j(U = e Zj(°> H >~ >n!
|
Mozemy odwzorowaé¢ powierzchnie energii w zespolone ptaszt tyz-
ne rzutowe Pn_“(C) przez odwzorowanie:

(5.18)
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gdzie [z] oznacza zbiér wszystkich niezerowych zespolonych
skalarnych wielokrotnosci zmiennych z. Kazda klasyczna or-
bita, odwzorowywuje sie w ten sposob w punkt potozony na
ptaszczyznie PN1_10C). Symplektyczna formacojest niezmienni-
cza wzdtuz klasycznych orbit i jej ograniczenie do powierz-
chni statej energii indukuje symplektyczne forme cof na Pn_1(.0.
W podzbiorze:

(ubP"coO; (5.19)

mozemy przyjeé¢ nowe wspoOirzedne:

Z: 'Eﬁ (5.20)
W nowych wspoétrzednych indukowana forma wyrazi sie wzo-
rem: ni
. tE £ dZj-odzj (5.21)
(1+iz,i +=4iZZ7)L
Zespolona dystrybucje F musi spetnia¢ warunek:
JCF,FJCF
co pociega za sobe spetnienie warunku:
[$..FlcF <5-22>

Zespolone dystrybucje F mozna rzutowa¢ do zespolonej dys-

trybucji Fe na Pn_1 (C), ktora speinia warunek:
we (fejFe) =0 (5.23)
Polaryzacja Fc jest polaryzacje (2n-2) wymiarowej symplek-

tycznej rozmaitosci Pn~ (C) z symplektyczne forme uig.
Z 5.21 wynika, ze oczywistym wyborem dla polaryzacji Fg jest:



co odpowiada wykorzystaniu zespolonej struktury Pn 1 (C ).

Polaryzacja F generowana jest przez pola wektorowe:

sr { © ~i_a
% - Zq4i 42 br:"' 4 bb:!
i J J
! (5.25)
% Comr -zk;éln ) i» 1 i k4dn
Kwantowanie oscylatora
UstaliliSsmy odwzorowania:
Zn-1 +
X— s »R (iti >>*>) (5.26)
oraz:
Zn-1 In-1
T: S — P (C); (5.27)

Odwzorowania te okres$lajg rozwitdknienie z widknem S1 odpo-
wiadajacym klasycznej orbicie. Mozemy za tym rozpatrywacd
sfere S2n_1 jako:

S*1»U1(Uj) ; u. =(uiftP*CO; *+0)

W kazdym podzbiorze przyjmujemy nastepujace wspoOtrzedne:
<»exn>

gdzie: Z™» gj~ i oznacza, ze Z”~ zostato opuszczone.

Uwzgledniajgc tak okreslone rozwitdoknienie, podzbiory zde-

finiowane nastepujaco:

V, :a(M X, z*0} (5.29)

tworzg atlas rozmaitosci rézniczkowalnej X ze wspo6irzednymi
postaci :

| n't
(e"¥, Zj...Zj ...£j,.).S'>r.R"

110



gdzie :
* || _Lot; li. .7 el
r* 1z 121 3 N4 2;

Wybrana polaryzacja F /okres$lona wzorem 5.25/ jest taka, ze
klasyczne orbity S* sg widknami D, za$ powierzchnie statej
energii sa wiloknami E. Zespolonag rozmaito$¢ rozwidkniong ze
wzgledu na 0 mozna zapisa¢ jako:

gdzie n sg utozsamiane z okreslong ptaszczyzng rzutowa

P +(C) ze zwykig strukture zespolong, oraz [/ E Jest utoz-
samiana z R+.

Reprezentacija funkciji falowe

Rozwazymy funkcje falowe reprezentacji F. Wiemy, ze dwufor-

ma zewnetrzna ca ma posta¢ 5.10:

ico- ph'z dp ./"j

Po wprowadzeniu zespolonych wspétrzednych 2~ dwuforma coprzyj

mie postac : n
@ . . .
-sbhi ¢ di; ndii - de (5.32)
gdzie : ]
= ? i i
0 =2mv?h Z/ zjdHj (5.33)
i/i
Aby moéc rozwigza¢ rownanie 5.6 obliczamy wartos$¢:
<0 > = <15d,=-p r ™~ -r M~y -n (5.34,
oraz:
(5.35)

<M u> N > -°



Réwnania 5.8 przyjmuje postaci

z
’l&—‘r_ 2anh-|1_ =0
(5.36)
iT-0

4

Réwnania 5.36 rozpatrywane w otoczeniu wspotrzednosciowym
Vn(5.29) ze wspotrzednymi (t ,2”, Sn_r,r) gdzie$ tnBt* 2j=

=Z~nprzyjmuje postac;

bT v It (5.37a)
AN LVZm 1
'cfT + 2 T -0 (5.37b)
n 2l-z/ imoh

Formalnie szukamy rozwiezania postaci:

M5t . .
T= e.I uv (5.38)

gdzie: M-stata,ktére nalezy okreslic
u..v -dystrybucje na-c/1”1 oraz R+ odpowiednio.
Podstawiajec 5.38 do rownania 5.37a otrzymujemy réwnanie:

0 1+ZS3K>V-° (5-39)
2 roéwnania tego wynika, ze M jest ujemne dla niezerowych
rozwiezad, oraz jest proporcjonalne do funkcji Diraca
S(r - \/ -ZmviSM 1 ) . Podstawiajec 5.38 do réwnania 5.37b

oraz uzywajec rownania 5.39 otrzymujemy rownanie postaci:

M.
- 0 (5.40)
br,~ 2 \&Al Y
Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja postaci [17]
u*f(2)]z M (5.41)

gdzie:-f (Z) jest holomorficzng funkcjg 2z * (Zz~.. 2n_1).
f.atwo sie przekonaé¢, ze (n-1)- forma na rozmaitosci X, ktora
indukuje holomorficzng forme na kazdej zespolonej rozmaitosci
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E/0 bedzie dana w otoczeniu wspéirzednosciowym Un wzorem:
3= hCzjodz, *dz.n ---ndZnnl, (5.42)

gdzie : h-holomorficzna funkcja w Z i klasy C°* wr. Linio-
wa forma na X, ktéra indukuje liniowe forme na X E bedzie
miata postac:

j~L= m (r)dr

gdzie: m(r) jest funkcje klasy C°°.
Funkcja falowa w reprezentacji F ograniczona do otoczenia
Un bedzie miata zatem posta¢:

cam

e {(Z)|Z|MS(r-V-2.mM")(dZ]n-..ndZdl(dr)i (5.43)

gdzie: M~,0 oraz f jest funkcje holomorficzne.
Ograniczajec sie do przypadku n > 1 mozna wykazaé/*177, ze
Y rozszerza sie do funkcji na catej rozmaitosci X wtedy i
tylko wtedy, gdy* ! , nx
g I s ME in A1) (5.44)
gdzie: N”O i catkowite oraz f jest wielomianem stopnia co
najwyzej N.
Funkcja falowa w F-reprezentacji przyjmuje wtedy postac:
AQUNN) +
\% e {Cc w1 S(r-VZmNe (N*S)> (5.45)

x(dZ,... dZn,) (dr)l

Aby skwantowaé¢ funkcje » feC°(.X) musimy przemnozy¢ przez 2TcT
infinitezymalny generator dziatania pola wektorowego na
funkcje falowe.w szczegdlnoséci dla funkcji H oraz czasu t me-

my zwiezek:
% »eh!

Aby skwantowaé¢ funkcje H, nalezy zgodnie z opisanym wyzej

sposobem wziec :

113



! -1b

ZTTi bt =LFfIMNF

Otrzymujemy wtedy znane z mechaniki kwantowej réwnanie
Schrodingera. Opisang ogé6lnie procedure kwantowania mozna
zastosowacé¢ do przypadku, gdy Hamiltonian dany jest wzorem:

H-SSP* |
oraz dla funkcji falowej danej wzorem 5,45,
Otrzymujemy wtedy:

:’\'CN’r-y)YN (546)

=ZmCV2Arn~"CN~V) TN =
oraz

(5.47)
Z réwnania 5.46 oraz 5.47 wynika, iey”~ jest stanem wilasnym
operatora H do energii (N + ™ )i v.
Liczba liniowo niezaleznych stanéw wtasnych jest roéwna licz-
bie liniowo niezaleznych wielomianéw w (n-1) zmiennych stop-
nia co najwyzej N, to znaczy jest rowna:

fnvN-1\ _ n(nnV«-(ru-N-1"):

V N Hi (5.48)

3ak widzimy otrzymane wyniki sg identyczne z wynikami,
ktéore zostaty otrzymane metodami czysto algebraicznymi z
wyjatkiem przypadku n=1. Wyjasnienie tego przypadku wymaga
wprowadzenia dodatkowej struktury na przestrzeni fazowej X
£ia7 , wieze sie to z niejednospdéjnoscie 2-wymiarowej prze-
strzeni fazowej P*= f(P,q)-(00)}/ przy czym koniecznos$¢ wy-
tgczenia punktu (0,0) wigze sie z wprowadzong tu metoda rzu-
towania na przestrzen rzutowag Pri"i (C ).

Wykorzystanie metod czysto algebraicznych do badania os-
cylatora harmonicznego polegato na badaniu algebry Lie'go
grupy dynamicznej i badanego ukitadu dynamicznego. Elementa-
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mi algebry byly operatory kreacji i anihilacji bedece kom-
binacjami liniowymi operatoréow wspotrzednej i pedu. W me-
todzie geometrycznej, operowaliSmy wspotrzednymi zespolo-
nymi, ktére formalnie mozna traktowaé¢ jako odpowiedniki
operatoréw kreacji i anihilacji. Wspoéirzedne te okreslone
zostaty na przestrzeni fazowej oraz wykorzystane zostaty
do konstrukcji pol wektorowych”™ na ktérych rozpieta zosta-
ta polaryzacja, polegajeca na wyborze przestrzeni wektoro-
wej z ktérej nastepnie konstruujemy przestrzen Hilberta.
Oak widzimy/ istnieje pewien zwiezek miedzy dwoma pozornie
réznymi metodami opisu tego samego problemu. Istotna rézni-
ca polega na tym, ze w metodzie geometrycznej punktem wyj-
§cia jest ukiad opisywany w przestrzeni fazowej /a wiec
uktad klasyczny/, ktéry nastepnie zostaje skwantowany.

Przypis |

Obliczenie operatora Casimira B2

N
Wiemy ze. Ca,) UO-0

oraz:

Wartosci wtasne operatora B2 obliczamy w nastepujecy spo-

séb :
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czyli:
Br* N(Nvn-1)- | N(N=*n)

Przypis I

Aby znalez& wymiary widkien E’\iEX/ zdefiniov/anych: nastepu-

jaco :
Dx=tFXnFx)nTX ExX=CF%uUFx)nTx ; dimDx=Kk

wybieramy wektory bazowe przestrzeni F

rn noo-i
N e e en]

gdzie :

el=a. +vii
Przestrzen F~ zgodnie z jej okres$leniem bedzie rozpieta
przez wektory bazowe postaci £ £ £ 4
gdzie : > =a +i.b ecne. =a.L

reF
Przy takim wyborze wektorow bazowych kazdy wektor' X,0raz
FA mozna zapisa¢ nastepujaco :

. a. A 7
=Zi&i+...+z"en ; r*<¢

Jin nn
. * C
9= $ eNn*** +.$ e" i X
Zgodnie z definicje przestrzeni jest ona napieta przez

wektory [ a”., ,ak”™ oraz kazdy wektor ht Fxn F* mozna zapisac
w postaci?

K I
h*rAa,,V...V ak « [ £C
Natomiast wektor <t CFx O Fx) nT,.ma postac¢ :

W
I< = xla.,* eee + X QwW X £R 1

Z powyzszego rozumowania wynika, ze przestrzenie F~ oraz
FxXx maje nastepujgce bazy:
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Fx - [a4..ak, eld ... ej

Bx- [d4... ak, eld. .. ej

A za tym suma mnogosciowa F~U F* ma baze postaci:
CCL" a, ’e’va sss &niekff eee e j
Wymiar przesérzeni Fu F_jest rowny (2n-k), zas$ wymiar

przestrzeni jest rowny 2(n-k).

Przypi 8 11l

Aby wyjasni¢ posta¢ 5.7 funkcji falowej w F- reprezentacji
nalezy wprowadzi¢ pojecie pot-formy, ktore Jest ScisSle zwie
zane z pojeciem metaliniowych struktur. Wiadomo, ze grupa
fundamentalna grupy GL (nC ) jest nieskonczenie cykliczna

oraz istnieje jednospo6jne podwédjne nakrycie grupy GL(n,C )
$ : MLCn, C) — GL(n,C)

Grupa ML(nC ) jest nazwana grupe metaliniowe. Oedro odwzoro
wania 8§ jest izomorficzne z addytywne grupe liczb catkowi-
tych modulo 2, ktére oznaczamy Z?.

Odwzorowanie: N, Zz— ML(n> C)
jest monomorfizmem, dla ktérego zachodzi nastepujecy zwie-
7 k! k(Zz2)-k&kr5

NiechsT :BF-* X oznacza wiezke liniowych baz zespolonych
przestrzeni liniowej /tzn. oznacza zbidér wszystkich
baz przestrzeni Fx« Zdefiniowane wiezka liniowych baz jest
gtéwne wiezke widkniste z grupe struktury GL(n,C) /nedimF/
Metaliniowe wiezke baz polaryzacji F jest gtowna wiezka
wioknista TT:BF-* X z grupe struktury ML(n, C ) oraz odwzoro-
waniem : 4. :_I??p 3 BF
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takim, ze diagram:
BF *MI_(n3C)-~ BF
\ J«c

BFXGLCnst)  BF

jest przemienny /poziome wiersze oznaczajg dziatanie grupy/,
Metaliniowa wigzka baz BF jest podwdjne nakrywajaca wigzki
BF wraz z odwzorowaniem X .

Definicja: Niech odwzorowanie:*X ML(n,C )-*- Coznacza jedno-

znaczny pierwiastek kwadratowy zespolonego cnerakteru grupy
ML(n.C). e

Zaktadamy, ze odwzorowanie to spetnia warunek: *X(,11) =1
Niech 0 oznacza dziatanie metaliniowej grupy ML(nC) okres-
lone nastepujgco;

n(a3)=TLCaD)* , ae MLCniC) Jrel
Niech N oznacza wiagzke wiltoknista stowarzyszonag z wigzka
gtébwng B z wildknem standardowymC oraz grupg struktury
ML(n C ) dziatajacag na C poprzez odwzorowahie ¢ ,
Przekroje wigzki stowarzyszonej N nazywamy po6t-formami 3
okreslonymi na polaryzacji F.

Pot-forme okreslong na F mozna rozpatrywac¢ jako funkcje:
}:BF— C

C
taka, ze dla kazdego b« B oraz kazdego aeML(nC) zachodzi:

Xb) =yja) Kba)
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Maria Lasocka

COMPARISON OF THE ALGEBRAIC AND GEOMETRIC METHODS
OF QUANTIZATION FOR THE HARMONIC OSCILLATOR

Two descriptions of the energy levels and states of a
quantum harmonic oscillator are discussed: the method using
its symmetry group SU/n/ and the "geometric quantization"
method. The operator creating arbitrary n,I,m - states of
the oscillator is constructed.

Mapua Jlacouyka

CPABHEHVE AJTTEBPANHECKOIO U MEOMETPUYECKOIO
METOOA KBAHTOBAHNA TAPMOHNYECKOIO OCUWTUIATOPA

B paboTe o06cy>kgaroTcA MeTOAbl OMNUCaHUA 3HEPreTUYecKmx ypo-
BHEM N COCTOAHMI KBaAHTOBOIO rapMOHWYECKOro ocuwuinartopa, npu
ncnonb3oBaHUM rpymnnbl su(n) CcUMMETPUM U MeToda '‘reomMeTpuyec-
KOro KBaHTOBaHMA". Pa3pabaTbiBatoTcsa opMybl A1 NOCTPOEHUS
ornepartopa poXXAeHusa aas aboro coctoaHua "H,a,mMm" ocumnnsaTo-
pa.
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