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P orów n an ie  a lgeb ra iczn ej i g eom etryczn ej  
m eto d y  k w an tow an ia  d la  o scy la tora  h arm on iczn ego

WSTĘP

Wiadomo, t e  zarówno w mechanice k la s y c z n e j  ja k  i  kwan

towej w y stę p u ję  grupy s y m e t r i i  danego układu dynamicznego.

Mechanika k l a s y c z n a : Przypuśćm y, że  z n a le ź l iś m y  z b ió r  

n ie z a le ż n y c h  s t a ł y c h  ruchu F ..............F r# Każda z tych s t a 

łych  może z o s t a ć  u ży ta  do wygenerowania jednoparam etrow ej 

podgrupy tr a n s f o r m a c j i  s t y c z n o ś c io w y c h  k tó r e  tworzę grupę 

wtedy, gdy sp e łn io n y  j e s t  n a s tę p u ję c y  warunek:

(Fł , F J =  Ê c » mF,

Wynika s t ę d ,  że problem z n a l e z ie n ia  c i ę g ł e j  grupy s y m e t r i i  

redukuje s i ę  do z n a le z ie n ia  s t a ł y c h  ruchu s p e łn ia ję c y c h  po

wyższy warunek.
Mechanika kwantowa: Z god n ie  z id e ę  kwantowania k la s y 

czne c a ł k i  ruchu zastępujem y przez  o p e ra to ry  h e rm ito w s k ie , 

oraz  nawiasy P o isso n a  zastępujem y przez  kom u tatory . Z a k ł a 

damy, ż e :  n

[ Fk , Ü - l f . Ç c î . F ,
3/1

S p e łn ie n ie  te go  z a ło ż e n ia  przez  o p e r a to r y ,b ę d ę c e  s ta ły m i  ru

chu, p o c ię g a  z d e fin io w a n ie  w p r z e s t r z e n i  H i lb e r t a  grupy trans

f o r m a c j i .  Z formalnego punktu w idzenia skończone tra n sfo rm a-



c j e  grupy nożna tra k to w a ć  ja k o  u n i ta r n e  o p e r a to r y  d z i a ł a j ą 

ce w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a .

и 0 15. . . Д р)= expflCVi+XJi* — + XpFr)]
param etry grupy

^ F j^  -  m a cierze  gen e ra to ró w  w o k r e ś lo n e j  b a z ie  /e le m e n t y  

a lg e b r y  L i e ' g o  danej g r u p y /

M a c ie rz e  ty c h  operatorów  sta n o w ię  u n ita r n ą  r e p r e z e n t a c ję  

grupy ze stan am i własnymi każdego e n e r g e ty c z n e g o  poziomu 

Ja k o  bazę p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  t e j  r e p r e z e n t a c j i . / G d y  g r u 

pa j e s t  z w a r t a ,  każda r e p r e z e n t a c ja  u n ita r n a  j e s t  w p e ł n i  
redukowalna a J e j  n iered ukow alne p o d p r z e s t r ż e n ie  sę  skoń 

czonego w y m ia ru /.  Wymiar k a ż d e j  r e p r e z e n t a c j i  n iered u k o w a l-  

nej d a je  nam s t o p i e ń  d e g e n e r a c j i  poziomów.

C z ę ś ć  I

OSCYLATOR HARMONICZNY n-WYMIAROWY I  3EG0 GRUPA SYMETRII 
S U (n )  W REPREZENTAC3I LICZBY OBSADZEŃ

A lg e b r a  L ie * q o  grupy SU (n )

Iz o tro p ow y  o s c y l a t o r  harmoniczny n-wymiarowy J e s t  n-wy- 

miarowym układem dynamicznym z H am iltonianem :

1 - E l ,
;/< i

-» 1 / Ł Z i Z \
T i *  2 ~ m ( > ł m < j c k j

(1.1)

(1.2)

( 1 . 3 )

g d z ie  t

o r a z  s p e łn io n e  sę  n a s t ę p u ją c e  r e g u ły  k o m u t a c j i :

U u p J 3 i* SŁW
Aby uniknąć n ie p o trz e b n y c h  s t a ł y c h  wprowadzamy n a s tę p u ją c ą  

zamianę zm iennych:
Ж: *  П- t \  CO

U ( 1 . 4 )

( 1 . 5 )

p



(i.6)p. .  (m ftu)1 P.

W nowych zmiennych H am ilton ien  wyraża s i ę  wzorem:

H - Ê I

1

( 1 . 7 )

O peratory  herm itow skle 
regu ły  k o m u ta c ji  i

i/1
Pi  oraz  Q1 s p e ł n l a j ę  n a s tę p u ją c e

d . 8 )

Aby z n a le ź ć  bazę a lg e b r y  L i e 'g o  grupy SU (n) wprowadzamy no

we hermitowsko sprzężone o p e ra to ry  a * ,a  zwane odpowiednio 

operatoram i k r e a c j i  i  a n i h l l a c j i ,  zd efin iow ane n a e tę p u ję c o i

I k = V T ^ k_ t P k )
O peratory  te  e p e ł n ia ję  n a e tę p u ję c e  regu ły  k o m u ta c j i :

[ a V ^ b S ^ a V h O . K ^ . O

O pera tor  Hamiltona zap isan y  przy pomocy operatorów k r e a c j i  

i  a n i h i l a c j i  wyraża s i ę  n a s tę p u ję c y a  wzorem:

и  = fl  (aIak + i) (i.ii)
k/l Ł

Dowolny o p e r a to r  p o s t a c i  a Xa^ komutuje z Ham iltonianem.

Tworzęc l in io w e  kom binacje operatorów  a ^ a ^ j o r a z  ich  h e r -
, 2

m itowskie s p r z ę ż e n ia ,  możemy utworzyć n n ie z a le ż n y c h  opera

torów h e rm lto w sk ich . Wynika s t ę d , ż e  i s t n i e j ę  różne zupełne 
z b io r y  komutujęcych o b s e r w a b li ,k tó ry m i możemy p o s łu ż y ć  s ię  

o p ls u ję c  dany u k ła d .

Wykażemy n i ż e j ,  że kombinacje l in io w e  operatorów a*a3 two
rzę bazę a lg e b ry  L l e 'g o  grupy S U ( n ) .  W tym c e lu  wprowadzamy 

o p e r a to r y :

( 1 . 9 )

(1.10)

»L 1 r ł- t 1 t \
А  * ^ о к а  * a a J  к  (l ■  1 . . .n (1 .1 2)
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O p e r a to r y  te  n ie  s ?  h e rm ito w sk ie  bowiem s

Ю  - Л ,  i
n a to m ia st  kom b in acje  l in io w e  ty c h  o p e ratorów  typu i

^  • A  ;  ■ ' ■ ( л - О
sę o p e ra to ra m i h e rm ito w s k im i.

O p era to ry  1 .1 2  można z a p is a ć  w p o s t a c i :

\  =* Q k a  l< * l ( 1 . 1 3 )

л * t к 1Ak .  a b Q  v r k - L

O p e ra to ry  t e  s p e ł n i a j ?  n a s t ę p u ją c e  r e g u ły  k o m u t a c j i :

p o s ta ć  :

O p e ra to r  :

H

и -1
: A m J  = S A, - S" Aк. - к m t ( 1 .I

.1 4 )
wyrażony p rzy  pomocy op eratorów Ak ma

ii

л
 

■* 
<

eW

È ( ° X 4 )
k/1 k/1 ( 1 , .1 5 )

+■ к
O k 0 • -  4 . , (1 , .1 6 )

j e s t  operatorem  l i c z b y  obsadzeń k -tegc*  s t a n u .

Ponieważ o p e r a t o r  H am ilton a H kom utuje ze  w sz y stk im i ope
ra to ra m i A, tworzymy o p e r a to r y  bezéladow e;

^ a ‘ 4 s : ( 1 . 1 7 )\  = \  П \  ^  
k t ó r e  s p e ł n i a j ?  również r e g u ły  k o m u ta c ji  ( 1 . 1 4 ) .
Z b i ó r  bezéladow ych operatorów  ( l . 1 7 ) ,  e w e n tu a ln ie  ic h  l i 

niowych k o m b in a c ji  tworzy bazę a lg e b r y  L i e ' g o  grupy SU (n) 
2

wymiaru n - 1 »

R e p r e z e n t a c je  n iered ukow alne grupy S U (n )  i  i c h  bazy

Grupa SU( n) j e s t  je d n o s p ó jn ?  zw art?  grup? L i e 'g o , a  za 

tym w s z y s t k ie  nieredukow alne u n ita r n e  r e p r e z e n t a c je  t e j  g r u 

py maj? n a s t ę p u ję c e  w ł a s n o ś c i :  C l ]

a )  s?  s k o ń c z e n ie  wymiarowe,

b) dowolna u n ita r n a  r e p r e z e n t a c ja  może być ro z ło żo n a  
na sumę p r o s t ?  nieredukow alnych r e p r e z e n t a c j i .
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c) Każdy element grupy SU/ п /  można z a p i s a ć  w p o s t a c i :

exp ( i  A)

A -  element a lg e b r y  L i e 'g o  /h erm itow sk a m acierz b e zślad o w a/ 
W zwięzku z powyższymi w ła sn o śc ia m i,  badanie u n ita rn ych  n i e -  

redukowalnych r e p r e z e n t a c j i  grupy L i e 'g o  SU/ п /  j e s t  równo

ważne badaniu herm itow skich nieredukowalnych r e p r e z e n t a c j i  

a lg e b r y  L i e 'g o  grupy SU/ п / .  Nieredukowalne r e p r e z e n ta c je  

a lg e b r y  / k t ó r e j  elem enty bazowe s p e ł n i a j ę  re g u ły  kom u tacji  

1 . 1 4 /  g e n e ru ję  nieredukow alne r e p r e z e n t a c je  grupy S U / n / .

N ie  w s z y s t k ie  nieredukow alne r e p r e z e n t a c je  grupy SU/ п /  sę 

rea lizow an e przez  badany u k ła d .  Realizow ane sę ty lk o  rep re 

z e n t a c j e  sym etryczne typu / N . O . . . O / .

O e ż e l i  p rze z  I 0 >  oznaczymy s ta n  "próżni*^ to  r e p r e z e n ta c ję  

tożsamościowę N=0 d e f in iu je m y  n a s tę p u ję c o :

a k|0> ••= O 

' AJO>:= O ( 1 .1 8 )

Bazę p r z e s t r z e n i  

w ek tory :

r e p r e z e n ta c j  i

{ a > > }

fundam entalnej N=1 stanow ię

lc. П ( 1 .1 9 )

o k re ś lo n e  n a s tę p u ję c o :

а  Ю > (1.20)

Unormowane wektory bazowe p r z e s t r z e n i  r e p r e z e n t a c j i  n ie r e 

dukowalnych przy  N > 1  / N -  l i c z b a  c a łk o w ita  d o d a t n ia /  o t r z y 

mujemy n a s tę p u ję c o :

V V V - - V
( a ’ ) ( a * / . . ( Q * J  | о ) » 1 Л Л > —Л >  ( 1 . 2 1 )

g d z i e :  ♦ ' J .  ♦ . . .  9 = N 0 .  = 0 , 1 , 2  . . .i  '  2 n i
Wymiar nieredukow alnej r e p r e z e n t a c j i  dany J e s t  wzorem: [ l j
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d im  ( N ,0 )  >
5 NKn-1)

( 1 . 2 2 )

( 1 . 2 4 )

Aby otrzym ać znany zw ięzek  w y r a ź a ję c y  w a r t o ś c i  w łasne o p e ra 

to r a  H am iltona n a le ż y  o k r e ś l i ć  d z i a ł a n i e  op eratorów  a£ a 1' 

na w ektory bazowe I . .  .>?n >  . W ykorzystu j ą c  z w ię z e k ;

[ а , ( а | ) ПИ]  = ( n H ) ( a +L)n | ( 1 . 23)

O trzym ujem y;

а к а  I » V l [ t v T )

а ка  1 V " 0  * >

Z rów ności 1 .2 4  w ynika/ ż e ;

Н = Ц ( а 1 а к + 1 ) :

k/1 n ( 1 . 2 5 )

Н1^ " Л >  = [ ^ l l V - . Л  > s Ż ( V r ) | 0 1. . .O n> * ( N v J ) | v .on>

i  odpow iednie w a r t o ś c i  w łasne e n e r g i i  H am iltonianu 1 .4  sę 

wyrażone wzorem:

E u = ( N *  J ) f i w

N1= 0 , 1 , 2 , . . .
( 1 . 2 6 )

C z ę ś  Ć I I

NIEZWARTE FORMY ALGEBR GENERU3ĄCYCH PEŁNE WIDMO n-WYMIARO- 

WEGO OSCYLATORA HARMONICZNEGO I  ICH REPREZENTAC3E

Uwagi d o t y c z ą c e  k o n s t r u k c j i  n ie z w a rty c h  form danej a lg e b r y

W c z ę ś c i  I  t e j  p ra cy  o p is a n a  z o s t a ł a  a l g e 

bra L i e 'g o  / o r a z  j e j  r e p r e z e n t a c j e /  grupy SU/ п /  sy 

m e t r i i  o s c y l a t o r a  h a rm on iczn ego . N a le ży  z a z n a c z y ć ,  
że grupa SU/ п /  j e s t  grupę s y m e t r i i  o s c y l a t o r a  ha rm on icz -
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nego d la  u s ta lo n e g o  poziomu e n e r g e ty c z n e g o , a ze  tym n ie  
odtwarza pełnego  widma e n e r g i i  /w  ramach je d n e j  n ie re d u k o -  

w alnej r e p r e z e n t a c j i / .  Aby otrzymać pełn e  widmo, n a le ż y  

r o z s z e r z y ć  zbadana a lg e b r ę  grupy SU/ п / .  O gólnę id e ę  tworze

n ia  n iezw artych  r o z sz e rz e ń  danej a lg e b r y  s y m e t r i i  badanego 

układu można sformułować w n a s tę p u ją c y  s p o s ó b /*8 , 9 , 1 0 7 :

A .  N iech  S b ę d z ie  a lg e b r ę  grupy s y m e t r i i  badanego u k ła 

du zd efin iow an a p rze z  układ równań;

[ , h ]  = 0  U  I , . . . ,  n C 2 .o

g d z ie  A^ . . .  An -  g e n e ra to r y  p r o s t e j  lub p ó ł p r o s t e j  a l g e 

bry s y m e t r i i  ra n g i  1 ,  H- o p e r a to r  e n e r g i i  badanego u k ład u .

Z 2 . 1 .  wynika, że o p e r a to r  e n e r g i i  H j e s t  niezmiennikiem 

t e j  a l g e b r y ,  a za tym winien być fu n k c ja  operatorów  C a s i -  

mira I 1 . . .  1^ a lg e b r y  S [ l i ]  .

S tan y  własne n a le ż ą c e  do różnych w a r t o ś c i  własnych op era

to r a  H stanow ię wektory bazowe p r z e s t r z e n i  różnych n i e r e -  
dukowalnych r e p r e z e n t a c j i  a lg e b r y  § [ l i ] ,

B . N iech  . . .  Bm b ę d z ie  zbiorem operatorów  o n a s t ę 

p u jących  w ła s n o ś c ia c h :

1 .  g e n e ra to r y  A^ . . .  An , H, B^ . . .  Bra tworzę bazę n i e -  

zw a rte j  a lg e b r y  L i e ' g o ,  k tó r ę  oznaczymy symbolem SG
2 .  S -  j e s t  maksymalna zw artę pod algeb rę  a lg e b r y  SG

3 .  S ta n y  własne o p e r a to r a  H tworzę bazę d la  n ie re d u k o -  

w alnej r e p r e z e n t a c j i  a lg e b r y  SG. Zakładamy również, 

że p o tra fim y  z n a le ź ć  r e p r e z e n t a c ję  a lg e b r y  SG, k tó 

ra J e s t  sumę p r o s tę  nieredukowalnych r e p r e z e n t a c j i  

p o d algeb ry  S ,  oraz  każda z nieredukowalnych rep re 

z e n t a c j i  p o d algeb ry  S j e s t  zawarta w t e j  rep rezen 

t a c j i  a lg e b r y  SG co najw yżej r a z .  O p era tory  {  Bfl } 

maję niezerow e elem enty macierzowe między różnymi 
re p re z e n ta c ja m i a lg e b r y  S ,  d la te g o  o k re ś lo n a  w ten 

sposób r e p r e z e n t a c ja  a lg e b r y  SG odtwarza pełn e  wid

ma o p e r a to r a  e n e r g i i  u k ład u .
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C .  N iech  • • •  Wg g >  1 będę n iezm iennikam i a lg e b r y  

SG /  w y ra ż a ją  9 i ę  one p rze z  o p e r a to r y  { B ^ o r a z  o p e r a to r  

e n e r g i i  H. Z go d n ie  z lemmatem Schura d la  k a ż d e j u s t a l o n e j  

r e p r e z e n t a c j i  SG o p e r a to r y  sę c - ł i c z b a m i .

Równania :

' (2.2)

o k r e ś l a j ę  z a le ż n o ś ć  o p e r a to r a  e n e r g i i  H od gen eratorów  

A1 * * *An ,B 1 * * *Bm o ra z  s ta n o w i?  podstawowę z a le ż n o ś ć  funkcyjnę 
d la  dynamicznych rozw iązań problem u.

N ie z w a r te  r o z s z e r z e n ia  a lg e b r y  s y m e t r i i  grupy S U / n /  

o s c y l a t o r a  harm onicznego

W przypadku o s c y l a t o r a  harm onicznego chcemy z n a le ź ć  ta k ę  

a l g e b r ę ,  k t ó r a  za w iera  S U / n /  ja k o  maksymalną zw artę  p o d a l -  

g e b r ę ,  o ra z  i s t n i e j e  j e j  r e p r e z e n t a c ja  będąca sumą p r o s t ą  

r e p r e z e n t a c j i  S U / n / ,  b a z u ją c ą  na p r z e s t r z e n i  r o z p i ę t e j  p rze z  

w s z y s t k ie  w ektory  p o s t a c i  ( 1 . 2 1 ) .
3ak wykazano w p r a c y / " l 2 j  i s t n i e j ą  dwie t a k i e  a l g e b r y ,  

w k t ó r e  możemy zan u rzyć  a lg e b r ę  grupy S U / n / ,  aby otrzym ać 

p e łn e  widmo o s c y l a t o r a  h arm on iczn ego . Oednę z n ic h  j e s t  a l 
geb ra  S p /n R /  generowana p rz e z  o p e r a to r y  1 .1 2  o ra z  o p e r a t o r y ;

AV H Q+Ł>aj]  > A° ° ‘ H а 11 = ~ г 1У ’° }  (2,3)

[ j ' -  ozn acza  a n ty k o m u ta to r . R e g u ły  k o m u ta c j i ,  k t ó r e  s p e ł n i a  

u k ła d  op eratorów  ( 1 . 1 2 )  o ra z  ( 2 . 3 )  są n a s t ę p u ją c e :

Sjv :

[A j, A J  - S‘Ajt * S‘ A°4

Г а0 Arnn_| c-m .n .̂n m n n r
t AuoAo J~ Aw + SL A

m

к
94 n Ф k ś 1 1 m



[A, , Acj] ■  M y

[ О ^ Н О Г Ч - О
Uwaga: W d e f i n i c j i  1 . 9  w sk aźn ik i  dolne i  górne n ie  maję cha

ra k teru  tensorowego

B i l in io w y  o p e r a to r  C a s im ira  a lg e b r y  S p /n R /  można wyra

z i ć  w n a s t ę p u ję c e j  form ie C l z J i

Q i ’ B ź + r  + H A° » A°cj} ( 2 . 5 )

Wartość o p e r a to r a  Q2 j e s t  u s ta lo n a  i  w przypadku gdy re p re 

z e n t a c ja  a lg e b r y  S p /n R /  j e s t  sumę p r o s tę  symetrycznych r e 

p r e z e n t a c j i  SU/ п /  w yn o si:  [ l Z J  '

^ 2  = “  1  ( n * j )  ( 2 . 6 )

O pera tor  B2 j e s t  b ilin iow ym  operatorem C a sim ira  d la  grupy 

SU/ п / .  W artość o p e ra to ra  C a s im ira  B2 d la  sym etrycznej re 

p r e z e n t a c j i  / N , 0 , . . . 0 /  grupy SU/ п /  wynosi / p a t r z  dodatek 1 /

В г = N(n+Ы )  (2.7)

R e p r e z e n ta c je  2 . 1  n a le ź ę c e  do o k re ś lo n e g o  stanu o trzym u je

my k ła d ę c  k o le jn o  N* 0,1,2... /lN = t 0n/
Antykom utator zawarty we wzorze 2 . 5  w ynosi:

P o d sta w ia ję c  2 . 8  do 2 . 5  otrzymujemy:

t f - ć r f c ł * (H )]
W staw iajęc  w artość  B2 do 2 . 9  o b licz a m y :

! . 2
H « ( N* 5 )

(2.8)

( 2 . 9 )

(2.10)
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Otrzymany wynik J e s t  Id e n ty c z n y  z wynikiem 1 . 2 6 .  Aby w yczer

pać w s z y s t k ie  r e p r e z e n t a c je  o s c y l a t o r a  harm onicznego n a le ż y  

w zięć  dwie n ie sk o ń c z o n e  n iered u kow a ln e r e p r e z e n t a c je  grupy 

S p / n R / .  P ie r w s z e  J e s t  sumę p r o e tę  w s z y s t k ic h  sym etrycznych  

r e p r e z e n t a c j i  a lg e b r y  SU/ п /  z w a r to śc ia m i N= 0 , 2 , 4 . . .  druga 

z w a r to ś c ia m i 1 , 3 , 5 ,  . . .  .

C z ę ś ć  Z 1I

OSCYLATOR HARMONICZNY TRÓJWYMIAROWY, BAZA KRÇT0WA

W dwóch p o p rzed n ich  r o z d z i a ł a c h  o p is a n y  z o s t a ł  model a l 

g e b r a ic z n y  n-wymiarowego iz o tro p o w e g o  o s c y l a t o r a  harm onicz
nego w r e p r e z e n t a c j i  l i c z b y  o b s a d z e ń , W wyniku r o z s z e r z e n ia  

n ie z w a r te g o  a lg e b r y  s y m e t r i i  grupy SU/ п /  z o s t a ł o  odtw orzone 

p e łn e  widmo e n e r g e ty c z n e  o s c y l a t o r a  harm onicznego w ramach 

r e p r e z e n t a c j i  n ie z w a r t e j  grupy 9 p / n R / .  W tym r o z d z i a l e  z o 

s t a n i e  o p is a n e  Jed n a  z m o ż liw o ś c i  p r a k ty c z n e g o  z a s to s o w a n ia  
ekonetruowanego modelu a l g e b r a i c z n e g o .  W tym c e lu  z o s t a n i e  

ekonetruowany t a k i  o p e r a t o r ,  /zbudow any z op e ra to ró w  k re a 

c j i  i  a n i h i l a c j i / ,  d z i ę k i  któremu można odtw orzyć dowolny 

s ta n  e n e r g e ty c z n y  o s c y l a t o r a  harm onicznego ze  stanu " p r ó ż n i " ,  

będęcego  podstawowym stanem o s c y l a t o r a .  P rz y  pomocy te g o  

o p e r a to r a  można również o b l i c z y ć  prawdopodobieństwa p r z e j ś ć  

z je d n e g o  poziomu e n e r g e ty c z n e g o  na d r u g i .

. m
K o n s t r u k c ja  o p e r a to r a  X . ntp r z e p r o w a d z a ją c e g o  s ta n  "p r ó ż 

n i "  w dowolny s ta n  o s c y l a t o r a ,  o k r e ś lo n y  l ic z b a m i kwantowy

mi n , 1 ,m

Z go d n ie  z rozważeniam i zawartym i w p ie r w s z e j  c z ę ś c i  p ra 

c y ,  dowolny unormowany s t a n  trójw ym iarow ego o s c y l a t o r a  h a r -
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monicznego w r e p r e z e n t a c j i  l i c z b y  obsadzeń otrzymujemy d z ia 

ł a j ą c  operatorem  p o s t a c i t

( a ! ) "
I rij = 0 ,1 )2 , . . .  Ls ^ j 2 . ) ... ( 3 . 1  )

i

Q n  o n = TT
П<’ П1’ П3 i/4 V ^ T

na s ta n  " p r ó ż n i ” / s t a n  podstawowy/ oznaczony symbolem 

0 , 0 , 0  . W wyniku d z i a ł a n i a  o p e r a to r a  3 .1  na s ta n  "p ró ż 

n i "  otrzymujemy s t a n :

1гЦ , П г ,П3 '> = ^ n iS nŁ)ns |0,0,0> ( 3 . 2  )

Aby móc o p is a ć  o s c y l a t o r  harmoniczny w r e p r e z e n t a c j i  mo

mentu pędu wprowadzamy o p e r a to r y  "b azy  s f e r y c z n e j "  z d e f i 

niowane n a s tę p u ją c o :

a i-l = "  LQï )  i ° « s Q i ( 3 . 3  )

R eguła  o k r e ś la j ą c a  o p e r a to r  srzę żo n y  po hermitowsku dana 
j e s t  następującym  wzorem:

a * = H f ( a T )  j u = t  1, ( 3 . 4 )

O p era to ry  3 . 3  oraz  3 . 4  s p e ł n i a j ą  n a s tę p u ją c e  r e g u ły  komu

t a c j i  :
.0

[ V c y ] - c - i / s r ,T . ,  s r , r . • { ; p : j j ;

[ o y  i ] “ 0  

[ < V  a ^ ' ] * 0

W b a z ie  t e j  H am iltonian j e s t  wyrażony wzorem:

1 H -  Z T  H ) Ma *  a  + I  
i Г  г  Г  z

oraz  s p e łn io n e  są n a s tę p u ją c e  r e g u ły  k o m u ta c j i :

• [ H , cy ] = cy 

[H , a^] = -cy

( 3 . 5 )

( 3 . 6 )

( 3 . 7 )
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N ie c h  L ozn a cza  składowa " z "  o p e r a to r a  momentu pędu . Moż-
O

na w ykaza ć, że  s ł u s z n e  sę rów nież n a s t ę p u ją c e  r e g u ły  komu

t a c j i  :

[  Lo  ̂ Qja ]  c y

[  1 a Â ]  = a -̂

( 3 . 8 )

Z r e g u ł  k o m u ta c ji  3 . 7 .  i  3 . 8 .  w yn ik a , że  o p e r a to r y  a ^ k r e u -  
j ę  1 kwant e n e r g i i  o r a z  |A-kwantów rzu tu  momentu pędu, na

to m ia s t  o p e r a to r y  a ^  a n i h i l u j ę  je d e n  kwant e n e r g i i  i  k r e 

u j ę  jj- kwantów rzu tu  momentu p ędu . Z w ła s n o ś c i  op eratorów  
tensorow ych p ie rw sz e g o  rzędu [ i l J  w yn ik a , że  d z i a ł a j ę c  o -  

p e ra to ra m i a ^  e w e n tu a ln ie  ap, na s t a n  o k r e ś lo n y  l ic z b a m i 

kwantowymi | n , l , m > otrzym ujem y kom binację  l in io w ę  stanów 

I n ' ,1 - 1 ,  ro +|x>, g d z i e  n*«= n -1  e w e n tu a ln ie  n* « n ♦ 1 odpo

w ie d n io .  K o r z y s t a j ą c  z tw ie r d z e n ia  E c k a r t a ,  -  W ignera o ra z  

z  w ła s n o ś c i  w spółczynników  C le b sc h a -G o r d o n a  s ta n  o o k r e ś l o 
n e j  l i c z b i e  kwantowej n ,  otrzym ujem y w wyniku o p e r a c j i ,  

k t ó r ą  możemy z a p is a ć  n a s tę p u ją c o  ;

п И , 1  , m’ > = NL4Ç  cLm^ ' а*|п,1,пг>> (3*9)

( 3 . 1 0 )

Г
A .L'

M г Г
i n - u W  n : l E  m L

l l ^  m /j-

g d z i e :  m ' « m  + u . , l * e l î  1J Ni» SS s t a ły m i  norma

l iz a c y jn y m i  wyrażonymi n a s tę p u ją c o  ^ l 4 7 !

I njL ,nn>

N Г г и з
w , e = U i n ) c n - L ) ] N

,+ 1• 21-1 U

W 1- l ( n -U 2 H

1
r 21+1 12

t(n+-UV) -I

( 3 . 1 1 )

( 3 . 1 2 )

N a le ż y  z a z n a c z y ć ,  ż e  e n e r g e ty c z n e  l i c z b a  kwantowa n j e s t  

związana z “ główną l i c z b ą  kwantową” n a s t ę p u ją c o :
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n » 2 n  + l - 2  ; n=»i,2.,... ; п - о д . . .

O kreślon e wektory stanu l n , l , m > m a j ą  p o s t a ć :

I n i Lj m > =  R n l ( r )  Y ^ C r )

g d z ie  r a d ia ln e  fu n k c je  są numerowane l i c z b ą  kwantową n . 
O czy w iśc ie  ( n - 1 )  j e s t  zawsze l i c z b ą  p a rz y stą  nieujem ną. 

D z ia ła n ie  operatorów  3 .9  oraz 3 .1 0  na p o szcze gó ln e  s ta n y ,  

można zobrazować g r a f i c z n i e  / r y s . l / .

Rysunek 1 przed staw ia  wykres stanów o s c y la t o r a  harmo

n ic z n e g o . Każdy punkt zaznaczony na w ykresie  r e p re z e n tu je  

( 2 t * l )  stanów o s c y l a t o r a  harmonicznego. Wektor OP zazna

czony na w ykresie l i n i ą  przerywaną n ie  j e s t  możliwą ope
r a c ją  / t z n .  p r z e jé c x a  ze stanu "p r ó ż n i"  do stanu o k r e ś lo 

nego l ic z b a m i kwantowymi l n , l , m >  n ie  można otrzymać bezpo

ś r e d n io ,  n a jk r ó ts z ą  drogą przy pomocy operatorów p o s t a c i
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3 . 9 i 3 . 1 0 /  l e c z  może z o s t a ć  z a s t ą p io n y  p rz e z  k i l k a  k o l e j 

nych o p e r a c j i  zazn a czon ych  l i n i ą  c i ą g ł ą .  Na w y k r e s ie  poka

zano rów nież ja k  d z i a ł a j ą  o p e r a t o r y  3 . 9 ,  3 .1 0  na s ta n  o 

o k r e ś lo n y c h  l i c z b a c h  kwantowych n , l .

Aby móc sk on stru ow ać dowolny s ta n  | n , l , m >  ze s tan u  p o d s ta  

wowego l 0 , 0 , 0  >  musimy z n a le ź ć  o p e r a to r  a n a lo g ic z n y  do ope 

r a t o r a  3 . 1 .

W i n t e r p r e t a c j i  g r a f i c z n e j  / r y s . l /  odpowiada on p r z e j ś c i u  

z p o czą tk u  n aszego  wykresu do punktu Р /  O e ś l i  szukany o p e -  

r a t o r  oznaczymy symbolem A .n l to  fo r m a ln ie  możemy z a p i s a ć :

|n,l,m>= lo,o,o, > (3.13)

Ponieważ wiadomo, że  o p e r a t o r  X nlmusi być tensorem s f e r y c z  

nym rzędu 1 z  rzutem m, o r a z  jednorodnym wielomianem s k ł a 

dowych o p e r a t o r a  tensorow ego a* rzędu p ie r w s z e g o ,  powi
n ien  mieć n a s tę p u ją c ą  p o s t a ć :

( 3 . 1 4 )

g d z ie  J e s t  s t a ł ą  n o r m a l iz a c y jn ą .

N a le ż y  z a z n a c z y ć ,  że  <xCn ° * ( o + ci!'):> g d z ie  2 0 = n - l ,  oraz

j e s t  operatorem  sferyczn ym  skalarnym  / p a t r z  n p . A l 7 / .  Po
prawność p o s t a c i  3 .1 4  o p e r a to r a  X nl s t a j e  s i ę  o c z y w i s t a ,  

j e ś l i  o p e r a c ję  3 . 9  s t o s u j e  s i ę  k o le jn o  od stanu n = 0 , 1 « 0 ,  

m=0, do stan u  o k r e ś lo n e g o  l ic z b a m i  kwantowymi | n , l ,m >  .

W ł a s n o ś c i  o p e r a t o r a  X *
Z d e f i n i c j i  o p e r a to r a  ^(nl w y n ik a jż e :

< п Д 5гп I П,1,пп> = <0|*Х™ + X™ 10> = 1 <ЗЛ5)
Г ml4, nl

O p e r a to r  L ^ niJ wyrażony n a s t ę p u ją c o :

( 3 . 1 6 )

1 0 0



n-1 ,  л  л
g d z ie :  Q = (.Q a)
j e s t  o p eratorem , k tó ry  a n i h i l u j e  n je d n o s te k  e n e r g i i ,  1 - je d -  

nostek  o r b i t a ln e g o  momentu pędu, o ra z  m je d n o s te k  rzutu mo

mentu pędu, W wyżej określonym s e n s ie  /p o p r z e z  o k r e ś le n ie  

w ła sn o śc i  o p e r a t o r a /  wektor I 0 , 0 , 0  >  j e s t  wektorem własnym 

nl Л п1* J e 9°  w artość  własna j e s t  równa 1 .  W tym 
ograniczonym s e n s i e ,  można z a p i s a ć :

mv - m

oraz :

л ,  • '

K j ' - C C Î

( 3 . 1 7 )

( 3 . 1 8 )

Form alnie o p e r a t o r ,  k tó r y  ł ę c z y  dwa dowolne p u n k ty ln • , 1  *, 

m*> i  ł n , l , m >  w d iagram ie  / r y s . l /  j e s t  równy:

Г  m+ у  т * ( 3 . 1 9 )
' n i , n 4 ł "  4 i .  A n4.

Ponieważ o p e r a to r y  X  oraz  X + n ie  kom utuję, n ie  j e s t  m o ż li 
we w yrażenie op e ra to ra fw  prostszej p o s t a c i .  Aby w yrazić  e l e 

menty macierzowe dowolnego o p e r a to r a  w p o s t a c i  “ śre d n ich  

próżniowych" wykorzystujem y n a s tę p u ję c y  z w ię ze k :

< n 1,L n m1 |0|ni ,L z , m Ł> = < o o o | X m;t O ' х Л  |ooo> ( З . 20)
ПД-. > W  x

Wyniki te g o  r o z d z ia łu  z o s ta n ę  zastosow ane do o b l i c z e n i a  
elementów macierzowych p r z e jś ć  d ip olow ych .

C z ę ś ć  I V

PRZYKŁAD OBLICZANIA ELEMENTÓW MACIERZOWYCH PRZEOSC

DIPOLOWYCH

Aby o b l i c z y ć  prawdopodobieństwo p r z e jś ć  dipolowych d la  
trójwymiarowego o s c y l a t o r a  harmonicznego musimy z n a le ź ć  e l e 

menty macierzowe typ u :

( n  Д ’, m’ I k . |  n , l , m  >  U  1 , 1 , 3  ( 4 . 1)
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w y k o r z y s tu ją c  skonstruow any w poprzednim r o z d z i a l e  o p e r a t o r ,  

Prawdopodobieństwo p r z e j ś c i a  d ip olow ego  na je d n o s tk ę  

czasu  w yrazi s i ę  wzorems

pn4' m>, i , m - ?  i A U . 2 )  
Celem u p r o s z c z e n ia  o b l i c z e ń  wprowadzamy o p e r a to r y  z d e f i 

niowane n a s t ę p u ją c o :

K ,- i
л  A 1

= г ( 4 .3 )

K - U j , )

K o r z y s t a j ą c  z  tw ie r d z e n ia  E c k a r ta -W ig n e r a  możemy n a p is a ć  na

s t ę p u j ą c ą  równość:

< n )l’,m, |x p in łLJ m > =  ^  l q  ) <  n L 0 1x^1 n( 0  )  ( 4 . 4 )

K o r z y s t a j ą c  z  d e f i n i c j i  3 . 1 4  o p e r a to r a  *X.nl oraz  związku 
3 .2 0  otrzym ujem y n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć  szukanego elem entu ma

c ie rzo w e g o  :
,  ) ,i i i* . '  i i v t t m,  ł . A i ,  , . ( I r n H /J - lm )

< п , 1 , т | у П,1 ,т > . щ Х й -)  

<0 |Krit,Cââ)^" Knl(â*Q*)¥ YV)lo>
( 4 . 5 )

S t a ł e  o ra z  K ^  o b licz a m y  z warunku unormowania s t a 

nów. Aby porównać w yn ik i metodą o p is a n ą  w r o z d z i a l e  I I I  z 

wynikami/ k t ó r e  otrzymujemy w m echanice kwantowej w ykorzystu 

j ą c  p o s ta ć  f u n k c j i  fa lo w e j o trzym an ej w wyniku ro zw ią za n ia  

równania S c h r o d in g e r a  we w sp ółrzęd nych s f e r y c z n y c h :
_1 rŁ L

Y  = C rLe 1 F (-n f ł l+| ( 4 .6 )

g d z i e :  C -  s t a ł a  n o r m a liz a c y jn a
F -  k o n f lu e n tn a  fu n k c ja  h ipergeoraetryczn a 

o ra z  2nr ♦ 1 = n , o b licz a m y  elem enty  macierzowe p r z e j ś ć  d i 

polow ych . Korzystam y z o g ó ln e g o  wzoru na elem ent macierzowy 

f l 9 j ;



X<n’ l'lrx|n,l> = [
r (r y i)  ГСп>1)__________ _
rCnp4-t -3 + l )r C n ’r4-t-0’łl) ] V | ï !

X T .
Г Ц + б И )

б!(пг-б)Кп'г-б Ж б о -п г)!Сб^'-п ;м ( 4 . 7 )

g d z i e :  np= 2. *> nr= z •̂rv"*’ £ ( Л _ 1+ Х) ) j ( H -  +^ )

t * ^ C l + l ł+Xł1) ; nr > 6 > n r- v .
Г 1 ’ ’ 'z regułam i wyboru określon ym i n a s tę p u ją c o :  |Пг ^ .б ^ .П г -3

U X 4 l 4 l - > .  j П+Х 4 n 4 n - X

W przypadku szczególnym  X »  1 , k tó ry  w ystępuje  w t e j  pracy 

wzór przy jm u je  p o s t a ć :

<пИ ДИ |г|п,1>* <r»ł1ll-1lrlnll> s V j(n -U 2 )

i <.n-1jUllrl n , l>  = " \ / f  (ń -L )  ' < n -1 ,l -1 lr ln il > = V ł ^
i

Aby otrzymać pełn e  w yrażenie kon ieczn e do o b l i c z e n ia  e l e 
mentów macierzowych p r z e j ś ć  dip olow ych , n a le ż y  również o b l i 

czyć elem enty macierzowe typ u :

<L,3m, |cosQ|l-,m)> = \ f ^  l L m >  ( 4 . 9 )

Po wykonaniu koniecznych o b l ic z e ń  otrzymujemy n a s tę p u ję c ę  

p o sta ć  wzorów na elem enty macierzowe p r z e jś ć  dipolowych

<п+111И,т|гшь9|пД|т > = У ^ й й з )  VQ2LH)UuTy^

<n-1,U l3 m | rcobQln^m ) (4 .1 0 )

! < n * 1 , H ł m l r c o » 0 | n 1l ł m > - V i C n - U Z )  

< n - 1 ) L -1 J m l r c o s Q | n J L , m > = \ ^ ( r u i 7 o  V ц Ги Х 2и Т /
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W t a b e l i  1 podane z o s t a ł y  o b l i c z e n i a  p r z e j ś ć  d ip olow ych d la  

o s c y l a t o r a  harm onicznego obiema metodami 3 . 2 0 ,  4 . 1 0 ,  Wyniki 

obu metod aę id e n t y c z n e .

Rodzaj przejścia
Wartość elementu 
macierzowego

1
VT

42 ,2 ,115-0 11, 1,1 >
1

S z

<1,1,0 Ixo| 0,0,0 > 1

Nz

0 ,1,1 l x , |  2,2 , 0
i

W

0 ,1,0 l x o| 2 0 0 > V?
VTVT

<4,2,1 \ x Q |b ,1, 1> ,
Л [ Т

V2 V5

Tabela 1 

C z ę ś ć  V

Oednę z  najnow szych m etod, k t ó r a  pozwala badać oraz  
opisyw ać u k ła d y  dynamiczne j e s t  metoda geom etrycznego kwan

tow ania £ l 6  ,  1 7 7 .  W yniki s to s o w a n ia  t e j  metody do n-w y-

miarowego o s c y l a t o r a  harm onicznego sę t a k i e  same ja k  p rzy  
pomocy metod a l g e b r a i c z n y c h .  Ze względu na duże z a i n t e r e s o 

wanie zastosow aniem  metod geom etrycznych w f i z y c e ,  celowym 

wydaje s i ę  o p i s  t e j  p r o c e d u r y .
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UWAGI OGOLNE

P r z e z  geom etryczne kwantowanie rozumiemy taką p ro c e d u ry  

k tó ra  pozwala uzyskać o p is  kwantowy badanego układu dyna

m icznego, mając za punkt w y jś c ia  k la s y c z n y  układ dynamicz
ny opisywany w p r z e s t r z e n i  fa z o w e j .  I n a c z e j ,  s t a r t u j ą c  z 

p r z e s t r z e n i  fazowej k la s y c z n e g o  układu mechanicznego moż

na skonstruować p r z e s tr z e ń  H i l b e r t a ,  k tó rą  stanow i z b ió r  

stanów odpow iadających kwantowo-mechanicznemu op isow i u k ła 

du. P r z e s t r z e n ią  fazową sk oń c zen ie  wymiarowego k la syczn ego
oo

układu Ham iltonowskiego nazywamy C -  rozm aitość  r ó ż n ic z -  

kowalną X wraz z zadaną n ie o so b liw ą  dwuformą o  s p e ł n i a ją c ą  

warunek s
dco = °  (5.1)

Aby móc zastosow ać metodę geom etrycznego kwantowania, musi

my wybrać p o la r y z a c ję  F formy sym p le k ty czn ej to .  P rzez  p o la 

r y z a c ję  rozumiemy zesp o lo n ą  inwolutywną d y s t r y b u c ję  na roz

sz e rz e n iu  zespolonym p r z e s t r z e n i  fazowej Xldim X «Zn^która 

j e s t  maksymalnie iz o tro p o w a . P rz e z  z esp o lo n ą  d y s tr y b u c ję  
na p r z e s t r z e n i  fazowej X rozumiemy odwzorowanie r ó ż n ic z k o -  

walne :

k tó re  przyporządkowywuje każdemu punktowi x»X p od p rzestrzeń  

p r z e s t r z e n i  s t y c z n e j  w pu nkcie  x po dokonaniu kompleksy- 
f i k a c j i  p r z e s t r z e n i  s t y c z n e j .  Mówimy, że p o la r y z a c ja  F j e s t  

in w o lu t y w n ą , je ś l i  j e s t  zam knięta względem o p e r a c j i  nawiasów 

L i e 'g o  na polach  wektorowych n a le żą cych  do d y s t r y b u c j i .

FX

t z n .
AeF ; [X,Y] c F

P o la r y z a c ja  F j e s t  maksymalnie i z o t r o p o w a , j e ś l i  :

cof F,FJ -0 ( 5 . 2 )
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o r a z  j e j  każda p o d p r z e s tr ż e ń  F ma z e s p o lo n y  wymiar n ,
1 * , 

n * ^  dim X. Kwantowanie pozw ala otrzym ać p r z e s t r z e ń  H i l -
b e r ta  HF . k tó r ę  możemy nazwać F - r e p r e z e n t a c j ę  f u n k c j i  f a l o 
wej .

d e f i n i c j a :  K la s y c z n e  zmienne ^ e C ^ X )  nazywamy kwantowalny- 

mi, j e ś l i  p o la  wektorowe z d e fin io w a n e  p r z e z :

( 5 . 3 )

d la  w s z y s t k ic h  p ó l  wektorowych na X są  z u p e łn e .

P o la r y z a c j a  F, k tó ra  zaw iera  p o le  wektorowe ^ b ę d z i e  o k r e ś 

la ć  p r z e s t r z e ń  HF , w k t ó r e j  o p e r a to r  ^  d z i a ł a  ja k o  o p e r a to r  

mnożenia p rz e z  f u n k c j ę 1̂ .  Wtedy p r z e s t r z e ń  H i l b e r t a  H okre 

s l a  F - r e p r e z e n t a c j ę , k t ó r ę  można rozumieć ja k o  u o g ó ln ie n ie  

r e p r e z e n t a c j i  p o ło ż e n io w e j lu b  pędowej znanych w m echanice 

kw antow ej. D e ś l i  chcemy z a s to so w a ć  metodę geom etrycznego 

kwantowania do dowolnego układu dynam icznego , s t e r tu je m y  z 

k l a s y c z n e j  p r z e s t r z e n i  f a z o w e j ,  k t ó r a  j e s t  r o z m a ito ś c ią  sym 

p le k t y c z n ę  ( X , c o )  o ra z  d la  k t ó r e j  sy m p le k ty czn a  fo r m a c o je s t  

dokład na t z n :

co =rd0 ( 5 . 4 )

Aby wybrać p o l a r y z a c j ę  F ,  oznaczamy p rze z  D i  E r o z w łó k n ie 
n ia  p r z e s t r z e n i  fazow ej X ,  k t ó r e  sę s t y c z n e  w każdym punk

c i e  xfc X do X .  Włókna oraz  E^ d e f in iu je m y  n a s t ę p u ją 

co : _
D , - ( F s n F > T x

г  r  C T  ( 5 . 5 )

g d z i e :  T -  p r z e s t r z e ń  r z e c z y w is t a  s t y c z n a  do r o z m a i t o ś c i  X .

K resk a  w o zn a c ze n iu  fx ozn acza  z e s p o lo n e  s p r z ę ż e n ie  

w kompleksy f i k a ć j i  t £ .

Zakładam y, że  O ma s t a ł y  wymiar k ,  o ra z  że  E j e s t  c a łk o w a l

na / j a k o  d y s t r y b u c j a / .  N iech  Ex ozn acza  włókno E p rzechod zę 

ce p rze z  punkt x i  X . Wtedy O d a je  ro z w łó k n ie n ie  ( 2 n - k )  wy
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miarowego włókna E^ i  ( 2 n - 2 k )  -wymiarowa p r z e s t r z e ń  warstw 

~>/n wprowadza z e s p o lo n ą  s t r u k t u r ę ,  w k t ó r e j  holomorficzn e
“* y Y

k i e r u n k i  są rzutowaniem F względem odwzorowania X-»  ‘ / q . 
/ p a t r z  dodatek 2 / .

W terminach l o k a l n y c h ,  z e s p o l o n y c h ,  a n a l i t y c z n y c h  współrzęd

nych 2 ł . . .  Hn_ ^ , ho lom orfi czna  ( n - k )  forma na E/ Q j e s t  wy

rażona w p o s t a c i :

h W d i ' ............ d l n-t  ( 5 . 6 )

g d z i e :  h ( 2 ) -h o lo m o r f ic z n a  fu n kcja

Funkcja falowa w F - r e p r e z e n t a c j i  b ę d zie  m iała  o gó ln ę  p o s t a ć :
1 i

Т ( ^ Г C p)1 ( 5 . 7 )

g d z ie  T j e s t  rozwiązaniem układu równań różniczkow ych, c z ą s t 

kowych p ierw szego  rzęd u , k tó r e  można z a p is a ć  n a s tę p u ją c o :  

/ p a t r z  dodatek 3 / :

S T  + 2JÎ4 Z.Q,^>T =0 | e p  (5.8)

z a ś  in du k u je  (n -k ) - f o r m ę  na każdej z e s p o lo n e j  ro z m a ito śc i
V

Eу  a ji. indukuje  k -form ę na k-wymiarowej r o z m a ito ś c i  / E .

W y b ó r  p o l a r y z a c j i  d l a  o s c y l a 

t o r a  h a r m o n i c z n e g o

P r z e s tr z e ń  fazową o s c y l a t o r a  harmonicznego stanowi z b ió r :

' * : = { t P > (P feR 5 p,c^€ R ( p , c ^ ) * 0 j  ( 5 . 9 )

z zadaną formą sym plektyczną p o s t a c i :

w - h 1 5 3  d p  г л d a  j ( 5 . 1 0 )
J/1 J

g d z ie  s t a ł ą  h wybieramy w ten sp o só b , by to było bezwymiarowe, 

j e ś l i  p i  q mają wymiary pędu i  p o ło ż e n ia  odpow iednio. 

K lasyczn ą fu n k cją  e n e r g i i  j e s t  Ham iltonian wyrażony n a s tę p u ją 

co :
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( 5 . 1 1 )

i г1 2 л *
2m

i  odp ow iedn ie  p o le  wektorowe generowane p r z e z  k la s y c z n e  ru

chy wyraża s i ę  wzorem :

P î'ô  _ Л
( 5 . 1 2 )

Aby otrzym ać r e p r e z e n t a c ję  e n e r g i i  H , musimy wybrać p o la 

r y z a c j ę  F ,  k t ó r a  za w ie ra  § H .  Wtedy d la  każdego p o la  w ekto

rowego z g o d n ie  z d e f i n i c j ę  5 . 2 ,  o r a z  5 . 3  z a c h o d z i :

f  ( 5 . 1 3 )

P o l a r y z a c j a  F j e s t  za tym s t y c z n a  do p o w ie rz c h n i s t a ł e j  

e n e r g i i .  O la  o s c y l a t o r a  harm onicznego p o w ie rz c h n ia  s t a ł e j  

e n e r g i i  j e s t  (2 n -l) -w y ra ia ro w ę  s f e r ę :

Z ,łi , r 
p + m  3 cy = 2m t

k t ó r ę  można z a p is a ć  w b a r d z i e j  o d p o w ie d n ie j  fo r m ie :

,2 i 
U l =2m E

_ i
wprowadzajęc z e s p o lo n e  w s p ó łr z ę d n e :

o ra z  d e f i n i u j ę c :

ij-p.- im

Z "  2 !
U l - 1 2  u -i

i/1 J !

( 5 . 1 4 )

( 5 . 1 5 )

( 5 . 1 6 )

( 5 . 1 7 )

K la s y c z n e  ruchy możemy w y ra zić  n a s t ę p u j ę c o :
lot i

* j ( U  = e Zj(°> H > ~  >n !
I

Możemy odwzorować p o w ie rz c h n ię  e n e r g i i  w z e s p o lo n ę  p ł a s z t  t y z -  
, n - l inę rzutowę P ( C )  p r z e z  odw zorow anie:

Jl : ( - V - 0 --------
( 5 . 1 8 )
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g d z ie  [ z ]  oznacza z b ió r  w sz y stk ic h  niezerowych zespolonych 

sk alarn ych  w ie lo k r o tn o ś c i  zmiennych z .  Każda k la syc zn a  o r 

b i t a ,  odwzorowywuje s i ę  w ten sposób w punkt położony na 

p ła s z c z y ź n ie  Р П _ 1 С С ) .  Sym plektyczna forma co j e s t  n iezm ienni

cza wzdłuż k la syc zn y ch  o r b i t  i  j e j  o g r a n ic z e n ie  do powierz

chni s t a ł e j  e n e r g i i  indukuje  sym plektycznę formę co£ na Pn_1( .0 .  

W p o d z b io r z e :  -

( u b P " c O ;  ( 5 . 19)

możemy p r z y ję ć  nowe w sp ółrzęd ne:

Z :
Ind

Zn ( 5 . 2 0 )

W nowych w spółrzędnych indukowana forma 

rem : n_i

o
ŁĘ £  dZj-odżj

(.1+ iz,i +•••■*■iźZ7)L

w yrazi s i ę  wzo-

( 5 . 2 1 )

Zesp olona d y s t r y b u c je  F musi s p e łn ia ć  warunek:

j C F , F J  C F

co p o c ię g a  za sobę s p e łn ie n ie  warunku:

[ $ „ , F ] c F <5 - 2 2 >

Z esp olon ę d y s t r y b u c ję  F można rzutować do z e s p o lo n e j  dys

t r y b u c j i  Fe na P n_1 ( C ) ,  k tó ra  s p e łn ia  warunek:

w e ( fe j Fe)  = 0  ( 5 . 2 3 )

P o la r y z a c ja  Fc j e s t  p o la r y z a c ję  (2 n -2 )  wymiarowej symplek- 

ty c z n e j  r o z m a ito ś c i  Рп~ ( C )  z sym plektycznę formę uig.

Z 5 .2 1  wynika, że oczywistym wyborem d la  p o l a r y z a c j i  Fg j e s t :



co odpowiada w ykorzysta n iu  z e s p o l o n e j  s t r u k t u r y  Pn 1 ( C ) .

P o l a r y z a c j a  F generowana j e s t  p rz e z  p o l a  wektorowe:

s r  { ^   ̂ j __ą
% -  Z - i  42j Ъг: '  Łj Ъъ: ! 

i h J J

%  '  ■* '  ^z k;â l ,  ) i » 1 i k 4 n
W J

K w a n t o w a n i e  o s c y l a t o r a

( 5 . 2 5 )

U s t a l i l i ś m y  odwzorowania:
Zn-1 +

X —  s » R ( ił i  >>*>)
oraz  :

Zn-1 ln-1

T :  S —  P (C );

( 5 . 2 6 )

( 5 . 2 7 )

Odwzorowania te  o k r e ś l a j ą  ro z w łó k n ie n ie  z włóknem S 1 odpo

wiadającym k la s y c z n e j  o r b i c i e .  Możemy za tym rozpatryw ać 

s f e r ę  S 2n_1 j a k o :

S* 1 » U 1 ( U j )  ; u. := (uiftP^CO; *i+o)

W każdym p o d z b io r z e  przyjmujemy n a s tę p u ją c e  w sp ó łrzę d n e :

.  < » • » >

g d z i e :  Z ^ »  g j ~  i  o z n a c z a ,  że Z ^  z o s t a ł o  o p u szczo n e .
U w z g lę d n ia ją c  ta k  o k r e ś lo n e  r o z w łó k n ie n ie ,  p o d z b io ry  zd e

fin iow an e n a s t ę p u ją c o :

V ,  : a ( ^ X ;  Zj * 0} ( 5 . 2 9 )

tworzą a t l a s  r o z m a i to ś c i  r ó ż n ic z k o w a ln e j  X ze  współrzędnym i 

p o s t a c i  :

(e "1*, Z,j . . .Z jj . . . Ł j , . ) . S ’ > r . R '
l n-'t
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g d z ie  :

г * Iz! _LOt; l i .  . 7  e J i
l2jl 3 ^ 4  2 ;

Wybrana p o la r y z a c ja  F /o k r e ś lo n a  wzorem 5 . 2 5 /  j e s t  t a k a ,  że 

k la syc zn e  o r b i t y  S* są włóknami D, za ś  pow ierzchnie s t a ł e j  

e n e r g i i  są włóknami E .  Zesp oloną rozm aitość  rozwłóknioną ze 
względu na 0 można z a p is a ć  ja k o :

* / o = ^
g d z ie  n są utożsam iane z o k re ś lo n ą  p ła sz c z y z n ą  rzutową 

P ł ( C ) ze zwykłą s t r u k tu r ę  z e s p o lo n ą ,  oraz / E J e s t  u to ż 

samiana z R + .

R e p r e z e n t a c j a  f u n k c j i  f a l o w e

Rozważymy fu n k c je  falowe r e p r e z e n t a c j i  F .  Wiemy, ze dwufor- 

ma zewnętrzna ca ma p o sta ć  5 . 1 0 :
n

, - 1 ^
i co = h ' Z  d p . / ^ j

i/i

Po wprowadzeniu zespolonych  współrzędnych 2^ dwu forma co przy j 

mie p o sta ć  : n
CO -  s b h i  Ç d i ; л d i i - d e

g d z ie  :
0  = 2mv?h Z ] z jdH j 

i / i
Aby móc rozwiązać równanie 5 .6  obliczam y w a rto ść :

( 5 . 3 2 )

( 5 .3 3 )

oraz :

< 0 > = < 1 5 . d , =  - р г ^ - г ^ У -  ^  ( 5 . 3 4 ,

< M u >  г ^ > - °
( 5 .3 5 )



Równania 5 . 8  p rz y jm u ję  p o s t a ć î
z

&T -  ——  T = oï ‘ 2nrWh 1

4i T - 0
( 5 . 3 6 )

Równania 5 .3 6  rozpatryw ane w o to c z e n iu  współrzędnościowym 

Vn( 5 . 2 9 )  ze  współrzędnym i ( t  , 2 ^ ,  S n_ r , r )  g d z ie ś  t nBt*  2 j  =

= Z ^n p rzy jm u ję  p o s t a ć ;

Ъ Т______  v _ I ____t
ЯЛ L V Zm 1

'cfT + 2

^  21- z /  i m o h
T - o

( 5 .3 7 a )

( 5 .3 7 b )

Form aln ie  szukamy r o z w ię z a n ia  p o s t a c i :

__ iM<5t . .
T = e. u v  ( 5 .3 8 )

g d z i e :  M - s t a ł a , k t ó r ę  n a le ż y  o k r e ś l i ć

u . ,v  - d y s t r y b u c j e  na -c/1” 1 o r a z  R+ od p ow ied n io . 

P o d s t a w ia ję c  5 .3 8  do równania 5 .3 7 a  otrzymujemy rów nanie:

0 1 ł ŻS3K>V - °  (5 -39)
2 równania te g o  w yn ik a , że M j e s t  ujemne d la  niezerow ych 

r o z w ię z a ó , o r a z  j e s t  p r o p o r c jo n a ln e  do f u n k c j i  D ir a c a  

S ( r  -  \ /  -ŻmvłS M 1 ) .  P o d s t a w ia ję c  5 .3 8  do równania 5 .37b
oraz  używ ajęc równania 5 .3 9  otrzymujemy równanie p o s t a c i :

_  M.
Ъг, ~ 2 \z\l u  »  0 ( 5 . 4 0 )

Rozwiązaniem te go  równania j e s t  fu n k c ja  p o s t a c i  [ 1 7 ]  :

U * f ( 2) | Z |M ( 5 .4 1 )

g d z i e : - f  ( Z )  j e s t  h o lo m o rficz n ą  fu n k c ją  Z * ( Z ^ . .  2 n_ 1 ) .  

f.atwo s i ę  przekonać, że ( n - 1 ) -  forma na r o z m a i to ś c i  X , k tó ra  

in d u k u je  holomorficzną formę na k a żd ej z e s p o lo n e j  r o z m a ito ś c i
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E / 0 b ę d zie  dana w o to c z e n iu  współrzędnościowym Un wzorem: 

3 =  h C Z j O d Z ,  * d Z . ^  • • •  л d Z n , ( 5 .4 2 )
‘ П -1

g d z ie  : h -h o lo m o rficz n a  fu n k c ja  w Z i  k la s y  C°* w r .  L in io 

wa forma na X ,  k tó ra  in du k u je  l in io w ę  formę na X/ E będzie  

m iała  p o s t a ć :

j~L= m ( r ) d r

g d z i e :  m(r) j e s t  fu n k c ję  k la s y  C ° ° .

Funkcja falowa w r e p r e z e n t a c j i  F ogran iczo n a  do o to c z e n ia  

Un b ę d zie  m iała  zatem p o s t a ć :

c a m  M , I  i
e. {(Z)|Z| S(r-V-2.mM‘)(dZ1 л• ..лdZnJ(dr) (5.43)

g d z i e :  M ^,0 oraz  f  j e s t  fu n k c ję  h o lo m o rficz n ę .

O g r a n ic z a ję c  s i ę  do przypadku n > 1 można w yk aza ć /*177, że 

У  r o z sz e r z a  s i ę  do f u n k c j i  na c a ł e j  r o z m a ito ś c i  X wtedy i  

ty lk o  w tedy, gdy* ! , n x
• • ’ M= -(n ^ i ) (5.44)

g d z i e :  N ^ 0  i  c a łk o w ite  oraz  f j e s t  wielomianem s to p n ia  co 

najw yżej N.

Funkcja falowa w F - r e p r e z e n t a c j i  przyjm uje wtedy p o s t a ć :

-iO(.N + ̂ )t +
V  e { С Ш 1 S ( r - V Z m № ( N * S ) >  ( 5 . 4 5 ) 

x(dZ,... dZn.,)  (dr)1
Aby skwantować fu n k c ję  ^  fe C ° ( .X )  musimy przemnożyć przez 2 Tc T  

in f in i t e z y m a ln y  g e n e ra to r  d z ia ł a n i a  p o la  wektorowego na 

fu n k c ję  fa low ę.w  s z c z e g ó ln o ś c i  d la  f u n k c j i  H oraz  czasu t ma

my zw ięzek :

% » • h !

Aby skwantować fu n k c ję  H, n a le ż y  zgo d n ie  z opisanym wyżej 

sposobem wzięć :
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1
ZTTi Ъ -t

• JL Ъ
= L f l ^ F

Otrzymujemy wtedy znane z m echaniki kwantowej równanie 

S c h r o d in g e r a .  O p isa n ą  o g ó l n i e  p roced u rę  kwantowania można 
z a s to so w a ć  do p rzy p a d k u , gdy H a m ilto n ia n  dany j e s t  wzorem:

H - S S P *
I

o ra z  d la  f u n k c j i  fa lo w e j  dan ej wzorem 5 , 4 5 ,

Otrzymujemy w te d y :

=  ^ ' C N ł -  y ) Y N 

= Z m C V ^ r n ^ C N ^ V )  T N =

( 5 . 4 6 )

o ra z
( 5 . 4 7 )

Z równania 5 .4 6  o r a z  5 . 4 7  w yn ik a , i e ÿ ^  j e s t  stanem własnym 

o p e r a to r a  H do e n e r g i i  (N + ^  )^i v .

L ic z b a  l in io w o  n ie z a le ż n y c h  stanów w łasnych j e s t  równa l i c z 
b ie  l in io w o  n ie z a le ż n y c h  wielomianów w ( n - 1 )  zmiennych s t o p 

n ia  co n a jw y ż e j  N, to  z n a c z y  j e s t  równa:

f n v N -  1\ _ n (n n V «-(ru -N -l'): 

V N /  H i
( 5 . 4 8 )

3ak widzimy otrzym ane w yn ik i są id e n t y c z n e  z wynikami, 

k t ó r e  z o s t a ł y  otrzym ane metodami c z y s t o  a lg e b r a ic z n y m i z 
w yjątk iem  przypadku n = l .  W y ja ś n ie n ie  te g o  przypadku wymaga 

wprowadzenia dodatkow ej s t r u k t u r y  na p r z e s t r z e n i  fazow ej X 

£ ia 7  , w iężę s i ę  to  z  n ie j e d n o s p ó j n o ś c i ę  2-wymiarowej p r z e 
s t r z e n i  fazow ej P*= f ( P , q ) - ( 0 0 ) } / p rzy  czym k o n ie c z n o ś ć  wy
ł ą c z e n i a  punktu ( 0 , 0 )  w iąże s i ę  z  wprowadzoną tu metodą rzu 

towania na p r z e s t r z e ń  rzutową P ri" i ( C  ) .

W y k o rzy sta n ie  metod c z y s t o  a lg e b r a ic z n y c h  do badania o s 

c y l a t o r a  harm onicznego p o le g a ł o  na badaniu a lg e b r y  L i e 'g o  

grupy dynam icznej i  badanego układu dynam icznego . E lem enta
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mi a lg e b r y  b y ły  o p e r a to r y  k r e a c j i  i  a n i h i l a c j i  będęce kom

b in ac jam i lin iow ym i operatorów  w sp ółrzęd nej i  pędu. W me

to d z ie  g e o m e tr y c z n e j ,  operowaliśm y współrzędnymi z e s p o lo 

nymi, k tó re  form a ln ie  można traktować ja k o  odpow iedniki 

operatorów  k r e a c j i  i  a n i h i l a c j i .  Współrzędne te  o k re ś lo n e  

z o s t a ł y  na p r z e s t r z e n i  fazowej oraz w ykorzystane z o s t a ł y  

do k o n s t r u k c j i  p ó l  wektorowych^ na k tó ry ch  r o z p ię ta  z o s t a 

ła  p o l a r y z a c j a ,  p o le g a ję c a  na wyborze p r z e s t r z e n i  wektoro

wej z k t ó r e j  n a s tę p n ie  konstruujem y p r z e s tr z e ń  H i l b e r t a .

Oak widzimy/ i s t n i e j e  pewien zw ięzek między dwoma pozornie 

różnymi metodami o p isu  tego  samego problemu. I s t o t n a  ró ż n i

ca p o le ga  na tym, że w m etodzie geom etrycznej punktem wyj

ś c i a  j e s t  układ  opisywany w p r z e s t r z e n i  fazowej / a  więc 

układ k l a s y c z n y / ,  k tó r y  n a s tę p n ie  z o s t a j e  skwantowany.

W a rtości  własne o p e ra to ra  B2 obliczam y w n a s tę p u ję c y  spo-

P r z y p i s  I

O b l ic z e n ie  o p e r a to r a  C a sim ira  B2

N
Wiemy ż e . C a , )  U O - 0

oraz  :

sób :
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c z y l i  :
В г *  N ( N v n - 1 ) -  I  N ( N * n )

P r z y p i s  I I

< Ех/Aby z n a le ź ć  wymiary w łó k ie n  E ^ i  z d e fin io v /a n y c h : n a s tę p u 

j ą c o  :

Dx = t F x n F x ) n T x E x = C F %u F x ) n T x ; d i m D x= k

wybieramy w ektory  bazowe p r z e s t r z e n i  F
Г Л л -i
^ e -, • • •  e n ]

g d z i e  : eL= a. + v.bLi

P r z e s t r z e ń  F^ z g o d n ie  z j e j  o k r e ś le n ie m  b ę d z ie  r o z p i ę t a  
p rz e z  w ektory  bazowe p o s t a c i  £ £ £ Д

g d z ie  : >. = a- + i. b- ec ne. =a.L
r e F

P r z y  takim wyborze wektorów bazowych każdy w e k t o r '  x ,o r a z  

F^ można z a p is a ć  n a s t ę p u ją c o  :

a n ^ 7 _= Z iei + . . .  + z en ; г * С

.Л л П Л
9  =  $ е Л * * *  + .$ e "  i %x* c

Z go d n ie  z d e f i n i c j ę  p r z e s t r z e n i  j e s t  ona n a p ię ta  p rze z

w ektory  [  a ^ . , , a k^ o ra z  każdy w ektor h t  Fx n F^ można z a p is a ć  

w p o s t a c i ?
4 к lh * r â,, V .. .  V a k • Г| £ C

N a to m ia st  wektor !< t  C Fx O F x )  n T ,  .ma p o s ta ć  :

R  1l< = x1a . ,*  • • •
w

+ X Q w , X £

Z powyższego rozumowania w yn ik a , że p r z e s t r z e n i e  F^ o ra z  

Fx maję n a s t ę p u ją c e  b a z y :

1 1 6



Fx -  [a4. . . a k , ek+1 . . .  e j

Fx -  [q4... ak, ek+4 . . .  e j
A za tym suma mnogościowa F^U F^ ma bazę p o s t a c i :

Ссц ... a, , e, , ...
ки • • •  & n i e kf4 • • •  e j

Wymiar p r z e s t r z e n i  F u  F j e s t  równy ( 2 n - k ) , z a ś  wymiar
Cy * *

p r z e s t r z e n i  j e s t  równy 2 ( n - k ) .

P r z y p i  8 I I I

Aby w yjaśn ić  p o sta ć  5 . 7  f u n k c j i  fa low ej w F -  r e p r e z e n t a c j i  

n a le ży  wprowadzić p o j ę c i e  p ó ł - fo r m y ,  k tó r e  J e s t  ś c i ś l e  zwię 

zane z pojęciem  m etalin iow ych s t r u k t u r .  Wiadomo, że grupa 

fundamentalna grupy GL (n C  ) j e s t  n ie sk o ń c z e n ie  c y k l ic z n a  

oraz  i s t n i e j e  je d n o sp ó jn e  podwójne n a k ry c ie  grupy G L (n ,C  )

$ : MLCn, C) —*• GL(n,C)
Grupa ML(nC ) j e s t  nazwana grupę m e ta lin io w ę . Oędro odwzoro 

wania § j e s t  iz o m o rf ic z n e  z addytywnę grupę l i c z b  ca łk ow i

tych modulo 2 ,  k tó rę  oznaczamy Z? .

Odwzorowanie: ^ . Z z —  M L ( n >  C )

j e s t  monomorfizmem, d la  k tó re go  zach o d zi n a s tę p u ję c y  zw ię-

” k !  k ( Z 2 ) - k Łr 5

N ie c h s T  :BF-* X oznacza więzkę l in iow ych  baz zespolonych

p r z e s t r z e n i  l in io w e j  / t z n .  oznacza z b ió r  w szy stk ic h

baz p r z e s t r z e n i  Fx « Zdefiniow ane więzka lin iow ych  baz j e s t

głównę więzkę w łó k n is tę  z grupę s t r u k tu r y  G L ( n , C )  /n ed im F /

M etalin iow ę więzkę baz p o l a r y z a c j i  F j e s t  główna więzka

w łó k n is ta  TT :B F-* X z grupę s t r u k tu r y  M L(n, C ) oraz odwzoro- 
-> p F

waniem : 4. :B ♦  В

117



ta k im , że  d ia gra m :

B F * M l _ ( n 3 C ) - ~  B F

\  |«c

BF X GLCn5t) BF
j e s t  przem ienny /p o z io m e  w ie r s z e  o z n a c z a ją  d z i a ł a n i e  g r u p y / ,  

M e ta l in io w a  wiązka baz BF j e s t  podwójnę nakryw ającą w ią z k i  

BF wraz z odwzorowaniem X .

D e f i n i c j a :  N iech  odwzorowanie : *X M L(n, C )-*- C o z n a c z a  je d n o 

znaczny p ie r w ia s t e k  kwadratowy z e s p o lo n e g o  c n e r a k te r u  grupy 

M L ( n . C ) .  ------------- ,
X - V Ô 5 Y

Zakładam y, że odwzorowanie to  s p e ł n i a  warunek: *Х(,11) = 1 

N iech  0 ozn acza  d z i a ł a n i e  m e ta l in io w e j  grupy M L ( n C )  o k r e ś 

lo n e  n a s t ę p u ją c o ;

ф ( а 3̂ ) = TLCa1)* , ae MLCnjC) 3 г е С
N iech  N ozn acza  w iązkę w łó k n is tą  s tow arzyszo n ą z wiązką 

główną В z włóknem standardowymC o ra z  grupą s t r u k t u r y  

ML(n C ) d z i a ł a j ą c ą  na C pop rzez odwzorowanie ф  ,
P r z e k r o je  w ią z k i  s to w a r z y s z o n e j  N nazywamy p ó ł-fo rm a m i 3 

o k re ś lo n y m i na p o l a r y z a c j i  F .

P ó ł - fo r m ę  o k r e ś lo n ą  na F można rozpatryw ać ja k o  f u n k c ję :

} : BF—  C
C

t a k ą ,  że  d la  każdego b «  В oraz  każdego a e M L ( n C )  z a c h o d z i :

Xb) = ÿ j â )  К Ь а )
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M aria Lasocka

COMPARISON OF THE ALGEBRAIC AND GEOMETRIC METHODS 

OF QUANTIZATION FOR THE HARMONIC OSCILLATOR

Two d e s c r i p t i o n s  o f  th e  en ergy  l e v e l s  and s t a t e s  o f  a 

quantum harmonic o s c i l l a t o r  are  d i s c u s s e d :  th e method u s in g  

i t s  symmetry group SU/ п /  and th e  " g e o m e tr ic  q u a n t i z a t i o n "  

m ethod. The o p e r a to r  c r e a t i n g  a r b i t r a r y  n , l , m  -  s t a t e s  o f  

th e  o s c i l l a t o r  i s  c o n s t r u c t e d .

Мария Лясоцка

СРАВНЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО И ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
МЕТОДА КВАНТОВАНИЯ ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА

В работе обсуждаются методы описания энергетических уро
вней и состояний квантового гармонического осциллятора, при 
использовании группы su(n) симметрии и метода "геометричес
кого квантования". Разрабатываются формулы для построения 
оператора рождения для любого состояния "н,л,м" осциллято
ра.
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