JERZY OGAR

Koncepcja wprowadzenia funkcji rozktadu Maxwella
w kursie fizyki ogdélnej

Najbardziej popularny i elegancki a zarazem prosty
/ale tylko z formalnego punktu widzenia/ sposdb wyprowadze-
nia funkcji rozkiadu Maxwella polega na zastosowaniu ra-
chunku wariacyjnego do maksymalizacji prawdopodobienstwa
termodynamicznego makrostanu i metody mnoznikéw Lagrange#a
do rozwiagzania odpowiedniego ukiadu réwnan /np. E. Gumin-
ski /87» A.K. Wroblewski i 3.A. Zakrzewski foJlL Z autopsji
i obserwacji wiem, ze spos6b ter na ogd6t nie przemawia do
wyobrazni studentéw zwitaszcza na kursie fizyki ogodlnej.
Sam w sobie jest dos$¢ formalny, zwykle nie poparty rzetel-
na dydaktyka, wykorzystuje metode nieoznaczonych czynnikéw
Lagrange'a nie przekonywajgca dla studentéw, ktérzy zwykle
w tym miejscu stykajg sie z nig po raz pierwszy.

Ponizej przedstawiono takie wyprowadzenie rozktadu
Maxwella pedéw /energii kinetycznej ruchu postepowego/ do-
wolnego uktadu czastek klasycznych, ktére powinno by¢
przydatne ze wzgledu na prostsze ujecie dydaktyczne.

Oproécz tradycyjnego stosowania metody nieoznaczonych
czynnikéw Lagrange'a w literaturze mozna spotka¢ kilka ory-
ginalnych sposobéw wprowadzenia funkcji rozktadu Maxwella,
sposrod ktéorych wymieni¢ nalezy spos6b wykorzystujacy po-
myst gazu o statej temperaturze w Jednorodnym polu sit po-
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dany przez Feynmana/37# a p6zniej rozszerzony znacznie
przez Grassie /47 oraz sposob Gurney'a /87, ktory podat za-
skakujgco prosty merytorycznie pomyst maksymalizacji praw-
dopodobienstwa termodynamicznego makrostanu. Ta ostatnia
metoda zostata rozszerzona przez Blacka, Devisa i Ogborna
/17 i zaproponowana w formie gry dla studentéw /"shuffling
game"/ wraz ze szczeg6towym opracowanie”™ dydaktycznym /m.
in. filmy/. Inny pomyst gry dydaktycznej majecej na celu
wprowadzenie pojecia rozkiadu Maxwella /bez wyprowadzenia
wzoru na funkcje rozktadu/ mozna znalez¢ w pracy P.M.Clar-
ka. A.3. Waltona i A.3. Millingtona /27.

W proponowanej ponizej koncepcji prezentuje najpierw
proste ukitady o matej liczbie czesteczek w celu wprowadze-
nia zarowno samego pojecia rozkiadu Maxwella jak i innych
poje¢ z tym zwigzanych. Proponuje takie wyprowadzenie wzo-
ru na funkcje rozktadu/ ktére wymaga jedynie znajomosci
podstaw kombinatoryki. Szczeg6towe rozpatrzenie najpierw
prostszego, cho¢ abstrakcyjnego przypadku gazu dwuwymiaro-
wego i poOzniejsze uogdllnienie wyniku na gaz tréjwymiarowy
wydato mi sie korzystne ze wzgledéw dydaktycznych. Koncep-
cja opracowana zostata w postaci programu liniowego, Kktory
tu prezentowany jest w uproszczonej postaci /8§1-820/.

§ 1. Wyobrazmy sobie dwuwymiarowy gaz klasyczny za-
warty w ptaskim naczyniu /model wzglednie tatwy do reali-
zacji przy. pomocy stotu pneumatycznego/. Nie bedzie nas in-
teresowat rozktad geometryczny czesteczek tego gazu w obre-
bie naczynia. /Zaktadam, ze student juz wie, Zze najbardziej
prawdopodobnym makrostanem, w ktéorym obserwujemy gaz w na-
czyniu jest rozktad o réwnomiernej gestosci/. Tu zajmiemy
sie nie potozeniami czesteczek, ale ich pedami. Kazdej czas-
teczce naszego gazu mozna w danej chwili przyporzadkowac
wektor réwny jej pedowi /rys.l/. Wektory te mozna nastep-
nie przesung¢ rownolegle tak, aby mialy one wspdlny pocza-

tek /rys .2/. Otrzymuje sie w ten sposOb ptaskiego "jeza”, ktérego
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wygieci zmienia sie w chwilach zderzen czasteczek ze sobe
i ze Scianami naczynia tak, ze po pewnym czasie nasz "jez"

moze wyglada¢ tak jak na rys.3 lub na rys,4 albo jeszcze
inaczej.

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4

§ 2. Aby szybko odpowiedzie¢ na pytanie,ile czgste-
czek posiada w danej chwili energie zawartg w okreslonym
przedziale energii (£,£+&£.) o statej szerokosci AE ko-

rzystnie jest natozy¢ na naszego "jeza" szereg koncentrycz-

nych okregéw stanowiacych "skale energii" /rys.5/.

Rys. 5

Rozwazmy dwa sagsiednie okregi o promieniach p i p+Ap.
Czgsteczki, ktéorych koniec wektora pedu znajduje sie wew

natrz tak powstatego pierscienia majg energie z przedziatu

123



gzie

AE « (PAMP12 b 8 Pk P

/ N p mate w poréwnaniu z p/.
Poniewaz pola powierzchni O S pierscieni se proporcjonalne
do 2 TpAp, wida¢ sted, ze szerokos$ci Op pierscieni na ry-
sunku musze odpowiednio male¢ ze wzroster p, jezeli chcemy
zeby pola pierscieni byty rowne i tym samym szerokos$ci prze-
dziatéw energii OE byty jednakowe dla wszystkich pierscie-
ni. /poniewaz AS ~ AE /. Rys. 5 zostat wykonany w ten spo-
s6b, ze AE jest takie samo dla kazdego piers$cienia. Illos¢
wektorow zawartych wewnetrz najmniejszego okregu jest ilos-
cie czesteczek o0 energii z przedziatu (0,4£); ilos¢ wek-
torow, ktdorych kod6ce znajduje sie wewnetrz pierwszego pier-
Scienia jest ilosScie czeasteczek o0 energii z przedziatu
(4E ,2AL)i dla nastepnego piers$cienia mamy analogicznie
(2AE ,3;>JJ,£) itd. Obliczajec teraz ilos¢ koncéow wektoréow
zawartych wewnetrz kazdego pierscienia mozna wykresli¢ his-
togram przedstawiony na rys.6.

n(£) oznacza ilos¢ czesteczek o energii zawartej w prze-
dziale (£,E+A£). Jak na razie odpowiedzieliSmy na pytanie/
ile czesteczek posiada w naszym przypadku energie z okres-
lonego przedziatu energii w danej chwili.

S 3. Interesuje nas jednak odpowiedz na pytanie, ile
Srednio czesteczek posiada energie zawarte w okres-
lonym przedziale energii J/oczywiscie przy zatozeniu, ze
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catkowita energia czgsteczek ukiadu jest stata* a ilos¢
czgsteczek ani wymiary pudia nie zmieniaja sie/. Co ozna-
cza tutaj stowo "Srednio”? Otéz gdybysmy nogll wykonaé¢ bar-
dzo wiele obserwacji takich jak opisana powyzej i dla kaz-
dej z nich sporzadzi¢ diagram jak na rys.6, a nastepnie
obliczy¢ $rednia wysokos$¢ /rzedna/ kazdego ze stupkéw po
wszystkich obserwacjach* to histogram sporzadzony ze stup-
kéw o takiej usrednionej wysokosci datby wtasnie poszuki-
wany przez nas $redni rozktad energii. Oczywiscie w prakty-
ce tak postgpi¢ sie nie da. Zatem co zrobic¢?

§ 4. Wtym miejscu nalezy studentom zasugerowal /jeze-
li sami nie wpadng na ten pomyst/ teoretyczne znalezienie
wszystkich mozliwych sposobow podziatu danej energii cat-
kowitej E uktadu miedzy N czgsteczek tego uktadu. Zwykle
znajdzie sie ktos$, kto zwréci uwage, ze takich sposobéw
jest nieskonczenie wiele. Ma on racje, wiec aby uczyni¢ za-
gadnienia mozliwym do rozwigzania, przyjmujemy [E.za jednost
ke energii i umawiamy sie, ze czasteczkom o energii z prze-
dziatu (O, AE ) przypisujemy energie 0; z (AOE , 2A£ ) - ener
gie jednostkowg; z (2A£ , 3A£ ) - energie 2 jednostki itd.
Innymi stowy umawiamy sie, Ze energia czgsteczki moze
przyjmowa¢ tylko dyskretne wartosci /w naszym przypadku O,
1, 2 itd./. W tym miejscu powinien nam zwréci¢ uwage nasz
"niezadowolony", ze sposobow podziatu energii E miedzy N
czasteczek jest nadal nieskonczenie wiele, gdyz nieskoncze-
nie wiele jest wektoréw pedu o tej samej wartosci, a tu
"kwantujgc" energie czgsceczek, "kwantowalismy" tylko war-
tosci ich pedow. Dak wykazemy pdézniej, w przypadku gazu
dwuwymiarowego mozna nie uwzgleaniaé¢ tej reklamacji /por.
§ 10/. Ale rdéwnie dobrze mozna ja uwzgledni¢ i nawet be-
dzie to korzystne ze wzgledu na dalsze cele dydaktyczne
/por. 8§ 20/.

§ 5. Tak czy inaczej chwalimy "niezadowolonego" za
wnikliwos$é¢ i kazdy z pierscieni z rys.5 dzielimy na czesci,
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"kwantujgc" tym samym kierunki wektorow pedu. Na "jeza" wek-
torow pedu mamy teraz natozony szereg komorek /rys.7/.
Zwréémy uwage, ze zamiast rysowa¢ caty wektor pedu wystarczy
zaznaczy¢ kropke tylko jego koniec. Tak wiec réznym ukiadom
wektorow pedu czesteczek i tym samym réznym sposobom podzia-
tu energii miedzy czagsteczki odpowiada rézny rozktad kropek
w obrebie skonstruowanej przez nas siatkl)J. Oczywiscie jakie-
kolwiek przesuniecie ktéregokolwiek punktu w obrebie zajmo-
wanej przez niego komorki nie zmienia rozktadu.

Rys.7

Dla siatki przedstawionej na rys.7 mozna znalez¢ wszystkie
mozliwe rézne rozktady /dla energii catkowitej uktadu Es3
jednostki i dla ilosci czesteczek N=4 jest ich tutaj az 5120"
ale czy mamy juz prawo wyznacza¢ S$redni rozkiad energii wed-
tug zasugerowanego wcze$niej sposobu? Ot6z nie, gdyz podziat
pierscieni na komorki zostat dokonany zupetnie dowolnie; se
tam komoérki o réznych powierzchniach, a tatwo przewidzie¢,
ze te wieksze bede zajmowane cze$ciej przez nasze punkty,
mniejsze - rzadziej. Co zrobi¢? Oczywisci podzieli¢ pierscie
nie tak, aby wszystkie komérki mialy jednakowa powierzchnie.
W ten sposob wprowadzamy /czy tez jak kto woli wykorzystuje-

my/ postulat réwnej a priori cennos$ci statystycznej komorek.

NCzytelnik moze to sprawdzi¢ w oparciu o komoinatoryke.
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§ 6. Tak sie szczeSliwie sktada, ze w przypadku dia-
gramu dla gazu dwuwymiarowego, przy podziale na komdrki o
rownej powierzchni, kazdy pierscien bedzie zawierat take
sarne ilos¢ komoérek np.8 /Jak na rys.8/. Wzwiezku z tym
mozna okregty diagram /rys.8/ przeksztaici¢ na diagram pro-
stoketny /rye.9/, ktéry jest dogodniejszy do dalszych roz-
wazan.

/Diagram z rys.9 Jest niczym innym Jak modelem dydaktycz-

nym przestrzeni fazowej p- pomniejszonej o skiadowe prze-
strzenne dla nas nieistotne./ Punkty - konce wektoréw pedu
nazywaje sie punktami fazowymi odpowiednich czesteczek.

S_Z. Mozna teraz zdefiniowac¢ stan makro i mikro ukta-
du w sposob naetepujecy. Stanem makro ukiadu nazywa sie
kazde liczbowo okreslone rozmieszczenie punktow fazowych po-
miedzy komoérki przestrzeni fazowej, natomiast stanem mikro
kazde doktadnie podane rozmieszczenie poszczegolnych punk-
tow fazowych w komérkach przestrzeni fazowej. Definicje te
nalezy koniecznie zilustrowaé¢ odpowiednimi przy-
ktadami, korzystajec z wprowadzonego modelu przestrzeni fa-
zowej .

S_8. Samo wyprowadzenie matematyczne funkcji rozkta-

du Maxwella nalezatoby poprzedzi¢ kilkoma prostymi konkret-
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nymi przyktadami liczcbowymi wyjasniajacymi w sposéb pogla-
dowy idee tego rozkiadu. Oto propozycja takiego przykitadu.
Dwuwymiarowy gaz klasyczny zitozony z N=4 czgsteczek zamknie-

tych w ptaskim pudle ma energie catkowitg E=3 jednostki. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze powierzchnia komorek przestrze-
ni fazowej jest roéwna powierzchni piersécieni, a wiec odpo-
wiedni diagram prostokatny wyglada tak ”~ak na rys.10. PoOz-
niej udowodnimy /por. 8 10/, Zze to uproszczenie nie zmienia
wyniku obliczen. W naszym przypadku istnieje 20 roéznych
sposobOw podziatu energii E=3 pomiedzy N=4 rozréznialne cza-
steczki oznaczone literami A, B, C, D. Wszystkie te sposo-

by, czyli wszystkie mozliwe mikrostany przedstawiono na
J11.
rys 3
2
3A B C D 1
2 0
1
0 BCD ACD ABD ABC Rys.10
3
2 A A A B B B C c C D r D
lB ¢ D A C D A B D A B C
0 CD BD BC CcD AD AC BD AD AB BC AC AB
3
2
1 BCD ACD ABD ARC
0, B C D

2 Rys.i 1l

Wida¢, ze mikrostany te mozna podzieli¢ na 3 grupy w zalez-
nosci od liczbowego rozmieszczenia poszczegdlnych punktow
fazowych w komoérkach przestrzenil, . | tak, do pierwszej gru-
py zaliczamy mikrostany o jednym punkcie fazowym na pozio-

mie 3 i trzech na poziomie 0; do drugiej - o jednym na po-
ziomie 2, jednym na poziomie 1 i dwoéch na poziomie O; do
trzeciej - o trzech na poziomie 1 i jednym na poziomie O.
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W ten sposéb wyrézniliSmy trzy mozliwe stany makro naszego
uktadu /tab .I/.

Tabela 1

Stan makro Liczba stanéw mikro

Liczba punktéw fazowych realizujecych dany
na poziomie o energii.£ stan makro
012 3
3 - -1 4
211 - 12
13- - 4

Razem 20 mikrostan.

§ 9. Woparciu o tabele 1 tatwo sporzedzl¢ tabele 2,
ktéra zawiera juz dane bezposrednio potrzebne do wykresle-

nia poszukiwanego $redniego rozktadu energii /rys.12/.

Tabele 2
PoZi Catkowita liczba punktow Srednia po mikrost.
oziom . . . ;
. fazowych na tym poziomie liczba punktow fazo-
energii : . . -
we wszystkich mikrosta- wych na tym poziomie
nach n(t) " ock>-
0 12 « 24+ 4-40 2,0
1 ¢ 12 m12 - 24 1,2
2 0O ¢ 12 ¢« 0-12 0,6
3 + 0+ 0- 4 0,2
Rys.12
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§ 10. Rozktad ten sporzadziliSmy przy zalozeniu, Ze
kazdy z plerdcieni jest oddzielng komorke przestrzeni jJ-
Przypusémy teraz, ze sporzedzamy analogiczny rozktad, gdy
kazdy z piers$cieni podzielony jest na k réwnych komérek;
wowczas dla kazdego mikrostanu z rys.11 otrzymujemyrk4 no-
wych mikrostanéw /bo mamy 4 czesteczki, z ktérych kazde moz-
na na K sposobow umies$ci¢ na tym samym poziomie/. A wiec cat-
kowita liczba mikrostanéw wynositaby woéwczas 20.k . Ze spo-
sobu w jaki wyliczaliSmy catkowita liczbe punktow fazowych
na danym poziomie energii we wszystkich mikrostanach wyni-
ka, ze wzrostaby ona roéowniez K4-krotnie, wynoszac teraz dla
danego poziomu n(£).k4. Zatem $Srednia po mikrostanach licz-
ba punktéw fazowych na danym poziomie energii

nt) k4 n(kL)
20. k4 20

nie zmieni sie, a wiec ksztatt rozkitadu z rys.12 pozostanie
doktadnie taki sam. W zwigzku z tym w przypadku gazu dwuwy-

miarowego nie ma potrzeby dzieli¢ piersécieni na komorki
“kwantujace" kierunek wektoréow pedu.

§11. Mozna natomiast dalej dzieli¢ piers$cienie wspo6t-
srodkowymi okregami /oczywiscie tak, aby powstate nowe pier-
§cienie miaty réwne pola powierzchni/ otrzymujac coraz wie-
cej wezszych pasm energii i tym samym coraz doktadniejszy
ksztatt Sredniego rozkiaou energii. Tym sposobem mozna przy
pomocy np. maszyny matematycznejl otrzymac¢ dowolng ilos¢
stupkéw wyznaczajgcych tak doktadnie jak tylko sobie zyczy-

my ksztatt funkcji rozktadu Maxwella. Ale nie jest to jesz-

X Autor opracowat odpowiedni program na maszyne cyfro-



cze zadne wyprowadzenie matematyczne, a tylko pogladowe
wprowadzenie pojecia.

§ 12. Zostanmy jadnak na razie przy zaproponowanym
powyzej podziale na cztery pasma energii /0,1,2,3/ i zba-
dajmy/jak zmienia sie ilo$¢ mikrostanéw przy zwiekszaniu
ilosci czesteczek /oczywiscie przy zachowaniu warunku,
ze energia catkowita ukitadu E=3 jednostki jest state/.
Niech N ~ 3 bedzie iloscie <czesteczek w uktadzie. Mamy

wowczas nadal trzy stany makro, takie jak podano w tabeli 3.

Tabela 3
Stan makro
Liczba punktéw fazowych Liczba stanéw mikro
na poziomie 0 energii £ realizujgcych dany
stan makro
0 12 3
(n-i)"- - 1 N
IN-2) 11 - N.(N-I)
(N-3) 3 - - J N.(N-1).(N-2)

Liczby stanéw mikro realizujgcych dany stan makro wyliczo-
no ze wzoru /1/ z § 13» Widac¢, ze przy duzych N liczby te
bede sie bardzo rézni¢. Na przyktad przy N»lO23 ilos¢ mi-
krcstandw realizujgcych ostatni w tabeli stan makro bedzie
o kilkadziesigt rzedéw wielkos$ci wieksza niz dla pozosta-
tych makrostanéw. Zatem przy dostatecznie duzej ilosci cze-
steczek bedzie istniat praktycznie jeden stan makro zawie-
rajagcy "przyttaczajgca" wiekszo$¢ mikrostanéw, w zwiazku
z czym bedzie mozna przyblizy¢ /a praktycznie zastgpic/
Sredni rozktad energii przez rozkiad energii w tym najbar-
dziej prawdopodobnym stanie makro. Poniewaz rozumowanie
takie mozna przeprowadzi¢ przy dowolnej energii catkowitej
E uktadu i przy podziale na dowolng ilo§¢ f pasm energii,
wiec nasze dalsze poszukiwania ograniczag sie do rozwazenia

najbardziej prawdopodobnego makrostanu.
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S 13. Oprzemy 8i¢ teraz na pomysle Gurney#a /b j, kto6-
ry w swoim podreczniku "Introduction to Statistical Mecha-
nics" podat pewne interesujgce rozumowanie /str.13-16/.

Otoéz niech W oznacza prawdopodobienstwo termodynamiczne
/ilo$§¢ wszystkich standéw mikro/ dla pewnego makrostanu.
Woweczas i

W « A
no!.Vv b b

« nj vu
gdzie N - ilos¢ wszystkich czesteczek, nt - ilo$s¢ czagste-
czek w tym makrostanie na i-tym spos$réd f+1 poziomoéw ener-
gii
Oczywiscie c M « N
i=o

Zbadajmy,czy i jak zmienia sie W, jezeli dokonamy niewiel-
kiego przemieszczenia punktow fazowych /np. tylko dwodch/ na
poziomach energii. OS$zeli weZmiemy pod uwage dwa punkty fa-
zowe na jakim$ poziomie energii i jeden z nich przesuniemy
na poziom wyzszy, a drugi na poziom nizszy, to /przy podzia-
le na poziomy energii o rownej szerokosci, jaki zatozylis-
my poprzednio/ catkowita energia uktadu nie zmieni sie.
Otrzymamy nowy makrostan mato rézniecy sie od poprzedniego.
Oznaczmy prawdopodobiennstwo termodynamiczne tego nowego
makrostanu przez W

§ 14. Rozpatrzmy konkretny przyktad liczbowy+ makro-
stanu, w ktdrym na poziomie o energii O znajduje sie 2 002
punkty fazowe, na poziomie 1 -1 002 punkty fazowe, na po-
ziomie 2 - 102 punkty fazowe. Na razie nie interesuje nas
wartosci liczb n»~. Mg itd. - ilos$ci punktow fazowych na
wyzszych poziomach. Prawdopodobienstwo termodynamiczne te-
go makrostanu wynosi

2605116031 1021 nri ng! ... nf!

*Przyktad liczbowy zaczerpniety z ksiezki R.W.Gurney'a /b]
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| nf 1

|
|

" "
n3
102 ~To3
T2 <
2000 o
al b/

Rys. 13

Oezeli teraz z poziomu 1 przesuniemy jeden punkt fazowy
na poziom 2 i jedne na poziom O /rys.13 a/, to otrzymamy
nowy makrostan /rys.13 b/ o prawdopodobienstwie termodyna-

micznym
w* NJ
20031 10001 1031 n3! n4l ... nfl

Stosunek W* do W wynosi:

W+ 20021 10021 1021 1002.1001 1003001

W * 20031 10001 1031 “ 2003.103 * 206309
Widzimy, ze dokonujac tak niewielkiego przestawienia punk-
tow fazowych zwiekszyliSmy prawie pieciokrotnie prawdopo-
dobienstwo termodynamiczne makrostanu. Wnioskujemy stad,
ze zaproponowany powyzej rozkitad liczbowy punktéow fezow/ch
na trzech najnizszych poziomach energii Jest daleki od op-
tymalnego /najbardziej prawdopodobnego/. Widzimy réwniez,
ze aby otrzymaé¢ makrostan o wiekszym W musimy przeniesé

czes$¢ czagsteczek z poziomu 1 na poziomy 0 i 2.
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S_15. Mozna wykona¢ szereg innych "dos$wiadczen liczbo-
wych", ktére ilustruje nasze rozumowanie. Przypusémy, ze
z poziomu 1 przenies$liSmy 140 punktow fazowych na poziom
2 i 140 na poziom 0 otrzymujec makrostan, w ktorym nQ=2142,
Nn"=722, n2*242. Zbadajmy,jak w tym przypadku zmieni sie W,
gdy w sposéb analogiczny jak poprzednio dokonamy niewielkie-
go przestawienia punktéw fazowych otrzymujec nowe wartosci
Nn*=2143, n*=720, n2=243. W tym przypadku stosunek W#*do W
daj e

W 21421 7221 2421 722 . 721 520562

W= 2143! 7201 243! =2143 . 243 = 520749
a zatem jest on prawie rowny jednos$ci, z czego wnioskujemy,
Ze ostatni podany rozktad jest bliski najbardziej prawdopo-
dobnemu. Czytelnik moze sprawdzié¢, ze w tym przypadku jest
to rozkitad o najwiekszym W. Wida¢, ze jezeli dla pewnego

mak rostanu
*

to jest to makrostan o najwiekszym prawdopodobienstwie ter-
modynamicznym.

§ 15. Woparciu o ten warunek zajmiemy sie poszukiwaniem
najbardziej prawdopodobnego rozktadu energii w przypadku o-
goélnym. Wiemy juz, ze prawdopodobienstwo termodynamiczne

makro *_wosl

!
W N!

r)e!---

Cezeli teraz z poziomu I-tego jeden punkt fazowy przenie-
sieny ma pozian i-1 oraz jeden na pozion I+, tO otrzyma-

my nowy makrostan o prawdopodobienstwie

N!
(ny_,+) ! (0,



Stosunek W do W wynosi:
* n; ! nII Ny I n. .(n -1)
V\F (nI\/F+I)I (n.-2)I (ni+1+D1 * Tn'W"|+I} (n1+1+l)

W praktyce mamy do czynienia z iloScig czasteczek rzedu 10’23

w zwigzku z czym wartoéci ni_1# n+x» ni+i 93 olbrzymie,
wiec ostatni wynik mozna przyblizy¢ przez

W
w ni-1 *ni+l
W mys$l warunku (2) otrzymujemy, ze
2
ni i, » i
1 czylt 5 (3)
"i-1 *ni+l n 1+1

lub inaczej
(4)

§ 17. 2 (3) lub (4) widaé¢, ze nt tworze postep geome-
tryczny. Oznaczmy iloraz tego postepu przez e~" , gdzie e
jest podstawe logarytmu naturalnego, a f pewna statg. Wow

czas mozna napisaé, ze
L1 ] ! K
IB'o e >

Poniewaz cigg n” musi maleé¢, wiec e“~<1l, czyli >0.
Zwréémy uwage, ze ze wzgledu na przyjeta przez nas jednost-

ke energii mozemy zastgpi¢ i przez /liczbe jednostek
energii, ktéra jest tozsama z i/. Woéwczas stats p ma wymiar
odwrotnosci energii. Otrzymujemy wiec

., - - PEi

co stanowi poszukiwany przez nas najbardziej prawdopodobny
rozktad energii czgsteczek dwuwymiarowego gazu doskonatego.



§ 18. Rozwazmy teraz trojwymiarowy gaz klasyczny.
Podobnie Jak w przypadku gazu dwuwymiarowego przyporzadkuj
my kazdej czesteczce wektor Jej pedu w danej chwili. Po
przesunieciu rownolegtym tych wektorow tak, aby miaty one
wspolny poczetek - otrzymujemy tréjwymiarowego "jeza" wek-
toréw pedu. Postepujec analogicznie jak w przypadku gazu
dwuwymiarowego nakiadamy na naszego przestrzennego "jeza"
szereg koncentrycznych sfer stanowiecych "skale energii”.
Podobnie Jak poprzednio odlegtoséci miedzy sesiednimi sfera
mi maleje /ze wzrostem p/ tak, ze szerokos$ci odpowiednich
przedziatéw energii OE se state. &£ obieramy za jednostke
energii. Przy pomocy prostego rachunku przekonujemy sie,
ze objetosci obszarow miedzy sferami n ie s e sobie
rowne /w przypadku gazu dwuwymiarowego powierzchnie piers-
cieni by} roéwne/, w zwiezku z czym w tym przypadku nie no
zerny stosowac¢ postulatu réwnej a priori cennosci statys-
tycznej komérek w odniesieniu do obszaréow miedzy sferami.

§ 19. Aby moéc stosowaé ten postulat, musimy obszary
miedzy sferami podzieli¢ na komérki o réwnej objetosci V
Objetos¢ obszaru miedzy 3esiadujecymi sferami o promie-
niach p i p+tAp wynosi:

Av = (p+Ap)3 - | T p3« 4X p2Ap
Poniewaz
= 4L
AL = l—me
czyli
p ayY2amt ', PpAp a mAE
wiec

AV a AT Y2m £ * mAS

Ozielec teraz V przez Vq otrzymujemy liczbe g(t, Vp) ko-
moérek o objetosci Vg w obszarze miedzy sferami odpowiadajg
rymi energiom £ i £+ AC



ge . vQ) i ¥32*1CT3/2 vl pe

lub Inaczej

gA » const. ver

gdzie oznacza ilo$s¢ komoérek o statej objetosci na -i-tym
poziomie energii. Liczba gA nazywa sie "krotnos$ciag zwyrod-
nienia" danego poziomu energii lub jego wage statystyczne.

§ 20. W tak skonstruowanej przestrzeni fazowej dla ga-
zu trojwymiarowego mozna juz stosowa¢ postulat réwnej a
priori cennosci statystycznej komérek. Wida¢ zatem, ze praw-
dopodobienstwo znalezienia sie punktu fazowego danej czas-
teczki na i-tym poziomie energii bedzie gi razy wieksze niz
w przypadku gazu dwuwymiarowego, w zwiezku z czym we wszyst-
kich mozliwych mikrostanach, punkty fazowe czesteczek wy-
stapie na danym poziomie £A - g. razy czes$ciej niz w przy-
padku gazu dwywymiarowego. Tak wiec dla gazu tréjwymiarowe-

go rozkitad Maxwells bedzie miat postac :

- 11

*e  «

lub t
L B
const.VT”™-e T

Charakterystyczne maksimum, jakie posiada ta ostatnia funk-
cja jest wynikiem wprowadzenia trzeciego wymiaru w naszych

rozwazaniach.

Powyzsza koncepcje powinna by¢ uzyteczna w dydaktyce
fizyki w szkole wyzszej. Sedze, ze nie trywializujec tres-
ci merytorycznych udato mi sie uczyni¢ bardziej przystep-
nym na poziomie kursu fizyki ogo6lnej nie tylko pojecie roz-
ktadu Maxwella, ale takze inne pojecia z fizyki etatystycz-
nej oraz wyprowadzenie matematyczne funkcji rozktady /zwy-
kle realizowane w trudny merytorycznie obstrakcyjny sposoéb/.
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3erzy Ogar

THE CONCEPTION OF INITIATION MAXWELL DISTRIBUTION FUNCTION
IN A GENERAL PHYSICS COURSE

In the <conventional teaching of the Maxwell dis-
tribution law to the beginners, the calculus of variation

and Lagrange's method of undetermined multipliers are used.
As a result the beginner must frequently employ mathematics
beyond his present knowledge. In this paper the approach is

suggested in which only the theory of combinations is used.
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The method is based on counting the number of distingui-
shable ways into which a group of localized particles can
share out a given amount of energy. Then a simple inductive
statistical argument /following R.W. Gurney/ is given and
Maxwell distribution function is deduced. The approach pres-
ented here introduces the student not only to Maxwell dis-
tribution but to the other basic conceptions of statistic-
al physics as well. The method ought to be helpful fo* stud-
ents and useful in teaching physics.

Bw1 Ortap

KOHLIETLYA BBEAEHST OYHKLWA PACTIPELENER IS MAKCBEVIA

V)

B KYPCE CBLBEA OVBVKU

B TUNMYHOM M3MOXKEHUM 3aKoHa MakcBesina-bonbumaHa anis Ha-
UWHalOLLYIX CTYZAEHTOB, MperogaBaTe/IN OYeHb 4YacTO MOJb3YHOTCA
BapyiaLMOHHbLIM MUCUYMCIEHVEM U METOAOM HeornpeaesiéHHbIX MHOKU C-
neii NarpaH>ka. HauvHaroupii BeCbMa 4acTo [0/DKEH MPUMEHSTb Hr.
CBOEHHbIE VMM B LLKO/IbHOW MpaKTUKe MaTemMaTudecKue MeTofbl. b
3TOIN cTaTbe MNPeL/IOKEH TaKOW AVNOAKTUYECKUM Noaxo[, B KOTO-
POM Hy>KHbl TO/IbKO OCHOBHblE 3HaHWs MO KoMOGuHaTopuke. [Mpea-
CTaB/IEHO TaKKe MNPOCToe MHAYKTUBHO-CTATUCTUUECKOE AoKasa-
TenbcTBOo (No P.B.N'ypHek) v BbiBegeHVE UyHKUMM pacrpenesieHus
MakcBenna. B npeanoXkeHHOW KOHLUEMUMU BBeAeHAa He TO/IbKO (YHK-
ums MakcBessila, HO TOXe ApPYrme OCHOBHble MOHATUS MO CTaTUCTU-
yeckoil msuke. [pedcTaB/ieHHbI MHOIO METOZ O0/DKEH MPUrognThb-
Cs CTydeHTaM UM ObMb MOME3HBbIM B MNpenogaBaHun (OU3SUKU.



