
JERZY OGAR

K oncepcja  w p row ad zen ia  funkcji rozkładu M axw ella  
w kursie fizyki ogólnej

N a jb a r d z ie j  popularny i  e le g a n c k i  a zarazem p r o s ty  

/ a l e  ty lk o  z formalnego punktu w id z e n ia /  sposób wyprowadze­

nia f u n k c j i  rozkładu Maxwella p o le ga  na zastosow aniu ra­

chunku w ariacyjn ego  do m a k sy m a liza c ji  prawdopodobieństwa 

termodynamicznego makrostanu i  metody mnożników L agran ge#a 

do rozw iązania odpowiedniego układu równań / п р .  E .  Gumiń- 

s k i  /§ 7 »  A .K .  Wróblewski i  3 . A .  Zakrzew ski foJJL  Z a u t o p s j i  

i  o b s e r w a c ji  wiem, że  sposób ter na o g ó ł  n ie  przemawia do 

wyobraźni studentów zw ła szcza  na k u r s ie  f i z y k i  o g ó l n e j .

Sam w s o b ie  j e s t  dość  form alny, zwykle n ie  p o p arty  r z e t e l ­

ną dyd aktyką, w y k o rzy stu je  metodę nieoznaczonych czynników 

L a g ra n ge 'a  n ie  przekonywającą d la  studentów , k tó rz y  zwykle 

w tym m iejscu  s t y k a ją  s i ę  z n ią  po raz p ie rw sz y .

P o n iż e j  przedstaw iono t a k i e  wyprowadzenie rozkładu 

Maxwella pędów / e n e r g i i  k in e ty c z n e j  ruchu postępow ego/ do­

wolnego układu c z ą s t e k  k la s y c z n y c h , k tó re  powinno być 

przydatne ze względu na p r o s t s z e  u j ę c i e  d yd aktyczn e.
Oprócz tra d y cy jn e g o  stosow an ia  metody nieoznaczonych 

czynników L a g ra n ge 'a  w l i t e r a t u r z e  można sp otka ć  k i l k a  ory­
gin aln ych  sposobów wprowadzenia f u n k c j i  rozkładu Maxwella, 

spośród których  wymienić n a le ż y  sposób w y k o rzy stu ją cy  po­

mysł gazu o s t a ł e j  tem peraturze w Jednorodnym polu s i ł  po-
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dany przez Feynmana/37# a p ó ź n ie j  rozszerzon y znacznie  

przez G r a s s ie  / 4 7  oraz sposób Gurney'a / § 7 ,  k tóry podał za­
skakująco p r o sty  m erytorycznie pomysł m ak sym alizacji praw­
dopodobieństwa termodynamicznego makrostanu. Ta o s t a t n ia  

metoda z o s t a ł a  rozszerzona przez B la c k a ,  D ev isa  i  Ogborna 

/ 1 7  i  zaproponowana w formie gry  d la  studentów / " s h u f f l i n g  

game"/ wraz ze  szczegółowym opracowanie^ dydaktycznym /m .  
i n .  f i l m y / .  Inny pomysł gry  dydaktycznej majęcej na celu  

wprowadzenie p o ję c ia  rozkładu Maxwella /b e z  wyprowadzenia 

wzoru na funkcję  r o z k ła d u / można z n a le źć  w pracy P .M .C la r ­
ka. A .3 .  Waltona i  A . 3 .  M il l in g t o n a  / 2 7 .

W proponowanej p o n iże j k o n c e p cji  p re ze n tu ję  najpierw  

p r o ste  układy o małej l i c z b i e  c z ę s te c z e k  w celu  wprowadze­
nia zarówno samego p o j ę c ia  rozkładu Maxwella ja k  i  innych  

pojęć z tym zw iązan ych. Proponuję t a k ie  wyprowadzenie wzo­

ru na funk cję  r o z k ła d u /  k tóre wymaga je d y n ie  znajom ości  

podstaw kom binatoryki. Szczegółow e ro z p a tr z e n ie  najpierw  

p r o s t s z e g o ,  choć a b stra k cy jn e g o  przypadku gazu dwuwymiaro­
wego i  p ó ź n ie js z e  u o g ó ln ie n ie  wyniku na gaz trójwymiarowy 

wydało mi s i ę  k orzystn e ze względów dydaktycznych. Koncep­
c j a  opracowana z o s t a ł a  w p o s t a c i  programu lin io w e g o , który  

tu prezentowany j e s t  w u proszczonej p o s t a c i  / § 1 - § 2 0 / .

§ 1 . Wyobraźmy so b ie  dwuwymiarowy gaz k la sy czn y  za­
warty w płaskim naczyniu /m odel w zględnie łatw y do r e a l i ­

z a c j i  przy. pomocy s t o łu  pneum atycznego/. Nie będzie  nas in ­
tereso w ał rozkład geometryczny c z ę s te c z e k  tego gazu w obrę­
b ie  n a c z y n ia .  /Zakładam , że student ju ż  w ie , że n a jb a r d z ie j  

prawdopodobnym makrostanem, w którym obserwujemy gaz w na­
czyniu j e s t  rozkład o równomiernej g ę s t o ś c i / .  Tu zajmiemy 

s i ę  n ie  położeniam i c z ę s t e c z e k ,  a le  ich  pędami. Każdej c z ą s ­

te c z c e  naszego gazu można w danej c h w il i  przyporządkować 

wektor równy j e j  pędowi / r y s . l / .  Wektory te  można następ­
nie przesunąć rów nolegle ta k ,  aby miały one wspólny począ­

tek / r y s  . 2 / .  Ot rzymuje się w ten sposób p łask iego  "jeża” , k tó re g o
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wygięci zmienia s i ę  w chwilach zderzeń cząsteczek ze sobę 

i  ze ścianami naczynia tak, że po pewnym c z a s ie  nasz "jeż"  

może wyglądać tak jak na r y s .3  lub na r y s , 4 albo je s z c z e  

i n a c z e j .

§ 2 . Aby szybko odpowiedzieć na p y t a n i e , i l e  c z ą s te ­
czek posiada w danej ch w ili  energię zawartą w określonym 

p rzed ziale  e n e r g ii  (£ ,£+& £. ) o s t a ł e j  szerokości A£ ko­

r z y stn ie  j e s t  nałożyć na naszego "jeża "  szereg koncentrycz­
nych okręgów stanowiących "skalę e n e r g ii"  / r y s . 5 / .

Rozważmy dwa sąsie d n ie  okręgi o promieniach p i  р + Д р .  

C z ą s te c z k i ,  których koniec wektora pędu znajduje s ię  wew­
nątrz tak powstałego p ie r ś c ie n ia  mają energię z przedziału

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4

Rys. 5
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gdzie

/  Л  p małe w porównaniu z p / .

Ponieważ pola  pow ierzchni Д  S p i e r ś c i e n i  sę proporcjonalne  

do 2 TC p Д р ,  widać s t ę d ,  że s z e r o k o ś c i  Д р  p i e r ś c i e n i  na ry­
sunku muszę odpowiednio maleć ze w zro ster p, j e ż e l i  chcemy 

żeby pola p i e r ś c i e n i  b y ły  równe i  tym samym s z e r o k o ś c i  p rze ­
d ziałów  e n e r g i i  Д Е  b y ły  jednakowe d la  w szy stk ich  p i e r ś c i e ­

n i .  /p o n iew aż AS ~ Д Е  / .  R y s .  5 z o s t a ł  wykonany w ten spo­
sób, że  ДЕ j e s t  t a k ie  samo d la  każdego p i e r ś c i e n i a .  I l o ś ć  

wektorów zawartych wewnętrz n ajm n iejszego okręgu j e s t  i l o ś -  

c i ę  c z ę s te c z e k  o e n e r g i i  z p rz e d z ia łu  ( 0 , Д £ ) ;  i l o ś ć  wek­
torów, których koóce z n a jd u ję  s i ę  wewnętrz pierw szego p i e r ­
ś c ie n ia  j e s t  i l o ś c i ę  c z ę a ste c z e k  o e n e r g i i  z p rz e d z ia łu  

(Д Е  , 2 A Ł ) i d la  następnego p i e r ś c i e n i a  mamy a n a lo g ic z n ie
( 2 A £  ,З Д £  ) i t d .  O b l ic z a ję c  te ra z  i l o ś ć  końców wektorów»
zawartych wewnętrz każdego p i e r ś c i e n i a  można w y k re ślić  h i s ­
togram przedstaw iony na r y s . 6 .

A£ « .(P^^.P.12-  _ Ł  в  P. А -P.

n(£) oznacza i l o ś ć  c z ę s te c z e k  o e n e r g i i  zaw artej w prze­
d z i a l e  ( £ , Е + Д £ ) .  Jak  na r a z ie  odpow iedzieliśm y na p y ta n ie / 

i l e  c z ę s te c z e k  posiada w naszym przypadku en ergię  z ok reś­
lonego p r z e d z ia łu  e n e r g i i  w danej c h w i l i .

S 3 . I n t e r e s u j e  nas jednak odpowiedź na p y t a n ie ,  i l e  

ś r e d n i o  c z ę s te c z e k  posiada en ergię  zawartę w ok reś­
lonym p r z e d z ia le  e n e r g i i  / o c z y w i ś c i e  przy z a ło ż e n iu ,  że
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c a łk o w ita  e n e rg ia  c z ą s t e c z e k  układu j e s t  s t a ł a *  a i l o ś ć  
c z ą s te c z e k  an i wymiary pudła n ie  zm ie n ia ją  s i ę / .  Co ozna­

cza  t u t a j  słowo " ś r e d n i o ” ? O tóż gdybyśmy n o g l l  wykonać bar­

dzo w ie le  o b s e r w a c ji  ta k ic h  ja k  op isan a  powyżej i  d la  każ­

dej z n ich  sp o rz ą d z ić  diagram ja k  na r y s . 6 ,  a n a s tę p n ie  

o b l i c z y ć  śre d n ią  wysokość / r z ę d n ą /  każdego ze  słupków po 

w sz y stk ic h  obserw acjach* to  histogram  sporządzony ze s łu p ­

ków o t a k i e j  u śre d n io n e j w ysokości dałb y  w ła śn ie  poszuki­

wany przez  nas śr e d n i  rozkła d  e n e r g i i .  O czy w iśc ie  w p rakty ­

ce tak p o s tą p ić  s i ę  n ie  d a .  Zatem co z r o b ić ?

§ 4 .  W tym m iejscu  n a le ż y  studentom zasugerować / j e ż e ­

l i  sami n ie  wpadną na ten pom ysł/  te o r e ty c z n e  z n a le z ie n ie  

w sz y stk ic h  możliwych sposobów p o d zia łu  danej e n e r g i i  c a ł ­

k o w ite j  E układu między N c z ą s te c z e k  te go  u k ład u . Zwykle 

z n a jd z ie  s i ę  k t o ś ,  kto  zw róci uwagę, że  ta k ic h  sposobów 

j e s t  n ie sk o ń c z e n ie  w i e l e .  Ma on r a c j ę ,  więc aby u czynić  za­
g a d n ie n ia  możliwym do ro zw ią za n ia , przyjmujemy ДЕ.za je d n o st  

kę e n e r g i i  i  umawiamy s i ę ,  że cząsteczkom  o e n e r g i i  z prze­

d z ia łu  (O , A£ ) przypisu jem y en e rg ię  0 ;  z ( ДЕ , 2A £  ) -  ener 
g ię  jed n ostk ow ą; z (2A £  , 3A£ ) -  e n e rg ię  2 je d n o s tk i  i t d .  

Innymi słowy umawiamy s i ę ,  że en e rg ia  c z ą s t e c z k i  może 

przyjmować ty lk o  d y sk re tn e  w a r to ś c i  /w naszym przypadku 0 ,  

1 ,  2 i t d . / .  W tym m iejscu  powinien nam zwrócić uwagę nasz 

"n ieza d ow olon y", że  sposobów p od zia łu  e n e r g i i  E między N 

c z ą s te c z e k  j e s t  nadal n ie sk o ń c ze n ie  w i e l e ,  gdyż n iesk oń c ze ­

n ie  w ie le  j e s t  wektorów pędu o t e j  samej w a r t o ś c i ,  a tu 
"kw antując" e n e r g ie  c z ą s c e c z e k ,  "kwantowaliśmy" ty lk o  war­

t o ś c i  ic h  pędów. Dak wykażemy p ó ź n i e j ,  w przypadku gazu 

dwuwymiarowego można n ie  uw zglęaniać t e j  r e k la m a c ji  / р о г .

§ 1 0 / .  A le  równie dobrze można j ą  uwzględnić i  nawet bę­
d z ie  to k o rzy stn e  ze względu na d a ls z e  c e l e  dydaktyczne 

/ p o r .  § 2 0 / .
§ 5 . Tak czy in a c z e j  chwalimy "niezadow olonego" za 

wnikliw ość i  każdy z p i e r ś c i e n i  z r y s . 5 d z ie lim y  na c z ę ś c i ,
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"k w a n tu ją c "  tym samym k ie r u n k i  wektorów pędu . Na " j e ż a "  wek­

torów pędu mamy t e r a z  n a ło żo n y  s z e r e g  komórek / r y s . 7 / .  

Zwróćmy uwagę, że  z a m ia s t  rysować c a ł y  w ektor pędu w y s ta r c z y  

z a z n a cz y ć  kropkę t y l k o  j e g o  k o n i e c .  Tak w ięc  różnym układom 
wektorów pędu c z ę s t e c z e k  i  tym samym różnym sposobom p o d z ia ­

łu  e n e r g i i  m iędzy c z ą s t e c z k i  odpowiada różny r o z k ła d  kropek 

w o b r ę b ie  sk on stru o w a n ej p rz e z  nas s i a t k J . O c z y w iś c ie  j a k i e ­

k o lw ie k  p r z e s u n i ę c i e  k tó r e g o k o lw ie k  punktu w o b r ę b ie  zajm o­

wanej p r z e z  n ie g o  komórki n ie  zm ie n ia  r o z k ła d u .

R y s .  7

D la  s i a t k i  p r z e d s ta w io n e j  na r y s . 7 można z n a le ź ć  w s z y s t k ie  

m ożliwe różne r o z k ła d y  / d l a  e n e r g i i  c a ł k o w i t e j  układu ЕяЗ 

j e d n o s t k i  i  d la  i l o ś c i  c z ę s t e c z e k  N=4 j e s t  i c h  t u t a j  aż 5120^ 

a l e  c z y  mamy j u ż  prawo wyznaczać ś r e d n i  r o z k ła d  e n e r g i i  wed­

łu g  zasugerow anego w c z e ś n ie j  sp osob u ? O tó ż  n i e ,  gdyż p o d z ia ł  

p i e r ś c i e n i  na komórki z o s t a ł  dokonany z u p e łn ie  d o w o ln ie ;  sę 

tam komórki o różnych p o w ie r z c h n ia c h ,  a ła tw o p r z e w id z ie ć ,  

że te  w ię k s z e  będę zajmowane c z ę ś c i e j  p rze z  n asze  punkt y ,  
m n ie js z e  -  r z a d z i e j .  Co z r o b i ć ?  O c z y w iś c i  p o d z i e l i ć  p i e r ś c i e  
n ie  t a k ,  aby w s z y s t k ie  komórki m ia ły  jednakową p o w ie r z c h n ię .

W ten sp o só b  wprowadzamy / c z y  t e ż  ja k  k to  w o l i  w y k o r z y s tu je ­

my/ p o s t u l a t  równej a p r i o r i  c e n n o ś c i  s t a t y s t y c z n e j  komórek.

^ C z y t e ln i k  może to  spraw dzić  w o p a r c iu  o k o m o in a to ry k ę .
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§ 6 .  Так s i ę  s z c z ę ś l i w i e  s k ła d a ,  że  w przypadku d ia ­

gramu d la  gazu dwuwymiarowego, przy  p o d z ia le  na komórki o 

równej p o w ie rz c h n i ,  każdy p i e r ś c i e ń  b ę d zie  z a w ie r a ł  takę 
sarnę i l o ś ć  komórek n p .8  / J a k  na r y s . 8 / .  W zwięzku z tym 

można o k r ę g ły  diagram / r y s . 8 /  p r z e k s z t a ł c i ć  na diagram p ro -  

s to k ę tn y  / r y e . 9 / ,  k tó ry  j e s t  d o g o d n ie js z y  do d a lsz y c h  roz­
ważań.

/Diagram  z r y s . 9 J e s t  niczym innym Ja k  modelem dyd aktycz­

nym p r z e s t r z e n i  fazowej p- pom n iejszonej o składowe p rz e ­

strz e n n e  d la  nas n i e i s t o t n e . /  Punkty -  końce wektorów pędu 

nazywaję s i ę  punktami fazowymi odpowiednich c z ę s t e c z e k .

S _ z .  Można te r a z  zd efin iow ać  sta n  makro i  mikro u k ła ­

du w sposob n a e tę p u ję c y .  Stanem makro układu nazywa s i ę  
każde liczbow o określone ro zm ie szc zen ie  punktów fazowych po­

między komórki p r z e s t r z e n i  fa z o w e j,  n atom ia st stanem mikro 

każde d o k ła d n ie  podane ro zm ie szc ze n ie  p o szcze gó ln y ch  punk­
tów fazowych w komórkach p r z e s t r z e n i  fa z o w e j.  D e f i n i c j e  te  

n a le ży  k o n i e c z n i e  z i lu s tr o w a ć  odpowiednimi przy­

kładam i, k o r z y s t a ję c  z wprowadzonego modelu p r z e s t r z e n i  fa ­

zowej .
S _ 8 .  Samo wyprowadzenie matematyczne f u n k c j i  r o z k ła ­

du Maxwella n a le ż a ło b y  pop rzed zić  kilkoma prostym i kon k ret­
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nymi p rzy k ła d a m i liczb ow ym i w y ja ś n ia ją c y m i  w sp osób p o g lą ­

dowy id e ę  te g o  r o z k ła d u .  Oto p r o p o z y c ja  t a k i e g o  p r z y k ła d u .  

Dwuwymiarowy gaz k la s y c z n y  z ło ż o n y  z N=4 c z ą s t e c z e k  zam knię­

tych  w p ła sk im  p u d le  ma e n e r g ię  c a łk o w it ą  E=3 j e d n o s t k i .  D la  
u p r o s z c z e n ia  p r z y jm ijm y ,  że  p o w ie rz c h n ia  komórek p r z e s t r z e ­

n i  fazow ej j e s t  równa p o w ie rz c h n i  p i e r ś c i e n i ,  a w ięc  odpo­
w ied n i diagram p r o s t o k ą t n y  w ygląda tak  ^ak na r y s . 1 0 .  P ó ź ­

n i e j  udowodnimy / p o r .  § 1 0 / ,  że  to  u p r o s z c z e n ie  n ie  zm ien ia  
wyniku o b l i c z e ń .  W naszym przypadku i s t n i e j e  20 różnych 

sposobów p o d z ia łu  e n e r g i i  E=3 pomiędzy N=4 r o z r ó ż n ia ln e  c z ą ­

s t e c z k i  oznaczone l i t e r a m i  А , В ,  C ,  D . W s z y s tk ie  te  s p o s o ­

b y , c z y l i  w s z y s t k ie  m ożliwe m ik r o sta n y  p r z e d sta w io n o  na 

r y s . 1 1 .

3 A В C D
2
1
0 BCD ACD ABD ABC

3
2
1
0

R y s .10

3
2
1
0

A A A В В В C c C D r> D
В C D A C D A в D A в C
CD BD BC CD AD AC BD AD AB BC AC AB

3
2
1 BCD ACD ABD ABC
0 l A _ j В c D R y s . i  1

W idać, że m ik ro sta n y  te  można p o d z i e l i ć  na 3 grupy w z a l e ż ­
n o ś c i  od l ic z b o w e g o  r o z m ie s z c z e n ia  p o s z c z e g ó ln y c h  punktów 

fazowych w komórkach p r z e s t r z e n i Ц  . I  t a k ,  do p ie r w s z e j  gru ­
py z a l ic z a m y  m ik ro sta n y  o jednym p u n k c ie  fazowym na p o z io ­

mie 3 i  t r z e c h  na p o zio m ie  0 ;  do d r u g i e j  -  o jednym na po­

z io m ie  2 ,  jednym na p o z io m ie  1 i  dwóch na p o z io m ie  O; do 

t r z e c i e j  -  o t r z e c h  na p oziom ie  1 i  jednym na p oziom ie  0 .
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W ten sposób w yróżn iliśm y t r z y  możliwe s ta n y  makro naszego 

układu / t a b . l / .

Tabela 1

Stan  makro
L icz b a  punktów fazowych 
na poziom ie o e n e r g i i . £

0 1 2  3

L icz b a  stanów mikro 
r e a l i z u ję c y c h  dany 

s ta n  makro

3 -  -  1 4
2 1 1 - 12
1 3 -  - 4

Razem 20 m ik ro sta n .

§ 9 . W o p a rc iu  o ta b e lę  1 łatw o s p o rz ę d z lć  ta b e lę  2 , 

k tó ra  zaw iera ju ż  dane bezp ośred n io  p otrzebne do w y k reśle ­

n ia  poszukiwanego śre d n ie g o  rozkładu e n e r g i i  / r y s . 1 2 / .

T a b ele  2

Poziom
e n e r g i i

C a łk o w ita  l i c z b a  punktów 
fazowych na tym poziom ie 
we w s z y s tk ic h  m ik r o s ta -
nach n ( t )

Ś re d n ia  po m ik r o s t .  
l i c z b a  punktów fa zo ­
wych na tym poziomie

"  < « > -

0 12 « 24 ł  4 - 4 0 2 , 0

1 0 ♦ 12 «■ 12 •  24 1 ,2
2 0 ♦ 12 ♦ 0 - 1 2 0 ,6

3 4 + 0 + 0 -  4 0 ,2

R y s . 12
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§ 1 0 .  R o z k ła d  te n  s p o r z ą d z i l i ś m y  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  że

każdy z  p l e r ó c i e n i  j e s t  o d d z ie l n ą  komórkę p r z e s t r z e n i  jJ- .

Przypuśćm y t e r a z ,  ż e  sporzędzam y a n a l o g i c z n y  r o z k ł a d ,  gdy

każdy z  p i e r ś c i e n i  p o d z ie lo n y  j e s t  na к równych komórek;
4

wówczas d l a  każdego m ik ro sta n u  z  r y s . 11 o trzym ujem yr k no­

wych m ikrostanów  / b o  mamy 4 c z ę s t e c z k i ,  z  k tó r y c h  każdę moż­

na na к sposobów u m ie ś c ić  na tym samym p o z i o m i e / .  A w ięc  c a ł -  

k o w ita  l i c z b a  m ikrostanów  w y n o s i ła b y  wówczas 2 0 . к .  Z e  sp o­

sobu w j a k i  w y l i c z a l i ś m y  c a ł k o w i t ą  l i c z b ę  punktów fazowych 

na danym p o zio m ie  e n e r g i i  we w s z y s t k ic h  m ik r o sta n a c h  w y n i-
4

k a ,  ż e  w z r o s ła b y  ona rów nież к - k r o t n i e ,  wynosząc t e r a z  d la  

danego poziomu n ( £ ) . k 4 .  Zatem ś r e d n ia  po m ik ro sta n a c h  l i c z ­

ba punktów fazowych na danym p o z io m ie  e n e r g i i

n(Ł ) , k 4 n ( Ł )
20. k4 20

n i e  z m ie n i  s i ę ,  a w ię c  k s z t a ł t  ro z k ła d u  z r y s . 12 p o z o s t a n i e  

d o k ła d n ie  t a k i  sam. W zw iązku z tym w przypadku gazu dwuwy­

miarowego n i e  ma p o t r z e b y  d z i e l i ć  p i e r ś c i e n i  na komórki 

“ k w a n tu ją c e "  k ie r u n e k  wektorów pędu .

§ 1 1 . Można n a to m ia s t  d a l e j  d z i e l i ć  p i e r ś c i e n i e  w s p ó ł-  

środkowymi okręgam i / o c z y w i ś c i e  t a k ,  aby p o w s ta łe  nowe p i e r ­

ś c i e n i e  m ia ły  równe p o la  p o w ie r z c h n i /  o tr z y m u ją c  c o r a z  w ię­

c e j  w ęższych  pasm e n e r g i i  i  tym samym c o r a z  d o k ł a d n i e j s z y  

k s z t a ł t  ś r e d n ie g o  r o z k ła o u  e n e r g i i .  Tym sposobem można przy 

pomocy n p . maszyny m a te m a ty c z n e j1  otrzym ać dowolną i l o ś ć  

słupków  w y z n a c z a ją cy ch  ta k  d o k ła d n ie  ja k  t y l k o  s o b ie  ż y c z y ­

my k s z t a ł t  f u n k c j i  ro zk ła d u  M a x w e lla .  A le  n i e  j e s t  to  j e s z -

x A u to r  opra cow ał odpow iedni program na maszynę c y f r o -



cze  żadne wyprowadzenie matematyczne, a ty lk o  poglądowe 

wprowadzenie p o j ę c i a .

§ 1 2 . Zostańmy jadnak na r a z ie  przy zaproponowanym 

powyżej p o d z ia le  na c z t e r y  pasma e n e r g i i  / 0 , 1 , 2 , 3 /  i  zb a- 

d a jm y/ja k  zm ienia s i ę  i l o ś ć  mikrostanów przy zw iększaniu 

i l o ś c i  c z ę s t e c z e k  /o c z y w i ś c i e  przy  zachowaniu warunku, 

że e n e rg ia  c a łk o w ita  układu E=3 j e d n o s t k i  j e s t  s t a ł e / .

Niech N ^  3 b ę d zie  i l o ś c i ę  c z ę s t e c z e k  w u k ła d z ie .  Mamy 

wówczas nadal t r z y  s ta n y  makro, t a k ie  ja k  podano w t a b e l i  3 .

T a b ela  3
Stan  makro

L icz b a  stanów mikro 
r e a l iz u ją c y c h  dany 

s ta n  makro

L iczb a  punktów fazowych 
na poziomie 0 e n e r g i i  £

0 1 2  3

( n- i ) " -  -  1 
ÏN -2 )  1 1 -  

(N -3 )  3 -  -

N
N . ( N - l )

J  N. ( N - l ) . (N -2 )

L iczb y  stanów mikro r e a l iz u ją c y c h  dany sta n  makro w y lic z o ­

no ze wzoru / 1 /  z § 13» Widać, że przy dużych N l i c z b y  te
, 23będę s i ę  bardzo r ó ż n ic .  Na przykład  przy N»10 i l o ś ć  mi- 

krcstanów r e a l iz u ją c y c h  o s t a t n i  w t a b e l i  s tan  makro będzie 

o k i l k a d z i e s i ą t  rzędów w ie lk o ś c i  większa n iż  d la  p o z o sta ­

łych makrostanów. Zatem przy d o s t a t e c z n ie  dużej i l o ś c i  c z ę ­

s te c z e k  będzie  i s t n i a ł  p r a k ty c z n ie  jeden stan  makro zawie­

r a ją c y  " p r z y t ł a c z a ją c ą "  w iększość  mikrostanów, w związku 

z czym będzie  można p r z y b l iż y ć  / a  p r a k ty c z n ie  z a s t ą p i ć /  

śred n i rozkład  e n e r g i i  przez rozkład e n e r g i i  w tym n a jb a r ­

d z ie j  prawdopodobnym s t a n i e  makro. Ponieważ rozumowanie 

t a k ie  można przeprowadzić przy dowolnej e n e r g i i  c a łk o w ite j  

E układu i  przy p o d z ia le  na dowolną i l o ś ć  f pasm e n e r g i i ,  

więc nasze d a ls z e  poszukiwania o g ra n iczą  s i ę  do rozważenia 

n a jb a r d z ie j  prawdopodobnego makrostanu.
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S  1 3 .  Oprzemy 8 i ç  t e r a z  na pom yśle G u rn ey#a / b j , k t ó ­

ry w swoim p o d rę c z n ik u  " I n t r o d u c t i o n  to  S t a t i s t i c a l  Mecha­

n i c s "  p o d a ł  pewne i n t e r e s u j ą c e  rozumowanie / s t r . 1 3 - 1 6 / .

O tó ż  n ie c h  W ozn a cza  prawdopodobieństwo termodynamiczne 

/ i l o ś ć  w s z y s t k ic h  stanów m ik r o /  d l a  pewnego m akrostanu . 

Wówczas i
W «

no ! V  ̂ « П j: v u
V A  Ь  - Ь I

g d z i e  N -  i l o ś ć  w s z y s t k ic h  c z ę s t e c z e k ,  п± -  i l o ś ć  c z ą s t e ­

czek  w tym m a k r o s ta n ie  na i - t y m  sp o śró d  f+1  poziomów ener­

g i i

O c z y w iś c ie Ć  П « N 
i= o

Z b a d a jm y ,c z y  i  j a k  zm ie n ia  s i ę  W, j e ż e l i  dokonamy n i e w i e l ­

k ie g o  przem ieszczenia punktów fazowych / n p .  t y l k o  dwóch/ na 

poziomach e n e r g i i .  O ś ż e l i  weźmiemy pod uwagę dwa punkty fa ­
zowe na ja k im ś  p o z io m ie  e n e r g i i  i  je d e n  z n ic h  przesuniem y 

na poziom w y ż sz y ,  a d r u g i  na poziom n i ż s z y ,  to  / p r z y  p o d z ia ­

l e  na poziomy e n e r g i i  o równej s z e r o k o ś c i ,  j a k i  z a ł o ż y l i ś ­

my p o p r z e d n io /  c a łk o w it a  e n e r g ia  układu n ie  zm ien i s i ę .  

Otrzymamy nowy m akrostan mało r ó ż n ię c y  s i ę  od p o p r z e d n ie g o .  

Oznaczmy prawdopodobieństwo termodynamiczne te g o  nowego 

makrostanu p r z e z  W**.

§ 1 4 .  Rozpatrzm y ko n k re tn y  p r z y k ła d  l ic z b o w y + makro­

s t a n u ,  w którym na p o z io m ie  o e n e r g i i  O z n a jd u ję  s i ę  2 002 

punkty fazow e, na p oziom ie  1 - 1  002 punkty fazow e, na po­

z io m ie  2 -  102 punkty  fa zow e. Na r a z i e  n ie  i n t e r e s u j ę  nas 

w a r t o ś c i  l i c z b  n ^ . Пд i t d .  -  i l o ś c i  punktów fazowych na 

wyższych p oziom ach. Prawdopodobieństwo termodynamiczne t e ­

go makrostanu wynosi

W a . ............................  Щ  . .
20021 100 2 !  102 !  n^i пд ! . . .  n f !

* P r z y k ła d  l ic z b o w y  z a c z e r p n ię t y  z k s i ę ż k i  R .W .G u rn ey 'a  /Ъ] .
1 32



I nf 1
I

I
f
ł—---

! 1
1

“i i------1
111

n4 n4
n3102 ~ТозTSÜ2 < ТЩ")2002 J 2003

а /  Ь /
Rys.  13

O e ź e l i  t e r a z  z poziomu 1 przesuniem y je d e n  punkt fazowy 

na poziom 2 i  je d n e  na poziom O / r y s . 13 a / ,  to  otrzymamy 

nowy m akrostan / r y s . 13 Ь /  o praw dopodobieństw ie termodyna­
micznym

w* _ __________________ NJ__________________
20031 10001 1031 n3 ! n4 l . . .  n f l

S to su n ek  W* do W w y n o si :

W* 20021 10021 1021 1 0 0 2 .1 0 0 1  1003001
W * 20031 10001 1031 “  2 0 0 3 .1 0 3  * 206309

Widzimy, że  dok on ując  ta k  n i e w i e lk i e g o  p r z e s ta w ie n ia  punk­

tów fazowych z w ię k s z y l iś m y  praw ie p i ę c i o k r o t n i e  prawdopo­

dob ieństw o termodynamiczne m akrostanu . Wnioskujemy s t ą d ,  
że zaproponowany powyżej ro z k ła d  l ic z b o w y  punktów fezow /ch 
na tr z e c h  n a jn iż s z y c h  poziomach e n e r g i i  J e s t  d a l e k i  od op­

tym alnego / n a j b a r d z i e j  praw dopodobnego/. Widzimy rów n ież , 

że aby otrzym ać makrostan o większym W musimy p r z e n ie ś ć  

c z ę ś ć  c z ą s t e c z e k  z poziomu 1 na poziomy 0 i  2 .
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S _ 1 5 .  Można wykonać s z e r e g  innych "d ośw iad czeń  l i c z b o ­
w y ch ", k t ó r e  i l u s t r u j ę  n a sze  rozumowanie. Przypuśćm y, że  

z poziomu 1 p r z e n ie ś l i ś m y  140 punktów fazowych na poziom 

2 i  140 na poziom 0 o tr z y m u ję c  m a k rosta n , w którym nQ= 2 1 4 2 , 

n ^ =7 2 2 , n2* 2 4 2 .  Z b a d a jm y ,ja k  w tym przypadku zm ien i s i ę  W, 

gdy w sp osób  a n a lo g ic z n y  ja k  p o p rzed n io  dokonamy n i e w i e l k i e ­

go p r z e s ta w ie n ia  punktów fazowych o trz y m u ję c  nowe w a r t o ś c i  

n * = 2 1 4 3 ,  n *= 7 2 0 , n2 = 2 4 3 .  W tym przypadku s to s u n e k  W*do W 

daj e
W 21421 7221 2421 722 . 721 520562
W = 2 1 4 3 !  7201 2 4 3 !  =2143  . 243 = 520749

a zatem j e s t  on praw ie równy j e d n o ś c i ,  z c zeg o  w nioskujem y, 
że  o s t a t n i  podany r o z k ła d  j e s t  b l i s k i  n a j b a r d z i e j  prawdopo­

dobnemu. C z y t e l n i k  może s p r a w d z ić ,  że  w tym przypadku j e s t  

to  r o z k ła d  o najw iększym  W. W idać, że  j e ż e l i  d la  pewnego 
mak rostan u

*

to  j e s t  to m akrostan o najw iększym  praw dop od obieństw ie t e r ­
modynamicznym.

§ 1 5 . W o p a r c iu  o ten warunek zajmiemy s i ę  poszukiwaniem 
n a j b a r d z i e j  prawdopodobnego ro zk ła d u  e n e r g i i  w przypadku o -  

gólnym . Wiemy j u ż ,  że  prawdopodobieństwo termodynamiczne
m akro '.wnosi

W N !
n_ !...O

C e ż e l i  t e r a z  z poziomu i-tego j e d e n  punkt fazowy przenie­
siemy na poziom i-l oraz jeden na poziom l+l, to otrzyma­
my nowy makrostan o prawdopodobieństwie

N !
( n . + i )  ! ( n . -  ;

1-1 i



Stosu nek W do W w ynosi:

*  n ! n . l  n I n . ( n . - l )W _ _  _ i - l  i  l + l  i '  i  '
W (nM + l ) l  (n.-2)l (ni+1+l)l * Tń"̂ "_'i+l} (n1+1+l)

W p ra k ty c e  mamy do c z y n ie n ia  z i l o ś c i ą  c z ą s t e c z e k  rzędu 10 

w związku z czym w a r to ó c i  ni _ 1 # п± » ni +i  93 o lb r z y m ie ,  
więc o s t a t n i  wynik można p r z y b l iż y ć  przez

,23

W
W ni - l  *ni + l

W m yśl warunku ( 2 )  otrzym ujem y, że

.2
ni  . i • ni - l1 c z y l i  ---------

" i - l  *ni + l n,

lub in a c z e j

1+1
(3 )

(4 )

§ 1 7 .  2  ( 3 )  lub (4 )  w id a ć , że  nŁ tworzę p o s tę p  geome­
tr y c z n y .  Oznaczmy i l o r a z  te go  postępu p rzez  e~^ , g d z ie  e 

j e s t  podstawę logarytm u n a tu r a ln e g o ,  a f> pewną s t a ł ą .  Wów­

c z a s  można n a p is a ć ,  że

, “ K i
"l B "o (e >

Ponieważ c ią g  n,  ̂ musi m aleć , więc e“ ^ < l ,  c z y l i  f>> 0 .  

Zwróćmy uwagę, że ze względu na p r z y ję t ą  p rze z  nas je d n o s t ­

kę e n e r g i i  możemy z a s t ą p ić  i  przez  / l i c z b ę  je d n o ste k  

e n e r g i i ,  k tó ra  j e s t  tożsama z i / .  Wówczas s t a ł s  p ma wymiar 

odw rotn ości  e n e r g i i .  Otrzymujemy więc

. „ - -  P Ei

co stanow i poszukiwany przez  nas n a jb a r d z ie j  prawdopodobny 

rozkład  e n e r g i i  c z ą s t e c z e k  dwuwymiarowego gazu d o sk o n a łego .



§ 1 8 .  Rozważmy t e r a z  trójw ym iarow y gaz k la s y c z n y .  

P odobn ie  Ja k  w przypadku gazu dwuwymiarowego p rzy p o rzą d k u j 

my k a żd e j c z ę s t e c z c e  w ektor J e j  pędu w dan ej c h w i l i .  Po 

p r z e s u n ię c iu  równoległym ty c h  wektorów t a k ,  aby m ia ły  one 

w spólny p o c z ę te k  -  otrzym ujem y trójw ym iarow ego " j e ż a "  wek­

torów pędu. P o s t ę p u ję c  a n a l o g i c z n i e  ja k  w przypadku gazu 

dwuwymiarowego nakładamy na n aszego  p r z e s tr z e n n e g o  " j e ż a "  

s z e r e g  k o n c en try c zn y ch  s f e r  s ta n o w ię c y c h  " s k a l ę  e n e r g i i " .  

Podobn ie  Ja k  p o p rzed n io  o d l e g ł o ś c i  między s ę s ie d n im i  s f e r a  

mi m a le ję  / z e  wzrostem p /  t a k ,  że  s z e r o k o ś c i  odpow iednich 

p r z e d z ia łó w  e n e r g i i  ДЕ sę  s t a ł e .  &£ obieram y za je d n o s t k ę  

e n e r g i i .  P r z y  pomocy p r o s t e g o  rachunku przekonujem y s i ę ,  

że o b j ę t o ś c i  obszarów  między s fe r a m i n i e  s ę s o b ie  

równe /w przypadku gazu dwuwymiarowego p o w ie r z c h n ie  p i e r ś ­

c i e n i  b y ł /  ró w n e/,  w zwięzku z czym w tym przypadku n ie  mo 

żerny stosow ać  p o s t u l a t u  równej a p r i o r i  c e n n o ś c i  s t a t y s ­

t y c z n e j  komórek w o d n i e s ie n iu  do obszarów  między s f e r a m i .

§ 1 9 . Aby móc stosow ać  ten p o s t u l a t ,  musimy o b s z a r y  

między s fe r a m i p o d z i e l i ć  na komórki o równej o b j ę t o ś c i  V . 
O b ję t o ś ć  o b szaru  między з ę s ia d u ję c y m i  s fe ra m i o prom ie­

n iach  p i  p+Ap w y n o si :

Av = (p+ А р ) 3 -  | Т  p3 «  4 X p2 Ap

Ponieważ

c z y l i

A£ = .ł Ł e
m

p я Y2m t ' , p A p я m A£

więc
AV a Д Т  Y2m £ * m AS

O z i e l ę c  t e r a z  V p rz e z  Vq otrzymujemy l i c z b ę  g ( t ,  Vp ) ko­

mórek o o b j ę t o ś c i  Vq w o b s z a r z e  między s fe r a m i odpow iadają 
rymi energiom £ i  £ + AC .



lub In a c z e j

g(e . vQ) i  У32-*1Ст3/2 v Г д е

g A » c o n s t .  v e r

g d z ie  oznacza i l o ś ć  komórek o s t a ł e j  o b j ę t o ś c i  na - i - t y m  

poziom ie e n e r g i i .  L icz b a  g A nazywa s i ę  " k r o t n o ś c ią  zwyrod­

n ie n ia "  danego poziomu e n e r g i i  lub je g o  wagę s t a t y s t y c z n ę .

§ 2 0 . W tak skonstruow anej p r z e s t r z e n i  fazowej d la  ga­

zu trójwymiarowego można ju ż  stosow ać p o s t u la t  równej a 

p r i o r i  c e n n o śc i  s t a t y s t y c z n e j  komórek. Widać zatem , że praw­

dopodobieństwo z n a le z ie n ia  s i ę  punktu fazowego danej c z ą s -  

t e c z k i  na i - ty m  poziom ie e n e r g i i  b ę d z ie  g i  razy  w iększe n iż  

w przypadku gazu dwuwymiarowego, w zwięzku z czym we wszyst- 

kich możliwych m ik ro sta n a c h , punkty fazowe c z ę s t e c z e k  wy­

s t ą p i ę  na danym poziom ie £ A -  g .  razy  c z ę ś c i e j  n iż  w przy­

padku gazu dwywymiarowego. Tak w ięc d la  gazu trójwymiarowe­

go rozkła d  M axwells b ę d zie  m iał p o s ta ć  :

-  f 1*e «

lub t_____ _  в
c o n s t .  • V T ^ - e  г

C h a r a k te r y s ty c z n e  maksimum, j a k i e  p o siad a  ta o s t a t n i a  funk­
c ja  j e s t  wynikiem wprowadzenia t r z e c i e g o  wymiaru w naszych 

rozw ażaniach.

Powyższa kon cep cje  powinna być u żyteczn a  w dydaktyce 
f i z y k i  w s z k o le  w y ż s z e j .  S ę d z ę ,  że n ie  t r y w i a l iz u j ę c  t r e ś ­

c i  m erytorycznych udało mi s i ę  u czyn ić  b a r d z ie j  p r z y s tę p ­

nym na poziom ie kursu f i z y k i  o g ó ln e j  n ie  ty lk o  p o j ę c i e  roz­

kładu Maxwella, a l e  ta k że  inne p o ję c i a  z f i z y k i  e t a t y s t y c z ­

nej oraz wyprowadzenie matematyczne f u n k c j i  rozkła d y  /zw y­
k le  realizow ane w trudny m erytoryczn ie  o b s tr a k c y jn y  s p o s ó b / .
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3 e r z y  Ogar

THE CONCEPTION OF INITIATION MAXWELL DISTRIBUTION FUNCTION 

IN A GENERAL PHYSICS COURSE

In th e  c o n v e n t io n a l  te a c h in g  o f  th e Maxwell d i s ­

t r i b u t i o n  law to  th e  b e g in n e r s ,  th e c a l c u l u s  o f  v a r i a t i o n  

and L a g r a n g e 's  method o f  undeterm ined m u l t i p l i e r s  a re  u s e d . 

As a r e s u l t  th e  b e g in n e r  must f r e q u e n t ly  employ m athem atics 

beyond h i s  p r e s e n t  know ledge. In t h i s  paper th e approach i s  

s u g g e s te d  in  which o n ly  th e th e o r y  o f  com b in a tio n s  i s  u s e d .
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The method i s  based on c o u n tin g  the number o f  d i s t i n g u i ­

sh a b le  ways i n t o  which a group o f  l o c a l i z e d  p a r t i c l e s  can 
share o u t  a g iven  amount o f  e n e rgy . Then a sim ple in d u c tiv e  
s t a t i s t i c a l  argument / f o l l o w i n g  R.W. Gurney/ i s  given and 

Maxwell d i s t r i b u t i o n  fu n ctio n  i s  deduced. The approach p re s ­

ented here in tr o d u c e s  the s tu d e n t not o n ly  to Maxwell d i s ­

t r i b u t io n  but to  the o th e r  b a s ic  c o n c e p tio n s  o f  s t a t i s t i c -  
a l  p h y s ic s  as  w e l l .  The method ought to  be h e lp f u l  fo* s tu d ­

e n ts  and u s e f u l  in  te a c h in g  p h y s i c s .

Ежи Отар

КОНЦЕПЦИЯ ВВЕДЕНИЯ ФУНКЦИИ Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  МАКСВЕЛЛА 
В К У Р С Е  ОБЩЕЙ ФИЗИКИ

В типичном изложении закона Максвелла-Больцмана для на­
чинающих студентов, преподаватели очень часто пользуются 
вариационным исчислением и методом неопределённых мноки с- 
лей Лагранжа. Начинающий весьма часто должен применять Hr. 
своенные им в школьной практике математические методы. Ъ  
этой статье предложен такой дидактический подход, в кото­
ром нужны только основные знания по комбинаторике. Пред­
ставлено также простое индуктивно-статистическое доказа­
тельство (по Р.В.Гурнею) и выведение функции распределения 
Максвелла. В предложенной концепции введена не только функ­
ция Максвелла, но тоже другие основные понятия по статисти­
ческой физике. Представленный мною метод должен пригодить­
ся студентам и быть полезным в преподавании физики.


