
WOJCIECH SIEGEL

Niejednorodne transformacje symplektyczne 
w m echanice klasycznej i kwantowej

WSTÇP

Celem pracy J e s t  przedyskutow anie w form alizm ie W ignera- 

-M oyala zwięzku pomiędzy s z c z e g ó ln ę  k la s ę  tr a n s fo r m a c ji  

u n ita rn ych  mechaniki kwantowej -  t r a n s fo r m a c j i  o kwadrato­

wym g e n e ra to rz e  -  a niejednorodnym i transform acjam i symplek- 

tycznymi mechaniki k l a s y c z n e j .  A n a liz a  tego szczegó ln ego  

przypadku tr a n s fo r m a c j i  stanow i wstępny etap  badania sy tu a ­

c j i  o g ó l n e j .  Zwięzek pomiędzy ogólnymi transform acjam i u n i­

tarnymi i  k lasycznym i p r z e k s z ta łc e n ia m i kanonicznymi n ie  

j e s t  dotęd d ok ład n ie  zbadany, p o s t u lu je  s i ę  ty lk o  r e l a c j e  

w p r z y b l iż e n iu  kwaziklasycznym -  p o r . obszernę d y sk u sję  w 

podręczniku / 17 .

Kwantowy formalizm fazowy W ignera-Moyala d z ię k i  podobień­

stwu do formalizmu k la s y c z n e j  mechaniki s t a t y s t y c z n e j  pozwa­
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l a  porównywać w i e l k o ó c l  w y s tę p u ją c e  w obu t e o r i a c h  i  badać
(
" g r a n i c ę  k la s y c z n ą "  t e o r i i  kw antow ej.

REPREZENTACJA FAZOWA MECHANIKI KWANTOWEJ

R e p r e z e n t a c ja  m ech an ik i kwantowej fu n k cja m i o k re ś lo n y m i 

na p r z e s t r z e n i  fazow ej k la s y c z n y c h  stanów układu z o s t a ł a  

podana p r z e z  W ignera / 2 7  w 1932  r .  D a ls z y -r o z w ó j  formalizmu 

zawdzięczamy g łó w n ie  pracom Groenewolda / 3 7  i  M oyala / 4 , 5 7 .  

P rzedstaw im y tu t y l k o  podstawowe j e g o  z a ł o ż e n i e ,  aby wpro­

wadzić używane d a l e j  o z n a c z e n ia .  B a r d z i e j  p e łn y  wykład moż­

na z n a le ź ć  w / 4 , 6 7  w l i t e r a t u r z e  p o l s k i e j  w p o z y c j i  / 7 7 .

Rozważamy u k ła d  c z ą s t e c z e k  bezspinow ych o n s t o p n ia c h  

swobody, opisyw any k a r t e z j a ń s k i m i  zmiennymi kanonicznym i 

^1 ' Ч г****  Яп * Pn « /D l a  zmiennych krzyw o lin io w ych  r e ­

p r e z e n t a c j a  W ignera n ie  j e s t  o k r e ś l o n a ,  można przy  j e j  pomo­

cy opisyw ać s p i n ,  czym n ie  będziem y s i ę  z a jm o w a l i / .

Oznaczany d l a  i  ■ 1 . . .  n Я £ = x ^* 3 x n +i 1 u s t a “

wiamy 2n w sp ółrzęd n ych  w p r z e s t r z e n i  fazow ej w Jednokolumno­

wą m a cierz  £ .  D a le j  p o d k r e ś le n ie  l i t e r y  ozn acza  m acierz  

2n x 1 .

W m echanice kwantowej zmienne q ,  p zamieniamy na o p e r a -
Л  A

t o r y  sam osprzężone q ,  p -  d a s z k i  o z n a c z a ją  o p e r a to r y  l i n i o ­

we w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  stanów u k ła d u . L i t e r a  I  oznaczać
A

b ę d z ie  m a cierz  jed n ostk ow ą odp ow iedn iego  wymiaru, I  -  o p e ra ­

t o r  je d n o s tk o w y . Wprowadzamy m a cierz  2n x 2n -  m a cierz  formy 

sym pleкt y c z n e j
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)8 =

0 I

-I 0
8 = - 8 8 = -I

T oznacza tr a n s p o z y c ję .  Element miary w p r z e s tr z e n i  fazowej

ma p o stać  , n
^ Г ( х )  = h " d  X

Л.
D efin iu jem y operatorową fu n k c ję  &  na p r z e s t r z e n i  fazowej;

A(x) - x ) ]d r ^ )

Podstawowe w ła sn o śc i  o p e ra to ra  A  :

') ( M i ) )  -  Ш )

2) Т г [ д ( х )]»1 

i )  [ û ( x ) d r ( x ) - î  

4) к ( ?  , p ) =

[ ‘ f i 3  p ] l 5 - i 5 X v i s ld u

5) Tr [&(x) Д (у ) ]  = h S (x-y)

6) Tr[A(x) Д(у) АСн) A(w)] =

■  (H h) SC 5(x v h - y - y) exp[^L ♦ «g У) J
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Wzór 4 ) ,  w y r a ż a ją c y  Л w b a z ie  p o ł o ż e n i o w e j ,  prow adzi do o r y ­

g i n a l n e j  d e f i n i c j i  W ignera r e p r e z e n t a n t  fazowych stanów 

układu p o p rze z  fu n k c je  f a lo w e ,  o j e s t  d y s t r y b u c j ę  d e l t a  

D ir a c a  w 2n -  wymiarowej p r z e s t r z e n i  fa z o w e j .
Л -

O p e r a to r  L  pozw ala o k r e ś l i ć  odwzorowanie vT przyporządkow y- 

w u ją ce  J e d n o - je d n o z n a c z n ie  operatorom  na p r z e s t r z e n i  H i l -  

b e r t a  stanów  układu f u n k c j i  na p r z e s t r z e n i  fa z o w e j :

> f : a & ( x )

А ( « - у Г [ а ] с х ) - Т г [ а д с х )]

A = Vf [A ] * |^ А( х) Д ( х) с1 Г( х)
A

Z w ła s n o ś c i  o p e r a to r a  A w y n ik a ję  z w ię z k i :

(1a)

Ob)

a) v f [Â fb  v f [À l

b) Tr[ÂB] - f y f  [Â](ï')VT[ê]Cï5cirC!s')
A A

P r z y jm u ją c  za o p e r a t o r  A o p e r a t o r  g ę s t o ś c i  § o p i s u j ą c y  

s t a n  układu otrzym ujem y r z e c z y w i s t ą , na o g ó ł  n ie d o d a t n ią
A

" f u n k c j ę  r o z k ł a d u " .  W s ta w ia ję c  w b) za  В dowolną obserw ab- 

l ę  widzim y, że  ś r e d n ia  kwantowa j e s t  dana p rz e z  r e p r e z e m a n ­

t y  fazowe wzorem identycznym  z d e f i n i c j ą  ś r e d n i e j  w k l a -
A A

s y c z n e j  m echanice s t a t y s t y c z n e j .  P r z y jm u ją c  В * I  o t r z y ­

mujemy n o r m a l iz a c ję  " f u n k c j i  r o z k ł a d u " .

Ponieważ a lg e b r a  op eratorów  n ie  j e s t  iz o m o r f ic z n a  z a lg e b ­

rą f u n k c j i  z e  zwyczajnym mnożeniem •
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vf С А вз * ■  vf [Â] >f [В]

Można podać wzór w yrażający  re p re ze n ta n tę  i lo c zy n u  opera­

torów w p o s t a c i  c a ł k i  z a w ie r a ją c e j  re p re ze n ta n ty  czynników. 

J e ż e l i  jeden  z czynników j e s t  wielomianem w q i  p b a r d z ie j  

u ży te czn y  j e s t  wzór Groeńewolda

>f[ab](x) = vf[A](x) е х р [ - у -  Д  ]v f[B ](0  ( Я

g d z ie  Л  j e s t  wyrażeniem zawierającym o p e ra to ry  ró ż n ic z k o ­

wania d z i a ł a j ą c e  na fu n k c je  s t o j ą c e  po lew ej i  prawej s t r o ­

n i e :  T

f c * > A k c s > - ( ü ) â ( ü ) =  { f , k }  S S S -

R ep rezen tan tę  i lo c z y n u  obliczam y r o z w ija ją c  eksponentę w 

sze re g  i  r ó ż n ic z k u ją c  "w prawo" i  "w lewo" odpowiednią l i c z ­

bę r a z y .

TRANSFORMACJE UNITARNE

Podstawową sym etrią  standardowego formalizmu o p e r a to r o ­

wego mechaniki kwantowej j e s t  tra n sfo rm a c ja  zadąna u n i ta r ­

nym operatorem j  ( J .  Û Û + = Û +’ Û = Î

przyporządkowująca wektorpwi y  wektor Uvy , a operatorow i
А А  Л

A o p e ra to r  UAU .  Tran sform acja  taka n ie  zm ienia s tr u k ­

tu ry  matematycznej t e o r i i  -  i loczynów  sk a la rn y c h , elementów 

macierzowych, óladów, zachowuje zw ią zk i kom utacyjne. Podob­

ną r o lę  odgrywają w mechanice k la s y c z n e j  tra n sfo rm a cje  ka­

n on iczn e .
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W fo r m a liz m ie  fazowym tr a n s fo r m a c ja  u n i t a r n ą  z a d a je  odwzo­

row anie f u n k c j i  Vf [ A 1 ------ -- > Г  [Û A U+] .

K o r z y s t a j ą c  z  ( l b )  można j e  z a p is a ć  w p o s t a c i  t r a n s f o r m a c j i
A

c a łk o w e j  z  jądrem  określonym  p r z e z  U :

W [ ÛÂ.Û+]( Т и ( Ы 2 ) \ Г [ А К  y)dr(v)

T u ( x | y ) -  T r [ Д ( х )  Û Д  ( y ) Û * J

Ci)

Oądro można w y r a z ić  p rz e z  r e p r e z e n t a n t ę  U :

U C s )  : = v f l u ] ( x )
/v

P r z y  pomocy w ła s n o ś c i  4 )  o p e r a t o r a  &  można p r z e d s ta w ić  U ^c)
a

w p o s t a c i  t r a n s fo r m a t y  F o u r ie r a  elem entu m acierzowego Lf w 

r e p r e z e n t a c j i  p o ł o ż e n i o w e j .  O dw racając  ten  zw iązek  o trzy m a ­

my < % IÛ l %>  - h ] cxp[ ̂ ■(V ^i?P ]U (łC 'V % \p)dp  W
2 ( 3 )  i  w ła s n o ś c i  6 ) o p e r a to r a  л  otrzym ujem y

Т и( ш ) «  4nj l i U ) Û . C x ^ - H ) x

* exp[ ^  (С&-У.)  ̂ х)]с1Г(н) (5)
Powyższy wynik można o d w r ó c ić ,  o b l i c z a j ą c  odwrotną t r a n s f o r ­

matę F o u r ie r a  w zm iennej x -  ^  i  z m ie n ia ją c  zm ien n e:

и С > 0 1 1 ( у ) = Ц  ^ e x p [  z ]

4lÿCJ(x4-v{)4-2|iCx+y)-z)cirCL> (6)
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SZCZEGÓLNA KLASA TRANSFORMACDI UNITARNYCH

Celem n i n i e j s z e j  pracy J e s t  przedyskutow anie s z c z e g ó ł -
Л

nego przypadku o g ó ln e j  t r a n s fo r m a c j i  u n i ta r n e j  -  gdy U j e s t  

eksponentę wielomianu c o -n a jw y ż e j  d ru giego  s to p n ia  w opera­

torach  p o ło ż e n ia  i  pędu. W ynikające s t ę d  p r z e k s z t a łc e n ie
A A

samych operatorów  q , p są l in io w e .  T ra n sfo rm a cje  t a k i e  od­

grywają podstawowę r o lę  w mechanice kwantowej -  o b r o ty ,  

t r a n s l a c j e ,  d y l a t a c j e ,  ruch o s c y la t o r a  harmonicznego i t p .  

Stanowią one jednak przypadek p r o s ty  i  poniekąd " tr y w ia ln y "
A  A

-  o p e r a to r y  q ,  p tra n sfo rm u ją  s i ę  d o k ła d n ie  tak ja k  zmien­

ne k la s y c z n e ,  równania typu równania H eisenberga o p is u ją c e  

jednoparametrowe grupy tr a n s fo r m a c j i  są l in iow e., je s t  t o  jed­

nak jedyna klasa transformacji unitarnych,dla której można się  

spodziewać wyników ogóln ych  i  dokładnych. Dla r z e c z y w is te j  

sym etrycznej m acierzy  2n x 2n M i  r z e c z y w is t e j  m acierzy 

2n x 1 N określam  samosprzeźony o p e r a to r
Л "I A T  . . A t  Л
В = £ x M x  + N x

Łatwo przekonać s i ę ,  ż e ' ^  [  B J  = \  *  M x  ̂ ^ х

Dla rz e c z y w is te g o  parametru X rozpatrujem y o p e ra to r  u n i t a r ­

ny Û  -  e x p  [  £  X  ® ]
Badać będziemy realizow aną przy je g o  pomocy tra n sfo rm a c ję  

u n i ta r n ą .  W wyniku rachunków pojaw ię s i ę  fu n k c je  a n a l i t y c z ­

ne zmiennej macierzowej ^-9 ^ ,  o k r e ś lo n e  przez ro z w in ię c ie  

w sze re g  potęgowy zb ieżn y  w o to c z e n iu  z e r a .  Aby szereg  ma­

c ie r z y  był z b ie ż n y  i  można było k o r z y sta ć  ze s łu szn ych  w
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przypadku zm iennej l i c z b o w e j  związków pomiędzy tymi fu n k c ja ­

m i, o gran icza m y p aram etr  X do odp ow iedniego  o t o c z e n i a  \ * 0  

Otrzymane w yn ik i możemy potem p r z e d łu ż a ć  a n a l i t y c z n i e  w 

poza o b s z a r  z b i e ż n o ś c i  sze re g ó w .

O la  badanej jed n opa ra m etrow ej grupy korzysta m y z  o c z y w is ­

ty c h  równań:

[ b , 0 ] - O  ,
A A i

В U

W drugim równaniu możemy za m ien ić  i l o c z y n  o p e ratorów  na po­

łowę a n ty k o m u ta to r a .  Z najdu jem y r e p r e z e n t a n ty  obu równań

k o r z y s t a j ą c  z r e g u ły  Groenewolda ( 2 ) .  Kom utator d a je  s i n u s ,
f»

a a n ty k o m u ta to r  c o s in u s  ^  A  , z  i c h  r o z w in ię c ia  w s z e r e g  

p o z o s t a j ą  t y l k o  wyrazy z a w ie r a ją c e  co n a jw y ż e j  d r u g ie  p o -
у y ^

ch od n e . Otrzymujemy (* M U(x ,X) m0;

- [  I  *T n 2: * Nx + Ł ( | j ) g M s(^)]llCs Л)
Warunek początkow y d l a X =  0 d a je  Ц ( . £ , 0 ) = 1 

S t r u k t u r a  powyższych równań podpowiada m o ż liw o ś c i  p o s z u k i ­

wania U w p o s t a c i  ek sp o n e n ty  od wielom ianu d r u g ie g o  s t o p n i a .  

Podstawiamy

U t x , \ )  -  p t ł * T Ч(Л)х  + Ł ( X ) y  ^ T O ) ]  (?)

g d z i e  Y j e s t  m acierzą  2n x 2 n , Z kolumną 2n x 1 а Г fu n k c ją  

l ic z b o w ą .  Otrzymujemy u k ła d  równań różniczkow ych

, i i Y 3 M â Y

4 | = i  N * Nd A  fi -  ч 1 a ^ _

C3)

O' )
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£ - £ Т г [ * М 8 Ч Ь $
Lfi

dX СЮ)

o ra z  układ warunków a lg e b r a ic z n y c h

( l i ^ Y ) T -  -  n 9 Y  C«)

Mej г = Y ^ N en)
N § z » o Ob)

Warunek początkowy d a j e ; ^ 0 ^ 0 )  ł C o ) = 0  , T ( O )  = 0 

Równanie ( 8 ) rozwiązujemy p o d sta w ia ją c  r o z w in ię c ie  Y w s z e ­

reg potęgowy w param etrze X  .  R e l a c j a  reku rencyjna d ie  ma­

c ierzow ych współczynników r o z w in ię c ia  d a je
eo

2k 2k+1

Г 2к 2
а к М С § П )  X

k»0
CM)

R e l a c j a  reku ren cyjn a d la  l iczbow ych  wepółczynników nie 

z a le ż y  od p o s t a c i  m acierzy  M i  od l i c z b y  s t o p n i  swobody n. 

Wyznaczamy j e  więc ro zw ią zu ją c  równanie ( 8) d la  p ro s te g o  

przypadku M » L .  Otrzymujemy

Y ( X ) - - ÿ $ ^ h ( - ^ M )  , 05)

K o r z y s ta ją c  z r o z w in ię c ia  (1 4 )  możemy spraw dzić warunek ( l i ) .  

Warunek(1 2 )  su g e r u je  n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć  f u n k c j i  Z :

l C A ) = i x D ( | M ^ N ;  D C x) = ^ ?  Ob)

K o r z y s t a ją c  ze związków pomiędzy funkcjam i h ip e rb o lic zn y m i 

/ k t ó r e  są s p e łn io n e  ja k o  z w ią zk i  pomiędzy szeregam i p o tęgo ­

wymi/ sprawdzamy, że  s p e łn io n e  j e s t  równanie ( 9 ) .

C a łk u ją c  równanie (1 0 )  otrzymujemy:



И7)

Т С М  = 4  Ln det [c o s h (^ § h ) ]  -  

т Л l
“ à  y  M 9 [ D ( | M 9 ) ] d O N

о

P ie r w s z y  s k ła d n ik  we wzorze ( 1 7 ) ,  o trzym any p r z e z  zamianę 

ś la d u  logarytm u  na lo g a rytm  w y z n a c z n ik a ,  z a d a je  moduł funk 

c j i  U. ,  D ru g i  s k ł a d n ik  d a je  n i e z a l e ż n y  od x. » a w ięc  n i e i s  

t o t n y  c z y n n ik  fazow y.

W s ta w ia ją c  ( 7 )  z ( 1 5 ) ,  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 )  do wzoru ( 5 )  o b licz a m y  

ję d r o  t r a n s f o r m a c j i  c a łk o w e j ‘ïj, .  Korzystam y z tw ie r d z e n ia  

o za m ia n ie  zmiennych w w ielow ym iarow ej d y s t r y b u c j i  d e l t a  

D ir a c a  i  ze  zw ięzku Tr [ ^ M] =0i  o t r z y m u ję c :

>иС21у-)= h S ( 2 -  x ш

x ' C x ) - e x p [ X 9 M ] x  ^ F O g f - I ^ N  , F Ü O -  
T r a n s fo r m a c ja  u n i ta r n a  zadana p r z e z  n a s z e  U p r z e k s z t a ł c a

r e p r e z e n t a n ty  fazowe o p e ra to ró w  p rze z  p o d s t a w ie n ie , przy  

niezm ienionym  p r z e p i s i e  fu nkcyjnym , z a m ia s t  s t a r y c h  zm ien­

nych x. przstran sform ow an ych  zmiennych x* x = ' y f  [ U  X + ] 

Zmiana zmiennych j e s t  o c z y w i ś c ie  l i n i o w a .

P r z y k ł a d

D la  jednowymiarowego o s c y l a t o r a  harm onicznego o p e r a to r  

e w o lu c j i  ma p o s ta ć



Машу więc
П = 1 » Л = -t м [

mo* О]

° d

i N - О

■ 1 . г 
Ponieważ ( g ^ )  = С L с*5) I mamy

Ц К !  9 ” ) ~  * £  Ц ( ^ )  ,  с и Н ( ! 9 М ) . с м ( ^ ) 1

' e x p [ A g M j  » cos cot I  -  sin cot

Tran sform acja  (1 8 )  d a je  zwykłą zależność zmiennych q , 

od c z a s u .  2 wzoru (4 )  otrzymujemy standardową fu n kcję  

Greena o s c y l a t o r a  harm onicznego.

P

TRANSF0RMAC3E SYMPLEKTYCZNE

Łatwo sp r a w d z ić ,  że odwzorowanie x . - ^ j ç ' j e s t  lin io w ą

niejednorodną tra n sfo rm a c ję  kanoniczną w s e n s ie  mechaniki

k l a s y c z n e j .  Część  jednorodna t e j  tr a n s fo r m a c j i  j e s t  dana

elementem grupy sym p lektyczn ej S p / n , R /  -  grupy r z e c z y w is -
T

tych m acierzy 2n x 2n s p e łn ia ją c y c h  warunek A g  A  = g (19) 

Równość (1 9 )  p oc iąga  det A = 1 .

Każda m acierz p o s t a c i  exp [g  M ] , g d z ie  M j e s t  rze c zyw is ­

tą  symetryczną m acierzą 2n x 2n , n a le ży  do S p / n , R / .  

T w ierd zen ie  odwrotne n ie  j e s t  prawdziwe, j e s t  jednak s ł u s z ­

ne d la  m acierzy sym piektycznych z o to c z e n ia  m acierzy je d ­

nostkowej w którym zb ieżn e j e s t  r o z w in ię c ie  logarytmu natu­

ralnego  w sz e re g  potęgowy.

■ f '



W o to c z e n iu  tym m a cierz  

symet r y c z n a .

M = -  ^ L n A  j e s t  r z e c z y w is t a  i

Dowód :

S z e r e g  geom etryczny d e f i n i u j ę c y  A~* ma o b s z a r  z b i e ż n o ś c i  

n ie  m n ie js z y  n i ż  s z e r e g  o k r e ś l a j ą c y  lo g a r y tm .

TWIERDZENIE ODWROTNE:

TRANSFORMACJA REALIZOWANA PRZEZ ZMIANĄ ZMIENNYCH

T r a n s fo r m a c je  u n i ta r n e  rozw ażanej powyżej p o s t a c i  p ro ­

wadzę do p r z e k s z t a ł c e n i a  r e p r e z e n t a n t  fazowych p r z e z  pod­

s t a w ie n ie  nowych zmiennych za s t a r e ,  bez zmiany p o s t a c i  

f u n k c j i .  Sprawdzamy, czy  są  j e s z c z e  in n e tr a n s f o r m a c je  o 

t e j  w ł a s n o ś c i ,  t z n .  t a k i e , d l a  k tó ry c h

i  zakładamy dodatkow o, że ja k o b ia n  G j e s t  w sz ę d z ie  różny

go G . Podstawiam y ( 2 0 )  dc wzoru ( 6) .  Z m ie n ia ję c  zmiennę 

c a łk ow an ia  i  k o r z y s t a j ę c  z tw ie r d z e n ia  o zm ian ie  argumentu

g d z ie  S j e 3 t jednoznacznym odwzorowaniem R2n w R2n
2

k la s y  C /n a  p r z y k ł a d / .  Wprowadzamy odwzorowanie G:

G(*) = X v SC*)

d y s t r y b u c j i  d e l t a  otrzym ujem y równanie 4 n

-1



Możemy j e  p r z e p is a ć  ja k o  dwa równania: na moduły i  argumen­

ty  obu s t r o n .  P o d s ta w ia ją c  x = y i  = 0 otrzymamy

moduł i  argument f u n k c j i  U wyrażony p rzez  S .  P o d sta w ia ją c  

j e s z c z e  raz do równań otrzymamy dwa równania fu nkcyjne na 

nieznane S .  Równanie w yn ik ające  z  porównania argumentów 

ma p o s t a ć :

X ^ G ^ x ) - ^  g \  ъ ) = (X
■ ^ 9 (21)

R ó ż n ic z k u ją c  dwukrotnie po współrzędnych x i  % możemy 

sp ra w d z ić ,  że d r u g ie  pochodne odwzorowania g ”1 są równe 

z e r u .  Zatem G , G i  S są odwzorowaniami l in io w y m i:

S(x) = A X + f , det (.1 + A) =£ 0

A j e s t  r z e c z y w is tą  m acierzą 2n x 2n , _f rz e c z y w is tą  macie­

rzą 2n x 1 .  Równanie w yn ik ające  z równości modułów j e s t  

sp e łn io n e  tożsam ościow o, a równanie ( 21) sprowadza s i ę  do

warunku (1 9 )  sy m p le k ty c z n o śc i  m acierzy  A . O s t a t e c z n i e :
n

U (х) = 2. [ det(L + A)] *

x exp [•^•(igCl+A) x -xT̂ (I+A)f+siab)]
Ponieważ m acierze A z o to c z e n ia  elementu jednostkowego

S p / n , R /  mają p o s ta ć  ,  d la  w sz y stk ic h  ta k ic h

m acierzy  fu n k c ja  U(>ę) j e s t  dana wzorami ( 7 ) ,  ( 1 5 ) ,  ( 1 6 ) ,  

( 1 7 ) .  Oznacza to  wzajemnie jednoznaczną odpowiedniość po­

między otoczeniem  tr a n s fo r m a c j i  tożsam ościow ej w gru p ie  

n iejed norod nych tr a n s fo r m a c j i  sym plektycznych a t r a n s f o r ­

macjami unitarn ym i dyskutowanej uprzednio p o s t a c i ,  z odpo­

wiednio małym "X -  wynik o c z y w is ty .

'I H?



Otrzymane powyżej w n io sk i  powinny p o z o s t a ć  s ł u s z n e ,  j e ś l i  

z b i ó r  punktów d la  k tó ry c h  odwzorowanie G n ie  j e s t  od w ra ca l­

ne j e s t  d o s t a t e c z n i e  “ p o r z ę d n y " .  Wówczas poza tym zbiorem 

S b ę d z ie  l i n i o w e ,  a w punktach te g o  z b io r u  fu n k c ja  U b ę -
Г

d z ie  o s o b l iw a .  Bez s i l n e g o  o g r a n ic z e n ia  k la s y  dozwolonych 

odwzorowań S trudno s i ę  spodziew ać konkretnych wyników. 

N a jw a ż n ie js z y  przypadek -  d a ie k i e  od tożsa m o ścio w ej t r a n s ­

fo rm a cje  sy m p le k ty czn e  będę przedmiotem d a l s z e j  a n a l i z y .  

P rzytoczym y t y lk o  n a j p r o s t s z y  p r z y k ła d  " z ł e g o "  odwzorowa­

n ia  : SC  * ) =  -  X

P rzech o d zęc  do g r a n ic y  we wzorach ( 7 ) ,  ( 1 5 ) ,  (1 7 )

d la  M = I ,  N = O lu b  b e z p o śre d n io  ze  wzoru ( 6) o tr z y m u je -

/ l N° t ir0
W x x -( f)  S

Odwzorowaniu temu odpowiada p rze z  (lb) U = 2 A(Q) 

c z y l i  o p e r a to r  o d b ic i a  w p oczętku  układu w spółrzędnych / 87 .
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Wojciech Siegel

N0NH0M0GENE0US SYMPLECTIC TRANSFORMATIONS 

IN CLASSICAL AND QUANTUM MECHANICS

The c o n n e c tio n  between quantum-mechanical u n ita r y  

tr a n sfo r m a tio n s  and c a n o n ic a l  tr a n s fo r m a tio n s  o f  c l a s s i c a l  

mechanics i s  d is c u s s e d  in the s p e c i a l  case  o f  nonhomogen- 

eous s y m p le c t ic  t r a n s f o r m a t io n s .  The d is c u s s io n  i s  based on 

the W igner-M oyal phase -  space form u la tion  o f  quantum me­

c h a n ic s .  E x p l i c i t  form o f  the Wigner transform  o f  c o r r e s ­

ponding u n i ta r y  o p e r a to r  i s  found and i t  i s  proved th a t  

o n ly  t h i s  c l a s s  o f  u n ita r y  tr a n s fo r m a tio n s  maps the Wigner 

fu n c t io n s  by a change o f  v a r i a b l e s .
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Войцех Зигель

НЕОДНОРОДНЫЕ СИММЕТРИЧЕСКИЕ РДЕ0БРА30ВАНИЯ 
В КЛАССИЧЕСКОЙ И КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ

Рассматривается связь между унитарны! z преобразованиями 
квантовой механики и классическими каноническими преобра­
зованиями, в частном случае неоднородной оимплектической 
группы.

Используется фазовый формализм Вигнера -  Мояля. Вычис­
ляется Вигнеровское представление унитарной экспоненты ква­
дратичного генератора и доказывается.что это единственное 
преобразование, меняющее фазовые функции путём замены пере­
менных.


