WOJCIECH SIEGEL

Niejednorodne transformacje symplektyczne
w mechanice klasycznej i kwantowej

WSTCP

Celem pracy Jest przedyskutowanie w formalizmie Wignera-
-Moyala zwiezku pomiedzy szczegdlne klase transformacji
unitarnych mechaniki kwantowej - transformacji o kwadrato-
wym generatorze - a niejednorodnymi transformacjami symplek-
tycznymi mechaniki klasycznej. Analiza tego szczegdlnego
przypadku transformacji stanowi wstepny etap badania sytua-
cji ogdblnej. Zwiezek pomiedzy ogélnymi transformacjami uni-
tarnymi i klasycznymi przeksztatceniami kanonicznymi nie
jest doted doktadnie zbadany, postuluje sie tylko relacje
w przyblizeniu kwaziklasycznym - por. obszerne dyskusje w
podreczniku /17.

Kwantowy formalizm fazowy Wignera-Moyala dzieki podobien-

stwu do formalizmu klasycznej mechaniki statystycznej pozwa-
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la poréwnywaé wielko6cl wystepujace w obu teoriach i badac

(

granice klasyczng" teorii kwantowej.

REPREZENTACJA FAZOWA MECHANIKI KWANTOWE]

Reprezentacja mechaniki kwantowej funkcjami okreslonymi
na przestrzeni fazowej klasycznych stanéw uktadu zostata
podana przez Wignera /27 w 1932 r. Dalszy-rozwéj formalizmu
zawdzieczamy gtéwnie pracom Groenewolda /37 i Moyala /4,57.
Przedstawimy tu tylko podstawowe jego zatozenie, aby wpro-
wadzi¢ uzywane dalej oznaczenia. Bardziej peitny wyktad moz-
na znalez¢ w /4,67 w literaturze polskiej w pozycji /77.

Rozwazamy uktad czgsteczek bezspinowych o n stopniach
swobody, opisywany kartezjanskimi zmiennymi kanonicznymi
ALY Yrxxsx gqpx Pn«/Dla zmiennych krzywoliniowych re-
prezentacja Wignera nie jest okre$lona, mozna przy jej pomo-
cy opisywaé spin, czym nie bedziemy sie zajmowali/.
Oznaczany dla i m 1 ... n AE£ = xN* 3 xn+i 1 usta“
wiamy 2n wspéirzednych w przestrzeni fazowej w Jednokolumno-
wg macierz £. Dalej podkres$lenie litery oznacza macierz
2n x 1.

W mechanice kwantowej zmienne g, p zamieniamy na opera-

n A
tory samosprzezone q, p - daszki oznaczajg operatory linio-
we w przestrzeni Hilberta stan6éw uktadu. Litera | oznaczad
A
bedzie macierz jednostkowa odpowiedniego wymiaru, | - opera-

tor jednostkowy. Wprowadzamy macierz 2n x 2n - macierz formy
symplektycznej
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8= ) 8 =-8 8=-I
-1 0
T oznacza transpozycje. Element miary w przestrzeni fazowej
ma postac n
AT(x) =h"d X
n

Definiujemy operatorowag funkcje & na przestrzeni fazowej;

A(x) -x)ldr?)

Podstawowe wtasnosci operatora A :

yo(Mi)) - L)
2) Tra(x)I»

i) [G(x)dr(x)-1
5 K2 . p)-
[ fi3 p]15-i5X v i s Idu
B [&X)ay)1=h S (x-y)
6) Tr[A(x) A(y) ACH) A(W)] =

1 (H) SC¥xwn-y-y)ep['L  +«gl)J
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Wzér 4), wyrazajacy J1 w bazie potozeniowej, prowadzi do ory-
ginalnej definicji Wignera reprezentant fazowych stanéw
uktadu poprzez funkcje falowe, o jest dystrybucje delta
Diraca w 2n - wymiarowej przestrzeni fazowej.

Operator jL-I pozwala okres$li¢ odwzorowanie v'-l' przyporzagdkowy-

wujgce Jedno-jednoznacznie operatorom na przestrzeni Hil-

berta stanéw uktadu funkcji na przestrzeni fazowej:
>f:. a & (x)

AC« -yT[alex)-Trlagex)] (1)

A=V [A]*]*M00)1(X)CLT(x)

Ob)

A
Z wtasnos$ci operatora A wynikaje zwiezKki:

a) Vvi[Afb Vf[Al

b Tr[AB] -fy f [Al(VTIE|Ci5ciIrC!s)

A A
Przyjmujac za operator A operator gestosci § opisujacy

stan ukiadu otrzymujemy rzeczywistg, na og6t niedodatnig
"funkcje rozktadu". Wstawiajec w b) za /EB dowolng obserwab-
le widzimy, ze Srednia kwantowa jest dana przez reprezeman-
ty fazowe wzorem identycznym z definicjg $redniej w kla-
sycznej mechanice statystycznej. Przyjmujac @* 'Io\otrzy-
mujemy normalizacje "funkcji rozktadu".

Poniewaz algebra operatorow nie jest izomorficzna z algeb-
rg funkcji ze zwyczajnym mnozeniem e
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vfCAB3 - VF[A] >f[B]
Mozna poda¢ wzo6r wyrazajgcy reprezentante iloczynu opera-
torow w postaci catki zawierajgcej reprezentanty czynnikdéw.
Jezeli jeden z czynnikéw jest wielomianem w q i p bardziej
uzyteczny jest wzor Groenewolda

>flab] () =vi[A](x) exp[-y- § Jvi[B](O (s

gdzie /1 jest wyrazeniem zawierajgcym operatory rdézniczko-

wania dziatajgce na funkcje stojgce po lewej i prawej stro-
nie: T
fc*>Akcs>-(u)a(a ) = {f,k} S S S -

Reprezentante iloczynu obliczamy rozwijajac eksponente w
szereg i rozniczkujac "w prawo" i "w lewo" odpowiednig licz-

be razy.

TRANSFORMACIJE UNITARNE

Podstawowg symetrig standardowego formalizmu operatoro-

wego mechaniki kwantowej jest transformacja zadgna unitar-

nym operatorem | (J. O0+=0+0 =1

przyporzadkowujaca wektorpwi y wektor Uwy , a operatorowi
2\ operator /EJZ\U . Transformacja taka nie zmienia struk-
tury matematycznej teorii - iloczynéw skalarnych, elementow

macierzowych, 6ladéw, zachowuje zwiagzki komutacyjne. Podob-
ng role odgrywaja w mechanice klasycznej transformacje ka-

noniczne.
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W formalizmie fazowym transformacja unitarng zadaje odwzo-
rowanie funkcji Vf [Al -------- >T [UAU‘"] .

Korzystajac z (lb) mozna je zapisa¢ w postaci transformacji

A
catkowej z jadrem okreslonym przez U

WIUACH(  Tu(82)\TAKy)dr(v)
Ci)
Tu(x|y)- Tr[A(x) 04 (y)0=*J

Oadro mozna wyrazi¢ przez reprezentante U

UCs) : =vflu](x)
Przy pomocy wtasnoséci 4) operatora /é\?c/ mozna przedstawi¢ U~c)
w postaci transformaty Fouriera elementu macierzowego T_fw
reprezentacji potozeniowej. Odwracajac ten zwigzek otrzyma-
my <%I101%>-h]cxp[*(VAi?2P]U(IC'V%\p)dp W

2 (3) i wlasnoséci 6) operatora n otrzymujemy

Tu(w )« 4nlivu)0 .Ccx~-H)x

*exp[ " C&Y )N X)|cl(H) (5)
Powyzszy wynik mozna odwrécié, obliczajac odwrotng transfor-
mate Fouriera w zmiennej X - ~ i zmieniajgc zmienne:
nmc>011(y)=L4 ~"expl[ z]

AYCICA~VPDA-2| 1IC+Hy)-2)cirCL> ©

166



SZCZEGOLNA KLASA TRANSFORMACDE UNITARNYCH

Celem niniejszej pracy Jest przedyskutowanie szczeg6t-
nego przypadku ogélnej transformacji unitarnej - gdy jU-I jest
eksponente wielomianu co-najwyzej drugiego stopnia w opera-
torach potozenia i pedu. Wynikajace sted przeksztatcenie
samych operatorow é ésq liniowe. Transformacje takie od-
grywaja podstawowe role w mechanice kwantowej - obroty,
translacje, dylatacje, ruch oscylatora harmonicznego itp.
Stanowia one jednak przypadek prosty i poniekad "trywialny"
- operatory /a /B transformujag sie doktadnie tak jak zmien-
ne klasyczne, rownania typu rownania Heisenberga opisujace
jednoparametrowe grupy transformacji sa liniowe., jest to jed-
nak jedyna klasa transformacji unitarnych,dla ktérej mozna sie
spodziewaé¢ wynikéw ogdlnych i doktadnych. Dla rzeczywistej
symetrycznej macierzy 2n x 2n M i rzeczywistej macierzy
2n x 1 N okreslam samosprzezony operator

B2 & Mk + Nk
tatwo przekona¢ sie, ze'» [BJ =\ * Mx ~" X
Dla rzeczywistego parametru X rozpatrujemy operator unitar-
ny U-exp[£ X @]
Bada¢ bedziemy realizowana przy jego pomocy transformacje
unitarna. W wyniku rachunkéw pojawie sie funkcje analitycz-
ne zmiennej macierzowej ~-97~, okre$Slone przez rozwiniecie
W szereg potegowy zbiezny w otoczeniu zera. Aby szereg ma-

cierzy byt zbiezny i mozna byto korzysta¢ ze stusznych w
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przypadku zmiennej liczbowej zwigzkéw pomiedzy tymi funkcja-
mi, ograniczamy parametr X do odpowiedniego otoczenia \*0
Otrzymane wyniki mozemy potem przediuzaé¢ analitycznie w
poza obszar zbieznos$ci szeregow.

Ola badanej jednoparametrowej grupy korzystamy z oczywis-

tych réwnan:

[b,0]-0 BU

W drugim réwnaniu mozemy zamieni¢ iloczyn operatoréw na po-
towe antykomutatora. Znajdujemy reprezentanty obu réwnan

korzystajagc z reguty Groenewolda (2). Komutator daje sinus,
a antykomutator cosinus R A , z ich rozwiniecia w szereg

pozostajg tylko wyrazy zawieraqu\e co najwyzej drugie po-

y
chodne. Otrzymujemy (* M U(X ,X) no;

[ Tn2*Nx +£ (] j)gMs(™M)]HCs )
Warunek poczatkowy dlaX= 0 daje LU (.£,0)=1
Struktura powyzszych roéwnan podpowiada mozliwos$ci poszuki-
wania U w postaci eksponenty od wielomianu drugiego stopnia.
Podstawiamy

Utx,\) - pti*TUH(N)x +L(X)y ~"TO)] (?)
gdzie Y jest macierzg 2n x 2n, Z kolumng 2n x 1 a I' funkcja

liczbowag. Otrzymujemy ukitad réwnan rézniczkowych

, 1 i Y3MAY o)

ﬂ'/l:i’i-N* y la ~ N 0")
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£ - £ T r[*M8U b &
ax

Cto
oraz uktad warunkéw algebraicznych
(rHi~*Y)T - - no9Yy C«)
Mejr = Y~N en)
N8z »o0 o)

Warunek poczatkowy daje;~0” 0) #Co)=0 , T(O) =0
Rownanie (8) rozwigzujemy podstawiajac rozwiniecie Y w sze-
reg potegowy w parametrze X . Relacja rekurencyjna die ma-

cierzowych wspoétczynnikéw rozwiniecia daje
€0

& X+l
akMC§M) X M)
0
Relacja rekurencyjna di# liczcbowych wepéiczynnikow nie

zalezy od postaci macierzy M i od liczby stopni swobody n.
Wyznaczamy je wiec rozwigzujagc réwnanie (8) dla prostego

przypadku M » L. Otrzymujemy
Y(X)--Yy$~ h(-"M) , 05)
Korzystajagc z rozwiniecia (14) mozemy sprawdzi¢ warunek (li).
Warunek(12) sugeruje nastepujacg posta¢ funkcji Z:
ICA)=ixD (| MA2N; DCx) =" ? Ob)

Korzystajgc ze zwigzkéw pomiedzy funkcjami hiperbolicznymi
/ktore sa speinione jako zwigzki pomiedzy szeregami potego-
wymi/ sprawdzamy, ze speinione jest rdéwnanie (9).

Catkujac roéwnanie (10) otrzymujemy:



TCM =4 Lndet [cosh(™~§8h)] -

T 7 |

“a y MO [D(|M9)]dON W7)
(0]

Pierwszy sktadnik we wzorze (17), otrzymany przez zamiane
§ladu logarytmu na logarytm wyznacznika, zadaje modut funk
cji U , Drugi sktadnik daje niezalezny od X » a wiec nieis
totny czynnik fazowy.
Wstawiajgc (7) z (15), (16), (17) do wzoru (5) obliczamy
jedro transformacji catkowej ‘j, . Korzystamy z twierdzenia
0 zamianie zmiennych w wielowymiarowej dystrybucji delta
Diraca i ze zwiezku Tr [~ M] =0i otrzymujec:
MC21ly-)=h S (2- X I
x'Cx)-exp[X9 M]x ~FOgf-I"N , FUO-
Transformacja unitarna zadana przez nasze U przeksztaica
reprezentanty fazowe operatoréw przez podstawienie, przy
niezmienionym przepisie funkcyjnym, zamiast starych zmien-
nych X przstransformowanych zmiennych X* x = 'yf [U X +]

Zmiana zmiennych jest oczywiscie liniowa.

Przyktad
Dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego operator

ewolucji ma postac



MaLly wiec * 0]
M=1 » J1=-t 1l

Poniewaz .(g’\)l = CLCS)rl
uK' 9”)“‘ *Eu(/\) ,CI/IH(!9M).CM(A)1

exXp[AgMj » coscot | - sincot

Transformacja (18) daje zwykia zalezno$¢ zmiennych q , p
od czasu. 2 wzoru (4) otrzymujemy standardowa funkcje

Greena oscylatora harmonicznego.

TRANSFORMAC3E SYMPLEKTYCZNE

tatwo sprawdzi¢, ze odwzorowanie x.-"jc¢'jest liniowag
niejednorodng transformacje kanoniczng w sensie mechaniki
klasycznej. Cze$¢ jednorodna tej transformacji jest dana
elementem grupy symplektycznej Sp/n,R/ - grupy_l_rzeczywis-

tych macierzy 2n x 2n spetniajacych warunek Ag A =g (19)

Rownos¢ (19) pociaga det A = 1.

Kazda macierz postaci exp [g M] , gdzie M jest rzeczywis-
ta symetryczng macierzag 2n x 2n, nalezy do Sp/n,R/.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, jest jednak stusz-
ne dla macierzy sympiektycznych z otoczenia macierzy jed-
nostkowej w ktorym zbiezne jest rozwiniecie logarytmu natu-

ralnego w szereg potegowy.



W otoczeniu tym macierz M= -"LnA jest rzeczywista i
symetryczna.

Dowdd :

Szereg geometryczny definiujecy A~* ma obszar zbieznosci

nie mniejszy niz szereg okresSlajacy logarytm.

TWIERDZENIE ODWROTNE:

TRANSFORMACIJA REALIZOWANA PRZEZ ZMIANA ZMIENNYCH

Transformacje unitarne rozwazanej powyzej postaci pro-
wadze do przeksztatcenia reprezentant fazowych przez pod-
stawienie nowych zmiennych za stare, bez zmiany postaci
funkcji. Sprawdzamy, czy sa jeszcze inne transformacje o

tej wtasnosci, tzn. takie,dla ktérych

gdzie S je3t jednoznacznym odwzorowaniem R2n w R2n
2
klasy C J/na przyktad/. Wprowadzamy odwzorowanie G:
G(*) = X v SC*)

i zakladamy dodatkowo, ze jakobian G jest wszedzie roézny

go G. Podstawiamy (20) dc wzoru (6). Zmieniajec zmienne
catkowania i korzystajec z twierdzenia o zmianie argumentu

dystrybucji delta otrzymujemy rdéwnanie 4"



Mozemy je przepisa¢ jako dwa réwnania: na moduly i argumen-
ty obu stron. Podstawiajac x =y i = 0 otrzymamy
modut i argument funkcji U wyrazony przez S. Podstawiajgc
jeszcze raz do réwnan otrzymamy dwa rdéwnania funkcyjne na
nieznane S. Réwnanie wynikajgce z poréwnania argumentéw
ma postac:

XAGAX)-Nglv)=(X ¢)
Rozniczkujac dwukrotnie po wspoéirzednych x i % mozemy
sprawdzié, ze drugie pochodne odwzorowania g”’1 sg réwne

zeru. Zatem G , G i S sg odwzorowaniami liniowymi:

S(x) = Ax +f , det (1+A) £0
A jest rzeczywistg macierzg 2n x 2n, f rzeczywistag macie-
rzg 2n x 1. Rownanie wynikajgce z réwnosci modutébw jest

spetnione tozsamoéciowo, a réwnanie (21) sprowadza sie do

warunku (19) symplektycznosci macierzy A. Ostatecznie:
n

U(X) =2 [det(L+A)] =

xexp [*"e(igCl+A) x-xT\(I1+A)f+siab)]
Poniewaz macierze A z otoczenia elementu jednostkowego
Sp/n,R/ majag postac , dla wszystkich takich
macierzy funkcja U(>e) jest dana wzorami (7), (15), (16),
(17). Oznacza to wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ po-
miedzy otoczeniem transformacji tozsamos$ciowej w grupie
niejednorodnych transformacji symplektycznych a transfor-
macjami unitarnymi dyskutowanej uprzednio postaci, z odpo-

wiednio matym "X - wynik oczywisty.
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Otrzymane powyzej wnioski powinny pozosta¢ stuszne, jesli
zbiér punktow dla ktéorych odwzorowanie G nie jest odwracal-
ne jest dostatecznie “porzedny". Woéwczas poza tym zbiorem
S bedzie liniowe, a w punktach tego zbioru funkcja U be-
dzie osobliwa. Bez silnego ograniczenia klasy dozvgolonych
odwzorowan S trudno sie spodziewac¢ konkretnych wynikow.
Najwazniejszy przypadek - daiekie od tozsamos$ciowej trans-
formacje symplektyczne bede przedmiotem dalszej analizy.

Przytoczymy tylko najprostszy przyktad "ztego" odwzorowa-

nia : SC*)= - X
Przechodzec do granicy we wzorach (7), (15), (17)
dla M = 1, N = O lub bezposrednio ze wzoru (6) otrzymuje-

/v N tirQ
Wxx-(f) S
Odwzorowaniu temu odpowiada przez (lb) U=2 A(Q)

czyli operator odbicia w poczetku uktadu wspétrzednych /87.
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Wojciech Siegel

NONHOMOGENEOUS SYMPLECTIC TRANSFORMATIONS

IN CLASSICAL AND QUANTUM MECHANICS

The connection between gquantum-mechanical unitary
transformations and canonical transformations of classical
mechanics is discussed in the special case of nonhomogen-
eous symplectic transformations. The discussion is based on
the Wigner-Moyal phase - space formulation of quantum me-
chanics. Explicit form of the Wigner transform of corres-
ponding unitary operator is found and it is proved that
only this class of unitary transformations maps the Wigner

functions by a change of variables.
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Boriuex 3uresb

HEQOHOPOAHBE CUMMETPUYECKVE PAEOBPA30BAHA
B K/NACCUYECKOM N KBAHTOBO MEXAHVIKE

PaccmaTpuBaeTca CBA3b MeX4y YHUTapHbl! z npeobpa3oBaHVSAMU
KBAaHTOBOW MeXaHMKN M KNAaCCUYECKMMW KaHOHUYECKMK Mnpeobpa-
30BaHUSMK, B YaCTHOM C/lydae HeOAHOPOAHON OVMIM/IEKTUYECKON
rpynnel.

MNcnonb3yeTtca dazoBbii hopMmasiiaM BurHepa - Mosina. Bbrunc-
naetca BurHepoBcKoe npeacTaBfeHMe YHUTAPHOWM 3KCMNOHEHTbl KBa-
ApaTVyHOro reHepartopa M AOoKa3blBaeTcd.uUTO 3TO efuHCTBEHHOe

npeo6pas3oBaHVie, MeHsitolLee a3oBble (DYHKUMM MYyTEM 3aMeHbl Nepe-
MEHHbIX.



