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Prolongements des homomorphismes 
et des solutions de l ’équation de translation

L 'o b je t  de c e t t e  n ote e s t  la  l ia is o n  en tre  le s  condi

t io n s  pour le  prolongement des homomorphismes donnés dans 

[1] e t  l e s  c o n d itio n s  pour le  prolongement des s o lu tio n s  

de l 'é q u a tio n  de tr a n s la t io n s  form ulées dans [ 2 ] . I l  s 'a g i t  

de prolongement des homomorphismes e t  des s o lu tio n s  de CD 

d 'u n  groupe G à un su r-grou pe. G ,

S i  nous avons une s o lu tio n  F (ex tx) : Г * G -*■ Г , où Г 

e s t  un ensemble a r b itr a ir e , de l 'é q u a tio n  de tr a n s la tio n  

(1) F(F(cx. ,x ) ,y )  = F(o< , xj)

nous pouvons co n sid érer  h ( x ) :=  F ( » ,x )  comme un homomor

phisme de G dans la  fa m ille  des fo n c tio n s  r r  , avec la  

su p e rp o sitio n  comme o p é ra tio n . I l  sem b lera it donc que le  

problème du prolongement de c e t te  s o lu tio n  F à la  s o lu tio n  

dé (1) sur T xg c 'e s t  l e  cas p a r t ic u l ie r  du prolongement 4 

d'homomorphisme h . En e f f e t  c e t te  s itu a t io n  a l i e u . s i  nous 

ne changeons pas de l'en sem b le  des v a le u rs  ( l e  c o n tr e - 

domaine) d'homomorphisme h . Dans le  cas c o n tra ire  i l  peut
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se p a sse r  que le  contre-dom aine d 'u n  homomorphisme h pro

lon gé de h a a u s s i  l e s  élém ents qui n'appartiennent pas 

à » donc le  prolongem ent h ne peut pas être considéré 

comme une s o lu t io n  de (.1) •

Dans L13 i l  y a l e s  théorèm es su iv a n ts  au sujet de 

prolongem ent d 'u n  homomorphisme. S o i t  K un ensemble e t 

un o p é ra tio n  dans c e t  ensem ble: "  • "  : K x K - ^ K ,  

THÉORÈME 1 .  L'homomorphisme h du groupe G dans K 

peut ê tr e  prolongé à 1 'homomorphisme h du groupe G dans 

Z  t e l  que Im h = Im h , s i  e t  seulem ent s ' i l  e x is te  un 

sou s-grou p e in v a r ia n t G^ du groupe G t e l  que 

{2 )  k er  h = G n G^,

(3)  ̂ = Ś . * G‘
/ \

THEOREME 2 .  S o i t  h un homomorphisme du groupe G sur 

l e  groupe H. I l  e x is t e  un su r-grou pe H du groupe H t e l  

q u ' i l  e x is t e  1 'homomorphisme h du groupe G dans H, 

é ta n t le  prolongem ent de h , s i  e t  seulem ent s ' i l  e x is te  un 

sou s-gro u p e in v a r ia n t (Ц du groupe G t e l  que (2 )  a l i e u .

THEOREME 3 .  S i : G e s t  un sou s-grou pe du groupe G , t e l  

que le s  c o n d itio n s  su iv a n te s  ont l i e u

(M) A _  a .b fe G ,
a ,b  ê G \ G

(5) N / _ / \  (a»e* = e «a л e1 »e = e ) ,
e e G ^  G a £ G

où e e s t  un élém ent n eu tre  du groupe G , dans ce cas 

chaque homomorphisme h du groupe G dans H peut ê tr e
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prolongé à 1 'homomorphisme h du groupe G dans H. .

Dans [ 2 ]  on donne une co n d itio n  au s u je t  du prolonge

ment de la  s o lu tio n  de ( 1 ) .

THEOREME 4 .  S o i t  F une s o lu tio n  de ( 1 )  sur T x G ,  

t r a n s i t i v e ,  c 'e s t - à - d i r e  t e l l e  que

e t s o i t  G  ̂

s o lu tio n  F ,

Л  V  p
Г x 6 G

un sous-groupe de

(c x ,x ) = p

G de la  s t a b i l i t é  de c e t te

c 'e s t - à - d i r e

G^ = f  x  s G: F(oc ,х )  = oA

pour un a  de F ( r , G )  (G ,j e s t  nomme le  groupe de la  s ta b i 

l i t é  de l'é lé m e n t a ) .  On peut p rolon ger F à F , ou F 

e s t  une s o lu tio n  de (1 )  sur r * G ,  s i  e t  seulement s ' i l
«4* —

e x is te  un sous-groupe G  ̂ du groupe G t e l  que

(6) G = G  ̂ • G,

(7) G1 = G ^ G .

1. Le théorème 3 est une corollaire du théorème 1 (dan s 

[1] le  théorème 3 e s t  démontré indépendemment du théorème 1 ) .  

Posons dans ce but que

(Ц = ker h • {  e , e1

e t démontrons que G  ̂ rem p lit ( 2 )  e t  ( 3)>

I l  en r é s u lte  d 'a p r è s  (A) e t ( 3 )  que (Ц e s t  un groupe. 

Démontrons que

ce) A . A _ V _ x g = g1x.
x  fe G g feG  ̂ g1 fe G,,
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S o i t  g € , a lo r s  g = к ou g = к e , où к e ker h . On

peut tro u v er  pour x  de G , d 'a p r è s  l ' i n v a r i a b i l i t é  du 

sou s-grou pe k er h dans G , un élém ent k^ de ker h pour le q u e l

x к = k ^ x . Posons

(9 )  g,
fk . s i  g = k ,

1=4 , _ ,
[k ^e  s i  g = к e .

Nous voyons d 'a p r è s  ^ 5 )  que ( 8 )  e s t  r e m p li.

Dans l e  ca s  s i  x fc G ^ G  d 'a p r è s  x  e* e G nous trou veron s 

un k^ de ker h t e l  que ( x  e1) к = k ^ Cx e ’ ) .  En posant g^ 

comme dans ( 9 )  nous voyons que ( 8 )  e s t  a u s s i  rem pli dans ce

c a s .

La c o n d itio n  ( 8 )  démontre que pour x & G

x G1 C G^ x .

L 'in c lu s io n  dans l 'a u t r e  co té  a la  dém on stration  an alogu e, 

donc G  ̂ e s t  un sou s-grou pe in v a r ia n t de G,

I l  e s t  év id e n t que ker h c G n G ^ ,  S o i t  - g f e G o G ^ .  Donc 

g t-G e t  g fe G  ̂ d 'o ù  nous con cluon s que g d o it  a v o ir  la  

forme к a , où к 6 ker h , c 'e s t - à - d i r e  g = k e  ker h , ce 

qui démontre ( 2 ) .  ;
Д  —a —  *

S i  x e G ,  a lo r s  sûrement x e G ^  . G.  S i  x e G \ G  a lo r s  

x = e * ( e ’ x ) ,  c 'e s t - à - d i r e  x  a p p a rtie n t a u s s i  à G^*G e t 

comme l ' i n c l u s i o n  G ^ G C G  a l i e u ,  a lo r s  le  groupe G  ̂

re m p lit (.3 )»  ce qui f i n i t  la  d ém on stration .
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THEOREMS 5» S o i t  h un homomorphisme de G à H



S'il existe dans le groupe G un sous-groupe invariant G„

t e l  que

ker h = G n fi.

et s ' i l  e x is te  un s é le c te u r  S de l'en sem b le  des

c la s s e s  d 'é q u iv a le n ce  à d r o it  du groupe G par rapport au 

sous-groupe G*G ĵ t e l  que G = (й*(Ц) • S (  "o "  d ésign e le  

produit s im p le ) , a lo r s

1) on peut p ro lon ger 1 'homomorphisme h du groupe G 

dans un groupe H a l'homomorphisme h du groupe G ,

2) h e s t  un prolongement de h sur G , t e l  que 

G ^ c k e r  h s i  e t  seulem ent s i  h e s t  de la  forme

h (x) = h (u ) «h* (a) pour x = uva,

où u GG, v e G , ,  a e S  e t  h * : S •*> H e s t  un homomorphisme 
* *

t e l  que h *(S) commute avec Im h .

I l  r é s u lte  de ce théorème l 'im p l ic a t io n  " s i "  du 

théorème 1 e t  l e  théorème 3 car dans le  premier cas l e  rô le  

du s é le c te u r  S e s t  joué par l'en sem b le  { e }  e t  dans l 'a u t r e  

cas ce r ô le  e s t  joué par lensem ble £e ,e '}  » où e e s t  un élément 

neutre du groupe G e t  e' e s t  un élém ent déterm iné par la  

c o n d itio n  C5X

On peut a u ss i démontrer la  p a r t ie  1 ) du théorème 5 

d 'a p rè s  le  théorème 1 .  Pour démontrer c e la  remarquons to u t 

d 'abord que le  lemme su iv a n t e s t  v r a i :

LEMME» S e s t  un s é le c te u r  de l'en sem b le  G is  des 

c la s s e s  d 'é q u iv a le n ce  a d r o it  du groupe G par rapport à
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un sou s-grou pe K t e l  que G = K ° S s i  e t  seulem ent s i

1) S e s t  fermé par rap p ort à l 'o p é r a t io n  dans G,

2 ) S commute avec K ,

3) е е  S ,  où e e s t  l 'é lé m e n t n eu tre  de G .

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons que le  s é le c te u r

S r e m p lit l e s  c o n d itio n s  1 ) ,  2) e t  3 ) •

a) Démontrons que S e s t  un groupe. Dans ce but i l  

s u f f i t  de démontrer que pour un a de S ,  a a p p a rtie n t 

a u s s i  à S .

S o i t  a € S e t  b e S л K a .  S o i t  g  e K c e t  elem ent 

pour le q u e l b = g»a“ \  A lo r s  ba = g .  I l  en r é s u lte  de 1) 

e t  3 ) que ba = e donc g = e ,  c e s t - a - d i r e  a = b e  S .

b) S o i t  x e G .  A lo r s  x  a p p a rtie n t a une c la s s e  W 

de la  fa m ille  G lK . S o i t  SnW  = { .a } . Comme W = K a , i l  

e x is t e  a lo r s  un élém ent g de K t e l  que x  = g a .

c) I l  en r é s u lte  d 'a p r è s  2) que pour chaque g de K 

e t  s de S on a gs  = s g .

d) S o i t  g1 f gg e K , s 1 , 82 € S e t  g^s^ = g ^ .  A lo rs  

l e s  c la s s e s  K s^ : e t  K s2 son t é g a le s ,  c 'e s t - à - d i r e  

s^ = s2 ,  aonc a u s s i  g^ = g2 «

I l  en r é s u lte  des a ) ,  b) ,  c) e t  d ) que G = K ° S .

Supposons m aintenant que G = K « S e t  examinons une 

c la s s e  K x de la  f a m il le  ô l z .  Puisque x  = k s ,  où k e K  

e t  s e  S ,  a lo r s  le  p ro d u it к x  a p p a r tie n t a la  c la s s e  

K x  e t  à S .
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S o i t  x un élém ent du groupe G . Supposons q u 'i l  

e x is te n t  a ,b  de G t e l s  que

{ a ,b } c .K  z n S .

Comme a ,b  appartiennent a K x ,  a lo r s  i l s  e x is te n t  g ^ , 

g2 de K , t e l s  que a = g^x e t  Ъ = g2x .  I l  en r é s u lte  

que
-1 ■ -1. x  = g<j a e t  x  = gg ‘Ъ

e t  d 'a p r è s  l 'u n e  des p r o p r ié té s  du p ro d u it sim ple nous 

obtenons que a = b .

Nous avons donc démontré que S e s t  un s é le c te u r  de 

G lK . Evidemment d 'a p rè s  G = K * S ce s é le c te u r  possède le s  

p r o p r ié té s  1) y 2 ) e t  3) • La dém onstration du lemme e s t  donc 

term inée*

Passons a la  dém onstration de la  p a r tie  1) du théorème 5 

d 'a p r è s  le  théorème 1* S o i t  G = (Сг»(Ц) » S .  M ettons G ^ G ^ S .  

G2 c 'e s t  un groupe car G^ e s t  in v a r ia n t . V é r if io n s  que 

G , G e t  §2 rem p lissen t l e s  su p p o sitio n s  du théorème 1 .

On v o it  que la  co n d itio n  ( 3 )  e s t  rem plie puisque G =(G*G^>S, 

Nous démontrerons que la  c o n d itio n  (2 ) e s t  a u ss i rem plie .

Puisque e e S ,  a lo r s  G n G ^ C G n G g . S o i t  g un élément 

de lensem ble G n G 2 * A lo rs

g = g .e  e t  g = e g s , où g e G  ̂ e t  ą e S  

e t  d 'a p r è s  la  p ro p r ié té  du p ro d u it sim ple nous obtenons 

g = g ,  ce qui s i g n i f i e  que l 'i n c lu s i o n  G n G g C G n G ^  a l i e u ,  

c 'e s t - à - d i r e  que la  co n d itio n  ( 2)  e s t  rem p lie .
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I l  nous a encore r e s t é  à dém ontrer que G2 e s t  in 

v a r ia n t  dans G . Dans ce b u t nous m ontrerons que pour chaque 

x  de G : x  G g C G g  x t c a r  on démontre 1 i n c l u s i o n  in v e rse  

analogiquem ent.

Prenons un x  de G e t  g  de G2 e t  p résen ton s le s  

sous l a  forme d es p ro d u its

x  = g s , où g  € G • G^ e t  s  e S

g  = S1s 1 j où g,, é G1 e t  s ĵ fe S

Nous obtenons

x  g  = g  s  g,, s 1 = s S ĝ | •

Comme (Ц e s t  in v a r ia n t dans G , a lo r s  i l  e x is t e  g* e 0Ц 

t e l  que

s  s1 g  g1 = g  s s1 g .

M etton s g  s  g s  s Nous voyons que x g = g x e t  

comme g ' & G2 a lo r s  l ' i n c l u s i o n  x  G2 c G 2 x  e s t  re m p lie , 

ce q u i f i n i t  l a  v é r i f i c a t i o n  d es s u p p o s itio n s  du théorème 1 .

La d ém on stration  de l a  deuxième p a r t ie  2 )  du théorème 5 

e s t  é v id e n te .

3. Le théorème 1 résulte du théorème 4. Supposons que 

pour 1 'homomorphisme h du groupe G dans K i l  e x is t e  un 

so u s-gro u p e  in v a r ia n t 3*  du groupe G t e l  que k e r  h=Gr>G,j 

e t  G = G^ • G , c 'e s t - à - d i r e  que l e s  c o n d itio n s  ( 2 )  e t  ( 3 )  

du théorème 1 s o ie n t  r e m p lie s .

Posons Im h = H e t  m ettons

F ( a  ,x )  = oc h (x )  pour (<x ,x )  fe Hx G .
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A in si s i g n i f i é  F : H * G -► H e s t  one s o lu tio n  tr a n s it iv e  

de (1 )  e t  le  sous-groupe de la  s t a b i l i t é  de F pouç 

l 'é lé m e n t neutre e du groupe H e s t  é g a l à ker h . Fous 

voyons que s i  dans le  theorems 4  nous adoptons l e  noyau 

d'homomorphisme h comme le  groupe G^ e t  le  groupe G  ̂

comme le  groupe G , a lo r s  le s  co n d itio n s  (6) e t  ( 7 )  de ce 

théorème sont re m p lie s . C o n stru iso n s , pour la  s o lu tio n  F , 

un prolongement F é ta n t la  s o lu tio n  de (1 )  sur Hx G , 

t e l  que СЦ s o i t  l e  sous-groupe de la  s t a b i l i t é  pour 

l'é lé m e n t e ( i l  e x is te  t e l l e  p o s s ib i l i té , jc e  qui r é s u lte  de 

la  dém onstration du théorème 4  p résen tée  dans ( 3] )«  

Remarquons que F (e ,G )  = H e t  c 'e s t  pourquoi*pour un x 

de G i l  e x is te  un u de G t e l  que

F ( e ,x )  = F ( e ,u )  = F ( e ,u } .

Comme F e s t  t r a n s i t iv e  e t  G  ̂ e s t  le  sous-groupe de la  

s t a b i l i t é  pour e a lo r s  de l 'é q u a tio n  F ( e ,x )  = F C e ,u ) , 

i l  en r é s u lte  que x  e t  u appartiennent a la  meme c la s s e  

d 'é q u iv a le n ce  a d r o it  du groupe G par rapport au so u s- 

groupe G  ̂.

M ettons h (x ) = F (e ,x )  pour xfeG e t v é r if io n s  que h 

e s t  l 'homomorphisme de G à H . Pour x ,y  de G nous 

c h o is is so n s  dans G des élém ents u e t  v  pour le sq u e ls  

F (e ,x )  = F (e ,u )  e t  F (e ,y )  = F (e ,v )

a lo r s

h (x ) »h(y) = F ( e ,x ) « F ( e ,y )  =
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= F ( e ,u ) « F ( e ,v )  = h Cu )»h (y) =

= h(u*v) = F (e ,u v )  4= F (e ,u v )  .
iw

M ais G,j e s t  in v a r ia n t , a lo r s  l e  p ro d u it uv a p p a rtie n t 

a la  même c la s s e  de la  fa m il le  51(Ц que l e  p ro d u it xy 

e t  c 'e s t  grâce  à la  t r a n s i t i v i t é  de F f a i t  que 

F (e ,u v )  -  F Çe,xy) = h (x y) .

Sûrement h e s t  un prolongem ent de h sur l e  groupe G, 

t e l  que Im b  = Im h , ce q u i f i n i t  la  prem ière p a r t ie  de la  

d ém o n stra tio n .

M aintenant supposons que h e t  h s o ie n t  des homomor

phism es d es groupes convenablem ent G sur H e t  G sur 

H e t  que h e s t  un prolongem ent de h . Ces son t le s  

s u p p o s it io n s  de l a  deuxième p a r t ie  du théorème 1 . 

D é f in is s o n s  F : H * G - * H  e t  F : H * G -»■ H de c e t t e  manière 

F (ex ,x )  = a  h (x ) pour ( a  ,x )  fc H * G e t  

F Gx ,x } = « .h e x ’) pour ( a  ,x )  é H * G.
M *

F e s t  la  s o lu t io n  t r a n s i t i v e  de ( 1 )  e t  F e s t  un p ro lon 

gement de F .

I l  r é s u lt e  du'théorèm e 4- q u ' i l  e x is t e  un sou s-grou pe G  ̂

du groupe G pour le q u e l G^ = G nG ^ e t  G = G  ̂ • G . Mais 

G^ comme un sou s-gro u p e de l a  s t a b i l i t é  de F pour un 

élém ent oCQ de Г  e s t  é g a l à k e r  h .  De même G^ e s t  é g a l 

à k e r  h , ca r  i l  e s t  un sou s-grou p e de l a  s t a b i l i t é  pour ce 

c*o , ce q u i r é s u lt e  de la  d ém on stration  du théorème 4  dans 

[ 3 ] •  Ça s i g n i f i e  que l e s  p r in c ip e s
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ker h = G л ker h e t  G = k er  h • G 

sont r e m p lis , a lo r s  la  th è se  de la  deuxième p a r tie  du 

théorème 1 a l i e u ,  ce qui f i n i t  l a  dém on stration .

4. Le théorème 4 est plus général que le théorème 1.

Le prolongement F de F dans l e  théorème 4  peut a v o ir , 

comme l 'a p p l i c a t i o n  G a x -► F (» ,x )  ,  le  contre-dom aine p lu s 

grand que l 'a p p l i c a t i o n  G a x -»• F (• ,x )  .  En e f f e t  ces  a p p li

c a tio n s  ont le  même contre-dom aine s i  e t  seulement s i

С Ю )  Л  _  V  F(<x,y)
j t G  x  e G «.еГ 

e t  c e la  e s t  éq u iv a len t à

F (a  ,x )

(11) G = N • G ,

où

N = f y f c G ï  A  F (ot ,y ) = F (ex , e ) l .
L oit Г  J

En e f f e t  s i  (1 0 )  a l i e u  nous avons pour y de G e t  x

de G:

F (F  (tx ,y )  ,x ”1 )  -  F (F  ( «  ,x )  ,x "1 )

e t  de ilà

F (ex ,y  x " 1 ) = F(cx , e ) ,

donc y x”1 e I l  en r é s u lte  que y 6 N x ,  donc y t  N • G .
• C  .  » -  ;

De la  G cN  • G e t  puisque l ' i n c lu s i o n  in v erse  e s t  

év id en te  nous avons ( 11) •

Inversem ent pour y de G d 'a p r è s  (11) nous avons 

y s  u x  pour u de N e t  x  de G . De là
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F O* f j )  =  P O* ,u x ) =  FC]? (<X t t t )  ,x )  s

= P ( F ( i x t e ) fx ) = F ( < x ,x )  = F ( < x ,x ) f

c • ç[«£ »d«

5. Les théorèm es 1 e t  2  donnent l e s  c o n d itio n s  

n é c e s s a ir e s  e t  s u f f is a n t e s  pour qu'un  homomorphisme h 

s o i t  p ro lo n gea b le  de G à il sans l'a g ra n d isse m e n t de son 

contre-dom aine ou arec l'a g ra n d isse m e n t a r b i t r a ir e  de ce
5 .

c on tre-d om ain e.

I l  se  pose le  problème de donner une c o n d itio n  n éces

s a ir e  e t  s u f f is a n t e  pour qu'un  homomorphisme h : G -e 'Kr ' j

s o i t  p ro lo n ge a b le  a l 'homomorphisme h:. G -*- K ? On peut 

d ir e  dans ce c a s  su r  le  prolongem ent avec l'a g ra n d isse m e n t 

bornée (p a r  l e  groupe K )  du contre-dom aine de h .

La réponse à  c e t t e  q u e stio n  donne l e  théorème s u iv a n t:
/ s

THEOREME 6 .  L homomorphisme h : G -*• K e s t  p ro lon geab le  

a l'homomorphisme h : G -* -K  s i  e t  seulem ent s ' i l  e x is t e  un 

sou s-grou pe in v a r ia n t G^ de G t e l  que

ker h = G n G^

e t  g Ig  ̂ e s t  isomorphiquement contenu dans K par un is o 

morphisme f  t e l  que f ( a  IL) = h (a )  pour a de G .

D é m o n s t r a t i o n  d e  l a  n é c e s s i t é  

e s t  é v id e n te , puisque dans l a  d ém on stration  des théorèm es 1 

e t  2 (v o ir  dans [11 l e s  dém on stration s des théorèm es 4  e t  5) 

on a = k e r  h .
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D é m o n s t r a t i o n  d e  l a  s u f f i s a n c e .  

Désignons par к l 'homomorphisme canonique de G à g Ig  ̂

e t par f  isomorphisme eni su p p o sitio n  de SlG^ a K . Dans 

ce cas h = f ( k )  e s t  évidemment 1 'homomorphisme de G a 

K, é ta n t en même temps le  prolongement de h ( v o i r  la  dé

m onstration du théorème 5 dans [ 1] ) .

6. Considérons a p résen t le s  l ia is o n s  en tre  le s  sup

p o s it io n s  des théorèm es 1 ,  2 e t  4 ,  c 'e s t - à - d i r e  l e s  l ia is o n s  

entre le s  su p p o sitio n s  su iv a n te s :

(S ^ ) I l  e x is te  un sous-groupe in v a r ia n t G  ̂ du groupe G 

t e l  que

Ĝ| = G n G^, G = Ĝ j • G

(ce  sont le s  su p p o sitio n s  ( 2) e t  ( 3)  du théorème 1 -  i l  

s u f f i t  d 'a d o p te r  G^ = ker h ) .

(Sg-) I l  e x is te  le  sous-groupe (Ц du groupe G, t e l  que 

Ĝ j = G  ̂n G , G = Ĝ j .  G

(ces sont le s  c o n d itio n s  ( 6)  e t  ( 7)  du théorème 4 ) .

( S j )  I l  e x is te  un sous-groupe in v a ria n t G^* du groupe G, 

t e l  que

G„ = GHG *1 1
( c 'e s t  la  su p p o sitio n  du théorème 2 ,  s i  nous adoptons- 

ker h = G ^ ).

( a )  Evidemment ( S ^ )  im plique (S g )  e t  de (  S^) i l  en 

r é s u lte  ( S j ) .

(b )  I l  en r é s u lte  de l'ex em p le  p lu s  has que ( S 2)
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n 'im p liq u e  pas ( S ^ ) •

E x e m p l e  1 .  C on sidérons l e  groupe sym étrique 

dont le s  élém ents d ésign on s p a r:

I/j = 0 * 2 * 3 )»  I 2 = 0 * 3 * 2 )»  Xj = ( 3 ,2 ,1 ) ,

I4 = ( 2 ,1 ,3 ) ,  I 5 = ( 3 , 1 , 2 ) ,  Ig  = ( 2 ,3 ,1 ) .

Posons 5 = S3 0 S3 ( " o "  -  l e  p ro d u it sim ple d é f in i  par le  

p ro d u it c a r t é s i e n ) ,  G = S j o j ^ , : ^ ] ,  Ĝ j = о [:ц}.

e t  s  о [ l i * I ^ , I g j .  Dans ce ca s

1) G П (Ц = ( 1 2 ,1 ^ 1  = G1 t

a lo r s  on a (y).

2 )  S o i t  kfe ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , б } .

A lo rs

( I j ^ , ^ )  = ( X j . ^ d ^ . L , ) ,  ( i k , i 2)  = ( I ^ I ^  ( l k , I 2) ,

( i j j  » I 3)  = ( l / j , I 3) ( i j j ,  * (-Ijj. » 1/j) = (l^j • Ig )  (  l k » •

d k , i 5) = a p i ^ c v i , ) ,  d k , i 6)  = C ^ . i g X i j , , ^ )

a lo r s

G = G^ • G ,

Nous prouverons que dans l e  groupe G i l  n 'e x i s t e  pas le  

sou s-grou p e G^j* r é a l is a n t  ( S ^ ) .  Dans ce but remarquons que 

l'e n se m b le  G^* ne peut pas ê tr e  l'e n se m b le  des p a ir e s  

t e l l e s  q u i sur la  prem ière p la c e  n 'o n t que l e s  élém ents 1  ̂

ou I g .  En e f f e t  s i  sur l a  prem ière p la c e  de l a  p a ire  i l  

n 'y  a que 1  ̂ l 'e n se m b le  G^“  ne r é a l i s e  pas ( 2) ,  s i  sur 

l a  prem ière p la c e  de la  p a ir e  e s t  to u jo u r s  I 2 , l'en sem b le  

G^* ne forme pas du groupe e t  s i  dans G^* i l  y a des
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p a ire s  de deux ty p e s p récéd en ts le  G *̂1 n 'e s t  pas in v a ria n t 

( i l  s u f f i t  d 'exam iner le s  c la s s e s  ( l ^ , I /1)G ^* e t  G ^ C l ^ ) ) .  

Pour que le  groupe G^* r é a l i s e  ( S j )  i l  d o i t  a lo r s  referm er 

un élément t e l  qui sur la  prem ière p la ce  a un élément de 

l'en sem b le  ,1 ^ ,1 ^ , I g ] .  A lo r s  sur la  deuxième p la ce  dans 

une t e l l e  p a ir e  i l  ne peut ê tr e  n i  1  ̂ n i ,  car une t e l 

le  p a ire  s e r a i t  dans l e  p ro d u it G n G* e t  e l l e  ne s e r a i t  

pas dans G ^, Remarquons encore que la  p a ire  ( i g , ^ )  d o it  

ê tr e  dans G^* e t  supposons que la  p a ire  ( 1^ , 1^ ) e s t  

dans G^*. A lo rs

( I 5 , I 4 ) = f

e s t  a u ss i dans G^* e t

( V i - , )  = ( i 5 . V ( i 3 . V

e s t  a u s s i  dans G^*.

Mais la  p a ire  (1 ^ ,1 ^ )  e s t  a in s i  dans G ce qui s ig 

n i f i e  q u 'e l le  e s t  a u ss i dans G n G ^ * , b ie n  q u 'e l le  ne s o i t  

pas dans G^.

On peut r é a l i s e r  un t e l  raisonnem ent a u ss i pour d 'a u tr e s  

caS| ce qui nous donne la  co n clu sio n  que chaque sous-groupe 

in v a r ia n t G^* ne rem p lit pas le s  c o n d itio n s  ( S ^ ) •

(c) I l  en r é s u lte  de ( b )  que On peut don

ner i c i  un exemple p lu s  sim p le . Prenons

g  *  t W s b  G1 ■- W -  ®1 -
où I ^ , . . , t Ig  ont le s  mêmes s ig n i f ic a t io n  que dans l'exem 

p le  1 .  Nous pouvons fa c ile m e n t v é r i f i e r  que l e s  s e u ls  s o u s - 

groupes in v a r ia n ts  du groupe G = ce sont le s  so u s -
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groupes b an ale  e t  l e  groupe G , n a is  aucun d 'e u x  ne re m p lit 

l e s  c o n d itio n s  e x ig é e s  dans (S ^ )*

(d )  L 'exem ple p lu s  b as montre que de ( S j )  i l  n 'e n  r é s u lte  

pas ( S 2 ) .

E x e m p l e  2 .  Posons G = Z ^ , G = { .0 ,2 } ,  G  ̂ = { o } ,  

G^* = { o } .  Les groupes c i t é s  re m p lisse n t évidemment le s  

c o n d itio n s  (  S ,  Dans l e  groupe G l e s  s e u ls  sou s-grou pes 

ce son t l e s  groupes ban ale  e t  le  groupe G e t comme on le  

v o i t  aucun d 'e u x  ne r e m p lit ( S 2 ) .

Ce) Exemple 2 peut s e r v ir  pour la  d ém on stration  que de 

CS^) i l  n 'e n  r é s u lt e  pas ( S ^ ') .

Remarquons q u ' i l  s u f f i t  d 'a jo u t e r  aux c o n d itio n s  ( S 2 )  

la  su p p o s itio n  d 'i n v a r i a b i l i t é  du sou s-grou pe G,. dans le  

groupe G pour que l e s  c o n d itio n s  ( s * )  s o ie n t  r e m p lie s .

En e f f e t  supposons que CS2) s o i t  rem pli e t  que G^ s o i t  

in v a r ia n t dans G , M ettons

a ■ „  Л  _ a- 1 G -a .
1 a «  G 1

Le sou s-grou p e G^^ e s t  évidemment in v a r ia n t dans G . Nous 

dém ontrerons q u ' i l  r e m p lit l a  r e la t io n :  G  ̂ = G n G ^ * . 

Sûrement G^* c  G^,  a lo r s  a u s s i  G n G^* c  G n G^ = G^.  S o i t  

a e G . Conformément à (S 2)  nous avons

a = x  y , où x  t  G  ̂ e t  y € G ,

De là
шА9* ттЛ

a G^a = J  'x  ЧЦх y .
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Mais х ^ С Ц х  T gLj , a lo r s  a ^ G ^ a  = y“ 1G,jy.

De (S 2)  i l  en r é s u lte  e n su ite  que G .C G .  d 'oùi

CM a“ 1Gia  = у - ^ ^ э ^ б ^ .

Comme y & G e t G^ e s t  in v a ria n t dans G , nous avons

(13) y " 1G1y = G1 .

De (12)  e t  C13) i l  en r é s u lte  que

a ^ a D G ^
' - # % 
d ou

G** = Г \  -  a~1G,.e D G *, 
' a t  G 1 1

a lo rs  a u ss i

G n G^* d G d G  ̂ = G^.

Nous avons donc G  ̂ = G n G^*, ce qui f i n i t  la  dém onstration .

On peut donner a u ss i une dém onstration de ce f a i t  par 

le  théorème 4 .  S o i t  K = G lG ^, h -  1 'homomorphisme canonique 

G -*■ K e t posons

F (ex ,x )  = ex h (x ) sur K x G .

Tous l e s  sou s-grou pes de la  s t a b i l i t é  de F sont égaux 

aux G^, le s  su p p o sitio n s  du théorème 4 sont donc rem p lie s . 

I l  e x is te  donc le  prolongement; F de F de EX G a E x  G . Le 

noyau d'homomorphisme G * y -*• F (o t ,y )  rem plit le s  supposi

t io n s  pour G^*.
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