KAZIMIERZ DANKIEWICZ, ZENON MOSZNER

Prolongements des homomorphismes
et des solutions de I’équation de translation

L'objet de cette note est la liaison entre les condi-
tions pour le prolongement des homomorphismes donnés dans
[1] et les conditions pour le prolongement des solutions
de l'équation de translations formulées dans [2]. Il s'agit
de prolongement des homomorphismes et des solutions de CD
d'un groupe G a un sur-groupe. G,

Si nous avons une solution F(extx):I'* G*alf , ou I
est un ensemble arbitraire, de I'équation de translation
(1) F(F(cx. ,x),y) =F(0o<,xj)
nous pouvons considérer h(x):= F(»,x) comme un homomor-
phisme de G dans la famille des fonctions r r , avec la
superposition comme opération. Il semblerait donc que le
probléme du prolongement de cette solution F a la solution
dé () sur Txg c'est le cas particulier du prolongement 4
d'homomorphisme h. En effet cette situation a lieu.si nous
ne changeons pas de l'ensemble des valeurs (le contre-

domaine) d'homomorphisme h. Dans le cas contraire il peut
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se passer que le contre-domaine d'un homomorphisme h pro-
longé de h a aussi les éléments qui N'appartiennent pas
a » donc le prolongement h ne peut Pas étre considéré
comme une solution de (1)«

Dans L13 il y a les théorémes suivants au sujet de
prolongement d'un homomorphisme. Soit K un ensemble et

un opération dans cet ensemble: "<¢": KxK-~K,

THEOREME 1. L'homomorphisme h du groupe G dans K
peut étre prolongé a 1'homomorphisme h du groupe G dans
Z tel que Im h = Im h, si et seulement s'il existe UN
sous-groupe invariant G~ du groupe G tel que

{2) ker h = Gn G",

B ~=S.*G

THE/ORIéME 2. Soit h un homomorphisme du groupe G sur
le groupe H. Il existe un sur-groupe H du groupe H tel
qu'il existe l1l'homomorphisme h du groupe G dans H,
étant le prolongement de h, si et seulement s'il existe un

sous-groupe invariant (U4 du groupe G tel que (2) a lieu.

THEOREME 3. Si: G est un sous-groupe du groupe G, tel

que les conditions suivantes ont lieu
N A _ a.bfeG,
a,b e G\G

(5) N/ _ /\ (a»e* = e «a nel»® = e),
e eGM"G afG

ou e est un élément neutre du groupe G, dans ce cas

chaque homomorphisme h du groupe G dans H peut étre
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prolongé a l1'homomorphisme h du groupe G dans H.
Dans [2] on donne une condition au sujet du prolonge-
ment de la solution de (1).
THEOREME 4. Soit F une solution de (1) sur TxG,

transitive, c'est-a-dire telle que

n \Y p(cx,x) = p
r x6G

et soit G un sous-groupe de G de la stabilité de cette
solution F, c'est-a-dire

N =fx s G: F(oc ,x) = 0A
pour un a de F(r,G) (G,j est nomme le groupe de la stabi-
lité de I'élément a ). On peut prolonger F a F, ou F
est une solution de (1) sur r*G, si et seulement s'il
existe un sous-groupe (g" du groupe E tel que
(6) G =G" « G,

(7) GL =GA"G.

1 Le théoréme 3 est une corollaire du théorémy
[1] le théoréme 3 est démontré indépendemment du théoréeme 1).
Posons dans ce but que
(4 = ker h « {e,el
et démontrons que G remplit (2) et (3>
Il en résulte d'aprés (A) et (3) que (L est un groupe.
Démontrons que

® A. A V _xg=gk

x®eG g feGt gl1fT,
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Soit g€ , alors g=kK ou g=Ke , ou kKeker h. On
peut trouver pour x de G, d'aprés l'invariabilité du
sous-groupe ker h dans G, un élément k» de ker h pour lequel
X K = k~x. Posons

fk. si g = k,

9 1=4 ,
®) g [k*e si @ = K e

Nous voyons d'aprés ~5) que (8) est rempli.

Dans le cas si xfcG~"G d'aprés x € e G nous trouverons
un k™ de ker h tel que (x el)) k = k”"Cxe’). En posant g®
comme dans (9) nous voyons que (8) est aussi rempli dans ce
cas.

La condition (8) démontre que pour Xx &G

X G1 C GM Xx.
L'inclusion dans l'autre coté a la démonstration analogue,
donc GM est un sous-groupe invariant de G,

Il est évident que ker hcGnG”, Soit -gfeGoG”. Donc
gt-G et gfG* d'ou nous concluons que g doit avoir la
forme Kk a, ou K6 ker h, c'est-a-dire g = ke ker h, ce
qui démontre (2). ;

Si xeG, alors sfirement xeGﬂ" . G. Si xeé{G alors
X = e*(e’x), c'est-a-dire x appartient aussi a GG et
comme l'inclusion G~GCG a lieu, alors le groupe &*

remplit (.3)» ce qui finit la démonstration.

2. Le théoreme 3 suggere la généralisation suivante

THEOREMS 5» Soit h un homomorphisme de G a H
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S"il existe dans le groupe G un sous-groupe invariant G,
tel que
ker h = Gnfi.

et s'il existe un sélecteur S de l'ensemble des
classes d'équivalence a droit du groupe G par rapport au
sous-groupe Gy tel que G = (n*(4)+S ("o" désigne le
produit simple), alors

1) on peut prolonger 1'homomorphisme h du groupe G
dans un groupe H a I'homomorphisme h du groupe G,

2) h est un prolongement de h sur G, tel que
G~cker h si et seulement si h est de la forme

h(x) = h(u) «xh*(a) pour x = uva,

ou u GG, veG%, aeS et h*: S & H est un*homomorphisme
tel que h*(S) commute avec Im h.

Il résulte de ce théoréme I'implication si" du
théoreme 1 et le théoréme 3 car dans le premier cas le réle
du sélecteur S est joué par l'ensemble {e} et dans l'autre
cas ce rbdle est joué par lensemble £e,e'} » ou e est un élément
neutre du groupe G et €' est un élément déterminé par la
condition C5X

On peut aussi démontrer la partie 1) du théoréme 5
d'aprés le théoréme 1. Pour démontrer cela remarquons tout
d'abord que le lemme suivant est vrai:

LEMME» S est un sélecteur de l'ensemble Gis des

classes d'équivalence a droit du groupe G par rapport a
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un sous-groupe K tel que G = K°S si et seulement si
1) S est fermé par rapport a l'opération dans G,
2) S commute avec K,
3) ee S, ou e est I'élément neutre de G.
Démonstration. Supposons que le sélecteur
S remplit les conditions 1), 2) et 3)e
a) Démontrons que S est un groupe. Dans ce but il
suffit de démontrer que pour un a de S, a appartient

aussi a S.

Soit a€S et beSnKa . Soit geK cet element
pour lequel b = g»a“\ Alors ba = g. Il en résulte de 1
et 3) que ba = e donc g = e, c est-a-dire a = be S.

b) Soit xeG. Alors x appartient a une classe W
de la famille GIK. Soit SnW = {.a}. Comme W= K a, il
existe alors un élément g de K tel que x = ga.

c) Il en résulte d'aprés 2) que pour chaque g de K
et s de S on a gs = sg.

d) Soit glf ggeK, s1,82€sS et g”s® =g ~ . Alors
les classes K s™ :et K s2 sont égales, c'est-a-dire
sN = s2, aonc aussi g" = g2«

Il en résulte des a), b), c) et d) que G = K° S.

Supposons maintenant que G = K«S et examinons une
classe K x de la famille 6lz. Puisque x = ks, ou kekK
et se S, alors le produit kK Xx appartient a la classe

Kx et a S.
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Soit x un élément du groupe G. Supposons qu'il

existent a,b de G tels que
{a,b}c.K znS.

Comme a,b appartiennent a K x, alors ils existent g*,
g2 de K, tels que a = g™x et b =g9g2x. Il en résulte
que

X = g<-j1a e'! X = galT:,
et d'aprés l'une des propriétés du produit simple nous
obtenons que a = b.

Nous avons donc démontré que S est un sélecteur de
GIK. Evidemment d'aprés G = K* S ce sélecteur posséde les
propriétés 1)y 2) et 3)+« La démonstration du lemme est donc
terminée*

Passons a la démonstration de la partie 1) du théoréme 5
d'aprés le théoréeme 1* Soit G = (Cr»(4) » S. Mettons GA"G"S.
G2 «c'est un groupe car G~ est invariant. Vérifions que
G, G et 82 remplissent les suppositions du théoréme 1.
On voit que la condition (3) est remplie puisque G =(G*G~>S,
Nous démontrerons que la condition (2) est aussi remplie.

Puisque eeS, alors GnG~ACGnGg. Soit g un élément
de lensemble GnG2* Alors

g=9g.e et g =-egs, ou geG* et gesS
et d'aprés la propriété du produit simple nous obtenons
g = g, ce qui signifie que l'inclusion GnGgCGnG”~ a lieu,

c'est-a-dire que la condition (2) est remplie.
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Il nous a encore resté a démontrer que G2 est in-
variant dans G. Dans ce but nous montrerons que pour chaque
X de G: x GgCGg xt car on démontre linclusion inverse
analogiquement.

Prenons un x de G et g de G2 et présentons les
sous la forme des produits

X =g s, ou g€G e« G et seSs
g = Slslj oo g,éGl et NS
Nous obtenons
Xg=9gsg, sl=-:s S gy
Comme (L est invariant dans G, alors il existe g*e O
tel que
s sl ggl =g s slg.
Mettons g s g s s Nous voyons que x g = g x et
comme g¢'&G2 alors l'inclusion x G2c¢G2 x est remplie,
ce qui finit la vérification des suppositions du théoréme 1.
La démonstration de la deuxieme partie 2) du théoréme 5

est évidente.

3. Le théoreme 1 résulte du théoreme 4. Suppos
pour 1'homomorphisme h du groupe G dans K il existe un
sous-groupe invariant 3* du groupe G tel que ker h=Gr>Gj
et G = G" ¢« G, c'est-a-dire que les conditions (2) et (3)
du théoréme 1 soient remplies.

Posons Im h = H et mettons

F(a ,x) = och(x) pour (<x,x) fHxG.
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Ainsi signifié F: H*G-»H est one solution transitive
de (1) et le sous-groupe de la stabilité de F poug
I'éElément neutre e du groupe H est égal a ker h. Fous
voyons que si dans le theorems 4 nous adoptons le noyau
d'homomorphisme h comme le groupe G~ et le groupe G"
comme le groupe G, alors les conditions (6) et (7) de ce
théoréme sont remplies. Construisons, pour la solution F,
un prolongement F étant la solution de (1) sur Hx G,
tel que CL, soit le sous-groupe de la stabilité pour
I'élément e (il existe telle possibilité,jce qui résulte de
la démonstration du théoréme 4 présentée dans (3])«
Remarquons que F(e,G) = H et c'est pourquoi*pour un X
de G il existe un u de G tel que

F(e,x) = F(e,u) = F(e,u}.
Comme F est transitive et G" est le sous-groupe de la
stabilité pour e alors de I'équation F(e,x) = FCe,u),
il en résulte que x et wu appartiennent a la meme classe
d'équivalence a droit du groupe G par rapport au sous-
groupe G".

Mettons h(x) = F(e,x) pour xfeG et vérifions que h
est | 'homomorphisme de G a H. Pour x,y de G nous
choisissons dans G des éléments u et v pour lesquels

F(e,x) = F(e,u) et F(e,y) = F(e,v)
alors

h(x) »h(y) = F(e x)«F(e)y) =

35



F(e,u)«F(e,v) = hCu)»h(y) =

h(u*v) = F(e,uv) 4= F(e,uv) .
Mais ncl;\{j est invariant, alors le produit uv appartient
a la méme classe de la famille 51(14 que le produit xy
et c'est grace a la transitivité de F fait que

F(e,uv) - FCe,xy) = h(xy).
Sdrement h est un prolongement de h sur le groupe G,
tel que Imb = Im h, ce qui finit la premiére partie de la
démonstration.

Maintenant supposons que h et h soient des homomor-
phismes des groupes convenablement G sur H et G sur
H et que h est un prolongement de h. Ces sont les
suppositions de la deuxiéme partie du théoréme 1.
Définissons F:H*G-*H et F: H*G-mH de cette maniére

F (ex ,x) = a h(x) pour (a ,x) tH*G et
F Gx ,x} = «.hex) pour (a ,x) é H* G.
*
F est la solution transitive de (1) et 'I\:/I est un prolon-
gement de F.

Il résulte du'théoréme 4 qu'il existe un sous-groupe G»
du groupe G pour lequel G = GnG”™ et G = G « G. Mais
GN comme un sous-groupe de la stabilité de F pour un
élément oQ de I' est égal a ker h. De méme G~ est égal
a ker h, car il est un sous-groupe de la stabilité pour ce

c*o, ce qui résulte de la démonstration du théoreme 4 dans

[3]* Ca signifie que les principes
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ker h = Gnker h et G = ker h « G
sont remplis, alors la thése de la deuxiéme partie du

théoréme 1 a lieu, ce qui finit la démonstration.

4. Le théoreme 4 est plus général que le théoreme 1.
Le prolongement F de F dans le théoréeme 4 peut avoir,
comme l'application Gax -» F(»,x), le contre-domaine plus
grand que l'application Gax -» F(*,x). En effet ces appli-

cations ont le méme contre-domaine si et seulement si

< Fa ,
() {ItG_ §(/eG «.el F(<xy) (@)

et cela est équivalent a

@ G=N-= G,

ou

N:fY_ch'l' O'iofl' F (ot,y) = F(ex,eal.

En effet si (10) a lieu nous avons pour y de G et X

de G:
F(F (tx,y) ,x71) - F(F (« ,x),x"1)
et de ila
F(ex,y x"1) = F(cx ,e),
donc y x’le Il en résulte que y 6N x, donc ytN « G.

.c

De la GcN ¢« G et puisque l'inclusion inverse est
évidente nous avons (11)e
Inversement pour y de G d'aprés (11) nous avons

y s ux pour u de N et x de G. De la
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F O*fj) = PO*,ux) = FC]? («x ttt) ,x) S
= P(F(ixte)fx) = F(<x,x) = F(<x,x)f

C * G[«E »d«

5. Les théoremes 1 et 2 donnent les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un homomorphisme h
soit prolongeable de G a il sans l'agrandissement de son
contreiknnainesou arec l'agrandissement arbitraire de ce
contre-domaine.

Il se pose le probléme de donner une condition néces-
saire et suffisante pour qu‘uq,hmﬂonuwphbnuﬁ h: G-e'K
soit prolongeable a | 'homomorphisme h:. G-* K ? On peut
dire dans ce cas sur le prolongement avec l'agrandissement
bornée (par le groupe K) du contre-domaine de h.

La réponse a cette question donne le théoréme suivant:

THéO%EME 6. L homomorphisme h: G-* K est prolongeable
a I'nomomorphisme h: G-*- si et seulement s'il existe un
sous-groupe invariant G de G tel que

ker h = GnG&®

et glg”™ est isomorphiquement contenu dans K par un iso-
morphisme f tel que f(a IL) = h(a) pour a de G.

Démonstration de la nécessiteé
est évidente, puisque dans la démonstration des théorémes 1
et 2 (voir dans [11 les démonstrations des théorémes 4 et 5)

on a = ker h.
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Démonstration de la suffisance.
Désignons par K | 'homomorphisme canonique de G a glg”
et par f isomorphisme eni supposition de SIG® a K. Dans
ce cas h = f(k) est évidemment 1'homomorphisme de G a

K, étant en méme temps le prolongement de h (voir la dé-

monstration du théoréme 5 dans [1]).

6. Considérons a présent les liaisons entre les sup-
positions des théorémes 1, 2 et 4, c'est-a-dire les liaisons
entre les suppositions suivantes:

(S™) Il existe un sous-groupe invariant G du groupe G
tel que

Gl =GnG”, G=06y =G
(ce sont les suppositions (2) et (3) du théoréme 1 - il
suffit d'adopter G~ = ker h).
(Sg) Il existe le sous-groupe (L du groupe G, tel que

8y =6"nG, G=Gj . G
(ces sont les conditions (6) et (7) du théoréme 4).
(Sj) Il existe un sous-groupe invariant G”* du groupe G,
tel que

G.’[ = GHGl*

(c'est la supposition du théoréme 2, si nous adoptons-
ker h = G7).

(a) Evidemment (S”) implique (Sg) et de ( S*) il en
résulte (Sj).

(b) 1l en résulte de l'exemple plus has que (S2)
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n‘implique pas (S?™)e
Exemple 1. Considérons le groupe symétrique

dont les éléments désignons par:

Il = 0*2*3)» 12 = 0*3*2)» Xj = (3,2,1),
14 =(2,1,3), 15=(3,1,2), 1g = (2,3,1).
Posons 5 = S30S3 ("o" - le produit simple défini par le
produit cartésien), G = Sjoj~,:~], &Yy = o[:u}.
et s of[li*I~,lIgj. Dans ce cas
1) Gn( = (12,11 = Gi1t

alors on a (y)

2) Soit kfe (1,2,3,4,5,6}.
Alors

(1j~A) = (Xj.~d~. L), (ik,i2) = (121~ (1k,12),

(iji»13) = (M/j,13) (iji,  * Cli»Vi) = (%j+19) (1k»
dk,i5) =api~cvi,), dk,i6) = Cr.igXij,,")
alors
G =G « G,
Nous prouverons que dans le groupe G il n'existe pas le

sous-groupe GN* réalisant (S”~). Dans ce but remarquons que
I'ensemble G”* ne peut pas étre l'ensemble des paires
telles qui sur la premiére place n'ont que les éléments 1
ou Ig. En effet si sur la premiere place de la paire il
n'y a que 1 Il'ensemble G ne réalise pas (2), si sur
la premiére place de la paire est toujours 12, lI'ensemble

G~* ne forme pas du groupe et si dans G~* il y a des
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paires de deux types précédents le G™1 n'est pas invariant
(il suffit d'examiner les classes (I, 1/)G~r* et G~CIN)).
Pour que le groupe G2* réalise (Sj) il doit alors refermer
un élément tel qui sur la premiere place a un élément de
I'ensemble 1717 1g]. Alors sur la deuxieme place dans
une telle paire il ne peut &tre ni 1~ ni , car une tel-
le paire serait dans le produit GnG* et elle ne serait
pas dans G”, Remarquons encore que la paire (ig,") doit
étre dans G~* et supposons que la paire (10,17) est
dans G~™*. Alors

(15,14) = f
est aussi dans G"* et

(Vi-,) = (ib.v (i3.v

est aussi dans G~*.

Mais la paire (17,17) est ainsi dans G ce qui sig-
nifie qu'elle est aussi dans GnG”"*, bien qu'elle ne soit
pas dans G*.

On peut réaliser un tel raisonnement aussi pour d'autres
caS| ce qui nous donne la conclusion que chaque sous-groupe
invariant G~* ne remplit pas les conditions (S")e

() Il en résulte de (b) que On peut don-
ner ici un exemple plus simple. Prenons

g*twW sb Gle- W - @1 -
ou I~ ,..,tlg ont les mémes signification que dans l'exem-
ple 1. Nous pouvons facilement vérifier que les seuls sous-

groupes invariants du groupe G = ce sont les sous-
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groupes banale et le groupe G, nais aucun d'eux ne remplit
les conditions exigées dans (S™)*

(d) L'exemple plus bas montre que de (Sj) il n'en résulte

pas (S2).

Exemple 2. Posons G = z~, G ={.0,2}, G™ = {0},
G~* = {0}. Les groupes cités remplissent évidemment les
conditions (S , Dans le groupe G les seuls sous-groupes
ce sont les groupes banale et le groupe G et comme on le
voit aucun d'eux ne remplit (S2).

Ce) Exemple 2 peut servir pour la démonstration que de
CS™) il n'en résulte pas (S™).

Remarquons qu'il suffit d'ajouter aux conditions (S2)
la supposition d'invariabilité du sous-groupe G, dans le
groupe G pour que les conditions (s*) soient remplies.

En effet supposons que CS2) soit rempli et que G™ soit
invariant dans G, Mettons

am N _ alG-a.
a« G
Le sous-groupe G~ est évidemment invariant dans G. Nous
démontrerons qu'il remplit la relation: G = GnG~"¥*,
Sdrement G~*c G”, alors aussi GnG™™*c Gn G = G”. Soit
ae G. Conformément a (S2) nous avons
a=xy, ou xtG' et yE¢€G0G,

De la
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Mais x~CUx T d4j, alors a~G”a = y“1G,jy.
De (S2) il en résulte ensuite que G.CG. d'ou
2 a“lGia =y -~ "~3"76 ",

Comme y &G et G est invariant dans G, nous avons

(13) y"1Gly = G1.
De (12) et C13) il en résulte que
a ~"abGg~»
a%ol’
G** = [\ - a~1G,e DG*,
‘ at G 1 1

alors aussi
GnGM™dGdG" = G

Nous avons donc G = GnG”*, ce qui finit la démonstration.

On peut donner aussi une démonstration de ce fait par
le théoréme 4. Soit K = GIG”, h - 1'homomorphisme canonique
G-*mK et posons

F (ex,x) = exh(x) sur KxG.

Tous les sous-groupes de la stabilité de F sont égaux
aux G”, les suppositions du théoréeme 4 sont donc remplies.
Il existe donc le prolongement;F de F de EX Ga Ex G. Le
noyau d'homomorphisme G*y-* F (ot,y) remplit les supposi-

tions pour G~*,
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