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Sur la continuité des homomorphismes

On s a i t  t r è s  b ie n  d ep u is longtem ps que la  fo n c tio n  

r é e l l e  d 'u n e v a r ia b le  r é e l l e  e t  a d d it iv e  -, j m esurable au 

sens de L e b e sg u e d o it  ê tr e  c o n tin u e . Le r é s u lt a t  analogue 

pour l e s  sem igroupes d 'i t é r a t i o n s  e s t  démontré par M .C.Zdun 

dans [ 2 ]  p .1 0 .  P lu s  bas nous a l lo n s  dém ontrer que par le  

r é s u lt a t  de M .C.Zdun on peut g é n é r a lis e r  ce  qui concerne la  

fo n c t io n  a d d it iv e . P lu s  p récisém ent nous dém ontrerons l e  

théorème s u iv a n t .

THEOREME. S o i t  J  = R+ = (0 ,+ o o ) ou J  = R_ = ( - o o ,0 )  

ou J  = R = (-c>o , + o o ).  Supposons que h s o i t  un homomor

phisme de ( J , + )  dans l ' i n t e r v a l l e  fermé Д  avec l 'o p é r a 

t io n  " о " ; Д  х Д - * - Д  ,  con tin u e par rap p ort à chaque va

r ia b le  e t  a s s o c ia t iv e .  De p lu s  supposons que 

Ca) h s o i t i  m esurable au sen s de, Lebesgue ou 

(b )  i l  e x is te

lim  h f t ) .
J a  t —O
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Dans ce  c a s  h d o i t  ê tr e  c o n tin u .

Poux l a  d ém on stration  c i to n s  l e  r é s u l t a t  de M .C.Zdun 

([2 ] p .1 0  T h .1 .1  e t  p .1 2  T h .2 .1 )  comme le

ŁBMMS 1 .  S o i t  J  un i n t e r v a l le  ferm é* e t  f f t s J

une f a m il le  d es fo n c t io n s  co n tin u e s  e t  t e l l e s  que

f fc( f 8 ) = f t + s

e t  pour chaque x  de J  l a  fo n c t io n  R+ * t  —► f * 4 x )  e s t

m esurable CL) ou i l  e x is t e  lim  f ^ C x ) .  Dans ce cas c e t t e
R+ î  t  -*-0

d e rn iè re  fo n c t io n  e s t  c o n tin u e .

Remarquons que d 'a p r è s  ce  lemme nous avons a u s s i  le  

LEMME 2 .  S i  nous rem plaçons R+ dans l e  Lemme 1 par 

R _ ou R l e  lemme r e s te r a  v r a i .

D é m o n s t r a t  i o n .  Dans l e  c a s  R_ remarquons 

que la  f a m il le  Pt (x ) »= f _ t Cx) r e m p lit l e s  su p p o s itio n s
• t

du Lemme 1 .  donc l a  fo n c t io n  R * t  —► F (x )  e s t  con tin u e
T  ♦.

pour x  de J  e t  de là  R _e  t  —► f feCx) e s t  a u s s i  c o n t i 

n u e .

Dans l e  c a s  R au l i e u  de R+ ,  d 'a p r è s  ce qui précède 

l e s  fo n c t io n s  R+ » t  — f  ̂ '(x) e t  R _e  t  —* - f fc(x ) sont

c o n tin u e s . De p lu s  pour chaque x  de J  e t  t Q i  0

t  t - t .  t ft - t n t  0
f  (x ) = f  ° ( f  ° (x ))  — ► f  ° ( f  °Cx)) = f  (x)

pour t - ^ - 0 ,  donc R a t  —► f^ '(x )  e s t  con tin u e dans z é ro .

*  D 'a cc o rd  de [2 l  on peu t ê tr e  J  = C-oOf + coD*
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La dém onstration du Lemme 2 e s t  donc term in ée.

Remarquons que s i  nous rem plaçons R+ dans l e iLemme 1
I

par [ 0 ,+  c*>) nous ne recev erro n s pas du théorème e x a c t . 

En e f f e t  posons

f fc(x ) =

g t p̂ LL + t  pour t  > 0  e t  x e  R ,

x  pour t  = 0 e t  x  ь R .

N otre fo n c t io n , en rem p lissa n t le s  su p p o sitio n s  du Lemme 1 

avec [o ,+  bû) au l i e u  de R+ , n 'e s t  pas continue dans 

t  = 0 pour x  < 0 .

D é m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e .  Posons 

f fc( x ) :  s  x  о h Ct) pour ( x , t ) e  & x j .  C e tte  fa m ille  des 

fo n c tio n s  rem p lit le s  su p p o s itio n s  du Lemme 1 ( s i  J  = R+ ) 

ou du Lemme 2 (dans le s  a u tre s  c a s ) .  En e f f e t

fb(fs(x)) = [xo h (s )}  » h ( t )  = xo [h C s) о h (t ) ]  =

= x o  b (s + t )  = f t + s Cx) .

S i  h e s t  m esurable, donc puisque ’V  e s t  co n tin u e , la  

fo n c tio n  t  —* - f T(x )  e s t  a u s s i  m esurable. S ' i l  e x is te

lim  h ( t )  
J e  t-*»0

donc i l  e x is te  a u ss i

lim  f b ( x ) . 
J  a t-*>0

I l  en r é s u lte  que la  fo n c tio n  J  a t - ► f b(x ) e s t  co n tin u e .
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S o i t  t Q f i x é  dans J  e t  posons x = hCt^) . On a pour 

t  -  t Q de J :  

t - t .
f  0 ChCt0)) = h ( t Q) о h C t - t ^  = h ( t )  ,

donc h (t )  e s t  con tin u e  pour t  t e l  que t  -  t  € J ,

S i  J  = R la  fo n c t io n  h ( t )  e s t  donc con tin u e sur J .  

Pour J  = R+ la  fo n c t io n  h ( t )  e s t  con tin u e  pour t  > t Q 

e t  p uisque t Q e s t  a rb itra ir e m e n t c h o is ie  dans R+ , h e s t  

co n tin u e  su r J ,  La même s i t u a t io n  nous avons pour J  = Rm. 

La d ém on stration  du théorème e s t  donc te rm in ée .

Comme l 'a p p l i c a t i o n  du théorème démontré indiquons 

q u 'o n  p eu t a f f a i b l i r  la  s u p p o s it io n  de la  c o n tin u ité  de ^ 

à l a  s u p p o s it io n  de l a  m e s u r a b ilité  de ^  dans l e s  théorèm es 

au s u je t  d es s o lu t io n s  de l 'é q u a t io n

if (x+y) = F СЦ>Сх) , ifcy))

dans l e  t r a v a i l  [ U .
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