ZENON MOSZNER

Sur la continuité des homomorphismes

On sait trés bien depuis longtemps que la fonction
réelle d'une variable réelle et additive -jmesurable au
sens de Lebesguedoit étre continue. Le résultat analogue
pour les semigroupes d'itérations est démontré par M.C.Zdun
dans [2] p.10. Plus bas nous allons démontrer que par le
résultat de M.C.Zdun on peut généraliser ce qui concerne la
fonction additive. Plus précisément nous démontrerons le
théoréme suivant.

THEOREME. Soit J = R+ = (0,+00) ou J = R_ = (-00,0)
ou J =R = (-¢c>0,+00). Supposons que h soit un homomor-
phisme de (J,+) dans l'intervalle fermé [ avec l'opéra-
tion "o"; O xAO-*-4 , continue par rapport a chaque va-
riable et associative. De plus supposons que
Ca) h soiti mesurable au sens de, Lebesgue ou

(b) il existe

lim hft).
Ja t—0O
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Dans ce cas h doit étre continu.
Poux la démonstration citons le résultat de M.C.Zdun
([2] p.10 Th.1.1 et p.12 Th.2.1) comme le

tBMMS 1. Soit J un intervalle fermé* et ffts J

une famille des fonctions continues et telles que
ffc(f8) = ft+s
et pour chaque x de J la fonction R+*t — f*4x) est

mesurable CL) ou il existe lim f~Cx). Dans ce cas cette
R+17T t -*0

derniére fonction est continue.

Remarquons que d'aprés ce lemme nous avons aussi le

LEMME 2. Si nous remplagons R+ dans le Lemme 1 par
R ou R le lemme restera vrai.

Démonstrat ion. Dans le cas R_ remarquons
que la famille Pt(x) »= f_tCx) remplit les suppositions
du Lemme 1. donc la fonc.tion R ™t —>Ft(x.l) est continue
pour x de J et dela R_et —»ffeCx) est aussi conti-
nue.

Dans le cas R au lieu de R+, d'aprés ce qui précéde

les fonctions R+» t — f~'(x) et R_e t —*-ffc(x) sont

continues. De plus pour chaque x de J et tQi O

t t-t.  tft -tn t 0
f (x) =f °(f °(x)) —» f °(f °Cx)) = f (X)

pour t-~-0, donc Rat —» f*(x) est continue dans zéro.
* D'accord de [2] on peut étre J = C-00f+coD*
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La démonstration du Lemme 2 est donc terminée.

Remarquons que si nous remplacons R+ dans leilemme 1
|

par [0,+ ¢ nous ne receverrons pas du théoréme exact.
En effet posons

gtpLlLL+t pour t >0 et xeR,
ffo(x) =

X pour t = 0 et X bR.

Notre fonction, en remplissant les suppositions du Lemme 1

avec [o,+ bl) au lieu de R+, n'est pas continue dans

t =0 pour x<0.

Démonstration du théoréeme. Posons

ffe(x): s xohCt) pour (x,t)e &Xxj. Cette famille des

fonctions remplit les suppositions du Lemme 1 (si J = R+)

ou du Lemme 2 (dans les autres cas). En effet
fo(B®) = POh(s)} »h(t) = XO[hCs) Oh(t)] =
= x0 b(s+t) = ft+sCx).

Si h est mesurable, donc puisque 'V est continue, la

fonction t —*-fT(x) est aussi mesurable. S'il existe
lim h(t)
Je t-*»0
donc il existe aussi
lim fb(x).
J at-*>0

Il en résulte que la fonction Jat -» fb(x) est continue.
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Soit tQ fixé dans J et posons x = hCt®) . On a pour
t - tQ de J:

t-t.

f 0ChCt0)) = h(tQ o hCt-t» = h(t) ,
donc h(t) est continue pour t tel que t -t €1,

Si J =R la fonction h{(t) est donc continue sur J.
Pour J = R+ la fonction h{(t) est continue pour t>1tQ
et puisque tQ est arbitrairement choisie dans R+, h est
continue sur J, La méme situation nous avons pour J = Rm
La démonstration du théoréme est donc terminée.

Comme l'application du théoréme démontré indiquons
qu'on peut affaiblir la supposition de la continuité de ~
a la supposition de la mesurabilité de ™~ dans les théorémes
au sujet des solutions de Il'équation

if (xty) = F CU>Cx) , ifcy))

dans le travail [U .
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